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Prefacio

Conocí al doctor Leopoldo García-Colín alrededor del año 2000 en una conferencia que ofreció

en el ciclo de seminarios del Departamento de Física de la Universidad Autónoma Metropolitana

Unidad Iztapalapa, en la que habló sobre el flujo de calor en los sistemas relativistas. En ese enton-

ces yo estaba comenzando la Licenciatura en Física en dicha Universidad, probablemente tendría

uno o dos trimestres de estar inscrito en la carrera y por lo tanto las bases matemáticas que tenía

aún no eran muy amplias.

Varias cosas me llamaron la atención de esa conferencia. Lo primero fue el poder de convocatoria

del Dr. García-Colín, ya que a diferencia de otros seminarios el que él ofreció superaba la capa-

cidad del salón. La sala en que se llevaban a cabo los seminarios llevaba su nombre, lo cual me

hacía pensar, como estudiante, que el Doctor era una persona muy importante y que valía mucho la

pena atender esa charla. Comenzada la conferencia me sorprendió ver a un hombre de alrededor de

setenta años, hablar con tanto ímpetu y tanta pasión sobre el trabajo que hacía. Como estudiantes

nos motivaba ver a alguien que había dedicado gran parte de su vida al quehacer científico, y que

a esa edad siguiera muy activo e interesado por seguir realizando investigación original, formando

estudiantes y platicando de sus hallazgos. Tanto entusiasmo me transmitió esa charla que no me

di cuenta de inmediato que casi no había entendido nada. Entre lo que recuerdo no haber com-

prendido estaba el término “derivada covariante” y “tensor de energía-momento”. En esos días mi

inclinación era hacia la astronomía, sin embargo, después de esa plática decidí que debía compren-

der cabalmente el significado de esos términos y a partir de entonces empecé a llevar cursos de

relatividad y gravitación.

Al comenzar mi posgrado estuve interesado en estudiar ciertas cuestiones de gravedad cuánti-

ca. Nunca imaginé que comenzando en esa área acabaría trabajando en temas cercanos a los que

García-Colín nos había mostrado en aquella conferencia y que, de hecho, había trabajado los úl-

timos años. Una parte importante de mi investigación en el posgrado se centró en estudiar las

propiedades de transformación entre marcos de referencia de la función de distribución para un

gas relativista. Al final de mis estudios el Dr. García-Colín fue parte del jurado que evaluó mi tra-

bajo para obtener el grado de doctor. Durante su evaluación tuve la oportunidad de discutir con él

varias cuestiones de teoría cinética y las diversas formas de estudiar ésta en el régimen relativista.

Estos acercamientos con García-Colín me llevaron a asistir poco a poco a las reuniones que tenía

con un grupo especializado en aspectos de termodinámica y estadística en relatividad, con colabo-

radores de la UAM y de la Universidad Iberoamericana.
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En 2011 se cumplió un siglo de la publicación del trabajo original de Ferencz Jüttner en donde

derivó por vez primera la función de distribución del equilibrio para el gas simple relativista; esto

marca el inicio de los estudios térmicos en el régimen de la teoría de la relatividad. Conversando

con García-Colín y Leonardo Dagdug, surgió la idea de realizar la edición del presente volumen

para conmemorar la aparición de los trabajos de Jüttner, con la justificación adicional de que, al

menos los últimos dieciséis años, García-Colín se dedicó a cultivar esta área de la Física en Méxi-

co, logrando contribuciones significativas.

Como primer paso García-Colín y yo con ayuda de Ertan Göklü, realizamos las versiones al es-

pañol de los trabajos originales de Jüttner para incluirlos como parte de este volumen conmemo-

rativo. En seguida, invitamos a colaborar a varios investigadores mexicanos y extranjeros activos

en el tema. Al respecto he de mencionar que casi inmediatamente recibimos respuesta y todos los

investigadores se mostraron muy contentos en participar. A mediados de septiembre de 2012 el

trabajo estaba casi terminado, faltaban únicamente algunos detalles editoriales y de estilo, cuando

lamentablemente, a días de enviar el presente volumen a la imprenta, nos enteramos del falleci-

miento del doctor Leopoldo García-Colín, el 8 de octubre de 2012 en la Ciudad de México.

Además de todas sus lecciones académicas, una de las cosas que Don Leo nos enseñó fue a tener

un espíritu impetuoso ante el trabajo y realizarlo siempre en beneficio de la sociedad, compren-

diendo que la investigación científica conllevará a una educación de mejor calidad. Más allá de

todos los homenajes que recibió y recibirá, considero personalmente que una forma de recordar al

doctor García-Colín es continuar con ese ánimo y trabajar sin dejar incompleto ningún proyecto.

Concluimos entonces este trabajo, ahora póstumo para Don Leo, con su publicación con el apoyo

de la Universidad Autónoma Metropolitana, en particular del Dr. Javier Velázquez Moctezuma,

actual rector de la Unidad Iztapalapa.

GCA
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Mi amistad con el doctor Leopoldo García-Colín se extendió por más de veinte memorables años.

Fue una amistad como todas, hubo desencuentros, coincidencias, alegrías, tristezas, problemas,

soluciones, confesiones, simpatía y tolerancia; pero siempre todo ocurrió con respeto y cariño. Mi

primera experiencia con él fue como alumno del curso de Física Estadística de la licenciatura en

Física en la Universidad Autónoma Metropolitana. Nunca imaginé que esa estupendas y estimu-

lantes clases cambiarían mi vida profesional y personal para siempre. Dirigió mis tesis de maestría

y doctorado y fue pieza fundamental para que yo viajara al National Institutes of Health a hacer

un posdoctorado con George Weiss, su compañero de escritorio durante su estancia en Maryland

University. En esos momentos en que mi vida profesional se enfocó en la aplicación de la física a

los sistemas biológicos, una vez más, él fue quien hizo que todo fuera posible. Mi regreso a México

también fue por iniciativa suya, y con ello también inició una nueva etapa profesional en la que me

entusiasmó para que trabajáramos en la ecuación de Boltzmann aplicada a plasmas y a fenómenos

relativistas. Temas que ocuparon sus más grandes esfuerzos intelectuales al final de su vida, esta

edición es una clara muestra de ello.

LDL

Dedicamos el presente volumen a la memoria de un gran científico mexicano.

México D. F., octubre 2012
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1
Introducción: 100 años de la teoría cinética
relativista

Sin duda alguna se puede afirmar que la teoría cinética relativista comenzó con la deducción de

la función de distribución de equilibrio para un gas relativista simple realizada por Ferencz Jütt-

ner en 1911, [1]. Esta distribución, ahora conocida como distribución de Jüttner, es la contraparte

relativista de la bien conocida función de distribución de Maxwell-Boltzmann para la distribución

de velocidades de un gas en equilibrio. En sus trabajos de 1911, Ferencz Jüttner estudia un gas en

equilibrio tanto en reposo como en movimiento [2], y en ambos artículos encuentra la función de

distribución utilizando un procedimiento de maximización de la entropía [3]. Diecisiete años más

tarde, en 1928, el mismo Jüttner encuentra las correspondientes distribuciones asociadas con las

estadísticas cuánticas para gases relativistas [4].

Uno de los propósitos de la teoría cinética es derivar leyes macroscópicas con base en las ecua-

ciones de evolución microscópicas, esto se logra gracias al uso de la ecuación de Boltzmann [5].

En 1935 Walker dio el siguiente paso hacia la descripción del gas relativista encontrando la ecua-

ción de evolución que debe satisfacer la función de distribución para el caso sin colisiones [6]. La

generalización relativista de la ecuación de Boltzmann incluyendo colisiones fue dada por Lich-

nerowicz y Marrot en 1940 [7]. Taub mostró en [8] que las ecuaciones de balance de masa y

energía-momento relativistas, pueden encontrarse a partir de las ecuaciones cinéticas. En su libro

[9], Synge sintetiza los resultados más importantes para gases relativistas en equilibrio e introduce

la notación vectorial 4-dimensional.
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1. Introducción: 100 años de la teoría cinética relativista

La década de 1960 fue muy importante y fértil para la teoría cinética relativista. Israel [10], Kelly

[11] Chernikov [12] y otros autores [13, 14], adaptaron los métodos de Chapmann-Enskog y Grad

al dominio de la relatividad. La aproximación BGK [15] fue implementada también en esta época

al régimen relativista, primero por Marle [16] y modificada después por Anderson y Witting [17].

Con estos métodos se pudieron calcular los coeficientes de transporte para el gas relativista a partir

de la ecuación de Boltzmann covariante. Una de las consecuencias más importantes en este caso es

que el gas relativista tiene viscosidad volumétrica a diferencia del caso del gas no relativista. Este

resultado tiene importantes repercusiones, por ejemplo en el efecto de la viscosidad de los neu-

trinos en la evolución del universo, el estudio de la formación de galaxias, estrellas de neutrones,

etc. [18]. Una vez teniendo ecuaciones covariantes es directo estudiar la extensión que considere

efectos de campos gravitacionales. La ecuación de Boltzmann relativista incluyendo estos efectos

fue escrita primero por Chernikov [19] y Lindquist [20]. Posteriormente, Stewart [21] hace una

descripción más general de la teoría cinética relativista en espacios curvos. Es en este trabajo, jun-

to con el de Ehlers [22], donde se construye el formalismo matemático de la teoría cinética en el

contexto de la relatividad general.

En su libro de 1980 [23] de Groot, van Leeuwen y van Weert estudian la deducción de la ecuación

de Boltzmann a partir de la dinámica subyacente a un sistema de partículas cuánticas relativistas;

esta dinámica es proporcionada por la teoría cuántica de campos. En ese trabajo se calculan los

coeficientes de transporte para sistemas específicos que tienen un papel importante en astrofísica

y cosmología. Aunque no estudian los efectos del campo gravitacional, sí presentan una serie de

aplicaciones selectas. Carlo Cercignani y Gilberto M. Kremer en su libro [24], además de realizar

una revisión de la teoría cinética relativista, estudian mezclas de gases relativistas en donde ocurren

reacciones químicas o nucleares, analizan la propagación de ondas de choque en un gas relativista

y el estudian el caso gravitacional, cosmológico y el sistema Vlasov-Einstein para plasmas. El más

reciente tratado en la materia fue publicado en 2011 por Rémi Hakim, [25], donde hace uso de

herramientas de la teoría cuántica de campos en espacio curvo donde además presenta diversas y

recientes aplicaciones.

En la literatura hay distintas presentaciones de la teoría cinética relativista dependiendo del enfoque

que se siga. Por ejemplo, se han propuesto alternativas a la distribución de Jüttner [26, 27, 28, 29].

Hay también intentos por establecer los fundamentos de la termodinámica irreversible relativista

2



1. Introducción: 100 años de la teoría cinética relativista

sobre la base de una teoría cinética relativista de primer orden en los gradientes [30], y se han es-

tudiado las inestabilidades genéricas en este tipo de teorías [31], mostrando que existen opciones

estables que permiten introducir nuevos coeficientes de transporte [32]. Recientemente se desarro-

llaron simulaciones numéricas de dinámica molecular y Monte Carlo para el gas relativista que

indican que la distribución de Jüttner es en realidad la generalización relativista correcta de la dis-

tribución del equilibrio [33, 34, 36, 37]. éstas también han sido confirmadas a través del estudio

de las propiedades de transformación de la distribución en un lenguaje manifiestamente covariante

[38]. Este análisis implica necesariamente la introducción de un vector cuya norma está asociada

con la temperatura invariante del gas en el marco en reposo.

La teoría cinética relativista tiene una extensa gama de aplicaciones. Históricamente, el primero

en utilizar la distribución de Jüttner para describir un sistema físico con buenos resultados con-

firmados observacionalmente, fue el astrofísico indio Subrahmanyan Chandrasekhar [39], quien

desarrolló la teoría de la estructura estelar para estrellas en equilibrio y en estado estacionario.

Chandrasekhar planteó un modelo para las enanas blancas como un gas de electrones relativistas

fuertemente degenerados, siendo aplicable en ese régimen la versión cuántica para fermiones de la

distribución de Jüttner. Con estas consideraciones Chandrasekhar encontró un límite para la masa

de las enanas blancas, a saber, 1.4 masas solares, conocido ahora como el límite de Chandrasekhar,

el cual se ha constatado debido a que hasta la fecha, no se han observado enanas blancas de masa

superior [3].

En cosmología, al estudiar las épocas tempranas en la vida del universo es necesario conside-

rar ciertos procesos disipativos. Bernstein [40] estudia la ecuación de Boltzmann en un fondo de

Friedman-Lemaître-Robertson-Walker, esta métrica describe un modelo de Universo en expansión,

homogéneo e isotrópico. En ese trabajo se muestra que no existe solución de equilibrio para la fun-

ción de distribución de un gas en esa situación. En el universo temprano las especies que existían

eran todas relativistas, es evidente la necesidad de una teoría cinética relativista para investigar la

evolución e interacciones entre las especies en esa época. En Cosmología usualmente se resuelve

la ecuación de Boltzmann en un universo en expansión que contiene fotones, neutrinos y materia

oscura [41, 42, 43].

Entre los posibles efectos estudiados por la teoría de transporte relativista, se encuentra el efec-

to Sunyaev-Zeldovich, que es la distorsión del espectro de cuerpo negro de la radiación cósmica
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1. Introducción: 100 años de la teoría cinética relativista

de fondo (RCF ó CMB del inglés Cosmic Microwave Background), producida por la dispersión

de Compton de los fotones del fondo cósmico por electrones de los cúmulos de galaxias [44].

Ese proceso afecta la distribución de la radiación. Este efecto permite calcular parámetros cos-

mológicos como la constante de Hubble, el corrimiento al rojo, etc. Este efecto se ha intentado

explicar a través de ecuaciones de difusión modificadas por efectos relativistas como la ecuación

de Kompaneets que involucra procesos de difusión de fotones [45, 46]. Este efecto se estudió tam-

bién utilizando expresiones corregidas para la intensidad de los fotones incidentes, encontrando

los mismos resultados que Kompaneets [47]. Itho encontró modificaciones relativistas a este efec-

to [48], mostrando ser éstas muy pequeñas en relación con el caso no relativista. Es reciente la

medición de la distribución de electrones asociados con el efecto Sunyaev-Zeldovich, de manera

directa de la observación de aglomerados de galaxias con altas temperaturas, donde los efectos

relativistas se vuelven importantes, resultando la distribución de Jüttner [49].

En épocas recientes se han construido grandes laboratorios donde se llevan a cabo experimentos

de física nuclear basados en colisiones de iones pesados a altas velocidades. Tal es el caso del

RHIC (Relativistic Heavy Ion Collider) y el LHC (Large Hadron Collider). En estas colisiones se

encuentra el llamado plasma de quarks y gluones [50]. Las especies involucradas en estos experi-

mentos son relativistas y por lo tanto es necesaria una base teórica para calcular los coeficientes de

transporte correspondientes de estos sistemas. Se ha considerado que este sistema es el fluido re-

lativista más perfecto que se ha podido observar, teniendo uno de los cocientes entre la viscosidad

de corte y la densidad de la entropía más bajos [51].

Incorporar los principios de la relatividad con los de la teoría cinética no sólo es importante en el

contexto de las anteriores aplicaciones, es crucial para entender los fundamentos teóricos de la des-

cripción de sistemas relativistas de muchos cuerpos, donde no es claro cómo definir una variable

temporal natural [21]. En termodinámica clásica no relativista, la descripción de los sistemas en

equilibrio no está ligada con el movimiento del sistema mismo. Sin embargo, cuando extendemos

el análisis al caso relativista especial, la descripción desde cualquier marco de referencia se vuelve

imprescindible. Por ejemplo, en [52] se comienza a generalizar las leyes de la termodinámica a

partir de principios de simetría y conservación y se observa la necesidad de incluir al movimiento

del sistema.
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Cien años han pasado desde la publicación de los trabajos originales de Ferencz Jüttner y nos da-

mos cuenta que el área que él inauguro con ellos, sigue siendo un tema de interés en la actualidad

con potenciales aplicaciones modernas importantes. Por todo esto consideramos fundamental el

conmemorar los cien años de la aparición de los trabajos pioneros de Ferencz Jüttner y lo hacemos

con la edición del presente volumen en el cual contribuyeron varios investigadores mexicanos y

extranjeros que han dedicado parte de su trabajo al estudio de la teoría cinética y termodinámi-

ca en sistemas relativistas. Los capítulos incluyen temas como la estabilidad de las ecuaciones

hidrodinámicas relativistas de primer orden, la implementación numérica de las ecuaciones de di-

námica molecular en el régimen relativista, la función de distribución manifiestamente covariante

para el gas relativista, la transformación relativista de la temperatura, estudios de mezclas binarias

de sistemas relatvistas, flujos de calor en sistemas gravitacionales y astrofísicos, condensados de

Bose-Enstein, etc. Además, quisimos incluir, a modo de apéndice, una pequeña semblanza de la

vida y obra de Ferencz Jüttner, así como las versiones en español de sus trabajos originales de

1911, que incluyen la derivación original de la distribución del equilibrio del gas relativista. Con

este compendio esperamos recopilar algunos de los resultados recientes más importantes que se

han dado a cien años de iniciada la teoría cinética relativista.
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Resumen

Las simulaciones de una mezcla bicomponente unidimensional, siendo completamente relativistas,

pusieron fin a una disputa que duró varios años sobre la exactitud de la función de Jüttner para

describir la distribución de velocidades de las partículas de un gas relativista. Además, estas simu-

laciones sirven también para ilustrar el significado de conceptos tales como temperatura, equilibrio

térmico y ergodicidad en el marco de la relatividad especial. Aún más, han mostrado que la distri-

bución de Jüttner modificada, la cual se propuso originalmente como alternativa a la distribución

de Jüttner, en realidad se corresponde con la distribución de equilibrio cuando se utiliza una para-

metrización basada en el tiempo propio de las partículas. Esta parametrización lleva a una energía

y momento del gas que se transforman como las componentes de un cuadrivector, con lo que per-

mite definir una teoría termodinámica relativista que carece de las ambigüedades de las teorías

tradicionales de Einstein-Planck y Ott.
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2.1. Introducción

Se puede afirmar que la física estadística relativista dio sus primeros pasos en 1911, seis años

después de que Albert Einstein formulara la teoría de la relatividad especial [1, 2], cuando Ferencz

Jüttner [3] propuso su generalización relativista de la distribución de velocidades de Maxwell [4].

Durante estos 100 años, la física estadística relativista se ha encontrado con muchas dificulta-

des, ausentes en el mundo Newtoniano pre-relativista, que han dado pie a diversas controversias

recurrentes en la comunidad científica. Una de las más recientes ha sido precisamente la exac-

titud de la distribución de Jüttner, puesta en duda por diversos autores a partir de los años 80

[5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 12], en un debate que sólo se cerró en 2007 [13] con los experimentos numé-

ricos que detallamos en este capítulo.

La principal dificultad de la física estadística relativista estriba en la complicación introducida

por los principios de la relatividad especial en la descripción matemática de las interacciones de

muchas partículas. En la física no relativista, las interacciones pueden describirse por medio de

potenciales o hamiltonianos, que suponen una velocidad infinita de propagación. A partir de los

hamiltonianos se construye la mecánica estadística no relativista siguiendo una serie de pasos

matemáticos [14] que, aunque no siempre completamente rigurosos, como el principio de probabi-

lidades a priori, están bien asentados y contrastados. No obstante, estos hamiltonianos no pueden

ser utilizados en la física relativista, ya que la relatividad especial prohíbe velocidades de propa-

gación superiores a las de la luz. Las interacciones tienen entonces que ser descritas por medio

de campos que intercambian energía y momento con las partículas. Estos campos introducen una

serie de complicaciones [15, 16, 17, 18, 19] que hacen prácticamente intratable la tarea de desarro-

llar un formalismo hamiltoniano de partículas sin campos que pueda ser utilizado en la mecánica

estadística relativista [20].

La teoría cinética proporciona herramientas tales como la ecuación de Boltzmann, que pueden

generalizarse sin grandes dificultades al marco de la relatividad especial [21]. No obstante, estas

teorías contienen aproximaciones, como la famosa hipótesis del caos molecular en la ecuación de

Boltzmann o la de ergodicidad a un nivel más fundamental, que, si bien han sido debidamente

contrastadas por simulaciones y experimentos en el caso no relativista, deben también confirmar-

se dentro de la relatividad especial, pues ésta modifica de manera fundamental los conceptos de

espacio y tiempo.

El capítulo está organizado como sigue. En primer lugar se resumen una serie de definiciones y

conceptos necesarios para las secciones siguientes. En la siguiente sección se expone una deduc-

ción de la distribución de Jüttner que, siendo muy próxima a la deducción original de Jüttner de

1911, nos permite también introducir rápidamente la llamada distribución de Jüttner modifica-
da. Esta distribución fue originalmente propuesta como una alternativa a la de Jüttner [10, 12],

y a partir de ella se pueden obtener resultados que coinciden parcialmente con los obtenidos en

los mencionados trabajos [5, 6, 7] que cuestionaban la distribución de Jüttner. A continuación, se

detallan las simulaciones completamente relativistas que mostraron [13] inequívocamente que la

distribución de Jüttner describe correctamente la distribución de velocidades en un gas relativista

cuando se utiliza la parametrización temporal natural del marco de referencia inercial en el que
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se miden las velocidades. Estas simulaciones [22] también sirven para ilustrar el significado de

conceptos tales como temperatura y equilibrio térmico en el marco de la relatividad especial. La

última sección muestra que el concepto de ergodicidad también también es aplicable en relativi-

dad especial. Una importante esto es que la distribución de Jüttner modificada, a pesar de no ser

adecuada para describir las velocidades de un gas en equilibrio cuando se miden simultáneamente

en un marco de referencia inercial, es de utilidad para la distribución de velocidades de partículas

que tienen una vida finita en procesos de decaimiento. Además, mostraremos que puede ser uti-

lizada para construir una termodinámica relativista basada en el tiempo propio que no posee las

ambigüedades de las teorías tradicionales de Einstein y Planck o de Ott.

2.2. Preliminares

En relatividad especial, los eventos espacio-temporales en un marco de referencia inercial Σ se

suelen caracterizar por cuadrivectores definidos en el espacio de Minkowski,

xα = (ct,x) = (ct, x1, . . . , xd), (2.1)

donde d es el número de dimensiones espaciales del sistema y α es un superíndice que toma

valores 0,1,. . .,d. En lo sucesivo adoptaremos unidades naturales, de forma que la velocidad de la

luz c = 1. Las transformaciones entre las coordenadas de distintos marcos de referencia inerciales

vienen descritas por la matriz de Lorentz

x′α = Λα
βx

α, (2.2)

donde x′α son las coordenadas en el marco Σ
′
, y se ha considerado, sin pérdida de generalidad,

que ambos marcos comparten el mismo origen de coordenadas. Por ejemplo, si (en un espacio de

dimensión d = 3) el marco Σ
′

se está alejando con velocidad constante u a lo largo del eje x,

entonces tenemos

t′ = γ(u)(t− ux) (2.3)

x′ = γ(u)(x− ut) (2.4)

y′ = y (2.5)

z′ = z (2.6)

donde γ(u) = (1− u2)−1/2 es el factor de Lorentz.

El cuadrivector energía-momento de una partícula de masa en reposo m que se mueve con veloci-

dad v en Σ se define como

pα = (p0,p), (2.7)

donde

p = mvγ(v), p0 = mγ(v), (2.8)
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y γ(v) = (1 − v2)−1/2. Invirtiendo estas fórmulas, podemos expresar la velocidad de la partícula

en función de su momento p y su masa en reposo m por medio de

v = p/p0, p0 = (m2 + p2)1/2. (2.9)

Como las componentes de (2.7) forman un cuadrivector, estas se transforman para distintos obser-

vadores con la misma matriz de Lorentz que en (2.2). Una importante consecuencia de esto es que

el elemento de volumen en el espacio de momentos ddp se transforma como

ddp′/p′0 = ddp/p0. (2.10)

t= const.

Σ’

t

x

L

t’=0
Σ

uL

Figura 2.1: Líneas de mundo de cuatro partículas en una caja de dimensión L. Las líneas discon-
tinuas indican los hiper-planos a t =constante y t′ =constante, donde t y t′ son las coordenadas
temporales de un marco Σ en reposo con la caja y otro Σ′ que se mueve con velocidad u a lo
largo del eje x, respectivamente. Nótese, por ejemplo, que el hiper-plano con t′ = 0 se corres-
ponde con instantes de tiempo que se encuentran en el futuro con respecto a t = 0, de forma
más acentuada a medida que nos separamos de la pared izquierda, escogida como origen de
ambos marcos de referencia. Obsérvese que la función de distribución medida en Σ′ para t′ = 0
difiere de la de t = 0 no sólo por la evolución libre de las partículas en instantes distintos, sino
también por la colisión que experimenta la cuarta partícula con la pared de la derecha.

A continuación, consideremos un gas relativista de N partículas cuyas trayectorias en un marco

de referencia inercial arbitrario Σ vienen descritas por las funciones X i(t), con i = 1, 2, . . . , N .

Entonces, se define la función de distribución de una partícula en el espacio fásico en Σ como

Φ(x,p, t) =
1

N

N∑
i=1

δ(x−X i(t))δ(p− P i(t)), (2.11)

donde P i(t) es el momento de la partícula i, el cual se puede obtener a partir de X i(t) utilizan-

do (2.8). Esta función describe la densidad de probabilidad de encontrar una partícula en x con
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momento p en el instante t, con lo que es evidente que satisface la condición de normalización

1 =

∫
ddx ddp Φ(x,p, t). (2.12)

Nótese que la integral en (2.12) debe realizarse en el hiper-plano definido por t =constante, siendo

t la coordenada temporal del marco Σ. Esta observación es importante, ya que en un marco de

referencia Σ′ que se mueva con velocidad constante con respecto a Σ, la función de distribución Φ′

se define en el hiper plano t′ =constante, que es completamente diferente del anterior debido a la

pérdida de simultaneidad característica de la relatividad especial. Como se ilustra en la figura 2.1,

ambos hiper planos se refieren a instantes de tiempo distintos, de forma que lo que es simultáneo

en Σ′ no lo es en Σ.

No obstante, puede probarse que la función de distribución de una partícula en el espacio fásico

(2.11) se transforma como un escalar de Lorentz, es decir, la función de distribución en un marco

de referencia arbitrario Σ′ viene dada por

Φ′(x′,p′, t′) = Φ(x,p, t), (2.13)

donde (x′,p′, t′) y (x,p, t) están conectados por transformaciones de Lorentz (2.2). Este resultado

no es trivial, aunque sí general, ya que se puede probar utilizando simplemente el hecho que las

trayectorias de cada partícula son únicas, después de una reparametrización en términos de los

tiempos propios de las mismas [23], independientemente de la naturaleza de las interacciones entre

las partículas. Hay que resaltar que con frecuencia se encuentran en la literatura demostraciones
de (2.13) que son incorrectas, basadas en la hipótesis (errónea) de que ddx ddp es un invariante de

Lorentz, véase por ejemplo [24].

A partir de la distribución en el espacio fásico Φ, se puede definir en cualquier marco de referencia

inercial la distribución marginal de momentos, o simplemente distribución de momentos, como

φ(p, t) =

∫
ddx Φ(x,p, t), (2.14)

función que, a partir de (2.12), está siempre normalizada a la unidad

1 =

∫
ddp φ(p, t). (2.15)

En general, si no se conoce Φ con detalle, no es posible obtener la distribución de momentos

φ′(p′, t′) en un marco de referencia arbitrario Σ′ a partir del conocimiento de φ(p, t) en Σ. Luego

no se puede escribir una ley de transformación similar a (2.13) para la distribución de momentos

que sea válida en todos los casos.

Una excepción a esta regla es la distribución estacionaria de momentos de un sistema espacial-

mente homogéneo. En ese caso, en un marco de referencia Σ0 en reposo con el gas, la función de

distribución en el espacio fásico se puede escribir como

Φ(x,p, t) =
θ(x)

V
φ(p), (2.16)
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donde V es el volumen que ocupa el gas en Σ0 y θ(x) es una función que es 1 si x está dentro del

recipiente que contiene el gas y 0 en caso contrario. Utilizando (2.13) se llega fácilmente a la ley
de transformación para sistemas confinados espacialmente homogéneos

φ′(p′)
V ′ =

φ(p)

V
, (2.17)

donde φ′ denota la distribución de momentos en un marco inercial arbitrario Σ′ (y por tanto medida

simultánemante a t′ =constante) y V ′ = V/γ(u) denota el volumen contraído observado por

Σ′, siendo u la velocidad con que se mueve este marco de referencia respecto de Σ0. Nótese

que la presencia de confinamiento altera las propiedades de transformación de la distribución de

momentos en (2.17), lo cual no ocurre en la física no relativista –donde no hay contracción de

Lorentz de las longitudes. El motivo último es que en relatividad especial las observaciones entre

distintos marcos de referencia no se pueden sincronizar, y en el intervalo de tiempo entre sus

observaciones varias partículas colisionan con las paredes del recipiente [23], como se muestra en

la figura 2.1. Este fenómeno ocurre con todas las variables físicas globales, como la energía o el

momento total del gas, ya que están definidas no sobre un punto del espacio-tiempo sino sobre

regiones que contienen más de un evento del espacio-tiempo, y es el origen de la confusión que

hubo durante muchos años sobre la termodinámica relativista, como discutiremos más adelante.

Un ejemplo de función de distribución de momentos de un sistema homogéneo es la conocida

distribución de Maxwell-Boltzmann, que describe la distribución de un gas monoatómico no rela-

tivista en equilibrio termodinámico,

φM(p) = (2πmkBT )
−d/2 exp(− p2

2mkBT
), (2.18)

donde T es la temperatura del gas, kB es la constante de Boltzmann y m la masa de cada par-

tícula. No obstante, este no es buen ejemplo en relatividad especial, ya que permite velocidades

superiores a la de la luz. Pero sí es un buen punto de partida, ya que en el límite de velocidades

pequeñas (límite de baja temperatura), cualquier distribución de momentos relativista que describa

un gas en equilibrio debe reducirse asintóticamente a esta distribución, ya que esta describe ade-

cuadamente la distribución de momentos de una partícula de un sistema no relativista en equilibrio

termodinámico.

Por último, podemos definir la distribución de velocidades de una partícula f a partir de la distri-

bución de momentos φ, en cualquier marco de referencia Σ, con un simple cambio de variable, ya

que esta debe cumplir

ddp φ(p, t) = ddv f(v, t). (2.19)

A partir de (2.8) se obtiene ddp = mdγ(v)d+2ddv, con lo que finalmente

f(v) = mdγ(v)d+2φ(p, t). (2.20)
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2.3. Deducción de la distribución de Jüttner

La deducción original de Jüttner de 1911 [3] para la distribución de velocidades de un gas rela-

tivista se basa en el principio de máxima entropía. Si bien esta es una deducción heurística que

depende de la definición de la entropía utilizada1, este método nos permite introducir de forma

rápida dicha distribución, así como una de las alternativas que se propusieron recientemente, la

llamada distribución de Jüttner modificada [12].

Consideremos un gas de N partículas idénticas en un recipiente tal que la energía total E del gas

se conserva en el marco de referencia inercial Σ0 en reposo con el recipiente. La distribución de

momentos del gas en equilibrio φ(p) debe ser la función que maximiza la siguiente funcional de

entropía relativa [12]:

S[φ|ρ] = −
∫

ddp φ(p) ln

[
φ(p)

ρ(p)

]
, (2.21a)

con las ligaduras

1 =

∫
ddp φ(p), (2.21b)

E
N

=

∫
ddp φ(p) p0, (2.21c)

donde d = 1, 2, 3 es la dimensión espacial, E/N es la energía media por partícula y p0 = (m2 +
p2)1/2 es la energía relativista de una partícula con masa en reposo m y momento lineal p. La

función ρ(p) > 0 en la ecuación (2.21a) juega el papel de una densidad de referencia [28, 29, 30,

31, 32], asegurando que el argumento del logaritmo es adimensional.

Jüttner supuso en 1911 una densidad de referencia constante,

ρt(p) = ρ0, (2.22)

a partir de la cual se obtiene la hoy en día conocida distribución de Jüttner de momentos:

φJ(p; β) = Z−1
J exp(−βp0), (2.23)

donde ZJ es una constante de normalización y β otra constante que debe depender de la tempe-

ratura del gas. En el límite no relativista, la velocidad cuadrática media de las partículas debe ser

muy pequeña, lo cual se consigue tomando el límite asintótico β → ∞. Tomando este límite y

comparando con la distribución de Maxwell-Boltzmann (2.18), se obtiene β = 1/(kBT ), donde T
es la temperatura del gas y kB es la constante de Boltzmann.

Por otro lado, como el parámetro β se introduce como un multiplicador de Langrange necesario

para la ligadura de energía (2.21c), también se puede encontrar su valor en función de la energía

1Siendo preferible una más fundamentada como la que se sigue de la ecuación de Boltzmann [21] o la que utiliza
una aproximación hamiltoniana en el colectivo micro-canónico [25, 26, 27]
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2.3. Deducción de la distribución de Jüttner

del gas. Insertando φJ en la ligadura de energía (2.21c) y denotando por E0 la energía total del

sistema medida en Σ0, se obtiene

E0
N

= − ∂

∂β
lnZJ, (2.24)

ZJ = 2md

(
2π

βm

)(d−1)/2

K(d+1)/2(βm), (2.25)

donde Kn(z) denota la n-ésima función de Bessel modificada de segunda clase [33]. Particulari-

zando para las distintas dimensiones espaciales tenemos:

ZJ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2mK1(βm) d = 1,

2π exp(−βm)(1 + βm)/β2 d = 2,

4πm2K2(βm)/β d = 3.

(2.26)

y

E0
N

= m
K(3+d)/2(βm)

K(1+d)/2(βm)
− 1

β
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

mK0(βm)+K2(βm)
2K1(βm)

d = 1,

2
β
+ m2β

1+mβ
d = 2,

3
β
+mK1(βm)

K2(βm)
d = 3.

(2.27)

En el límite ultra-relativista, es decir, de energías muy altas, se obtiene

E0
N

∼ d

β
(T → ∞). (2.28)

Mientras que en el límite asintótico de bajas temperaturas (límite no relativista) se obtiene

E0
N

∼ m+ d/(2β) (T → 0), (2.29)

resultado que coincide con el conocido teorema de equipartición de la física estadística no rela-

tivista. A partir de (2.23) se puede también calcular un resultado exacto análogo al teorema de

equipartición, pero válido para cualquier valor de la temperatura [34]:

〈p · v〉t = 〈p2/p0〉t = d/β, (2.30)

donde los brakets 〈·〉t denotan valores medios con la distribución de Jüttner (2.23).
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2.3. Deducción de la distribución de Jüttner

2.3.1. La distribución de Jüttner modificada

Si en vez de suponer una densidad de referencia constante suponemos

ρτ (p) ∝ 1/p0, (2.31)

obtenemos la distribución de Jüttner modificada de momentos:

φMJ(p; β) = Z−1
MJφJ(p; β)/p

0. (2.32)

A partir de la ecuación (2.10), es claro que

dν =
ddp

p0
(2.33)

define una medida de integración invariante en el espacio de momentos relativista, con lo que la

entropía relativa (2.21a) asociada a esta densidad de referencia está bien definida. Operando de

forma similar a lo anterior, se obtiene

Eτ
N

=
ZJ

ZMJ

, (2.34)

ZMJ = 2md−1

(
2π

βm

)(d−1)/2

K(d−1)/2(βm), (2.35)

lo cual implica

ZMJ =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

2K0(βm) d = 1,

2π exp(−βm)/β d = 2,

4πmK1(βm)/β d = 3.

(2.36)

y

Eτ
N

= m
K(1+d)/2(βm)

K(d−1)/2(βm)
=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

mK1(βm)
K0(βm)

d = 1,

m+ 1
β

d = 2,

mK2(βm)
K1(βm)

d = 3.

(2.37)

En estas ecuaciones hemos denotado la energía del gas como Eτ para distinguirla de la obtenida con

la distribución de Jüttner, pues al ser distribuciones distintas llevan a valores distintos. En la última

sección del capítulo veremos que E0 es la energía del gas en equilibrio medida simultáneamente

en un marco de referencia en reposo con el recipiente que contiene el gas, mientras que Eτ es la

17



2.3. Deducción de la distribución de Jüttner

energía del gas en el mismo marco de referencia cuando se mide igualando los instantes propios

de cada partícula2.

En el límite no relativista, tanto la distribución de Jüttner como la Jüttner modificada llevan a

la distribución de Maxwell-Boltzmann (2.18), por lo que en ambos casos debe inferirse la misma

relación con la temperatura β = 1/(kBT ). En consecuencia, Eτ presenta el mismo comportamiento

asintótico (2.29) en el límite no relativista. En el límite ultra-relativista se obtiene

Eτ
N

∼ d− 1

β
(T → ∞). (2.38)

En general, la función de Jüttner modificada exhibe una población de partículas considerablemente

menor que la de Jüttner en la cola de alta energía debido al prefactor adicional 1/p0.

Nótese que en un espacio bidimensional, la energía media por partícula dada por la distribución

de Jüttner modificada, ecuación (2.37), coincide exactamente con el teorema de equipartición no

relativista para cualquier valor de la temperatura. Esta coincidencia sólo se cumple para d = 2,

pero no para d = 1, 3.

Todas estas expresiones son válidas en el marco de referencia Σ0 en reposo con el recipiente

que contiene el gas. En las secciones siguientes estudiaremos las leyes de transformación de estas

distribuciones para observadores en movimiento. En contreto, se verá que la distribución de Jüttner

modificada presenta una ventaja considerable en este aspecto, ya que la energía total del gas Eτ
junto con el momento total (cero en Σ0) forman las componentes de un cuadrivector, mientras que

las correspondientes magnitudes asociadas a la distribución de Jüttner no lo hacen.

Para finalizar, es conveniente resaltar que la principal diferencia de la deducción expuesta en este

capítulo con la llevada a cabo originalmente por Jüttner radica en que él consideró la funcional de

entropía definida en el espacio fásico {(x,p)} de una partícula, mientras que nosotros nos hemos

restringido al espacio de momentos {p}, aunque esto no introduce ningún cambio significativo,

ya que la parte espacial de la función de distribución es trivial. Sí que podría argumentarse, sin

embargo, que la distribución de Jüttner es más elegante que la de Jüttner modificada, pues la

densidad relativa asociada a la funcional de entropía, la densidad relativa constante, es la única

medida definida sobre todo el espacio de trabajo que es invariante tanto en el espacio fásico como

en el de momentos. No obstante, este no es un argumento contundente, ya que, en cualquier caso,

la deducción, como la basada en la ecuación de Boltzmann o en la aproximación hamiltoniana, se

basa en suposiciones que, aún siendo plausibles, podrían no cumplirse en relatividad especial.

2Se podría pensar ingenuamente que ambas debían ser iguales dado que se corresponden con la misma solución
estacionaria de equilibrio, pero la relatividad del tiempo, propia de la relatividad espacial, lo impide, como se muestra
en la última sección del capítulo.

18



2.4. Verificación numérica de la distribución de Jüttner

2.4. Verificación numérica de la distribución de Jüttner

Al principio del siglo XIX, había común acuerdo en que la distribución de velocidades de un gas

en equilibrio estaba bien descrita por la función de distribución de Maxwell

fM(v;m, β) =

(
βm

2π

)d/2

exp

(
−βmv2

2

)
, (2.39)

donde β = 1/(kBT ). En la figura 2.2 se ha representado esta distribución para varios gases mono-

atómicos a la temperatura ambiente.

No obstante, cuando Einstein [1, 2] formuló la teoría de relatividad especial en 1905, Planck y

otros notaron inmediatamente que fM estaba en conflicto con el postulado fundamental relativista,

que afirma que la velocidad de cualquier partícula no puede exceder la velocidad de la luz. En la

sección anterior hemos visto la generalización relativista propuesta por Jüttner, ecuación (2.23), la

cual traducida para las velocidades (2.20) queda

fJ(v;m, βJ) =
md

ZJ

γ(v)2+d exp[−βJmγ(v)], |v| < 1. (2.40)

La distribución de Jüttner estuvo ampliamente aceptada durante los tres primeros cuartos del siglo

XX, aunque no había una demostración rigurosa debido a la dificultad de formular una mecánica

hamiltoniana de partículas interaccionantes que sea consistente con los principios de relatividad

especial [15, 16, 17, 18, 19, 20]. En la década de los ochenta empezaron a aflorar algunas dudas

cuando Horwitz y colaboradores [5, 6] propusieron una ecuación de Boltzmann relativista que

describieron como manifiestamente covariante. La solución estacionaria de esta ecuación difiere

de la ecuación (2.40), y en concreto, predice una diferente relación energía-temperatura en el límite

ultra-relativista T → ∞ [7]. Posteriormente, resultados y propuestas parcialmente contradictorias

de otros autores, [8, 9, 10, 11, 12], aumentaron considerablemente la confusión sobre cuál era la

distribución que correctamente generaliza la función maxwelliana (2.39). Por ejemplo, ya hemos

visto en la sección anterior la distribución de Jüttner modificada (2.32), introducida en [9, 10], que

predice

fMJ(v;m, βMJ) =
md

ZMJ

γ(v)2+d

mγ(v)
exp[−βMJmγ(v)], |v| < 1. (2.41)

Ya hemos comentado en la sección anterior que, a los mismos valores de los parámetros βJ =
βMJ � 1/m, la función de Jüttner modificada exhibe una población de partículas considerablemen-

te menor en la cola de alta energía en comparación con fJ debido al prefactor adicional 1/mγ(v).

La identificación de la función de distribución de velocidades correcta es esencial para la adecuada

interpretación de experimentos en altas energía y astrofísica [35, 36, 37, 38]. Algunos ejemplos

incluyen la aplicación de ecuaciones de Langevin relativistas [39, 40, 41] a los experimentos de

colisiones de iones pesados [38, 37], procesos de termalización en plasmas ultra-relativistas [36],

o el efecto relativista Sunyaev-Zel’dovich [35], que describe la distorsión del espectro de radiación

de fondo cósmica debido a la interacción de los fotones CMB con electrones calientes en cúmulos

de galaxias [42, 43, 44]. La intensidad predicha de estas distorsiones espectrales y los parámetros
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Figura 2.2: Función de distribución de Maxwell (2.39) para varios gases monoatómicos a la
temperatura T = 25 ÂºC. Nótese que no puede ser correcta en relatividad especial porque
permite velocidades superiores a la de la luz. De esta forma, esta función sólo es válida como
aproximación cuando la temperatura no es muy elevada (en concreto kBT � mc2), de modo
que se garantice que la inmensa mayoría de las partículas tengan velocidades muy inferiores a
la de la luz, como sucede en los casos mostrados en la figura.

cosmológicos inferidos del efecto Sunyaev-Zel’dovich dependen sensiblemente de la distribución

de velocidades de los electrones supuesta [35].

2.4.1. Buscando una simulación completamente relativista

Dada la ausencia de una demostración completamente rigurosa que nos permita resolver la incer-

tidumbre asociada a la distribución de velocidades en relatividad especial, es necesario acudir a la

experimentación. No obstante, el estado de la técnica actual dista mucho de ser capaz de medir las

velocidades de las partículas de un gas relativista en un experimento real, especialmente teniendo

en cuenta que deben medirse todas simultáneamente en el marco de referencia en reposo con el

recipiente que contiene el gas. Los experimentos mencionados en el párrafo anterior tampoco pue-

den ser utilizados para discriminar entre una distribución u otra, pues la interpretación de los datos

experimentales contiene aproximaciones adicionales que oscurecen el análisis.

Por tanto, nos centraremos en simulaciones por ordenador. Es de esperar que, al igual que ocurre

en el caso no relativista, la distribución de velocidades de un gas en equilibrio termodinámico sea

universal, no dependiendo de los detalles de la interacción entre las partículas, por lo que tenemos

libertad para elegir el sistema físico objeto de la simulación. No obstante, las simulaciones de este

sistema deben cumplir una serie de condiciones que garanticen su fiabilidad y su viabilidad. En

concreto, el modelo simulado

1. No debe violar ningún principio de la relatividad especial.
Esto elimina la posibilidad de utilizar potenciales de interacción, ya que estos suponen una

velocidad infinita de propagación de las interacciones. Los potenciales son una pieza clave
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en la mayoría de las simulaciones de Dinámica Molecular.

2. Debe exhibir un estado de equilibrio estacionario y universal.
Es necesario que el sistema tienda, independientemente de las condiciones iniciales, hacia

un estado de equilibrio estacionario. Para ello, es conveniente que la energía del sistema sea

una constante del movimiento. Debe ser universal, es decir, no depender de los detalles de la

interacción o con una dependencia de los parámetros que definen al sistema, como las masas

de las partículas, que recoja una cierta forma funcional universal. En concreto, esta forma

funcional debe reducirse a la distribución de Maxwell en el límite de bajas temperaturas.

3. Puede ser simulado sin requerir mayores aproximaciones.
Se necesita un método cuyas aproximaciones no vayan más allá de las típicas de truncamien-

to de los cálculos numéricos. En especial, es importante que no contenga aproximaciones que

no se hayan comprobado en relatividad especial. Por ejemplo, no son válidas para nuestros

propósitos las simulaciones probabilísticas DSMC (del inglés, Direct Simulation Monte Car-
lo) [45], que resuelven numéricamente la ecuación de Boltzmann, ya que la propia ecuación

de Boltzmann está basada en la hipótesis de caos molecular.

4. No requiere la introducción de campos para describir la interacción entre las partículas.
Esta condición no es estrictamente necesaria, sino que es una condición práctica, ya que en

la actualidad todavía no se ha conseguido llevar a cabo simulaciones relativistas de partículas

que interaccionan con campos sin acudir a aproximaciones que podrían poner en cuestión

sus resultados con la precisión que estamos exigiendo aquí.

El punto 1 elimina la posibilidad de considerar interacciones instantáneas en la distancia, con lo que

también hay que eliminar cuerpos rígidos como esferas o discos duros. En conjunción con el punto

4, esto nos lleva a considerar un sistema de partículas puntuales con colisiones binarias elásticas

sucediendo en un punto del espacio-tiempo, pues así garantizamos que las interacciones entre las

partículas sean tratadas de una manera completamente consistente con la relatividad especial.

La restricción a interacciones que suceden en un punto del espacio-tiempo nos lleva a restringir

también la dimensión espacial del sistema a simular a d = 1, pues con dimensiones espaciales

mayores la probabilidad de que ocurra una colisión se vuelve cero (o de medida nula), violándose

entonces el punto 2, pues esto evitaría que el sistema se equilibrase.

No obstante, la condición de sistema unidimensional no es suficiente para garantizar la tendencia

al equilibrio, ya que cuando dos partículas de la misma masa sufren una colisión elástica en d = 1
simplemente intercambian sus velocidades. Lo mismo sucede en el caso no relativista, donde es

conocido que las colisiones en un gas unidimensional unicomponente no son capaces de conducir

el sistema al equilibrio termodinámico. Por tanto, deben considerarse mezclas de dos o más com-

ponentes con distinta masa en reposo, porque, como mostramos a continuación, en este caso las

colisiones no son triviales y son capaces de conducir al sistema al equilibrio.

21



2.4. Verificación numérica de la distribución de Jüttner

2.4.2. Simulaciones relativistas con una mezcla bicomponente unidimen-
sional

En nuestras simulaciones consideramos una mezcla bicomponente, consistente en N1 partículas

ligeras de masa m1, y N2 partículas con masa m2 > m1. El movimiento de las N = N1 +
N2 partículas estaba restringido al intervalo [0, L], en reposo con el marco de referencia Σ0. Los

resultados que presentaremos a continuación fueron obtenidos con paredes elásticas que producen

reflexiones elásticas en los contornos, aunque condiciones de contorno periódicas3 producían los

mismos resultados cuando se tomaba como cero el momento total inicial en Σ0.

Para simular este sistema de partículas clásicas e impenetrables con colisiones binarias elásticas

utilizamos un algoritmo similar al de Alder y Wainwright [46] y Masoliver y Marro [47]. El paso

de tiempo básico del algoritmo involucra tres tareas:

(i) determinar el próximo evento de colisión (xc, tc);

(ii) avanzar el sistema hasta el tiempo tc;

(iii) calcular el momento de las partículas después de la colisión.

Esta última tarea se resuelve como sigue: cuando dos partículas A y B se encuentran en el mismo

punto del espacio-tiempo (xc, tc), entonces intercambian momento de acuerdo con las leyes de

conservación relativistas de la energía y el momento:

pA + pB = p̂A + p̂B,

E(mA, pA) + E(mB, pB) = E(mA, p̂A) + E(mB, p̂B),
(2.42)

donde p = mvγ(v) es el momento relativista y E(m, p) = (m2+ p2)1/2 la energía. El símbolo con

sombrero denota cantidades después de la colisión. Dado el par de momentos (pA, pB) antes de la

colisión, las leyes de conservación (2.42) determinan el par de momentos (p̂A, p̂B) después de la

colisión de la forma

p̂A = γ(v0)
2[2v0E(mA, pA)− (1 + v20)pA],

p̂B = γ(v0)
2[2v0E(mB, pB)− (1 + v20)pB],

(2.43)

donde v0 = (pA + pB)/[E(mA, pA) + E(mB, pB)] es la velocidad del centro de masas de las dos

partículas, el cual es un invariante de colisión.

Estas simulaciones reproducen un colectivo micro-canónico relativista, ya que la energía total ini-

cial E0 en Σ0 se conserva en cada colisión elástica. Así, este modelo proporciona un marco óptimo

para comprobar las predicciones de las distintas teorías cinéticas relativistas por medio de experi-

mentos numéricos [48, 49, 50, 51, 5, 7]. También sirve para ilustrar conceptos fundamentales de

la física estadística como la temperatura y el equilibrio térmico en la relatividad especial.

3No obstante, conviene resaltar que condiciones de contorno periódicas, muy comunes en simulaciones de Di-
námica Molecular, no son compatibles con los principios de la relatividad especial, pues suponen interacciones
superlumínicas, de hecho instantáneas, entre las distintas imágenes de la celda de simulación.
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2.4. Verificación numérica de la distribución de Jüttner

Con objeto de identificar las distribuciones de velocidad estacionarias para las partículas ligeras y

pesadas, se esperó lo suficiente hasta que el gas bicomponente alcanzaba el estado de equilibrio,

lo cual sucedía típicamente después de 100 colisiones por partícula. Entonces se midieron las

velocidades de las partículas Σ0-simultáneamente, es decir, al mismo tiempo con respecto al marco

de referencia en reposo Σ0. Para incrementar la estadística, se repitió este proceso varias veces

durante distintos instantes de tiempo en cada simulación, agrupando todos los datos en un simple

histograma. La figura 2.3 muestra un ejemplo, basado en una simulación con N = 10000 partículas

(N1 = N2 = 5000, m2 = 2m1). Cada partícula partía de una posición inicial aleatoria xi(0) ∈
[0, L] y una velocidad inicial con módulo definido pero con sentido aleatorio vi(0) = ±0,8. Esta

velocidad se corresponde con una energía media por partícula de E0/N = 2,5m1.

Tal y como se muestra en la figura 2.3, la distribución de velocidades (
) de ambas especies coinci-

den muy bien con la función estándar de Jüttner fJ (línea continua), desviándose significativamente

de la distribución de Jüttner modificada fMJ (línea discontinua). Las simulaciones con N1 �= N2

producían los mismos resultados.
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Figura 2.3: Función de distribución de equilibrio en el marco que contiene al gas Σ0. Se muestra
la distribución de velocidades (
) de una simulación con N1 = 5000 partículas ligeras de masa
m1 y N2 = 5000 partículas pesadas de masa m2 = 2m1. La energía media por partícula en
Σ0 es E0/(N1 + N2) = 2,5m1c

2. Las líneas continuas se corresponden con las funciones de
Jüttner (2.40) con el mismo parámetro βJ = 0,702 (m1c

2)−1, pero con diferentes masas. Las
líneas discontinuas muestran las correspondientes funciones de Jüttner modificada con βMJ =
0,402 (m1c

2)−1. Como las distribuciones son simétricas respecto al origen, sólo se muestra el
eje positivo de la velocidad. Los resultados de simulación son consistentes con la distribución de
Jüttner (2.40), proporcionando evidencia contra la distribución modificada (2.41).

Los parámetros βJ/MJ de cada distribución fueron determinados a partir de la energía inicial por

medio del siguiente razonamiento: Si los números de partículas N1 y N2 son suficientemente gran-

des (el límite termodinámico), entonces es de esperar que los histogramas obtenidos en la simula-

ción converjan o bien a fJ (2.40) o bien a fMJ (2.41). Con generalidad, la energía relativista media
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2.4. Verificación numérica de la distribución de Jüttner

μ de una distribución de velocidades genérica f(v;m, β) viene dada por

μ(m, β) =

∫
{|v|<1}

ddv f(v;m, β) mγ(v). (2.44)

Suponiendo que existe un estado de equilibrio para ambas especies que puede ser descrito por

el mismo valor β, y que la energía media por partícula es la misma para partículas de la misma

especie para un gas en equilibrio, entonces la energía total puede expresarse como

E0 = N1 μ(m1, β) +N2 μ(m2, β). (2.45)

En nuestro caso, los valores de las energías medias para las dos distribuciones consideradas, fJ y

fMJ, vienen dadas por (2.27) y (2.37), es decir,

μJ(m, βJ) = m
K0(βJm) +K2(βJm)

2K1(βJm)
,

μMJ(m, βMJ) = m
K1(βMJm)

K0(βMJm)
.

(2.46)

Para cada simulación el conjunto de parámetros (E0, N1, N2,m1,m2) es conocido. A partir de aquí,

después de insertarlos en las ecuaciones (2.45) y (2.46), estos parámetros determinan unívocamente

el parámetro βJ/MJ que es consistente con la distribución de velocidades elegida fJ/MJ.

A pesar de las diferentes masas de ambas especies, las dos distribuciones de velocidad obtenidas en

la simulación, mostradas en la figura 2.3, se ajustan muy bien a las funciones de Jüttner (2.40) con

el mismo parámetro βJ. Este resultado se mantuvo para un amplio rango de condiciones iniciales y

cociente de masas. De aquí se deduce que no sólo la función de Jüttner proporciona el mejor ajuste

a los resultados numéricos, sino que también nos lleva a un concepto de temperatura en relatividad

especial que está bien definido. Es de esperar que la temperatura T sea una cantidad intensiva que

se equilibra a un valor común si se pone en contacto dos o más sistemas, esto es, si pueden inter-

cambiar diferentes formas de energía. En nuestro caso, es natural considerar las especies como dos

diferentes subsistemas que pueden intercambiar energía a través de las colisiones. Después de un

cierto tiempo de relajación, el sistema combinado alcanza un estado de equilibrio termodinámico,

donde cada subsistema viene descrito asintóticamente por la misma distribución de velocidades

fJ(v;mi, βJ), difiriendo cada una sólo a través de las masas en reposo mi. El parámetro de la dis-

tribución que se comparte, βJ, puede ser entonces utilizado para definir la temperatura relativista

de equilibrio T := (kBβJ)
−1.

No obstante, para que este concepto tenga verdadero sentido se requiere una restricción sobre

el volumen espacial accesible –lo cual se realiza en estas simulaciones a través de las paredes

reflectantes. De lo contrario, no se puede esperar que el sistema sea capaz de alcanzar un estado

de equilibrio estacionario que sea independiente de las condiciones iniciales. Esta observación

tiene una implicación importante: cualquier ecuación del tipo Boltzmann [49, 51, 5, 6, 21, 52, 7]

que lleve a una distribución de velocidades estacionaria y universal implícitamente presupone la

presencia de un confinamiento espacial, y por tanto, distinguiendo un marco de referencia preferido

sobre los demás, el ligado al recipiente que contiene el gas.
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Figura 2.4: Funciones de distribución de equilibrio en un marco en movimiento Σ′. Se muestran
la distribuciones de velocidad medidas por un observador que se mueve con velocidad u = 0,25c
relativa al marco Σ0, en reposo con el gas. Los valores de los parámetros son los mismos que la
figura 2.3. Las líneas continuas se corresponden con la funciones de Jüttner f ′

J dadas por (2.47)
con el mismo parámetro βJ = 0,702 (m1c

2)−1 que en la figura Fig. 2.3 y diferentes masas m1 y
m2.

Observadores en movimiento A partir de estas simulaciones también se pueden determinar las

distribuciones de velocidad de equilibrio vistas por otro marco de referencia Σ′ que se mueva con

una velocidad u relativa al marco Σ0, en reposo con el gas. La figura 2.4 muestra los resultados para

u = 0,25 y los mismos parámetros de simulación que en la figura 2.3. En contraste con la figura 2.3,

los puntos (diamantes) mostrados en la figura 2.4 fueron obtenidos midiendo las velocidades Σ′-
simultáneamente. Las líneas continuas en esta figura se corresponden con la función de distribución

f ′
J(v

′;m, βJ, u) =
mγ(v′)3

ZJ γ(u)
exp[−βJγ(u)mγ(v′) (1 + uv′)], (2.47)

siendo v′ la velocidad de la partícula en el marco en movimiento Σ′. La función (2.47) se reduce a la

función de Jüttner para u = 0. De hecho, se puede obtener f ′
J fácilmente a partir de las ecuaciones

(2.23), (2.17) y (2.20).

Debido al excelente acuerdo entre las simulaciones numéricas y la ecuación (2.47), podemos enun-

ciar de forma más precisa que dos componentes de gases relativistas están en equilibrio termodiná-

mico para cualquier observador si la función de distribución de velocidades de una partícula vienen

dadas por la funciones de Jüttner generalizadas (2.47) con los mismos parámetros βJ y u. Sólo en

este caso se anula la energía de transferencia neta entre las componentes del gas en el recipiente.

La temperatura del gas T = 1/(kBβJ) también puede ser determinada en el marco de referencia

inercial arbitrario Σ′ por medio de promedios t′-simultáneos, ya que transformando la ecuación

(2.30) se obtiene

kBT = mγ(u)3〈γ(v′)(v′ + u)2〉t′ , (2.48)
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donde

u = −〈v′〉t′ , (2.49)

es la velocidad media del gas medida por el observador móvil. De esta forma, las ecuaciones

(2.48)–(2.49) definen un termómetro estadístico invariante de Lorentz. Cuando se adopta este ter-

mómetro, un cuerpo en movimiento no parece ni más caliente ni más frío, sino con la misma

temperatura.

Por último, podemos utilizar (2.47) para calcular la energía total E ′
t′ y el momento total del gas

medidos ambos en el marco móvil Σ′. Para simplificar la discusión, consideremos que el gas es

monocomponente, aunque se obtienen los mismos resultados en el caso general. Entonces, la ener-

gía total E ′
t′ = N〈p′0〉t′ y el momento total N〈p′〉t′ del gas vienen dados por

E ′
t′ = γ(u)(E0 + u2NkBT ), (2.50a)

N〈p′〉t′ = −γ(u)u(E0 +NkBT ). (2.50b)

Obsérvese que estos valores no se corresponden con los que se obtendrían si consideráramos el

par energía total y momento total en Σ0, (E0, 0), como las componentes de un cuadrivector, y

aplicáramos la transformación de Lorentz correspondiente. En general, es conocido [53] que la

energía y el momento total del gas en marcos de referencia distintos no están relacionados por

medio de transformaciones de Lorentz. Esto se debe a que los valores medios (2.50), medidos

t′-simultáneamente en Σ′, contienen contribuciones de las paredes del sistema. Efectivamente, a

partir de la figura 2.1 podemos observar que el momento total del gas correspondiente al hiper-

plano t′ = 0 no es cero, sino que está descompensado por las colisiones de las partículas del gas

con la pared de la derecha. Podemos calcular esa transferencia de momento en Σ0, que sucede

durante un intervalo de tiempo Δt = uL, como

ΔP = −ΠΔt = −NkBT

L
uL = −uNkBT, (2.51)

donde hemos utilizado la expresión para la presión Π = NkBT/L dada por la ecuación de estado

del gas ideal en d = 1. Puede comprobarse que los valores medios (2.50) son los que se obtienen

cuando se aplica la transformación de Lorentz correspondiente al cuadrivector

(E0,−uNkBT ). (2.52)

2.4.3. Simulaciones semi-relativistas en 2D y 3D

Se han realizado simulaciones en dos y tres dimensiones espaciales que también han confirmado la

distribución de Jüttner. Estas son simulaciones semi-relativistas, ya que contienen aproximaciones

que violan los principios de relatividad especial. Por ejemplo, las simulaciones de Dinámica Mo-

lecular de discos duros (d = 2) [54] y esferas duras (d = 3) [55] utilizan un mecanismo de colisión

26



2.5. Ergodicidad y aplicaciones de la distribución de Jüttner modificada

entre las partículas –que poseen una extensión finita en el espacio– instantáneo, y por tanto super-

lumínico. El mismo defecto tienen las simulaciones que utilizan un hamiltoniano en el que se ha

modificado el término de energía cinética de las partículas para adaptarlo a la relatividad especial,

[56] (d = 2), pues suponen potenciales de interacción instantáneos. No obstante, visto desde el

punto de vista de la teoría cinética, las velocidades antes y después de cada colisión sí que están de

acuerdo con las leyes de conservación de energía-momento relativistas, con lo que es de esperar

que reproduzcan razonablemente los resultados obtenidos a partir de la ecuación de Boltzmann.

Como esta predice la distribución de Jüttner, no es sorprendente que simulaciones de Monte Carlo

de la ecuación de Boltzmann [57] (d = 3) reproduzcan adecuadamente dicha distribución.

En cualquier caso, ya hemos comprobado con las simulaciones unidimensionales completamente

relativistas que la distribución de Jüttner describe perfectamente la solución de equilibrio termodi-

námico de un gas, con lo que podemos concluir que la aproximación fundamental de la ecuación

de Boltzmann, la hipótesis de caos molecular, sigue siendo correcta en relatividad especial en sis-

temas en equilibrio, al menos en el límite de baja densidad de partículas. De la misma forma, es

de esperar que todas estas simulaciones semi-relativistas proporcionen resultados correctos para

gases diluidos.

2.5. Ergodicidad y aplicaciones de la distribución de Jüttner
modificada

Uno de los problemas más fundamentales de la física estadística es la relación existente entre los

promedios temporales, accesibles experimentalmente, y los promedios en los colectivos, piedra

angular de la teoría de la mecánica estadística del equilibrio. La ergodicidad –la equivalencia de

los dos procedimientos de promediado– es una hipótesis de trabajo ampliamente utilizada en la

mecánica estadística [58], siendo muy difícil de probar en sistemas realistas. Durante las pasadas

décadas, la hipótesis de ergodicidad ha sido intensamente examinada en sistemas no relativistas,

tanto clásicos [59, 60, 61, 62] como cuánticos [63, 64, 65]. Sin embargo, se conoce mucho menos

sobre su significado y validez en sistemas relativistas [66], a pesar de que conceptos básicos como

el carácter estacionario se vuelven ambiguos cuando el tiempo se hace relativo [67, 68]. Es impor-

tante tener una idea clara del papel que tienen los distintos parámetros temporales y los conceptos

termo-estadísticos, como por ejemplo la entropía, si uno quiere generalizar los teoremas de fluc-

tuación lejos del equilibrio al marco relativista [69, 70]. Dado el rápido incremento en el número

de aplicaciones en la física de altas energías [71, 72] y en astrofísica [73, 74], es deseable que haya

un fundamento firme no sólo desde una perspectiva teórica, sino también desde una perspectiva

práctica.

Lo ideal sería poder tratar problemas de muchas partículas relativistas dentro de un contexto de

teoría cuántica de campos, ya que esto permitiría un tratamiento consistente de creación y aniqui-

lación de partículas, así como de procesos de decaimiento [75]. De hecho, en los últimos años se

han producido avances sustanciales en el estudio de sistemas dentro y fuera del equilibrio en el

marco de teorías de campo relativistas. No obstante, el tratamiento teórico cuántico exacto es en
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muchas situaciones prácticamente imposible, e incluso innecesario en un número considerable de

aplicaciones, tales como en plasmas o en gases suficientemente diluidos.

En esta sección, intentaremos mostrar [22] que incluso un modelo relativista muy simple, como es

el gas bicomponente unidimensional discutido en la sección anterior, puede proporcionar un cierto

conocimiento sobre cuestiones conceptuales básicas tales como ¿cómo se relacionan los prome-

dios utilizando el reloj del marco de referencia propio del recipiente con los del tiempo propio

de cada partícula? o ¿cuál es la distribución de velocidades de una partícula que decae espontá-

neamente, justo en el momento en que se desintegra? Generalmente, las parametrizaciones con el

tiempo propio proporcionan un marco natural para estudiar procesos de decaimientos de partículas

en simulaciones relativistas, mientras que las parametrizaciones basadas en la coordenada tiempo

global son más apropiadas para cuantificar la dinámica de un sistema de muchas partículas, y en

particular, el ordenamiento causal de los eventos de colisión [76]. Por tanto, una combinación de

varias parametrizaciones temporales puede resultar en esquemas de simulación útiles que mezclen

técnica de Monte Carlo con otras de Dinámica Molecular. Finalizaremos mostrando cuál es la ley

de transformación de la distribución de Jüttner modificada para observadores que se mueven con

distinta velocidad, y cómo se pueden utilizar estos resultados para construir una teoría termodiná-

mica relativista basada en el tiempo propio.

2.5.1. Ergodicidad y tiempo propio

Consideremos el movimiento de una partícula específica en un marco de referencia inercial ar-

bitrario Σ. La velocidad V = dX/dt de la partícula puede ser parametrizada en términos de la

coordenada temporal t de Σ, denotada por V (t), o, alternativamente, por el tiempo propio de la

partícula

τ(t) =

∫ t

0

dt′
√

1− V (t′)2. (2.53)

Podemos definir la función de distribución de velocidades t-promediada como

ft(v) =
1

t

∫ t

0

dt′ δ[v − V (t′)], (2.54a)

y de forma similar, la asociada función de distribución de velocidades τ -promediada como

f̂τ (v) =
1

τ

∫ τ

0

dτ ′ δ[v − V̂ (τ ′)], (2.54b)

donde V̂ (τ) es una función que satisface V (t) = V̂ (τ(t)). Para averiguar cómo ft y f̂τ están

relacionadas en el límite t, τ → ∞, debemos hacer el cambio de variable en (2.54b) al tiempo que

marca Σ, obteniendose

f̂τ (v) =
t

τ
(1− v2)1/2 ft(v) =

t

τ

ft(v)

γ(v)
, (2.55)
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Entonces, podemos definir las distribuciones estacionarias

f∞(v) = ĺım
t→∞

ft(v), f̂∞(v) = ĺım
τ→∞

f̂τ (v). (2.56a)

Estas igualdades deben ser interpretadas en un sentido de distribución, como la misma función

delta de Dirac, es decir ∫
ddv f∞(v) g(v) = ĺım

t→∞

∫
ddv ft(v) g(v), (2.56b)∫

ddv f̂∞(v) g(v) = ĺım
τ→∞

∫
ddv f̂τ (v) g(v) (2.56c)

para cualquier función de prueba g(v) físicamente relevante que se comporte suficientemente bien.

Si la dinámica es tal que los límites f∞ y f̂∞ existen, entonces (2.55) implica que

f̂∞(v) = α−1 f∞(v)/γ(v), (2.57a)

donde la constante

α =

∫
ddv f∞(v)/γ(v) (2.57b)

asegura la normalización de la distribución. La ecuación (2.57) nos dice que asintóticamente, la

distribución t-promediada f∞ difiere de la τ -promediada f̂∞ en un factor proporcional a la energía

relativista de la partícula mγ(v). Volveremos a este punto más adelante. Antes de eso, vamos

a comparar las distribuciones promediadas en el tiempo con las promediadas en el colectivo en

nuestro modelo unidimensional de partículas impenetrables.

Distribuciones de velocidad con promedios en el colectivo Ya hemos comentado que simu-

laciones (semi o completamente relativistas) de Dinámica Molecular, llevadas a cabo por distintos

grupos [13, 54, 56, 55], han confirmado en las tres dimensiones espaciales relevantes que la fun-

ción de distribución de velocidades relativista estacionaria de un gas d-dimensional diluido se

puede describir con precisión por la distribución de Jüttner, ecuación (2.40).

Merece la pena prestar atención a cómo se realizaron exactamente las medidas en estas simulacio-

nes:

(i) Se midieron las velocidades en el marco de referencia Σ0 en reposo con los contornos del

sistema.

(ii) Las velocidades de todas las partículas fueron medidas t-simultáneamente en Σ0, donde t es la

coordenada temporal de Σ0.

Este procedimiento puede ser interpretado como de medición de la distribución de velocidades

de una partícula por medio de promedios en el colectivo. A continuación, compararemos los re-

sultados de este método con aquellos obtenidos con promedios temporales sobre la trayectoria

individual de una partícula. Conviene recordar aquí que las medidas simultáneas de muchas partí-

culas se pueden llevar a cabo fácilmente en simulaciones por ordenador, pero son muy difíciles de

realizar en experimentos reales debido a la finitud de la velocidad de las señales en relatividad.
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Simulaciones numéricas Podemos comprobar cómo están relacionados los promedios tempo-

rales con los promedios en el colectivo en las simulaciones unidimensionales que utilizamos para

verificar la función de Jüttner.

Para ello, primero distingamos entre cuatro tipos de medida:

(a) t-promedio en el colectivo: Después de un periodo de relajación al equilibrio, se miden

simultáneamente la velocidad de todas las partículas en Σ0 en el mismo instante de tiempo t.
Después repetimos este procedimiento para varias condiciones iniciales aleatorias que partan

de la misma energía, reproduciendo así el colectivo micro-canónico a la energía E0.

(b) t-promedio sobre una trayectoria: Se elige una partícula de cada especie y se miden sus

velocidades en varios instantes de tiempo equidistantes t(1), . . . , t(n).

(c) τ -promedio en el colectivo: Se calcula el tiempo propio τi para cada partícula durante la

simulación y se miden sus velocidades para un valor fijo del tiempo propio τ1 = . . . =
τN1+N2 = τ . Posteriormente se repite este procedimiento para varias condiciones iniciales

con la misma energía total.

(d) τ -promedio sobre una trayectoria: Se escoge una partícula de cada especie y se miden sus

velocidades en varios instantes de tiempo-propio equidistantes t(1), . . . , t(n).

La figura 2.5 muestra las distribuciones de equilibrio calculadas a partir de la simulación unidi-

mensional. En el caso de medidas en el colectivo, (a) y (c), se consideraron promedios sobre 50

condiciones iniciales distintas compatibles con la misma energía total. Los promedios temporales

(b) y (c) fueron determinados midiendo las velocidades en 5 ·105 instantes utilizando los intervalos

de tiempo Δt = Δτ = 4 · 10−4L/c, donde L es la extensión espacial del sistema.

Comparemos primero las funciones de distribución obtenidas por medio de los dos métodos de

promediado tipo t (a) y (b). Como puede observarse en los símbolos de cruces y diamantes de la

figura 2.5, los dos procedimientos llevan a la distribución de Jüttner con el mismo parámetro β
para ambas especies, esto es

f∞(v) = fJ(v). (2.58a)

De la misma forma, comparando los histogramas obtenidos por el método de promediado tipo τ
en el colectivo (c), véase los triángulos, y los de tipo trayectoria τ , los símbolos +, se deduce que

ambos métodos llevan a la misma distribución. Pero esta distribución de tiempo propio se distingue

de la función de Jüttner en un factor 1/[mγ(v)], esto es,

f̂∞(v) = α−1fJ(v)/γ(v) =: fMJ(v). (2.58b)

Por tanto, estas simulaciones confirman la validez de la ecuación (2.57) para el gas bicomponente

unidimensional. Por otro lado, las ecuaciones (2.58) proporcionan dos afirmaciones de ergodicidad

al nivel de las distribuciones de velocidad de una partícula. Evidentemente, es necesario distinguir

entre los distintos parámetros temporales cuando se habla de ergodicidad en sistemas relativistas.
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Además, de la ecuación (2.58b) se deduce que la distribución modificada de Jüttner (2.41) es preci-

samente la distribución de velocidades de un gas en equilibrio cuando se utiliza la parametrización

del tiempo propio de las partículas. Este resultado no se conocía cuando se obtuvo por primera vez

la distribución de Jüttner modificada [10, 12].
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Figura 2.5: Función de distribución de velocidades medidas utilizando el tiempo del marco pro-
pio del recipiente que contiene al gas y el tiempo propio de las partículas. Símbolos/métodos:
(a) t-promedios en el colectivo: 
, (b) t-promedios sobre trayectoria: ×, (c) τ -promedios en el
colectivo: � y (d) τ -promedios sobre trayectoria: +. Los resultados están basados en una si-
mulación con N1 = 5000 partículas ligeras de masa m1 y N2 = 5000 partículas pesadas de
masa m2 = 2m1. Las líneas continuas se corresponden con las funciones de Jüttner (2.40) con
β = 0,709 (m1c

2)−1 con las distintas masas de cada especie. Las líneas discontinuas muestran
la distribución de Jüttner modificada, ecuación (2.58b), con el mismo parámetro β. Como las
distribuciones son simétricas con respecto al origen, sólo se muestra el eje positivo de velocidad.

Principio de máxima entropía De forma análoga, podemos establecer una correspondencia

entre las entropías (2.21) que definimos a partir de las densidades de referencia (2.22) y (2.31)
y los dos parámetros temporales que acabamos de discutir. La densidad de referencia constante

(2.22) se corresponde con la parametrización temporal natural en el marco de referencia ligado al

recipiente que contiene al gas, mientras que la densidad (2.31) lo hace con la parametrización del

tiempo propio de las partículas.

Obsérvese que el inverso de la temperatura, β, tiene el mismo valor tanto para la distribución t-
estacionaria (2.58a) como para la τ -estacionaria (2.58b). Esto es lo que se deduce de (2.57), siendo

confirmado por las simulaciones presentadas en la figura 2.5.

Sin embargo, no ocurre lo mismo con la energía total del sistema, ya que cuando se mide simultá-

neamente en Σ0 se obtiene el valor Et = E0 (2.24), mientras que cuando se mide τ -simultáneamente

se obtiene Eτ (2.34). Esta diferencia entre la misma variable de estado termodinámica es una con-

secuencia de las distintas parametrizaciones temporales, pues la energía de cada partícula está
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medida en distintos puntos del espacio-tiempo siguiendo un criterio diferente en cada parame-

trización. Lo mismo sucede cuando se decide utilizar otra parametrización temporal, como por

ejemplo la coordenada temporal de un segundo marco de referencia que se mueva con una cier-

ta velocidad con respecto a Σ0, siendo en último último término una consecuencia de la falta de

sincronía la relatividad especial) entre distintos observadores. Esta dificultad a la hora de definir

variables termodinámicas globales es el origen de las distintas teorías termodinámicas relativistas

y la confusión que hubo durante muchos años sobre ellas, véase por ejemplo [55].

Aplicaciones Uno se podría preguntar si distintas parametrizaciones temporales tienen alguna

relevancia en la práctica. Por un lado, cuando se aplican técnicas de Dinámica Molecular en pro-

blemas relativistas, la parametrización en la coordenada temporal del marco de coordenadas en

reposo con el recipiente que contiene el gas es útil porque proporciona una herramienta adecuada

para la ordenación causal de los eventos de colisión [76]. Por otro lado, las parametrizaciones con

el tiempo propio son muy comunes en relatividad especial porque el tiempo propio es intrínseco

a la partícula y no depende del sistema de referencia elegido. Además, estas nos proporcionan un

marco de trabajo natural para la inclusión de procesos de decaimiento de partículas en simulacio-

nes relativistas, ya que las cuestiones de la vida media de las partículas se plantean en términos de

intervalos de tiempo propio. Esto sugiere la implementación de algoritmos híbridos que combinen

esquemas de Dinámica Molecular para el movimiento de las partículas con procesos estocásticos

de decaimiento, aniquilación o creación. Estos eventos incluyen reacciones químicas que transfor-

man una o más partículas en otras. Por ejemplo, en el caso más sencillo, los intervalos de tiempo

propio entre sucesivos eventos de decaimiento pueden ser obtenidos a partir de una distribución

exponencial cuya vida media sea determinada por la teoría cuántica de campos. Generalmente, las

reglas de creación, reacción y decaimiento tienen que ser escogidas de acuerdo con las probabi-

lidades y restricciones (leyes de conservación) que se derivan de las correspondientes teorías de

campos [75].

Las simulaciones de Monte Carlo basadas en la reproducción numérica de la ecuación de Boltz-

mann [45, 57], pueden ser fácilmente generalizables para incluir fenómenos cuánticos tales como

procesos de decaimiento. En este contexto, merece la pena mencionar que la distribución de ener-

gía de una partícula inestable al final de su vida (suponiendo que vive lo suficiente como para que

el equilibrio térmico sea relevante) viene mejor descrito por la función de Jüttner modificada φMJ

antes que por la estándar de Jüttner φJ.

2.5.2. Hacia una termodinámica relativista de tiempo propio

Desde que se formuló la teoría de la relatividad especial, toda ecuación con fundamento físico ha

sido puesta a prueba para ver cómo se transforma para observadores que se muevan con veloci-

dades diferentes, prestando gran atención a que la teoría verifique los principios de la relatividad

especial, vistiendo las ecuaciones o incluso modificándolas de forma que sean adecuadas para las

transformaciones de Lorentz. Una de las teorías que no ha llevado bien tal extensión relativista ha

sido la termodinámica, la cual ha sido objeto de considerable estudio durante el siglo pasado.
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En este apartado estudiaremos el efecto de una parametrización de tiempo propio en las trans-

formaciones de Lorentz de varias cantidades, desde la distribución marginal de momentos hasta

diversas variables termodinámicas de un gas relativista. Las parametrizaciones de tiempo propio

son muy comunes en relatividad especial porque el tiempo propio es intrínseco a la partícula y no

depende de un marco de referencia específico.

Ya hemos visto que la distribución de Jüttner dada por la ecuación (2.23),

φJ(p) ∝ exp(−βp0), (2.59)

con p0 = (m2 + p2)1/2, se corresponde con la distribución de los momentos de una partícula

de un gas relativista en equilibrio térmico en un recipiente, visto desde un marco de referencia

Σ0 en reposo con el recipiente. Esta densidad de probabilidad presupone que los momentos de las

partículas son medidas t-simultáneamente, es decir, en el mismo instante de tiempo con respecto al

marco en reposo Σ0. Un observador en un marco de referencia Σ′ que se mueva con una velocidad

u respecto de Σ0 mediría (2.17), es decir,

φ′
J(p

′) =
V ′

V
φJ(p), (2.60)

donde φ′
J es la distribución de momentos medida t′-simultáneamente y V ′ es el volumen del gas

que se observa en Σ′ como consecuencia de la contracción de Lorentz.

Es de esperar un comportamiento diferente cuando se consideran otras parametrizaciones tempo-

rales. Ya hemos visto que la parametrización con el tiempo propio de las partículas nos lleva a la

distribución de Jüttner modificada (2.32),

φMJ(p) ∝
φJ(p)

p0
. (2.61)

En el apartado anterior obtuvimos una deducción (ver ecuación (2.57)) de (2.61) basada únicamen-

te en las propiedades de transformación del tiempo propio de las partículas (2.53), que son válidas

en cualquier marco de referencia inercial. Por consiguiente, en un marco de referencia inercial

arbitrario Σ′ se debe cumplir la misma relación:

φ′
MJ(p

′) ∝ φ′
J(p

′)
p′0

, (2.62)

donde φ′
MJ denota la distribución τ -estacionaria en Σ′. Combinando (2.60) y (2.62) se obtiene

φ′
MJ(p

′) ∝ p0

p′0
φMJ(p). (2.63)

Teniendo en cuenta (2.10) y el hecho de que las distribuciones de momentos están normalizadas

a la unidad (2.15) en cualquier marco de referencia, obtenemos la ley de transformación para la
distribución de Jüttner modificada,

ddp′ φ′
MJ(p

′) = ddp φMJ(p). (2.64)
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Por consiguiente, para distribuciones de momento del tiempo propio es la medida de probabilidad

–y no la densidad de probabilidad en el espacio fásico– la que es invariante de Lorentz. La ley de

transformación (2.64) es la misma que se obtendría en la mecánica pre-relativista para la distribu-

ción de momentos bajo transformaciones de Galileo. En ese contexto, los efectos de confinamiento

mencionados en la primera sección de este capítulo (véase el párrafo después de la ecuación (2.17))
no están presentes, ya que existe un parámetro de tiempo universal entre los distintos observadores.

Dentro de la relatividad especial, el ejemplo más sencillo de distribuciones t-simultáneas en las que

se cumple la ley (2.64) es la de un sistema de partículas que evolucionan libremente sin ningún

tipo de confinamiento (siendo la distribución en el espacio fásico claramente no estacionaria). Por

tanto, la parametrización del tiempo propio puede ser utilizada para eliminar efectos indeseados de

confinamiento al nivel de las distribuciones de momentos.

En la referencia [77] se mostró que la ecuación (2.62) proporciona una descripción adecuada de

los resultados de simulación de un gas bidimensional semi-relativista. En este artículo, también se

afirma que el principio de máxima entropía es erróneo debido a inconsistencias encontradas en su

aplicación a observadores móviles. No obstante, esta afirmación está basada en la hipótesis de que

la densidad de referencia (2.31) se transforma como un escalar de Lorentz, lo cual es incorrecto.

La invariancia de la medida de referencia (2.33) significa que

dν = dν ′ (2.65)

bajo transformaciones de Lorentz. A partir de aquí, escribiendo dν ′ = ρ′τ (p
′)ddp′ y utilizando

(2.10), se obtiene de las ecuaciones (2.33) y (2.65)

ρ′τ (p
′) = 1/p′0. (2.66)

Podemos utilizar estos resultados para calcular la funcional de entropía relativa en Σ′:

S[φτ |ρτ ] = −
∫
ddp φτ (p) ln

φτ (p)
ρτ (p)

= −
∫
ddp′ φ′

τ (p
′) ln φ′

τ (p
′)

ρ′τ (p′) = S ′[φ′
τ |ρ′τ ], (2.67)

donde φτ es cualquier distribución que se transforme como (2.64). Por tanto, la entropía asociada

con la función de Jüttner modificada es un invariante de Lorentz.

De esta manera, la forma correcta del principio de máxima energía para la distribución de momen-

tos τ -estacionaria φ′
τ en un marco de referencia arbitrario consiste en maximizar la funcional de

entropía relativa

S ′[φ′
τ |ρ′τ ] = −

∫
ddp′ φ′

τ (p
′) ln

φ′
τ (p

′)
ρ′τ (p′)

(2.68a)

bajo las ligaduras de normalización, energía y momento:

1 =

∫
ddp′ φ′

τ (p
′), (2.68b)

〈p′0〉′τ =

∫
ddp′ φ′

τ (p
′) p′0, (2.68c)

〈p′〉′τ =

∫
ddp′ φ′

τ (p
′) p′, (2.68d)
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donde 〈 · 〉′τ denota promedios en el marco de referencia Σ′ tomados a tiempo propio constante. El

principio de maximización de la entropía nos lleva entonces a

ln
φ′
τ (p

′)
ρ′τ (p′)

+ 1 + λ+ ξp′0 + a · p′ = 0, (2.69)

donde λ, ξ y a son multiplicadores de Langrange. Estos vienen determinados por las ligaduras

(2.68b)–(2.68d), que llevan a (2.62). Nótese que los promedios τ -simultáneos 〈 · 〉τ difieren de los

promedios t-simultáneos 〈 · 〉t, pues se corresponden con distribuciones distintas.

Por último, se pueden conectar los promedios (2.68c)–(2.68d) en Σ′ con los tomados en el marco

en reposo con el gas Σ0 utilizando (2.64),

〈p′0〉′τ = γ(u)〈p0〉τ , 〈p′〉′τ = −uγ(u)〈p0〉τ , (2.70)

mostrando que, con una parametrización de tiempo propio, la energía del gas y el momento se

transforman como las componentes de un cuadrivector. Por contra, ya hemos visto que con prome-

dios definidos con medidas t-simultáneas, ecuaciones (2.50), la energía y el momento total del gas

en marcos de referencia distintos no están relacionados por medio de transformaciones de Lorentz.

Esta discrepancia es uno de los motivos principales de la existencia de varias teorías termodiná-

micas relativistas aparentemente contradictorias entre sí, como la teoría de Einstein-Planck o la de

Ott, en las que se escogen diferentes definiciones de la energía y el momento total del sistema [55].

De forma similar a lo que sucede con la distribución de momentos, el motivo de tal discrepancia

reside en la combinación de confinamiento y el carácter no local de las variables termodinámicas.

Una vez más, en el intervalo de tiempo entre las observaciones en distintos marcos de referen-

cia, algunas partículas colisionan con las paredes del recipiente, lo cual lleva a una energía y un

momento total que contiene contribuciones de las paredes.

Acabamos de mostrar que se pueden superar estas dificultades utilizando una parametrización

del tiempo propio. Podemos entonces proponer una termodinámica relativista del tiempo propio.

Esta teoría carece de las ambigüedades de las formulaciones tradicionales definidas a partir de

promedios t-simultáneos. El precio que uno tiene que pagar es que las variables termodinámicas

están definidas de forma τ -simultánea, con lo que son difíciles de medir directamente por medios

experimentales. No obstante, este es un problema que no está ausente en las teorías tradicionales

definidas t-simultáneamente, pues es virtualmente imposible medir directamente las cantidades

(no locales) que aparecen en ellas.
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Resumen

La función de distribución del equilibrio para un gas relativista, desempeña un papel clave en la

descripción de varios efectos en física de altas energías y en astrofísica, por mencionar algunos. Al

involucrar cantidades en distintos marcos de referencia las propiedades de transformación son im-

prescindibles. En este capítulo veremos que una temperatura invariante es consecuencia natural de

la covariancia manifiesta de la teoría. Se presenta una derivación manifiestamente covariante de la

distribución de Jüttner y del teorema de equipartición. En esta descripción resulta necesario introdu-

cir un vector Θμ cuya norma se identifica con el recíproco de la temperatura en el marco comóvil,

al pedir que los resultados de la teoría cinética en equilibrio estén de acuerdo con la termodiná-

mica. Este análisis contiene, como un caso particular, las anteriores versiones no manifiestamente

covariantes.
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3.1. Introducción

3.1. Introducción

La distribución de velocidades en el caso del gas relativista en equilibrio, se remonta a F. Jüttner,

quien en 1911 obtuvo una distribución consistente para partículas relativistas que no considera la

contribución de partículas con velocidades superiores a la velocidad de la luz en el vacío, denotada

por c, y que sí figuran en la distribución de Maxwell. Esto se logró considerando la forma relativista

de la energía de las partículas en un principio de máxima entropía, obteniendo la ahora llamada

distribución de Jüttner [1] que en el espacio de momentos es:

f =
n

4πkTm2cK2(mc2/kT )
e−

√
p2c2+m2c4

kT , (3.1)

donde m es la masa en reposo de cualquiera de las partículas que forman el gas, k es la constante

de Boltzmann y K2 es una función de Bessel modificada de segundo orden [2]. Las cantidades

restantes: la densidad de número de partículas n, la temperatura T y las componentes espaciales

del momento relativista p, están determinadas por un observador comóvil con el gas.

El producto interno del momento relativista forma un invariante, lo cual relaciona la magnitud

del momento espacial con la energía de la partícula a través de (E/c)2 − p2 = m2c2, la cual se

conoce como la condición de capa de masa. En el régimen no-relativista |p| � mc, kT � mc2,

tenemos que f ≈ fMaxwell, donde fMaxwell es la distribución de velocidades de Maxwell. Es decir,

las magnitudes de las velocidades de las partículas mayores que la velocidad de la luz c, son sólo

un artificio de la aproximación no relativista como se puede apreciar en la Fig. (3.1).
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Figura 3.1: Función de Distribución de Jüttner. Se grafíca la distribución (3.1) en función de la
velocidad para diferentes regímenes de temperatura. El color azul corresponde a mc2/kT � 1,
es decir, el caso no relativista, para éste puede apreciarse que la distribución aproxima a la de
Maxwell-Boltzmann truncada. El color rojo es el caso ultra relativista mc2/kT � 1, puede verse
que conforme las partículas se acercan a la velocidad de la luz c, la distribución tiene dos picos
centrados en c y −c.

La distribución de Jüttner en la forma (3.1) puede no ser muy conveniente, ya que no es manifiesta-
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3.1. Introducción

mente covariante, es decir, no está escrita en términos tensoriales que muestran explícitamente su

comportamiento al investigar su descripción en distintos marcos en movimiento relativo, es decir,

ante transformaciones de Lorentz. Para poder escribirla de esta forma son necesarias dos piezas

clave: la transformación bajo cambio de marcos de referencia de la distribución f y la de la tem-

peratura T . Ambos han sido ampliamente considerados en la literatura [3, 4] y [5, 6, 7, 8, 9], para

la temperatura y la función de distribución, respectivamente.

En el caso de la función de distribución es necesario considerar al gas contenido en una caja, para

ello se multiplica (3.1) por la función característica χ que corresponde al recipiente contenedor del

gas, tal que χ(x) = 1 para x dentro de la caja, y cero en caso contrario; la distribución resultante

f̄(x,p) := χ(x)f(p) se define en el espacio fase de una partícula. De esta forma un observador en

el sistema de referencia donde el gas está en reposo, define f̄d3xd3p como el número de partículas

del gas en un volumen de d3x ubicado en x y con momento p en el intervalo d3p. Además f̄ debe

ser invariante de Lorentz [9, 7, 10]. Esto se ve fácilmente en el caso del equilibrio [10, 11]. (Para

el caso fuera del equilibrio véase [7]): para un gas simple, el número de partículas N es invariante,

por lo que N =
∫
dμf̄ , con dμ = d3xd3p, debe serlo también. Como dμ es una medida invariante

de Lorentz debido a una compensación entre las transformaciones del momento espacial (por la

relación de la capa de masa) y la medida espacial, f̄ debe también ser invariante. Ahora bien, como

χ es invariante1, entonces f también lo es. Por lo tanto una forma manifiestamente covariante

de f equivale a su invariancia manifiesta y, en particular, debe incluir el comportamiento de la

temperatura bajo las transformaciones de Lorentz.

Se ha estudiado la forma invariante de la distribución de Jüttner desde diversas perspectivas [5,

8, 12, 13]. Se determinó mediante la introducción de coordenadas esféricas en la pseudoesfera

asociados a la capa de masa en el espacio de cuatro momento relativista. Esto proporcionó un

tratamiento elegante y fructífero que sin embargo no parece haber sido plenamente apreciado.

También, se han propuesto alternativas a (3.1) donde la covarianza de Lorentz se incorpora de

una manera diferente. En [14] Horwitz y colaboradores presentan un enfoque mecánico cuántico

que incluye un tiempo histórico invariante, éste fue considerado para obtener una ecuación de

Boltzmann covariante con una solución estacionaria que lleva una relación entre la temperatura y

el promedio de la energía diferente al usual en el caso ultra-relativista, mientras que en [15, 16]

un principio de máxima entropía se combinó con un enfoque de teoría de grupo que involucra una

cierta medida invariante, para obtener de nuevo una distribución de equilibrio modificada, la cual

también se obtiene al considerar la no conservación de partículas [17, 18]. Ambas alternativas han

sido criticadas por Debbasch [19].

Es reciente el estudio numérico de los gases relativistas, siendo las primeras simulaciones en diná-

mica molecular para un gas relativista con dos componentes en una dimensión, las desarrolladas

por Cubero y colaboradores [20]. En este trabajo se consideran colisiones elásticas entre partículas

con velocidades altas, de forma tal que en el algoritmo usual de Dinámica Molecular se reemplaza

el momento no relativista después de la colisión por el correspondiente momento relativista que se

obtiene de la conservación del 4-momento. En este caso la temperatura fue definida a través de un

1Consideremos dos marcos S, S′, con el contenedor del gas situado en S. Con una velocidad relativa v,
γ = 1/

√
1− v2/c2, la contracción de Lorentz del volumen será V ′ = γ−1V lo que lleva a que

∫
d3x′ χ′(x′) =∫

d3x′ χ(x), d3x′ = γ−1d3x, lo que demuestra la invariancia de χ.
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3.2. Ecuación de Boltzmann Relativista

teorema de equipartición, y demostró ser invariante bajo cambio de marcos de referencia [20]. La

importancia de este trabajo radica en que se obtuvo una concordancia entre las simulaciones y la

distribución de Jüttner (3.1), indicando así que ésta es la distribución relativista correcta (Ver capí-

tulo de Cubero en este volumen). El estudio del caso de dos dimensiones a lo largo de estas líneas

ha sido desarrollada por Montakhab y colaboradores [21] y Alino y colaboradores [22]; para tres

dimensiones espaciales en [23]. Para el caso de d = 3 Peano y su grupo realizaron simulaciones

adaptando al régimen relativista el método de Monte Carlo [18]. Sus resultados también indican

que la distribución de Jüttner es la distribución de equilibrio correcta para el gas relativista. Sor-

prendentemente, en cuanto a la temperatura, este tipo de análisis nos lleva de nuevo a la discusión

de muchos años sobre si un objeto en movimiento aparece más frío o más caliente [3, 4, 20, 21].

En este capítulo obtenemos la función de distribución de Jüttner manifiestamente invariante al uti-

lizar coordenadas “cartesianas” en lugar de las coordenadas esféricas en el espacio de momento

relativista en (d+1)-dimensiones, esto fue hecho primero en [24]. Este enfoque evita la adopción

de algún marco particular, que de lo contrario se plantearía la cuestión de la transformación de

Lorentz de la temperatura. Únicamente se alude a la estructura comóvil del gas al final del análisis

al relacionar la descripción cinética con la termodinámica, en particular, para identificar la tempe-

ratura con la norma invariante de Lorentz de un vector térmico que ya había sido introducido antes

con el nombre de vector de enfriamiento relativista, [8, 5, 12, 13] y el cual está formado por el

producto del inverso de la temperatura comóvil con la 4-velocidad hidrodinámica del gas, por lo

que la temperatura comóvil juega un papel análogo a la masa en reposo de una partícula [25]. Esta

interpretación se investiga en relación con el teorema de equipartición, ya que la existencia del

vector térmico nos permite escribir una expresión manifiestamente covariante para este teorema.

En trabajos previos como los de Tolman [26] y Landsberg [4], se considera una versión del teore-

ma de equipartición que no es covariante manifiesta, obteniendo una expresión para la temperatura

que no coincide con el promedio de la energía cinética de las partículas sino con otra cantidad.

La versión covariante del teorema de equipartición permitirá interpretar la temperatura comóvil

como parte de la energía total del sistema. Esta versión se exploró primero en [27] en relacion

con la transformación del mometno total del gas, que también se revisa en este capítulo. Dentro

de la discusión describimos el comportamiento de una distribución Planckiana cuando se hace uso

de la temperatura invariante, así como algunas de las dificultades para definir una temperatura no

comóvil para un gas de partículas masivas, insistiendo en que la temperatura comóvil invariante

parece ser la única posibilidad coherente para definir la temperatura de acuerdo a la teoría cinética

relativista estándar.

3.2. Ecuación de Boltzmann relativista

Consideremos un gas simple compuesto por partículas idénticas de masa m en un régimen rela-

tivista. Cada partícula tiene coordenadas de espacio-tiempo y cuatro-momento, dadas respectiva-

mente por xμ y pμ. La evolución de la función de distribución de una partícula f̄ está dictada por
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3.2. Ecuación de Boltzmann Relativista

la ecuación de Boltzmann relativista [6, 29, 28]

pμ
∂f̄

∂xμ
+m

∂f̄Kμ

∂pμ
=

∫ (
f̄ ∗
1 f̄

∗ − f̄1f̄
)
F σ dΩ

d3p1
p01

, (3.2)

donde f̄ ∗
1 ≡ f̄(x,p∗

1, t), ∗ indica una cantidad evaluada después de la colisión; σ es la sección eficaz

diferencial del proceso de dispersión, mientras que Ω es el ángulo sólido. Kμ denota una 4-fuerza

externa mientras que F es el llamado flujo de invariante, F =
√

(pμ1pμ)
2 −m4c4, y

d3p1
p01

es la

medida invariante en la capa de la masa. Estaremos interesados en el caso Kμ = 0 correspondiente

a no tener fuerzas externas. Al lado derecho de (3.2) se le conoce como integral de colisión y se

obtiene al realizar un balance de las partículas que entran y salen por colisiones de cierta región

del espacio fase [29].

Al multiplicar ambos lados de la ecuación (3.2) por una función arbitraria ϕ(x, p) e integrar los

momentos con la medida
d3p
p0

se obtiene la llamada ecuación de transferencia

∂

∂xμ

∫
ϕpμ f̄

d3p

p0
−
∫

f̄
d3p

p0

[
pμ

∂ϕ

∂xμ
+mKμ ∂ϕ

∂pμ

]
=

1

4

∫
(ϕ+ ϕ1 − ϕ∗ − ϕ∗

1)
(
f̄ ∗
1 f̄

∗ − f̄1f̄
)
F σ dΩ

d3p1
p01

d3p

p0
. (3.3)

La ecuación (3.3) es la ecuación de balance cuando ϕ corresponde a una cantidad física.

Si utilizamos la función ϕ = −kc ln (f̄h3) + 1, con h una constante con dimensiones adecuadas

para que el argumento del logaritmo quede sin dimensiones, obtenemos que:

∂Sμ

∂xμ
= ς, (3.4)

donde Sμ es el 4-flujo de entropía y ς es la tasa de producción de entropía que se demuestra que

nunca es negativa ς ≥ 0, [29, 6].

En particular el estado de equilibrio se encuentra cuando no hay producción de entropía [5, 6, 29,

8], que sucede cuando f̄ ∗f̄ ∗
1 = f̄ f̄1, o bien

ln f ∗ + ln f ∗
1 = ln f + ln f1, (3.5)

lo cual implica que la integral de colisión de (3.2) se anula. La función característica χ que aparecía

en f̄ se cancela. La ecuación (3.5) se satisface por las cantidades que se mantienen invariantes

durante la colisión2. En el caso relativista la ecuación (3.5) se satisface por las componentes del

4-momento; en [29] se prueba que los invariantes colisionales están dados por:

ln f = −
(
Λ(x) + Θ̃μ(x)p

μ
)

⇔ f = α(x) exp
(
−Θ̃μ(x)p

μ
)
. (3.6)

2Nótese que esto se cumple para interacciones donde se conservan tanto las componentes del momento espacial
como la energía, esto sucede en particular en las colisiones binarias elásticas.

45



3.2. Ecuación de Boltzmann Relativista

donde pμ es el 4-momento de una partícula del gas, además α = e−Λ y Θ̃μ son independientes de

pμ. La función de distribución de equilibrio se obtiene completamente exigiendo que, al sustituir

(3.6) en el lado izquierdo de (3.2) el resultado sea igual a cero. Esta sustitución deja Λ indepen-

diente de xμ y ∂νΘ̃μ(x) + ∂μΘ̃ν(x) = 0, cuya solución es Θ̃μ(x) = ωμνx
ν + Θμ y ωμν = −ωνμ.

Estos corresponden a los diez vectores de Killing (6 de ωμνx
ν y 4 de Θμ) bajo los cuales la métrica

espacio-temporal de Minkowski es invariante. Éstos están asociados con las transformaciones de

Lorentz y traslaciones espacio-temporales, respectivamente [30].

Como veremos el vector Θμ está en la dirección de la 4-velocidad del fluido en su conjunto y por

lo tanto, hereda las simetrías de espacio-tiempo en forma de movimientos rígidos: las líneas de

mundo de los elementos del fluido vecinos mantendrán su separación siempre que se encuentren a

lo largo de vectores de Killing [5], restringiendo los movimientos a traslaciones.

Las funciones α y Θμ se determinan al relacionarlas con cantidades físicas a través de los momen-

tos de la distribución. El primer momento corresponde al flujo de densidad de número de partículas

Nμ, mientras que el segundo es el tensor de energía-momento del gas, T μν :

Nμ = c

∫
pμf

d3p

p0
, (3.7)

T μν = c

∫
pμpνf

d3p

p0
. (3.8)

Si se introduce la siguiente integral invariante, conocida como funcional generadora [5]

I ≡
∫

e−Θαpα
d3p

p0
, (3.9)

los momentos de la distribución pueden escribirse como sus derivadas

Nμ = −αc
∂I
∂Θμ

, (3.10)

T μν = αc
∂2I

∂Θμ∂Θν

. (3.11)

La funcional generadora puede evaluarse de diversas formas. Puede expresarse la integral en co-

ordenadas hiper-esféricas en la capa de masa [12, 5, 8]. Al ser I un invariante, otra forma de

evaluarla es utilizando un marco práctico, por ejemplo uno en el que Θμ = (Θ0,Θ = 0), [6, 29];

sin embargo, este enfoque plantea la pregunta acerca de cuál es la transformación de Lorentz de la

temperatura. Sería deseable poder combinar el enfoque 4-dimensional, con el más intuitivo y más

fácil de manejar donde se eligen las componentes cartesianas de Θμ, de tal forma que sea posible

investigar el comportamiento de la temperatura bajo transformaciones de Lorentz.

Debido a que nuestro análisis es el mismo independientemente del número de dimensiones espa-

ciales, estudiaremos el caso de general en d dimensiones espaciales.
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3.2.1. Cálculo de α

Consideremos un marco general no comóvil con el gas de manera que las componentes espaciales

de Θμ, es decir, Θ, son distintos de cero. En un espacio d-dimensional, I dada por (3.9), sólo re-

quiere de cambiar la medida de integración de d3p a ddp. Es posible adoptar coordenadas esféricas

para la parte espacial del momento y escoger una dirección espacial particular de tal modo que el

producto interno se escribe como Θ · p = |Θ||p| cosϑ1.

En estas coordenadas tenemos que la medida de integración es: ddp = |p|d−1d|p|dΩ(d), donde

dΩ(d) = (sinϑ1)
d−2(sinϑ2)

d−3 . . . (sinϑd−2)
1dϑ1dϑ2 . . . dϑd−2dϕ =

d−2∏
i=1

(sinϑi)
d−i−1dϑidϕ

, y los ángulos varian de 0 < ϕ < 2π y 0 < ϑi < π, [31]. De esta forma I puede escribirse como

I = Sd−1

∫
d|p||p|d−1

p0
(sinϑ1)

d−2dϑ1 e
−Θ0p0e|Θ||p| cosϑ1 , (3.12)

donde

Sd−1 =
2π

d−1
2

Γ
(
d−1
2

) , (3.13)

es la hiper-superficie de una esfera unitaria (d−1)−dimensional [31], que resulta de integrar sobre

los ángulos ϕ y dΩ(d−1), excluyendo únicamente a ϑ1. Para integrar en ϑ1 es mejor utilizar la serie

de la exponencial que contiene el producto de componentes espaciales

e|Θ||p| cosϑ1 =
∞∑
k=0

(|Θ||p| cosϑ1)
k

k!
. (3.14)

De esta forma (3.12) puede escribirse como

I = Sd−1

∞∑
k=0

|Θ|k
k!

∫ π

0

sinϑ1
d−2cosϑ1

kdϑ1

∫
e−Θ0p0

|p|d−1+k

p0
d|p|. (3.15)

La integral angular restante en (3.12) es no trivial sólo para k = 2n, n = 0, 1, 2, . . . , esta integral

está relacionada con las funciones Beta, B
(
2n+1

2
, d−1

2

)
[2], de forma tal que

I = Sd−1

∞∑
n=0

|Θ|2n
(2n)!

B

(
2n+ 1

2
,
d− 1

2

) ∫
e−Θ0p0

[
p0

2 −m2c2
] 2n+d−2

2
dp0. (3.16)

En (3.16) se hizo un cambio de la variable independiente de |p| por p0 utilizando la relación de la

capa de masa. Si ahora consideramos los cambios de variable3 y0 = p0/mc y z0 = mcΘ0, junto

con la forma integral para las funciones de Bessel modificadas de primera especie [2]:∫ ∞

1

e−ax(x2 − 1)j−
1
2 dx =

(
2

a

)j Γ(j + 1
2
)

Γ(1
2
)

Kj(a), (3.17)

3Nótese que y0 = γ, el factor de Lorentz es la nueva variable de integración.
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la ecuación (3.16) toma la siguiente forma

I = Sd−1

∞∑
n=0

|Θ|2n
(2n)!

B

(
2n+ 1

2
,
d− 1

2

)
(mc)2n+d−1

(
2

z0

) 2n+d−1
2

×

×
Γ
(
n+ d

2

)
Γ
(
1
2

) K 2n+d−1
2

(z0). (3.18)

En este punto, hacemos las siguientes consideraciones: (i) Utilizamos una expresión conocida de

la función Beta en términos de las funciones Gamma [2], (ii) introducimos el vector zμ = mcΘμ,

junto con β ≡ |z|/z0, 0 ≤ β < 1, que se sigue del hecho de que Θμ es un vector tipo-tiempo. De

esta manera la ecuación (3.18) puede reescribirse como

I = 2
d+1
2 (mc)d−1

(
π

z0

) d−1
2

∞∑
n=0

β2nzn0
Kn+ d−1

2
(z0)

2nn!
. (3.19)

La suma en (3.19) puede reducirse a una función de Bessel modificada al utilizar un teorema de

multiplicación de las funciones de Bessel [32], a saber,

Kν(λx) = λν

∞∑
l=0

(−1)l(λ2 − 1)l(1
2
x)l

l!
Kν+l(x), (3.20)

con |λ2 − 1| < 1. Finalmente esto nos lleva a

I = 2(mc)d−1
(
2
π

z

) d−1
2

K d−1
2

(z) . (3.21)

donde z ≡ √
zμzμ. La fórmula (3.20) es esencial para intercambiar la serie de funciones de Bessel

en (3.19) por una función de Bessel modificada única en (3.21). La ecuación (3.21) se reduce al

resultado conocido [12, 5, 8, 6, 29] cuando d = 3. De (3.21) vemos que I es sólo función del

invariante z = mcΘ. Ahora podemos obtener el 4-flujo de partículas a partir de (3.10)

Nμ = 2mdcd+1α
(
2
π

z

) d−1
2

K d+1
2

(z)
zμ

z
. (3.22)

Podemos despejar el escalar α de la ecuación anterior

α ≡
√

NμNμ

2c(mc)dK d+1
2

(mcΘ)

(
mcΘ

2π

) d−1
2

. (3.23)

De la ecuación (3.22) se puede deducir que zμ y Nμ apuntan en la misma dirección. Notemos que

Nμ = NUμ/c, donde N =
√

NμNμ; en particular en el marco comóvil Uμ → (c,0), y entonces

N = nc, donde n es la densidad de número de partículas en el marco comóvil. Esto implica que

Θμ =
Θ

c
Uμ. (3.24)
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3.2.2. Θμ y la temperatura invariante

Ahora buscamos identificar Θμ con una cantidad termodinámica conocida. Tomemos como punto

de partida la forma de Gibbs de la segunda ley de la termodinámica para un sistema cerrado [33, 8],

que supondremos válida en el marco comóvil

δU = TδS − PδV. (3.25)

Debemos relacionar las cantidades estadísticas definidas antes, como el tensor de energía-momento

(3.11) y el flujo de entropía (3.4) con la energía interna, U , la entropía, S, la presión P y el volumen

V que aparece en (3.25). Para esto vamos a introducir la función de distribución (3.6) y la ecuación

(B.32), en la expresión para el tensor de energía-momento (3.11). Esto conduce a

T μν = −N

Θ

(
ημν −

K d+3
2
(mcΘ)

K d+1
2
(mcΘ)

ΘμΘν

Θ
mc

)
. (3.26)

La presión comóvil se puede obtener a partir del tensor de energía-momento en d-dimensiones

como

P ≡ −1

d
hμνT

μν =
N

Θ
, (3.27)

donde el proyector ortogonal a la 4-velocidad hidrodinámica se define como hμν ≡ ημν−UμUνc−2.

El flujo de la entropía d-dimensional correspondiente se puede reescribir de forma conveniente

como:

Sμ = −k
[
ln
(
αhd
)
Nμ − T μνΘν

]
. (3.28)

Es importante mencionar que las cantidades Nμ, T μν y Sμ son densidades, y por lo tanto no

dependen del tamaño del sistema. Sin embargo, para incluir el hecho de que el gas está confinado

dentro de una caja, es necesario utilizar la función característica χ(x) que se definió previamente.

En particular, integrando las cantidades antes mencionadas sobre d dimensiones espaciales

N = c−1

∫
Σ

Nμdσμ, (3.29)

S = c−1

∫
Σ

Sμdσμ. (3.30)

Gμ = c−1

∫
Σ

T μνdσν , (3.31)

donde dσμ = nμd
dx, con nμ un vector unitario normal a la hipersuperficie espacial Σ, y por lo tanto

un vector de tipo-tiempo. Recordemos que la única dependencia en xμ es a través de la función

característica χ, que está implícita en Sμ, Nμ y T μν .

Para calcular las integrales espaciales anteriores tomamos un hiperplano comóvil con el gas de ma-

nera que su normal unitaria esté dada por nμ = Uμ

c
= Θμ

Θ
. Como la 4-velocidad hidrodinámica Uμ

es una propiedad intrínseca del sistema, esta elección ofrece una forma verdaderamente covariante

de estas integrales [34]. Notemos que para una elección diferente como nμ = δμ0 , que corresponde
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3.2. Ecuación de Boltzmann Relativista

al caso de un hiperplano a tiempo fijo, la integral que define al momento total del gas (3.31) daría

un vector aparente en lugar de un verdadero vector de Lorentz4. Por lo tanto, el número de partí-

culas N y la entropía S son evidentemente escalares, mientras que Gμ, el momento relativista del

gas, es un vector de Lorentz. Integrando (3.28) junto con (3.29)-(3.31) conduce a

S = −k
[
N ln

(
αhd
)
−ΘμG

μ
]
, (3.32)

Ahora podemos hacer contacto con (3.25) evaluando todas las cantidades involucradas en el marco

comóvil. Para evaluar la entropía (3.32) en el marco comóvil es necesario considerar (3.24) que, al

multiplicarse por Gμ nos lleva a ΘμG
μ → Θ0G

0 = ΘG0. La diferencial de la entropía (3.32), en

el espacio termodinámico (Θ constante) se convierte en

δS = kΘ

[
δG0 − NP

c

δN

N2

]
=

kΘ

c

[
δ(cG0) + PδV

]
, (3.33)

donde se hizo uso de (B.32), (3.27) y la relación δV = −N δN
N2 . La comparación de (3.25) con

(3.33) da lugar a identificar la norma del vector Θμ

Θ =
c

kT
, (3.34)

con la temperatura comóvil T . Para esto es necesario interpretar la cantidad cG0 como la energía

interna relativista. Esta identificación es posible debido a que en el régimen de bajas velocidades

se tiene que cG0 ≈ Nmc2+Uno−rel, con Uno−rel la energía interna usual del gas no relativista. Las

expresiones (B.32), (3.24) y (3.34) completan el análisis de la función de distribución manifiesta-

mente covariante que, expresada en términos de cantidades invariantes, N,Θ,m, c,Θμpμ, toma la

forma

f(p) =
N

2c(mc)dK d+1
2

(mcΘ)

(
mcΘ

2π

) d−1
2

exp (−Θμp
μ) . (3.35)

La ecuación (3.35) para d = 1, 2 y 3 se reduce a las funciones utilizadas en [20, 21, 22, 23] res-

pectivamente. La ecuación (3.1) se obtiene de (3.35) considerando d = 3 y utilizando el marco

comóvil al gas. Por otra parte (3.35) coincide con lo obtenido en [17] para dimensión d arbitraria.

La distribución relativista del equilibrio también se ha analizado últimamente desde una mecáni-

ca estadística relativista, utilizando el procedimiento de maximización de entropía [35] dando la

misma distribución de Jüttner covariante.

Cabe destacar sin embargo, que en la deducción de (3.35) no se hicieron hipótesis a priori sobre la

transformación de Lorentz de la temperatura. Ésta se encontró al pedir que en el marco comóvil,

se cumpliera la termodinámica del equilibrio.

4El carácter vectorial ante transformaciones de Lorentz del 4-momento del gas Gμ se estudiará en la siguiente
sección.
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3.3. Momento de un Gas relativista

3.3. Momento total de un Gas relativista

En un trabajo clásico de van Kampen [36], se establece que la energía y momento de un gas no

transforman como un vector verdadero ante transformaciones de Lorentz debido a que el gas, al

estar confinado en algún recipiente, no es un sistema cerrado ya que interactúa con las paredes

de dicho contenedor. Este problema se ha retomado recientemente por Dunkel y colaboradores

en [23], haciendo notar que las propiedades de transformación del momento total dependen de la

superficie de integración que se elige en (3.31).

Para comprender esta afirmación, uno puede preguntarse sobre el comportamiento de Gμ bajo

transformaciones de Lorentz. Para ello, una posibilidad es seguir la misma línea de razonamien-

to que en el caso del modelo de electrón clásico extendido dado por Rohrlich [34], [37]. Este

argumento aclaró la controversia de Abraham-Lorentz sobre el momento relativista del electrón

clásico.

Con base en el análisis de [37], el momento total Pμ
total

del sistema compuesto por el gas y la caja

que lo contiene, es un vector de Lorentz conservado que se puede descomponer como la suma de

vectores de Lorentz verdaderos o aparentes. Un vector es verdadero si se comporta adecuadamente

ante transformaciones de Lorentz; un vector aparente no respeta las transformaciones de Lorentz.

Pμ
total

= Gμ +Πμ = G(μ) +Π(μ), (3.36)

donde (μ) indica que tales objetos son vectores aparentes, y Πμ es la contribución de la caja al

momento total. Como en el caso del modelo clásico del electrón, la diferencia entre verdadero

y aparente del 4-momento se establece tal que en el límite no relativista, las componentes de

Gμ coinciden exactamente con la energía y el impulso no relativistas del gas, mientras que las

componentes de G(μ) no, [37].

Los conceptos de vector verdadero o aparente, están relacionados con la hipersuperficie que se

elige al integrar el tensor de energía-momento T μν en (3.31). Cuando se utiliza una hipersuperficie

cuya normal unitaria es Uμ

c
, donde Uμ es la velocidad hidrodinámica, es decir, se utiliza un marco

comóvil con el gas, tenemos vectores de Lorentz verdaderos; cuando se utiliza una hipersuperficie

que se caracteriza con una normal arbitraria a tiempo fijo δμ0 , tendremos vectores aparentes. En

el caso de vectores de Lorentz verdaderos, el recipiente que contiene al gas no es necesario para

garantizar el carácter de vector verdadero de Pμ
total

, aunque es necesario para explicar el equilibrio

del sistema. Así elegimos utilizar la hipersuperficie cuya normal apunta en la misma dirección de

la velocidad hidrodinámica nμ = Uμ

c
= Θμ

Θ
, sustituimos esta elección en la definición del momento

del gas (3.31), utilizando la expresión del tensor de energía-momento (3.26), obteniendo:

Gμ = N Θμ

Θ2

[
mcΘ

K d+3
2

(mcΘ)

K d+1
2

(mcΘ)
− 1

]
. (3.37)

Por otro al utilizar vectores aparentes sólo la suma de las dos contribuciones del gas y del conte-

nedor forman un vector verdadero (3.36), por esta razón en ese caso la contribución de la caja es

esencial. Podemos interpretar lo establecido en [23] y [36], sobre la forma en cómo transforman
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3.3. Momento de un Gas relativista

la energía y el momento, diciendo que ahí se utilizaron vectores aparentes en lugar de vectores de

Lorentz verdaderos. Con la elección de la normal nμ = δμ0 , aunque N y S no se alteran, la integral

(3.31) del momento resulta un vector aparente que toma la siguiente forma

G(μ) =
N
Θ

[
mc

K d+3
2
(mcΘ)

K d+1
2
(mcΘ)

Θ0

Θ
Θμ − ημ 0

]
. (3.38)

Es importante notar que (3.37) y (3.38) coinciden únicamente en el marco comóvil U = 0.

Ahora bien, según el argumento en [23], el hecho de tener vectores aparentes se debe a que el gas

no es un sistema cerrado sino que interactúa con las paredes del contenedor, por lo tanto el tensor

de energía-momento no puede ser una cantidad conservada ∂μT
μν �= 0. No se hace referencia a la

elección de la normal a la hipersuperficie.

Figura 3.2: Aplicación del teorema de Gauss en la región Ω cuya frontera orientada está formada
por hipersuperficies correspondientes a distintos observadores inerciales ∂Ω = Σ1 + Σ2 + Σ3.

De acuerdo a la argumentación usual [11], si T μν se conserva sus integrales espaciales son inde-

pendientes de la hipersuperficie espacial Σ que se elija para dicha integración debido al teorema

de Gauss:

0 =

∫
Ω

∂μT
μνd4x =

∮
∂Ω

T μνdσμ, (3.39)

donde Ω es una región espacio-temporal cerrada con ∂Ω una frontera orientable. Si la frontera se

descompone como en Fig. 3.2, entonces ∂Ω = Σ1+Σ2+Σ3, donde Σ2 tiene una normal que apunta

en la dirección opuesta a la normal de Σ1 y Σ3 es una superficie en infinito que no contribuye a

(3.39). Por consiguiente ∫
Σ1

T μνdσ(1)
μ = −

∫
Σ2

T μνdσ(2)
μ , (3.40)

que implica que el momento del gas es independiente de la hipersuperficie de integración. Si T μν

no se conserva, las integrales espaciales correspondientes evidentemente dependerán de la hipersu-

perficie que se elija como superficie de integración. La expresión (3.40) nos dice que el momento
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3.3. Momento de un Gas relativista

del gas estará relacionado por una transformación de Lorentz visto por observadores en los marcos

de referencia correspondientes a las hipersuperficies Σ1 y Σ2

Gν = Λν
ν′ G

ν′ , (3.41)

donde Λν
ν′ es la matrix asociada a las transformaciones de Lorentz:

[Λν
ν′ ] →

⎛⎜⎜⎝
γ −βγ 0 0

−βγ γ 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞⎟⎟⎠ . (3.42)

En este argumento no se ha hecho referencia a la elección de la normal a la superficie de integración

¿Cómo interpretamos entonces (3.40) a la luz de las distintas posibilidades de elegir la normal a la

hipersuperficie?

La elección de nμ = δμ0 implica un proceso de medición en superficies con distinta simultaneidad.

Imaginemos que T μν se conserva, ∂μT
μν = 0. Nos preguntamos qué forma debe tener este tensor

tal que (3.40) involucre un proceso de medición simultánea en cada marco, es decir si dσμ (1) =
δμ0dV y dσμ (2) = −δμ

′
0′ dV

′, donde dV y dV ′ son los elementos de volumen espacial medidos en

los marcos de referencia correspondientes a las hipersuperficies Σ1 y Σ2 respectivamente, es decir,

los integrandos se escribirían

T 0νdV = Λν
ν′T

0′ν′dV ′. (3.43)

Al involucrar un proceso de medición se requiere que (3.43) sea compatible con la contracción de

Lorentz del volumen dV ′ = γ−1dV , lo cual implica que el tensor T μν debe cumplir que

γT 0ν = Λν
ν′T

0′ν′ , (3.44)

es claro que la ecuación (3.44) no se cumple para cualquier tensor, en realidad impone restricciones

sobre la forma de T μν para que éste sea compatible con mediciones y con las trasformaciones de

Lorentz. La forma que tomaría este tensor, suponiendo isotropía espacial es

T μν = TUμUν , con T = T 00 en el marco comóvil. (3.45)

Éste corresponde al tensor de energía-momento de un polvo. En esta interpretación, el teorema de

Gauss no sólo implica cierta dependencia en las coordenadas espacio-temporales, sino también la

forma que toma el tensor si queremos que sea compatible con mediciones en marcos con diferente

simultaneidad. Así para estudiar un gas con un tensor de energía-momento distinto, tendríamos que

imponer ∂μT
μν = Pν , con Pν la contribución de las paredes que introduce factores proporcionales

a la presión, de tal forma que al integrarlo cancelará términos en (3.38) para que el momento total

(3.36) tome una forma compatible con (3.45), [38]. Ésta es la interpretación seguida por Dunkel.

Sin embargo, como desde el comienzo se eligió utilizar como normal aquella que nos da vectores

aparentes que no están conectados por una transformación de Lorentz; por lo tanto parece que no

es posible sostener el argumento van Kampen y Dunkel, ya que no es el teorema de Gauss lo que

define el carácter vectorial sino la elección de la normal.
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Por otro lado, podemos preguntarnos sobre la divergencia del tensor de energía-momento (3.26).

Recordemos que para calcular T μν es necesario considerar la función característica χ(x) que im-

plica que el gas está únicamente en cierta región del espacio V . En general éstá función puede

escribirse como

χ(x) =

{
1, x ∈ V ;

0, x �∈ V.
(3.46)

Para realizar el cálculo de la divergencia consideremos un gas en una dimensión espacial d = 1, en

este caso, como se ve en [20], la función característica para una caja de tamaño L, puede escribirse

como

χ
1D
(x) = H(x)H(L− x), (3.47)

donde H(x) es la función escalón de Heaviside definida como

H(x) =

{
1, x ≥ 0;

0, x < 1.
(3.48)

La única dependencia en x del tensor de energía-momento entra a través de la función caracte-

rística, por tanto la divergencia de T μν será proporcional a la divergencia de χ, que en d = 1
es:

d

dx
T μν ∝ d

dx
χ

1D
(x) = δ(x)H(L− x)− δ(L− x)H(x), (3.49)

donde claramente podemos notar que la derivada de la función característica es distinta de cero. Sin

embargo, del lado derecho aparecen distribuciones, por lo tanto el valor particular de la derivada

en (3.49) tiene sentido como funciones generalizadas, es decir, hasta realizar una integración:∫
d

dx
T μν dx ∝

∫
[δ(x)H(L− x)− δ(L− x)H(x)] dx = 0. (3.50)

Es interesante hacer notar que el lado izquierdo de (3.50) es precisamente el lado izquierdo de la

ecuación (3.39), es decir, la aplicación del teorema de Gauss para un gas en una caja d = 1 implica

que el momento total del gas no depende de la superficie de integración que se elija.

Esto no concuerda con la elección de nμ = δμ0 , como normal a la hipersuperficie. Una elección

de la normal a la hipersuperficie de integración compatible con (3.50), es utilizar una propiedad

intrínseca del sistema, es decir, a la velocidad hidrodinámica nμ = Uμ/c. De esta forma no hay

ambigüedad en las propiedades de transformación en (3.40) y (3.41) y la interpretación es directa,

el momento del gas es un vector verdadero, por lo tanto, está relacionado a través de una transfor-

mación de Lorentz para distintos observadores inerciales. Además, es fácil ver que este resultado

es válido para cajas cúbicas en cualquier dimensión espacial. El uso de una característica intrínseca

al sistema como Uμ/c, para definir la normal a la hipersuperficie de integración está relacionado

con las transformaciones activas y pasivas.

Por otra parte, en [23], Dunkel y colaboradores escogieron realizar las integrales sobre la hiper-

superficie invariante del cono de luz pasado de un evento con coordenadas espacio-temporales

(ξ0, ξi). En esta hipersuperficie el momento del gas, según lo calculado en [23] es

Gμ
LC

=
N
Θ

[
mc

K d+3
2
(mcΘ)

K d+1
2
(mcΘ)

(
Θ0

Θ
− Θiξ

i

Θξ

)
Θμ −

(
ημ 0 − ημiξi

ξ

)]
. (3.51)
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Aunque, parece ser una manera accesible de definir experimentalmente magnitudes termodinámi-

cas medibles [23], esta propuesta depende de las coordenadas de espacio-tiempo del evento. Si el

evento está en el origen del marco comóvil del gas (o de un observador relativo), entonces (3.51) se

reduce a (3.38). Anticipamos esta dificultad debido a que se escogió un evento externo para definir

las cantidades físicas para el sistema.

3.4. Teorema de equipartición relativista

El Teorema de equipartición de la energía, es un resultado en física no relativista, que relaciona a la

temperatura con el promedio de la energía cinética de las partículas que forman el gas. Los prime-

ros trabajos donde se extendió este resultado al ámbito relativista son los de Tolman y Landsberg

[26, 4] y una primera observación que se extrae de ellos es que no puede darse la misma inter-

pretación a la temperatura como promedio de la energía, como sucede en el caso no relativista,

además de que no estlán en un lenguaje manifiestamente covariante. Como hemos demostrado en

la sección anterior este enfoque revela la conveniencia de utilizar una temperatura invariante aso-

ciada con el marco comóvil del gas. Por lo tanto, resulta interesante investigar el papel que juega

la temperatura invariante dentro de una formulación manifiestamente covariante del teorema de

equipartición relativista.

Las versiones del teorema de equipartición de Tolman y otros [26, 39], se han utilizado como un

criterio para determinar la transformación de Lorentz de la temperatura, sin embargo, estos in-

tentos ya habían sido criticados por Landsberg [4] quien hace énfasis en que pueden acomodarse

tanto la temperatura invariante, como una temperatura que transforme ante un cambio de marco de

referencia, una temperatura móvil. Recientemente Cubero y colaboradores [20] realizaron simula-

ciones numéricas que indican la existencia de una temperatura invariante sobre la base del teorema

de equipartición relativista de [4], refiriéndose entonces a la temperatura invariante incluida en el

análisis de Landsberg, pero dejando abierta la posibilidad de la existencia de una temperatura mó-

vil. En esta sección daremos una forma manifiestamente covariante del teorema de equipartición

que no sólo contiene una temperatura invariante, sino que incluye la versión de Landsberg de di-

cho teorema. Por otra parte en esta versión, el teorema es claramente expresado en términos del

momento total del gas, de donde puede leerse que hay una parte cinética del momento total que es

la contribución relevante al teorema de equipartición.

Comencemos por reexpresar la funcional generadora I (3.9) en el espacio de energía y momento

en (d+ 1)-dimensiones [6]

I = 2

∫
e−Θμpμ δ

(
pσp

σ −m2c2
)
H(p0) dd+1p, (3.52)

donde H(p0) es la función escalón unitario de Heaviside que restringe (3.52) a las energías positi-

vas. La condición de capa de masa se toma en cuenta a través de la distribución delta de Dirac. Lo

siguiente es hacer una extensión covariante del argumento original de Tolman [26], que conside-

raba únicamente la densidad de partículas, aquí hacemos esta extensión debido a que las derivadas

de la funcional I se relacionan con cantidades físicas, en particular la densidad de energía es la
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componente temporal de su primera derivada. Lo siguiente es integrar por partes d + 1 veces, una

por cada pμ. Se descartan los términos de frontera en infinito y obtenemos

I = − 2

d+ 1

∫
pν

∂

∂pν
[
e−Θμpμ δ

(
pσp

σ −m2c2
)]

H(p0) dd+1p . (3.53)

Para integrar sobre p0 aplicamos las propiedades de la delta de Dirac, que finalmente nos lleva a

I =
1

d

∫
e−Θμpμ

[(
|p|
p0

)2

+Θμ
∂pμ

∂pi
pi

]
ddp

p0
. (3.54)

Sorprendentemente, y a pesar de que (3.54) contiene los componentes espaciales pi, (3.54) es una

cantidad invariante de Lorentz.

Para conectar (3.54) con las cantidades físicas se inserta I en (3.10) y (3.11) para obtener

Nα =
c

d

∫
ddp

p0
f

{
pα

[(
|p|
p0

)2

+ pi
∂pμ

∂pi
Θμ

]
− pi

∂pα

∂pi

}
, (3.55)

T αβ =
c

d

∫
ddp

p0
f

{
pαpβ

[(
|p|
p0

)2

+ pi
∂pμ

∂pi
Θμ

]
− pi

∂pαpβ

∂pi

}
. (3.56)

Integrando espacialmente de nuevo de (3.55) y (3.56) de acuerdo con (3.29) y (3.31) tenemos

d = Θμ

〈〈
pi
∂pμ

∂pi

〉〉
(3.57)

Gα =
N
d

[
Θμ

〈〈
pi
∂pμ

∂pi
pα
〉〉

−
〈〈

pi
∂pα

∂pi

〉〉]
. (3.58)

donde se utilizó 〈〈·〉〉 ≡ 1
N
∫
· fχ ddxddp. Cabe mencionar que la ecuación (3.57) es sólo la

forma manifiestamente covariante del teorema de equipartición correspondiente a la propuesta

por Tolman y Landsberg [26, 4], respectivamente, expresada utilizando la temperatura invariante

comóvil T = c/kΘ, ec. (3.34). Podemos notar que a pesar de que (3.57) contiene la suma espacial

pi ∂
∂pi

, se llega a partir de la ecuación manifiestamente covariante (3.52). Este argumento es válido

también para los dos términos en el lado derecho de la ecuación (3.58).

Cuando observamos que ambas ecuaciones (3.57) y (3.58) comparten un término común, esto

sugiere la forma como podría insertarse el momento relativista en una expresión del teorema de

equipartición covariante. Para proseguir necesitamos determinar el primer término en (3.58), sin

embargo, esto lo podemos hacer comparando con la forma explícita el momento del gas calculada

en (3.37). Entonces, al igualar la proyección ΘαG
α de (3.58) y (3.37) podemos identificar

ΘαΘμ

d

〈〈
pi
∂pμ

∂pi
pα
〉〉

=
K d+3

2
(mcΘ)

K d+1
2

(mcΘ)
mcΘ, (3.59)
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de donde finalmente llegamos a la siguiente expresión:

ΘμG
μ

N − z = Fd(z) ≡ z
K d+3

2
(z)

K d+1
2

(z)
− 1− z . (3.60)

Fd(z) se reduce a los valores usuales del teorema de equipartición en los casos límite (ver fig. 3.3),

Fd(z) =

{
d
2
, z � 1,

d, z � 1.
(3.61)

Figura 3.3: La gráfica muestra Fd(z) vs. z = mc2/kT para d = 3. F3(z) corresponde al cociente
entre el promedio de la energía cinética relativista por partícula y la temperatura comóvil. Vemos
que en los casos z � 1 y z � 1 obtenemos los límites adecuados, mientras que para valores
intermedios de z, el cociente es de una fracción de entre 3 < F3(z) < 3/2.

Es interesante notar que, en la misma forma que la energía de una partícula con momento pμ deter-

minado por un observador con velocidad U ν
obs está dado por Eobs = pνU

ν
obs, podemos interpretar

1
Θ
ΘμG

μ como la energía del gas determinada por el observador comóvil.

De la expresión (3.60), es claro que la temperatura y la energía no son simplemente proporcionales

como en el caso no relativista, la energía relativista resulta ser una función complicada de T y la

temperatura no es una medida directa de la energía cinética del gas. Sin embargo, de (3.60), la
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3.4. Teorema de equipartición relativista

temperatura es útil como un parámetro que determina en qué medida el sistema necesita o no, una

descripción relativista. Además, a partir de (3.60) podemos reconocer T como el promedio de una

cantidad microscópica que es parte de la energía relativista como vemos en (3.60), que de hecho,

en el marco comóvil conduce a

kT =
c

d

〈〈
|p|2
p0

〉〉
, (3.62)

la ecuación (3.62) es precisamente la expresión utilizada por Tolman [26] y Landsberg [4]. Esta

expresión se ha malinterpretado queriendo identificar a p0 como una masa en movimiento. En el

límite no-relativista, podemos aproximar T como

d

2
kT = 〈〈K〉〉 −

〈〈
K2

mc2

〉〉
+ . . . , (3.63)

donde K es la energía cinética no relativista.

Notemos que, si bien versiones del teorema de equipartición relativista habían sido tratados con

anterioridad por otros autores [12, 40] su enfoque no era manifiestamente covariante. Su trabajo y

el nuestro coinciden en términos de la función Fd (3.60), en particular al evaluar los casos límite

no-relativista y ultra-relativista. Cabe destacar que recientemente cálculos numéricos adoptando el

método de Monte Carlo [18] confirman Fd como la energía cinética relativista en unidades de kT .

La expresión (3.60) se obtuvo multiplicando el momento relativista Gμ por Θμ, y restando la

energía en reposo total NmcΘ para obtener la energía cinética promedio de las partículas del gas.

Es fácil ver que (3.60) puede reescribirse como

ΘμK
μ = NFd(mcΘ) , (3.64)

Kμ ≡ Gμ −NmUμ, (3.65)

es claro que el momento relativista del gas tiene dos contribuciones. Podemos interpretar el término

Kμ como un 4-momento análogo a la contribución cinética de la energía no relativista, es decir, la

parte cinética del momento total.

Si hubiéramos utilizado (3.38) como el momento del gas, tendríamos que el producto ΘμG
(μ) es

ΘμG
(μ) = NFd(mcΘ)

Θ0

Θ
+NmcΘ0, (3.66)

que sólo coincide con (3.60) en el marco comóvil del gas donde Θ0 = Θ. Esto no es sorprendente

ya que G(μ) es un vector aparente y no transforman correctamente bajo transformaciones de Lo-

rentz. Podemos explorar el teorema de equipartición en el cono de luz pasado de un evento, como

se propone en [23]:

ΘμG
μ
LC

= N (Fd(mcΘ) +mcΘ)

(
Θ0

Θ
− Θiξ

i

Θξ

)
. (3.67)

Esta expresión depende del evento elegido, lo cual es algo inusual. Si el evento está en el origen,

entonces (3.67) se reduce a (3.66), la ecuación (3.67) coincide con (3.60) sólo en el marco comóvil.
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3.5. Discusión

El interés en combinar los principios de la relatividad en la teoría cinética va más allá de los

fundamentos teóricos: las observaciones y experimentos recientes como por ejemplo en la física

de altas energías [41], en astrofísica [42] y cosmología [43]. En todos estos casos se necesita una

descripción de sistemas relativistas de muchas partículas la cual involucra, por ejemplo, la ecuación

de Boltzmann y la correspondiente distribución del equilibrio [44, 45, 46]. Recientemente, se han

llevado acabo experimentos numéricos de dinámica molecular y del método de Monte Carlo cuyos

resultados apuntan a que la distribución de Jüttner es la distribución relativista correcta para el

equilibrio.

En este trabajo hemos obtenido una forma manifiestamente covariante de la función de distribu-

ción relativista de Jüttner (3.35), a partir de una nueva deducción en la cual utilizamos coordenadas

cartesianas en un espacio de momentos de (d+1) dimensiones (d dimensiones espaciales). Esto fue

posible gracias al uso del teorema de multiplicación de las funciones de Bessel (3.20) que sim-

plificó el tratamiento de una serie de funciones de Bessel [32]. En este formalismo del carácter

relativista de la temperatura no se establece desde un principio: Debido a la suposición de que el

equilibrio en teoría cinética relativista debería estar de acuerdo con la termodinámica estándar para

un observador comóvil con el sistema en reposo del gas, la pseudonorma invariante, Θ, del 4-vector

Θμ (3.24), se convierte en Θ = c/kT , (3.34), siendo T la temperatura comóvil del gas. La tempera-

tura es invariante de la misma forma que la masa en reposo de una partícula puntual. Una discusión

similar a la que hay sobre el carácter de T bajo transformaciones de Lorentz [3, 4, 20, 23], pero

en el caso de la masa de una partícula puntual, plantea la cuestión de si tiene sentido distinguir

entre masa en reposo y masa en movimiento o relativista [25]. La respuesta que da Okun en las

referencias [25], es que sólo tiene sentido hablar de m la masa de la partícula, siendo ésta una can-

tidad independiente del marco de referencia y asociada con la norma del 4-momento pμpμ = m2c2.
La confusión entre ambos términos aparece cuando se utilizan indistintamente la definición no re-

lativista y relativista del momento. Los experimentos conocidos que dicen medir la variación de

la masa relativista, en realidad describen un experimento para determinar las expresiones relati-

vistas correctas para el momento espacial y la energía de partículas en movimiento [47]. Con la

temperatura pasa algo similar.

El enfoque que aquí presentamos muestra explícitamente a la simetría de Lorentz como una sime-

tría del sistema. Como sabemos las simetrías son importantes ya que están relacionadas con leyes

de conservación (Teorema de Noether [48]). En mecánica estadística no relativista la convención

estándar es considerar sistemas macroscópicamente estacionarios, es decir, en un marco de refe-

rencia donde tanto su momento espacial y angular son cero y no aparecen en ningún momento en el

análisis, es siempre en el marco comóvil al sistema donde se trabaja y se tienen resultados. Según

Callen [48] la forma más apropiada de leyes de la termodinámica es aquella en donde aparezcan

manifiestamente todas las simetrías del sistema. En el caso relativista esto es claro y el formalismo

aquí presentado exhibe la simetría manifiestamente. Sin embargo, hace falta un experimento para

confirmar los resultados de el presente enfoque y discriminar entre las demás posibilidades existen-

tes en la literatura [3, 4, 20, 23]. Por ejemplo, de la misma forma que con la masa de una partícula,

se requieren experimentos que determinen las expresiones para las componentes espaciales y tem-
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poral del vector térmico Θμ para un gas en movimiento, además dichos experimentos deben dar un

sentido más amplio al significado físico de las componentes de Θμ. Para enfrentar este problema

hasta ahora sólo contamos son experimentos y simulaciones numéricas [20, 21, 18, 23, 49] cuya

interpretación depende de la expresión del teorema de equipartición que se escoja.

En este capítulo también se escribió un teorema de equipartición manifiestamente covariante da-

do por la ecuación (3.60), en la que el promedio de la energía-momento del gas determinado por

el observador comóvil, está dado por la función Fd de la temperatura invariante, explícitamente

(3.60). En efecto, esta expresión resulta análoga a la expresión para la energía en el caso de una

partícula puntual, donde la energía se obtiene mediante la proyección del 4-momento a lo largo

de la 4-velocidad del observador. En este caso tenemos el vector térmico Θμ = c
kT
Uμ, con Uμ la

4-velocidad del gas en su conjunto, que define un observador comóvil el cual mide la temperatura

invariante T . Hay que hacer un comentario adicional sobre la diferencia entre nuestro enfoque y

algunos anteriores. Mientras que las versiones anteriores del teorema de equipartición [4, 26] rela-

cionan la temperatura con una combinación peculiar de cantidades relativistas (Véase, por ejemplo

(3.57)), aquí esta combinación se interpreta como una parte de (3.60) que relaciona la temperatura

invariante con el momento relativista promedio, Gμ. En resumen, la forma manifiestamente co-

variante de la distribución de Jüttner conduce naturalmente a considerar la temperatura comóvil

invariante para caracterizar el régimen de equilibrio.

En este punto es importante recordar que la distribución relativista de equilibrio de Jüttner en la

forma (3.1) o (3.35) no considera el carácter cuántico ni el grado de degeneración de las partículas

que forman el gas. Estas características pueden tomarse en cuenta en una generalización a las

distribuciones cuánticas para bosones y fermiones como discutiremos más adelante. Por esta razón

el régimen de aplicación de (3.35) es limitado [50]. Sin embargo, la distribución de Jüttner es muy

útil como la base del desarrollo de soluciones fuera de equilibrio, así como modelos que aproximan

el término de colisión5. Además, ha servido para estudiar sistemas más complicados como mezclas

de especies reactivas, ondas de choque y muy importante, el caso gravitacional [29]. Recientemente

se ha generalizado la distribución de Jüttner para un gas en un marco de referencia acelerado [51]

y en uno rotación [52].

Como un ejemplo de la manera de aplicar nuestros resultados en casos conocidos, consideremos

la radiación de cuerpo negro. Usualmente [44, 43, 11], se considera el cociente entre la intensidad

específica Iν y el cubo de la frecuencia ν de los fotones. Dada la invariancia de Lorentz de esta

cantidad Iν
ν3

, [11], se sigue la invariancia de la distribución de Planck

Iν
2hν3

=
1

e
hν
kT − 1

. (3.68)

De hecho, para dos marcos en movimiento relativo, debemos tener

hν

kT
=

hν ′

kT ′ , (3.69)

donde las cantidades primadas se refieren a un observador que se mueve con respecto a la radiación,

en particular, se sugiere que T ′ es una temperatura no comóvil. Dado que los fotones sufren un

5Ver los diversos capítulos que aparecen en este volumen.
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desplazamiento Doppler se sigue que

ν

ν ′ = γ(1− β cos δ), (3.70)

donde δ es el ángulo entre el impulso del fotón y la velocidad del gas, mientras que β es la relación

entre la velocidad del gas y c. La cantidad T ′ adopta una forma anisotrópica

T ′ =
T

γ(1− β cos δ)
. (3.71)

Alternativamente podríamos escribir una forma manifiestamente invariante para (3.68) al introdu-

cir el vector térmico, con lo que obtendríamos (eΘμpμ−1)−1. De esta manera podemos fijarnos en el

producto invariante Θμp
μ. Mediante la evaluación en los dos sistemas de referencia mencionados

anteriormente y utilizando que en el caso de fotones p′0 = |p′|

hν

kT
= Θ

′0p
′0 (1− β cos δ) . (3.72)

Con la temperatura invariante comóvil T los componentes de Θ′μ resultan ser
γ
kT
(c,U) y por lo

tanto (3.72) se reduce a (3.70). Esto demuestra la consistencia de adoptar la temperatura invariante

comóvil, a través del vector Θμ en la descripción de la radiación del cuerpo negro, sin recurrir a

T ′, (ver ec. 3.71). Esta última expresión puede ser considerada sólo como una cantidad auxiliar

por las siguientes razones: En primer lugar, las observaciones de la Radiación del Fondo Cósmico

de Microondas (CMBR) [53] revelan que en realidad hay un marco de referencia en el que este

presenta la estructura del cuerpo negro. Sin embargo, las mediciones involucran el brillo depen-

diendo de la frecuencia en lugar de una temperatura no comóvil (3.71). En segundo lugar, en el

caso de las partículas masivas encontramos un obstáculo al intentar definir (3.71) (Véase, [54] y la

contribución del J. Alfaro para este volumen). Para las partículas masivas tendríamos

T ′ =
T

γ(1− βpβ cos δ)
, βp =

|p|
p0

, (3.73)

que no tiene sentido físico debido a la dependencia en el momento de las partículas. Sin embargo la

utilización de una temperatura comóvil invariante es viable por la misma razón que el caso anterior

de los fotones funciona.

Este trabajo se suma a las afirmaciones elaboradas sobre la base de un detector de Unruh-DeWitt

[55], que apunta a la imposibilidad de tener una transformación relativista de la temperatura para

la radiación [56]. Un análisis similar al presentado aquí se encuentra en un trabajo reciente de

Nakamura [57]. Ahí se utiliza el vector térmico y se argumenta su utilidad en contraste con la

temperatura direccional, como en (3.71). En cualquier caso, todos estos resultados refuerzan la

idea de que la temperatura tiene sentido indiscutible en el marco comóvil.

Para estudiar de manera precisa la distribución de Planck, deberíamos considerar el límite ultra-

relativista de la distribución de equilibrio correspondiente a bosones, es decir debemos extender

el estudio para que contenga las estadísticas cuánticas, donde las aplicaciones más interesantes se
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encuentran en sistemas cuánticos degenerados [6, 29]. Estas se toman en cuenta en la ecuación

relativista de Uehling-Uhlenbeck [29, 58],

pμ
∂f̄

∂xμ
+m

∂
(
f̄Kμ

)
∂pμ

=

∫ [
f̄ f̄ ∗

1

(
1 + ε

h3

gs
f̄

)(
1 + ε

h3

gs
f̄1

)
−f̄ f̄1

(
1 + ε

h3

gs
f̄ ∗
)(

1 + ε
h3

gs
f̄ ∗
1

)]
Fσ

Q
dΩ

d3p1
p01

, (3.74)

donde gs es el factor de degeneración de espín y σ
Q

es la correspondiente sección transversal que se

calcula a través de la teoría cuántica de dispersión. Las demás cantidades son análogas a aquellas

definidas en la ecuación (3.2). El valor ε = −1 corresponde al caso de la estadística de Fermi-

Dirac, ε = +1 a la de Bose-Einstein y ε = 0 a la estadística clásica. De la misma forma que en

el caso clásico usual estudiado aquí podemos obtener la distribución del equilibrio, anulando el

término de colisión del lado derecho de (3.74), lo que lleva a la siguiente condición

ln
f

1 + εh
3

gs

= − (Λ + Θαp
α) ⇔ f =

gs/h
3

exp (Λ̃ + Θαpα)− ε
, (3.75)

donde Λ̃ = Λ + ln gs/h
3. De la misma forma en que identificamos la temperatura en el marco

comóvil, se ha mostrado que en el marco comóvil el escalar anterior es Λ̃ = μ
kT

, donde μ es el

potencial químico comóvil [29], de esta forma la distribución resultante es

f =
gs/h

3

eΘαpα− μ
kT − ε

. (3.76)

Donde se ha identificado la norma de Θμ con la temperatura invariante en un sistema comóvil con

el gas. Ahora bien, como la temperatura está relacionada con la norma de un 4-vector podemos

pensar que el vector térmico puede factorizarse como Λ̃ = ΘαMα, donde introducimos

Mα =
μ

c2
Uα, (3.77)

cuya norma está relacionada con el potencial químico en el marco comóvil MαMα = μ2/c2. En

particular para la estadística de Jüttner ε = 0 obtenemos

Mα =
kT

c2
ln
[
αhdg−1

s

]
Uα, (3.78)

donde α está definida por (B.32). La existencia de Mα implica que para aumentar el número de

partículas, es necesario considerar, además del potencial químico, el movimiento del sistema como

un todo. Como para fotones μγ = 0, la discusión anterior sobre la distribución de Planck se man-

tiene. La suposición de la existencia de Mα debe estar de acuerdo con las posibles generalizaciones

a las leyes de la termodinámica.

Esta versión manifiestamente covariante de la teoría cinética ofrece un formalismo que, además de

provenir de la dinámica de los constituyentes microscópicos, parece no tener ambigüedades en la
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definición de cantidades macroscópicas, como en algunos trabajos sobre termodinámica relativista

[8, 33, 7, 59]. De este modo podemos discutir la posibilidad de generalizar la forma de Gibbs de la

primera ley de la termodinámica que en el caso no relativista está dada por (3.25). Es claro que la

diferencial en el espacio termodinámico de la entropía (3.32), en un marco no comóvil nos dará

δS = k

[
ΘμδG

μ −N NμδN
μ

NνN ν

]
, (3.79)

que se reduce a (3.25) en el límite no relativista en el marco comóvil utilizando la relación

δV = −c(NNμδNμ)/(N
νNν)

3/2. Podemos considerar la ecuación (3.79) como una generaliza-

ción manifiestamente covariante de la forma Gibbs de la segunda ley de la termodinámica obtenida

a partir de la teoría cinética relativista.

Es interesante mencionar, entre las generalizaciones relativistas a la primera ley de la termodiná-

mica, se encuentran algunos trabajos, [7], [37], [59], [60] donde se introduce un vector de volumen

que apunta en la dirección de la velocidad del gas V μ ≡ V Uμ/c, tal que su norma es V =
√

VμV μ.

Además, se puede demostrar que δV μ = −(cN δNμ)/N
νNν , y junto con el hecho de que Θμ apun-

ta en la misma dirección que Nμ, podemos factorizar el vector térmico en (3.79) de tal forma que

obtenemos

δS = kΘμ

[
δGμ +

P

c
δV μ

]
, (3.80)

que es una expresión utilizada por otros autores como una forma covariante de la expresión de

Gibbs para la segunda ley de la termodinámica [59]. Otras versiones de las leyes de la termodi-

námica relativista se encuentran, por ejemplo en [8], [33], [7], [57]. Sin embargo, ambas expre-

siones (3.79) y (3.80), provienen de una teoría microscópica, y puede considerarse que tienen una

base fuerte respecto a otras opciones que son una extrapolación de la fenomenología de la ter-

modinámica comóvil. Por ejemplo, es fácil ver que la introducción de un potencial químico y su

correspondiente verctor añadirían a (3.79)-(3.80) un término de la forma ΘμMμδN .

Como hemos visto, es importante destacar que las propiedades de transformación de las variables

termodinámicas dependen del carácter vectorial de Gμ. En ese sentido la versión manifiestamente

covariante puede jugar un papel importante para hallar una generalización adecuada relativista de

las leyes de la termodinámica. Sin embargo, lo que realmente dirá cuál es la generalización correcta

es el experimento.
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Resumen

En este trabajo se presenta de una manera didáctica el estudio de la estabilidad de un fluido simple

relativista frente a perturbaciones lineales en los valores de las variables termodinámicas locales. Se

resalta el hecho de que las llamadas inestabilidades genéricas de Hiscock y Lindblom tienen como

causa el acoplamiento calor-aceleración propuesto por Eckart en 1940. Finalmente se discuten las

alternativas para solucionar el problema de las inestabilidades genéricas privilegiándose el uso de

formalismos a primer orden en los gradientes.
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4.1. Introducción

4.1. Introducción

Desde hace más de cien años se sabe que los fluidos monocomponentes no relativistas presentan

estabilidad termodinámica frente a perturbaciones lineales a su estado de equilibrio termodiná-

mico. Efectos disipativos tales como la viscosidad y el flujo de calor amortiguan la propagación

ondulatoria de energía asociada a perturbaciones de densidad, temperatura y/o velocidad hidro-

dinámica, de forma tal que este tipo de fluctuaciones exhibe un decaimiento exponencial en el

tiempo [1]. Los tiempos característicos correspondientes a este comportamiento son inversamente

proporcionales a los valores de los coeficientes de transporte y directamente proporcionales a la

separación espacial entre los elementos constituyentes del fluido [2].

En 1985 [3], Hiscock y Lindblom mostraron que el fluido simple relativista carece de un límite no

relativista apropiado al considerarse las ecuaciones linealizadas de la termodinámica irreversible

relativista aceptada desde 1940 hasta esa fecha [4]. En consecuencia, el trabajo de Hiscock y

Lindblom dio lugar a un intenso debate sobre la forma adecuada de formular la teoría de transporte

relativista para un fluido simple [5].

En este contexto, los autores de la presente contribución, junto con el Dr. Leopoldo García-Colín

Scherer, hemos examinado la posibilidad de establecer una teoría estable para el fluido simple

relativista, utilizando exclusivamente ecuaciones constitutivas lineales, consistentes con el método

de Chapman y Enskog de la teoría cinética relativista [6]. Hasta ahora, los resultados han sido

alentadores. En el presente capítulo se presenta una síntesis didáctica de los trabajos desarrollados

en esta vertiente desde el año 2006, comenzando con el desarrollo fenomenológico que conduce a

las inestabilidades genéricas de Hiscock y Lindblom, hasta establecer el esquema estable a primer

orden en los gradientes obtenido en el año 2009. Por razones de espacio, el lector deberá remitirse

a las fuentes originales si desea consultar detalles inherentes a los desarrollos correspondientes al

material aquí contenido.

4.2. Ecuaciones fenomenológicas

El presente análisis tiene como punto de partida el tensor de esfuerzos-energía relativista, el cual

incluye efectos disipativos y está dado por

T α
β =

nε

c2
uαuβ + phα

β +Πα
β +

1

c2
uαqβ +

1

c2
qαuβ (4.1)

donde n corresponde a la densidad numérica, ε es la densidad de energía interna por partícula,

uα es la velocidad hidrodinámica, p es la presión hidrostática local, Πα
β corresponde al tensor de

viscosidades (tensor de Navier), qα representa al flujo de calor, y el proyector espacial está dado

por hα
β = δαβ + 1

c2
uαuβ . La forma de este tensor es consistente con la teoría cinética relativista así

como con la fenomenología en el contexto de una descomposición 3+1 en la cual se toman como

direcciones principales la velocidad uν y su hipersuperficie ortogonal determinada por hμν . Los

detalles de dicha fundamentación pueden ser consultados en la Ref. [7].
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4.2. Ecuaciones fenomenológicas

Tanto el flujo de partículas, dado por

Nα = nuα (4.2)

como el tensor de esfuerzos-energía, Ec. (4.1), satisfacen ecuaciones de conservación:

Nα
;α = 0 (4.3)

y

T α
β;α = 0 (4.4)

La Ec. (4.3) corresponde con la conservación del número de partículas mientras que las cuatro

ecuaciones contenidas en la Ec. (4.4) dan lugar al balance de ímpetu y de energía total. El balance

de energía interna local puede establecerse a partir de la proyección de la Ec. (4.4) en la dirección

de la velocidad. Introduciendo entonces la Ec. (4.3) en uβT α
β;α = 0 se obtiene

nε̇+ pθ + qα;α +Πα
βu

β
;α +

1

c2
qαu̇

α = 0 (4.5)

El último término de la ecuación (4.5) posee un origen estrictamente relativista y, como se verá más

adelante, se encuentra estrechamente relacionado con las inestabilidades genéricas encontradas por

Hiscock y Lindblom.

Para el balance de entropía se considera el principio de equilibrio local, s = s(n, ε), de forma tal

que:

ṡ =

(
∂s

∂n

)
ε

ṅ+

(
∂s

∂ε

)
n

ε̇ (4.6)

donde s es la densidad de entropía y los coeficientes se calculan en equilibrio. Esta expresión se

compara a su vez con la estructura general

ṡ = −Sα
;α + σ (4.7)

donde Sα es el cuadriflujo correspondiente a la variable termodinámica s y σ es la llamada pro-

ducción de entropía. La extensión de la segunda ley de la termodinámica a procesos irreversibles

se da en términos de σ como σ ≥ 0 [1].

Para el caso del gas ideal, los coeficientes de la Ec. (4.6) están dados por(
∂s

∂n

)
ε

= − p

n2
, (4.8)

(
∂s

∂ε

)
n

=
1

T
, (4.9)

mientras que el flujo de entropía tiene la forma usual

Sα =
qα

T
(4.10)
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4.3. Sistema linealizado y análisis de estabilidad

Introduciendo las Ecs. (4.8-4.10) en la Ec. (4.6) se obtiene la siguiente expresión para la producción

de entropía

σ = −
qαhμ

α

(
T,μ +

T
c2
aμ
)

T 2
−

Παβhμ
αh

ν
βu;μν

T
. (4.11)

Como se mencionó anteriormente, la segunda ley de la termodinámica requiere que la producción

de entropía local σ, correspondiente a la ecuación (4.11), sea semidefinida positiva. La alternativa

propuesta por Eckart para que esto se cumpla corresponde a la ecuación

qα = −κhα
ν (T

,ν +
T

c2
aν) (4.12)

y una ecuación análoga para el segundo término cuya forma explícita no requiere ser especificada

en el presente trabajo [4]. Esta estructura corresponde a proponer, como en caso no relativista,

ecuaciones constitutivas que expresen σ como una forma cuadrática en los gradientes. Sin em-

bargo es conveniente observar que en dicho caso la ecuación análoga a la Ec. (4.11) sólo incluye

gradientes de las variables de estado y por lo tanto las ecuaciones constitutivas acoplan los flujos

disipativos a las fuerzas termodinámicas únicamente.

En la siguiente sección se examinan las propiedades de estabilidad de la versión linealizada de las

Ecs. (4.3-4.5) en la representación n, uα y T haciendo uso de la ecuación constitutiva de Eckart, Ec.

(4.12), con el fin de mostrar que el origen del comportamiento patológico encontrado por Hiscock

y Lindblom proviene del uso de la Ec. (4.12) y no del orden en los gradientes del formalismo.

4.3. Sistema linealizado y análisis de estabilidad

Para explorar el comportamiento del sistema relativista ante fluctuaciones espontáneas de las va-

riables de estado en torno a sus valores de equilibrio, se propone que éstas pueden ser escritas

como

n = n0 + δn (4.13)

uν = δuν (4.14)

T = T0 + δT (4.15)

donde los términos con subíndice cero corresponden a los valores de equilibrio local y los prece-

didos por δ a las fluctuaciones de cada variable termodinámica. Nótese que el valor promedio de

la velocidad hidrodinámica se toma igual a cero. Esto se debe a que, por simplicidad, uno puede

considerar un fluido estático o bien el observador situarse en el marco de referencia comóvil al

mismo. La Ref. [8] contiene una descripción detallada de la física destrás de dicha elección así

como una discusión sobre la validez de la misma.

Introduciendo las Ecs. (4.13-4.15) en el sistema de ecuaciones para el fluido, dadas por las Ecs.

(4.3-4.4), se obtiene un nuevo sistema para la fluctuaciones en el cual, para la aproximación lineal,

se desprecian los términos de orden superior a uno en las mismas. Para que dicho sistema satisfaga

la hipótesis de regresión de fluctuaciones de Onsager debe tener soluciones que decaigan exponen-

cialmente en el tiempo esto es, que las fluctaciones espontáneas (que son de origen microscópico)
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4.3. Sistema linealizado y análisis de estabilidad

alrededor de los valores de equilibrio decaigan siguiendo las mismas ecuaciones linealizadas de

las variables de estado. Dicha hipótesis es fundamental en la termodinámica irreversible lineal [1]

y ha sido corroborada por medio de experimentos de dispersión de luz en fluidos en equilibrio, en

el caso no relativista [2].

Para simplificar el cálculo, se observa que la ecuación de continuidad y el balance de energía

interna dependen de la velocidad hidrodinámica únicamente a través de su divergencia θ = uν
;ν .

Por ello, es posible desacoplar el llamado modo transversal de las fluctuaciones en la velocidad al

calcular el rotacional del balance de ímpetu. En la Ref. [9] se estudia dicha ecuación y se analiza

el efecto del acoplamiento calor-aceleración sobre la estabilidad del modo transversal.

Por otra parte, calculando la divergencia de la Ec. (4.4) se obtiene un sistema de ecuaciones para

δn, δT y δθ (modo logitudinal) dado por

δṅ+ n0δθ = 0 (4.16)(nε0
c2

+
p0
c2

)
δθ̇ +

p0
T0

(δT ,μ);μ +
p0
n0

(δn,μ);μ −
κ

c2
(δṪ ,μ

;μ +
T0

c2
δθ̈) = 0 (4.17)

nCnδṪ + p0δθ − κ(δT ,ν
;ν +

T0

c2
δθ̇) = 0 (4.18)

donde se ha introducido también la ecuación constitutiva (4.12) y se han ignorado los efectos

viscosos. Esto último corresponde a considerar un fluido invíscido, lo cual no alterará los resultados

del presente análisis dado que el mismo está enfocado al grado de la ecuación de dispersión del

sistema. Los detalles del cálculo tomando en cuenta los efectos viscosos se pueden consultar en

las Refs. [6] y [10]. También se ha utilizado la ecuación de estado de gas ideal p0 = n0kT0 la cual

es válida a nivel local para un sistema relativista diluido.

Calculando la transformada de Fourier-Laplace del sistema dado por las Ecs. (4.16-4.18) se esta-

blece que el comportamiento de las fluctuaciones está determinado por las raíces de la ecuación de

dispersión que a su vez está dada por

det

(
s
(
ρ̃0 − κT0

c4
s
)
+ 1

s
q2p0 q2

(
κ
c2
s− p0

T0

)(
p0 − κT0s

c2

)
(n0Cns+ κq2)

)
= 0 (4.19)

La primera columna de esta matriz corresponde a las fluctuaciones en el modo longitudinal de la

velocidad y la segunda columna corresponde a las fluctuaciones de la temperatura. Dicho determi-

nante es consistente con la idea de considerar una dependencia del tipo exp
(
iq�x� − st

)
para las

fluctuaciones en n, T y θ de forma tal que valores reales de q corresponderán a oscilaciones en el

espacio mientras que el signo de s les dará un carácter creciente o decreciente en el tiempo. En la

Ec. (4.51) se ha introducido la notación

ρ̃0 =
1

c2
(nε0 + p0) (4.20)

que es el factor que reemplaza a la densidad de masa en el caso relativista. Nótese que para tem-

peraturas bajas, la densidad de energía interna será dominada por el término de energía en reposo
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4.4. Flujo de calor y estabilidad del sistema

de las moléculas y por lo tanto ρ̃0 ∼ n0m. Es importante recordar que esta cantidad depende de la

temperatura en el caso relativista de una forma no trivial. La forma explícita de esta dependencia

puede consultarse en la Ref. [7].

Regresando a la Ec. (4.53), tenemos que la respuesta del sistema a las fluctuaciones estadísticas

está determinada por la solución de la ecuación de cuarto grado

− κT0

c4ρ̃0
s4 + s3 +

κq2

n0Cnρ̃0

(
1− 2p0

c2ρ̃0

)
s2 +

q2p

ρ̃0

(
1 +

k

Cn

)
s+

κpq4

n0Cnρ̃0
= 0 (4.21)

Para obtener una buena aproximación a las raíces de la Ec. (4.21) se puede seguir el método descrito

en la Ref. [10]. Es fácil ver que, siendo el término cuártico de orden c−4, en principio se pueden

conservar las raíces conocidas de la ecuación cúbica resultante de ignorar dicho término. Éstas

llevan al espectro de Rayleigh-Brillouin no relativista con correcciones de orden c−2 en el ancho

de los picos y la localización de los mismos. Utilizando la información de estas tres raíces es

posible estimar la cuarta como

s4 =
c4ρ̃0
κT0

+ q2
κ

n0Cnρ̃0

(
1− 2p0

c2ρ̃0

)
(4.22)

donde el primer término claramente domina y produce una raíz positiva y real. Ésta cuarta solución

predomina sobre las oscilaciones amortiguadas y lleva a un crecimiento exponencial de las fluc-

tuaciones. Este efecto fue observado inicialmente por Hiscock y Lindblom quienes concluyeron

que, al ser patológico el comportamiento de las fluctuaciones y presentar tiempos característicos

extremadamente pequeños para su crecimiento (∼ 10−33s), las teorías de primer orden debían ser

descartadas. Sin embargo, como se mostró en la Ref. [6] y tal como se ilustrará en la siguiente sec-

ción, no es el orden en los gradientes de las ecuaciones constitutivas el problema en estas teorías
sino el acoplamiento del flujo de calor con la aceleración hidrodinámica. Al expresarse el flujo de

calor en términos de gradientes espaciales la hipótesis de regresión de fluctuaciones de Onsager se

satisface cabalmente.

4.4. Flujo de calor y estabilidad del sistema

4.4.1. Elementos de teoría cinética relativista

En la sección anterior se mostró como, usando una ecuación constitutiva que acopla el flujo de

calor con la aceleración hidrodinámica, el sistema de ecuaciones para el fluido relativista lleva

a un crecimiento exponencial de fluctuaciones con tiempos característicos muy pequeños. Dicha

ecuación se propone desde la fenomenología relativista donde el procedimiento para establecerla se

basa en sugerir una relación entre flujos y fuerzas termodinámicas que no contradiga la extensión

a procesos irreversibles de la segunda ley [4]. Sin embargo, existe un procedimiento analítico

para obtener estas relaciones desde el punto de vista microscópico. La teoría cinética permite

establecer explícitamente las ecuaciones constitutivas e incluso arroja expresiones analíticas para

los coeficientes de transporte involucrados en las mismas.
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4.4. Flujo de calor y estabilidad del sistema

Por lo anterior, en esta sección se mostrarán algunos elementos fundamentales de la teoría cinética

relativista y los resultados relevantes para el problema de estabilidad descrito en la sección 3. Los

detalles de estos cálculos pueden ser consultados en las referencias que se incluirán oportunamente.

La teoría cinética de los gases describe la termodinámica de un sistema de partículas indepen-

dientes fuera de equilibrio a partir de promediar las propiedades dinámicas a nivel molecular. Este

formalismo ha tenido gran éxito en el caso no relativista y tiene actualmente un grado de avance

considerable en el caso relativista. Para el caso de sistemas con una temperatura elevada, tal que

la energía térmica sea comparable con la energía en reposo de las moléculas, la dinámica a nivel

microscópico debe ser compatible con la relatividad especial en el caso de gases diluidos. Esto

significa que, para valores cercanos a la unidad del parámetro relativista

z ≡ kT/mc2 (4.23)

consideraremos un espacio plano caracterizado por una métrica de Minkowski

ds2 = dx2 + dy2 + dz2 − c2dt2 (4.24)

donde la posición y velocidad de cada molécula quedan determinadas por

xμ = [�x, ct] vμ = γ (w) [�w, c] (4.25)

En las expresiones anteriores, la primera entrada corresponde con las componentes espaciales y el

factor de Lorentz es

γ (w) =
(
1− w2/c2

)−1/2
(4.26)

La función de distribución corresponde, de igual manera que en el caso no relativista, a la densidad

de partículas en el espacio fase de forma tal que f (xν , vν) d3xd3v expresa el número de partículas

en cada celda de dicho espacio. La evolución de la función de distribución está dada entonces por

la ecuación de Boltzmann relativista que, en ausencia de fuerzas externas, corresponde a [11]

vαf,α = J (ff ′) (4.27)

donde el lado derecho representa las variaciones en el número de ocupación de cada celda del

espacio fase debido a colisiones. El operador J contiene una integral que involucra la función de

distribución antes y después de las colisiones individuales, así como una probabilidad de transición

de un estado microscópico a otro. Esto implica que la Ec. (4.27) es una ecuación integrodiferencial

con todas las complicaciones que ello acarrea. Existen varios métodos de solución aproximados,

el estándar siendo el de Hilbert [12]. Sin embargo, para obtener la relación entre flujos y fuerzas

no es necesario tomar en cuenta los detalles de las colisiones y basta con sustituir el lado derecho

por un término de relajación tipo BGK [12, 11]

J (ff ′) ∼ −f − f (0)

τ
(4.28)

donde f (0) es la solución de equilibrio local y τ un tiempo de relajación característico, del orden

del tiempo colisional. La hipótesis de equilibrio local, que se introduce en los fundamentos de
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4.4. Flujo de calor y estabilidad del sistema

la termodinámica irreversible, permite establecer variables de estado en la cercanía de un punto.

En el caso de la teoría cinética dichas cantidades se asocian con promedios sobre una función de

distribución que corresponda al equilibrio local, en este caso f (0).

Las ecuaciones de balance en este contexto se obtienen multiplicando la Ec. (4.27) por invariantes

colisionales e integrando sobre el elemento de volumen en el espacio de velocidades, que para el

caso relativista está dado por

d∗v =
d3v

γ (w)
(4.29)

A partir de este procedimiento se encuentran las Ecs. (4.3) y (4.4) donde el flujo de partículas y el

tensor de momento-energía están ahora dados en términos de promedios como

N ν =

∫
vνfd∗v (4.30)

T μν = m

∫
vμvνfd∗v (4.31)

de donde, como se muestra a detalle en la Ref. [7], se desprenden las siguientes expresiones para

las variables de estado

n =

∫
f (0)γ (w) dv∗ , densidad numérica (4.32)

nu� =

∫
f (0)γ (w)w�dv∗ , velocidad hidrodinámica (4.33)

nε = mc

∫
f (0)γ (k)K4dK∗ energía interna por partícula (4.34)

En estas ecuaciones Kμ es la velocidad peculiar (o caótica), es decir la velocidad medida en un

sistema comóvil con cada elemento de volumen cuya velocidad hidrodinámica es uμ. Ésta cantidad

se define a través de la ley de transformación

vν = Lν
μK

μ (4.35)

donde Lν
μ es una transformación de Lorentz entre el sistema laboratorio y dicho sistema comóvil

en el cual uν =
[
�0, c
]

[8]. Nótese que las cantidades de las Ecs. (7.17-4.34) están ponderadas por

la solución de equilibrio local de la ecuación de Boltzmann que en el caso relativista es la función

de Jüttner, dada por

f (0) =
n

4πc3zK2

(
1
z

)euβvβ

zc2 (4.36)

ó, utilizando la definición de Kμ

f (0) =
n

4πc3zK2

(
1
z

)e− γ(k)
z (4.37)
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4.4. Flujo de calor y estabilidad del sistema

En las Ecs. (4.36-4.37) Kn

(
1
z

)
es la función de Bessel modificada de segundo tipo de orden n.

La metodología anteriormente expuesta lleva también a las expresiones para los flujos disipativos:

qν = mc2hν
β

∫
γkK

βf (0)φdK∗ (4.38)

πμν = mhμ
αh

ν
β

∫
KαKβf (0)φdK∗ (4.39)

donde se ha introducido la hipótesis de Chapman-Enskog para proponer la función de distribución

como

f = f (0) (1 + φ) (4.40)

El segundo término en la Ec. (4.40) es la solución a primer orden en los gradientes de la ecuación

de Boltzmann linealizada. Es usual introducir un parámetro de orden, llamado el parámetro de

Knudsen, que es utilizado para linealizar dicha ecuación tomando en cuenta que la solución de

equilibrio corresponde al orden cero en dicho parámetro mientras que f (0)φ es la solución a primer

orden. La magnitud de este parámetro se establece como la razón entre magnitud de los gradientes

presentes en el sistema y la longitud característica del mismo. Es por ello que se le llama a f (0)φ la

distribución a primer orden en los gradientes y a la teoría se le asocia el término “de primer orden”.

De esta forma, para obtener la estructura de las ecuaciones constitutivas a primer orden en los gra-

dientes, basta con resolver la ecuación de Boltzmann linealizada, dentro de la aproximación dada

por la Ec. (4.28). Siguiendo estas ideas se obtiene φ y con ella se pueden expresar las integrales en

las Ecs. (4.38-4.39) en términos de los gradientes de las funciones termodinámicas locales. Este

método puede ser consultado en las Refs. [6] y [13], aquí sólo se dará un argumento sencillo y

directo para llegar al punto medular de esta sección, que es justamente la expresión del flujo de

calor que arroja la teoría cinética a primer orden.

La versión linealizada de la Ec. (4.27) con la aproximación dada por la Ec. (4.28) está dada por

f (0)φ = −τvα
{
∂f (0)

∂T
T,α +

∂f (0)

∂n
n,α +

∂f (0)

∂Uμ
Uμ
;α

}
(4.41)

donde se ha utilizado que la función de distribución depende del espacio y el tiempo únicamente a

través de las variables de estado. Nótese que en la expresión anterior se encuentran tanto los gra-

dientes espaciales como las derivadas temporales. Siguiendo el método de Hilbert, las derivadas

temporales deben ser expresadas en términos de los gradientes espaciales utilizando las ecuacio-

nes de tranporte del orden anterior [12]. Esto corresponde a introducir las ecuaciones de Euler

relativistas que están dadas por

(nuμ);μ = 0 (4.42)(nε
c2

uαuβ + phα
β

)
;α
= 0 (4.43)

Es importante resaltar que, al llevar a cabo este paso la aceleración hidrodinámica es eliminada de
la solución a primer orden. Ciertamente, dicha cantidad no corresponde con una fuerza termodi-

námica sino que es la derivada temporal de una variable de estado y por lo tanto debe ser manejada

de la misma forma que las derivadas temporales de la temperatura y la densidad de partículas.
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Por lo mencionado anteriormente, es claro que al introducir la Ec. (4.41) en la Ec. (4.38) y utilizar

las Ecs. (4.42) y (4.43) se obtiene

qμ = −hμ
ν

(
LTT

T ,ν

T0

+ LnT
n,ν

n0

)
(4.44)

donde la ausencia del gradiente de velocidad proviene del principio de Curie, el cual afirma que el

acoplamiento se dá únicamente entre flujos y fuerzas del mismo rango tensorial. Los coeficientes

LTT y LnT han sido calculados explícitamente en la Ref. [6] y corresponden con las expresiones

LTT =
nk2T 2τ

m

{(
1

z
−
(
4z +

K1(
1
z
)

K2(
1
z
)

)−1
)(

1

z
+ 5G

(
1

z

))

−
(
1 +

K1(
1
z
)

2zK2(
1
z
)
+

G
(
1
z

)
2z

)
G
(
1
z

)
z

}
(4.45)

LnT =
nk2T 2τ

m

{
G
(
1
z

)
z

−
(
4z +

K1(
1
z
)

K2(
1
z
)

)−1(
1

z
+ 5G

(
1

z

))}
, (4.46)

Es interesante observar que cuando z tiende a cero (límite de bajas temperaturas), LTT se acerca

a 5
2
nk2T
m

τ , que es la conductividad térmica en el caso no relativista para la aproximación de BGK,

mientras que LnT tiende a cero .

La Ec. (4.44), obtenida de forma analítica a partir de la teoría cinética, expresa el flujo de calor

acoplado con las fuerzas termodinámicas dadas por los gradientes de las variables de estado, de

forma consistente con la termodinámica irreversible lineal. En la siguiente subsección se analizará

el efecto de introducir dicha ecuación en lugar de la Ec. (4.12) en el sistema de ecuaciones de

balance.

4.4.2. Análisis de la ecuación de dispersión

Veamos ahora cómo modifica la ecuación constitutiva (4.44) a la relación de dispersión encontrada

en la sección anterior. La ecuación de continuidad, Eq. (4.16), no contiene efectos disipativos por

lo cual no se ve alterada. Sin embargo, las ecuaciones de balance de ímpetu y energía tienen ahora

la siguiente estructura:(nε0
c2

+
p0
c2

)
δθ̇ +

p0
T0

(δT ,μ);μ +
p0
n0

(δn,μ);μ −
1

c2
(
LTT

T0

δṪ ,μ
;μ +

LnT

n0

δṅ,μ
;μ) = 0 (4.47)

nCnδṪ + p0δθ − (
LTT

T0

δT ,ν
;ν +

LnT

n0

δṅ,μ
;μ) = 0 (4.48)

Llevando a cabo el mismo procedimiento que en la sección anterior se llega a la ecuación de

dispersión

det

(
sρ̃0 + q2

(
p0
s
− LnT

c2

)
q2

T0

(
LTT

c2
s− p0

)
(p0 − LnT q

2)
(
n0Cns+

LTT

T0
q2
) ) = 0 (4.49)
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que en este caso es una ecuación cúbica en s dada por

s3 +
q2LTT

TCnn0ρ̃0

[
ρ̃0

(
1− p0

ρ̃0c2

)
+

LnT

c2
(
q2 − n0Cn

)]
s2

+
q2p

ρ̃0

[
1 +

k

Cn

− LnT q
2

c2

(
LTT

pc2
− 1

)]
s+

LTTk

Cnρ̃0
q4 = 0 (4.50)

Las raíces de esta última expresión pueden ser obtenidas utilizando el método aproximado descrito

en la Ref. [10], como en el caso anterior. Para esta ecuación se puede ver que existen dos soluciones

imaginarias y una real, lo cual lleva a un comportamiento cualitativamente equivalente al del caso

no-relativista. Se obtiene entonces un espectro tipo Rayleigh-Brillouin con modificaciones en los

parámetros que lo caracterizan. Estas correcciones, así como los detalles de este cálculo se pueden

encontrar en la Ref. [10]. De esta forma se concluye que el comportamiento de las fluctuaciones en

ambos casos, utilizando la ecuación constitutiva de Eckart y la obtenida utilizando la teoría cinéti-

ca, son radicalmente diferentes. La introducción de un término de aceleración en el flujo de calor

lleva a un comportamiento patológico dado por un crecimiento exponencial de las fluctuaciones

mientras que el acoplamiento de qν con gradientes de variables termodinámicas predice un com-

portamiento cualitativamente similar al caso no relativista. El grado del polinomio que se obtiene

de la ecuación de dispersión es lo que determina que en el primer caso se pierda el espectro de

dispersión mientras que en el segundo se obtengan correcciones en la localización y anchos de

los picos y se recupere el límite no relativista. Esta diferencia puede ser rastreada directamente al

término de aceleración, el cual aumenta el grado en s de la transformada de Fourier-Laplace del

balance de ímpetu para fluctuaciones en el modo longitudinal de la velocidad.

4.5. Consideraciones finales

En esta contribución se ha presentado una alternativa para preservar la estabilidad de un sistema

relativista disipativo y monocomponente sustentada microscópicamente. Es importante hacer notar

que existen formalismos propuestos por otros autores que el lector deberá contrastar con respecto

al enfoque aquí presentado. El más socorrido de ellos corresponde a la introducción de la ecuación

constitutiva de Maxwell y Cattaneo para relacionar al flujo de calor con las fuerzas temodinámicas.

En su versión más simple, dicha ecuación corresponde a la expresión

τr�̇q + �q = −κhα
ν (T

,ν +
T

c2
aν) (4.51)

donde τr corresponde a un tiempo de relajación introducido en las llamadas teorías extendidas de la

termodinámica irreversible. Estos tiempos necesariamente son del orden de los tiempos colisiona-

les. El efecto que el primer término del lado izquierdo de la Ec. (4.51) genera sobre la inestabilidad

de Hiscock y Lindblom es aparentemente satisfactorio. El resultado del cálculo correspondiente

permite establecer la ecuación de dispersión [14]:

(τr −
κT0

c4ρ̃0
)s4 + s3 + q2

κ

n0Cnρ̃0

(
1− 2p0

c2ρ̃0

)
s2 +

q2p

ρ̃0

(
1 +

k

Cn

)
s+

κp

n0Cnρ̃0
q4 = 0 (4.52)
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Dado que el tiempo de relajación excede por mucho el valor de −κT0

c4
para un fluido en condiciones

normales de presión y temperatura, la inestabilidad desaparece.

Existe un argumento elemental para cuestionar ampliamente la introducción de la ecuación de

Maxwell y Cattannneo como medio para solucionar el problema de la inestabilidad genérica que

se presenta en los fluidos relativistas descritos con la fenomenología de Eckart. Es bien sabido que

la introducción de tiempos de relajación es completamente innecesaria en el estudio de sistemas

descritos apropiadamente por las ecuaciones de Navier-Stokes-Fourier. Esto implica que efectos

tales como el espectro Rayleigh-Brillouin deben ser perfectamente reproducibles aun en el caso

en el cual τr = 0. La razón por la cual sistemas no relativistas tales como el agua a temperatura

ambiente son estables no es la introducción de tiempos de relajación que atenúen el efecto del

coeficiente −κT0

c4
en la ecuación de cuarto grado (22). Es perfectamente conocido que la dinámica

de las fluctuaciones en este tipo de fluidos es bien descrita por una ecuación de dispersión cúbica

[2].

Es interesante observar que la inestabilidad genérica también desaparece si se hace uso de la ecua-

ción constitutiva

τr�̇q + �q = −hμ
ν

(
LTT

T ,ν

T0

+ LnT
n,ν

n0

)
(4.53)

la cual lleva a la ecuación de dispersión:

τrs
4 + s3 +

q2LTT

TCnn0ρ̃0

[
ρ̃0

(
1− p0

ρ̃0c2

)
+

LnT

c2
(
q2 − n0Cn

)]
s2

+
q2p

ρ̃0

[
1 +

k

Cn

− LnT q
2

c2

(
LTT

pc2
− 1

)]
s+

LTTk

Cnρ̃0
q4 = 0 (4.54)

de lo cual se desprende que aún en los casos en los cuales fuera necesaria la introducción de

una ecuación de relajación para la descripción de un fluido (por ejemplo en los casos de visco-

elasticidad), el acoplamiento calor-aceleración es completamente prescindible en el estudio de la

estabilidad de las fluctuaciones hidrodinámicas del fluido. El formalismo relativista a primer orden

en los gradientes ha sido poco apreciado históricamente y sus posibles aplicaciones aún estan por

explorarse.
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Resumen

Los neutrinos primordiales del fondo de Radiación cósmica (CNB) se desacoplaron cuando el

universo era muy joven, mucho antes que el fondo de fotones (CMB). Son muy complicados de

detectar hoy en día, pero podrían llegar a tener una gran relevancia para el estudio del Big-Bang

por contener información a épocas muy tempranas. A la espera de la posibilidad de detectarlos

algún día, resulta conveniente estudiar su comportamiento y ver si difiere de alguna forma con el de

los fotones. En este trabajo veremos que, por un lado, una violación a Lorentz no produce efectos

relevantes. Pero por otro lado, a pesar de tener una masa muy pequeña, veremos que ésta afecta

fuertemente a cómo se vería si fuera una partícula sin masa como los fotones. Por ejemplo, su

velocidad con respecto al sistema de referencia comóvil a la expansión del universo es 1065
[
km
s

]
,

mucho menos que la velocidad de la luz. Esto implicará una distribución mucho más compleja

debido al movimiento planetario. Es por esto que trataremos de obtener una expresión para la

corrección del momento dipolar. Este trabajo fue desarrollado en [1].
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5.1. Introducción

Desde el comienzo, los fotones y todos las partículas estaban acopladas formando un plasma que

fue evolucionando bajo la influencia de la expansión del Universo. Aun muy temprano en la vida

del Universo, los neutrinos se desacoplaron de este plasma. Desde ese momento, empezaron a evo-

lucionar de forma independiente del resto. Este fenómeno ocurrió también en los fotones en una

época más tardía. Estos últimos tienen una importancia enorme para poder determinar los paráme-

tros cosmológicos al estudiar la forma del espectro de potencias del CMB, ya que estos fotones

nos entregan una representación muy precisa de las fluctuaciones de la materia al momento de

desacoplarse [2]. Los neutrinos podrían entregar información del mismo tipo, pero de una época

mucho más temprana, lo que puede decirnos algo sobre lo ocurrido en épocas inflacionarias.

En principio uno podría pensar que los neutrinos tendrían un espectro similar al de los fotones, pero

ya desde hace algún tiempo se sabe que los neutrinos poseen masa. A pesar de ser muy pequeñas,

veremos que tendrá un efecto muy importante en su comportamiento a medida que evoluciona el

universo. En particular, estudiaremos la velocidad que tendrán desde el momento de su desacoplo

hasta el día de hoy.

Como ya dijimos antes, el fondo de radiación cósmica es muy relevante para determinar los pará-

metros cosmológicos y es una de las grandes pruebas del Big-Bang [3]. Para poder estudiarlo es de

vital importancia conocer su distribución. Es por esto que el otro fenómeno que estudiaremos será

la distribución de los neutrinos primordiales, en particular los efectos observacionales que tenga la

velocidad peculiar de la Tierra, llamado momento dipolar, ya que es vital para poder optimizar su

detección.

Finalmente, incluiremos una pequeña Violación a la Invarianza de Lorentz (LIV), representada por

una modificación a la relación de dispersión de energía dada por [4]-[5]:

E2 = v2maxp
2 +m2c4

Donde vmax = c(1 − α) es la velocidad máxima de la partícula. Esto quiere decir que cada tipo

de partícula tendrá su propia velocidad máxima. Ciertas cotas nos dicen que α ∼ 10−22 para los

neutrinos. La motivación para usar una LIV viene de la posibilidad de que, en fenómenos de altas

energías como cerca del Big-Bang, efectos de Gravedad Cuántica traigan violaciones de este tipo

[4]-[8].

Hay que mencionar que una LIV podría tanto traer problemas fundamentales como resolver otros.

Por ejemplo, un problema sería el surgimiento de un sistema de referencia privilegiado, pero el

sistema de referencia isotrópico a la expansión del universo es un candidato natural. Y un fenómeno

que podría solucionar es la detección de rayos cósmicos altamente energéticos, aunque las cotas

para este fenómeno ya son muy bajas [9]-[10].
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5.2. Velocidad de los neutrinos primordiales

Inicialmente los neutrinos se encontraban en equilibrio térmico con el resto de la materia. Para

que esto suceda, se debe cumplir que Γi � H , donde Γi es la tasa de interacciones de la especie

i, H ∝ T 2 es la constante de Hubble y T la temperatura. Mientras las especies de neutrinos se

mantengan en equilibrio, su distribución, y la de cualquier especie fermiónica, estará dada por la

estadística de Fermi-Dirac:

feq(E, T ) =
1

e
E−μ
kBT + 1

A medida que sucede la expansión, la temperatura va disminuyendo hasta un punto donde Γν � H
mientras que Γi �=ν � H . Esto quiere decir que los neutrinos dejan de estar en equilibrio y se

desacoplan del resto de la materia. Llamaremos Tν,D a la temperatura de desacoplo de los neutrinos

que se obtiene al imponer Γν � H(T ). Para ver que sucede con su distribución haremos el siguiente

análisis. A un tiempo t0, un observador ve en cierta dirección una cantidad dN = fd3rd3p de

neutrinos en un volumen propio d3r y con momentum entre �p y �p + d�p. Pasado un tiempo dt, los

neutrinos no han interactuado por lo que dN permanece constante, pero el volumen propio en que

se encuentran ha aumentado en un factor

(
R(t0+dt)
R(t0)

)3
y el momentum ha disminuido en

R(t0)
R(t0+dt)

.

Esto significa que f(E, Tν) se conserva en el tiempo. O sea, para t > tD (o Tν < Tν,D) con tD el

momento en que se produce el Desacoplo, la función de distribución está dada por [11]:

f [E(p(t)), Tν(t)] = feq[E(pD), Tν,D] = feq

[
E

(
p(t)

R(t)

RD

)
, Tν,D

]
(5.1)

Donde el subíndice D se refiere a la época del desacoplo. Además sabemos que el número de

neutrinos, la energía total y la energía por neutrino están dadas por:

Nν =
gV

(2π�)3

∫
f(p, Tν)d

3p (5.2)

Eν =
gV

(2π�)3

∫
E(p)f(p, Tν)d

3p (5.3)

εν =
Eν

Nν

(5.4)

Donde:

E2(p) = v2maxp
2 +m2c4

Ahora se puede determinar la Función Distribución que seguirán después de desacoplarse. La

energía de los neutrinos se puede expresar como E(t) = vmax,νp(t) (Usamos una expansión con
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cero orden en la masa ya que f depende exponencialmente de E lo que reduce aún más su efecto)

y como pD = p(t)R(t)
RD

, obtenemos al usar (5.1):

f [p, Tν ] =
1

e
vmax,νp

kBTν + 1
(5.5)

Con Tν = Tν,D
RD

R(t)
y μν = 0 por la baja interacción que tienen con la materia. Esto significa

que la distribución de los neutrinos, que se desacoplan mientras son relativistas, es de Fermi con

temperatura Tν , o sea RTν = cte. Evaluando en (5.2) y (5.3):

Nν =
gV

(2π�)3

∫
1

e
vmax,νp

kBTν + 1
d3p

Eν =
gV

(2π�)3

∫
E(p)

e
vmax,νp

kBTν + 1
d3p

Naturalmente, la expresión de Nν será igual para cualquier instante de tiempo. Usando el cambio

de variable x = vmax,νp

kBTν
, obtenemos:

Nν =
3gV ζ(3)(kBTν)

3

4π2�3v3max,ν

(5.6)

Donde ζ(3) = 1,2021 es la función Zeta de Riemann. Podemos ver que, efectivamente, se mantiene

constante en el tiempo ya que V ∝ R3(t) y Tν ∝ R−1(t). Para determinar Eν , se debe tener una

expresión para E(p). En general, esta expresión es nuestra relación de dispersión, pero como la

integral se vuelve muy complicada, analizaremos los casos extremos donde los neutrinos siguen

siendo relativista y cuando dejan de serlo. Por la simetría esférica, la velocidad es radial, por lo

tanto sólo debemos determinar su módulo. El módulo de la velocidad de una partícula está dada

por:

v =
∂ε

∂p

siendo ε y p la energía y el momentum de una partícula relacionados por nuestra relación de

dispersión:

ε2 = v2maxp
2 +m2c4

Mientras la partícula siga siendo relativista, al desarrollar la derivada hasta segundo orden en la

masa (ε � mc2), obtendremos que:

vν � vmax,ν

(
1− 1

2

(
mc2

ε

)2
)

(5.7)
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Donde podemos ver que sólo el orden cero en la masa de ε mantiene el segundo orden en la velo-

cidad. Por lo tanto debemos usar E(p) = vmaxp al desarrollar Eν .

Ahora, si la partícula pasa a ser no-relativista, tendremos que la energía y la velocidad de una

partícula a segundo orden en el momentum (pvmax,ν � mc2) serán:

εν � mc2 +
(vmax,ν

c

)2 p2

2m

vν =
∂ε

∂p
�
(vmax,ν

c

)2 p

m
= vmax,ν

√
2
( ε

mc2
− 1
)

(5.8)

Donde vemos que, para mantener el orden en el momentum, los cálculos deben ser hasta segundo

orden en la expresión de E(p), o sea E(p) = mc2 +
(vmax,ν

c

)2 p2

2m
.

5.2.1. Neutrinos relativistas

Como dijimos, para determinar Eν en este caso, debemos usar E(p) = vmaxp. Con esto, obtenemos

la expresión:

Eν =
7π2gV (kBTν)

4

240�3v3max,ν

(5.9)

Usando (B.8) y (5.9) en (5.4) y (5.7), obtenemos:

εν =
7π4

180ζ(3)
kBTν (5.10)

vν = vmax,ν

(
1− 1

2

(
180ζ(3)mνc

2

7π4kBTν

)2
)

(5.11)

Si definimos la velocidad relativa entre los neutrinos y los fotones del plasma como Δv = vγ − vν ,

nos queda:

Δv = Δvmax +
vmax,ν

2

(
180ζ(3)mνc

2

7π4kBTν

)2

Donde Δvmax = vmax,γ − vmax,ν = cαν lo que significa que este factor se anula si no existe

la violación. Evaluando numéricamente y dejándolo en función de Mν = mνc
2, kBTν y αν , nos

queda:
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5.2. Velocidad de los neutrinos primordiales

Δv

c
= αν

(
1− 5,04× 10−2

(
Mν

kBTν

)2
)

+ 5,04× 10−2

(
Mν

kBTν

)2

(5.12)

Donde hemos separado la parte dependiente e independiente de la violación de Lorentz impuesta.

Naturalmente, para que la aproximación sea válida, se debe cumplir que kBTν >> Mν .

5.2.2. Neutrinos no relativistas

En este caso tenemos que E(p) = mνc
2 +
(vmax,ν

c

)2 p2

2mν
, por lo tanto, al evaluar en Eν usando

(B.8), obtenemos:

Eν = Nνmνc
2

(
1 +

1

2

(
kBTν

mνc2

)2
I4
I2

)
(5.13)

Con In =
∫∞
0

xn

ex+1
dx =

(
1− 1

2n

)
n!ζ(n+ 1). Entonces, evaluando en (5.4) y (5.8), se tiene que:

εν = Mν

(
1 + 15

ζ(5)

2ζ(3)

(
kBTν

Mν

)2
)

(5.14)

vν = vmax,ν

√
15

ζ(5)

ζ(3)

kBTν

Mν

(5.15)

Dando una velocidad relativa:

Δv

c
= αν

√
15

ζ(5)

ζ(3)

kBTν

Mν

+

(
1−

√
15

ζ(5)

ζ(3)

kBTν

Mν

)
(5.16)

Donde hemos separado la parte dependiente de la violación de Lorentz de la independiente y

ζ(5) = 1,0369. Como la velocidad no puede ser mayor que su velocidad máxima, debemos aco-

tar para que valores de la temperaturas esta aproximación es válida. Se tiene que vν > vmax,ν

si kBTν >
√

ζ(3)
15ζ(5)

Mν . Eso significa que la aproximación es válida si kBTν �
√

ζ(3)
15ζ(5)

Mν ∼
0,28Mν .

5.2.3. Resultados numéricos y análisis

Sabemos que, cuando los neutrinos se desacoplaron del resto del plasma primordial, kBTν,D � (2−
4) [MeV] y, actualmente, kBTν,0 = 1,68×10−4 [eV]. Sumado a esto, por parámetros cosmológicos,

sabemos que [12]:
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5.2. Velocidad de los neutrinos primordiales

∑
i

mνi ≤ 0,17[eV ]

Que claramente nos dice que eran relativistas en el momento de su desacoplo. Como no existen es-

timaciones muy precisas sobre la masa de los neutrinos, usaremos mν � 0,17[eV ]. De esta forma

nos aseguramos que estamos dentro de los límites correctos para encontrar el mayor efecto posible

que se podría tener sobre la velocidad de los neutrinos. Considerando todo esto, podemos decir

con toda seguridad que los neutrinos primordiales ya no son relativistas en el presente.

Antes de discutir en detalle este resultado, analizaremos el efecto de la LIV. Para esto analiza-

remos las expresiones de velocidad relativista y no relativista. Si observamos estas expresiones,

podemos ver que, básicamente, ambas son proporcionales a vmax,ν . Esto significa que la diferencia

porcentual entre el caso con y sin LIV es siempre:

vν(0)− vν(αν)

vν(0)
100% = αν100% = 1× 10−20 %

Por lo tanto, es imposible que este LIV tenga un efecto importante en los neutrinos. Debido a esto,

continuaremos nuestros cálculos usando α = 0. Sin embargo, es posible que otro tipo de LIV que

altere la relación de dispersión de energías de otra forma pueda tener un efecto relevante.

Anteriormente mencionamos que nuestra aproximación no relativista sólo es válida si kBTν

Mν
�

0,28. En el presente tenemos que kBTν

Mν
� 10−3 cumpliéndose la aproximación no relativista. Debe-

mos recordar que usamos una cota alta para la masa del neutrino, así que es caso de que la masa sea

100 veces menor (∼ 2× 10−3 [eV]), el límite no es respetado. Sin embargo, tampoco corresponde

al límite ultra relativista, más bien corresponde a un caso intermedio. Para mantenerse relativista

hasta el día de hoy, es necesario tener una masa al menos 10000 veces menor (∼ 2× 10−5 [eV]).

En la Figura 5.3 se representa gráficamente la evolucion de la velocidad de los neutrinos por la

expansión del Universo. Se definen las variables adimensionales z = Mν

kBTν
e y = vν

c
, tal que al mo-

vernos hacia mayores valores de z nos movemos más hacia adelante en el tiempo para una masa

dada de los neutrinos. Claramente, vemos que los neutrinos sufren una rápida desaceleración desde

la época del desacoplo, para luego sufrir una desaceleración cada vez menor, aproximándose a una

velocidad cero.

Todas las estimaciones conocidas de la masa de los neutrinos indican que estamos en una zona

dominada por la aproximación No Relativista. Las estimaciones más pequeñas están entre 10−4 y

10−3 [eV]. Recordando que nuestro límite superior es 0,17 [eV], veremos que en el presente nos

encontramos en la región 0,6 < z < 1012, el cuál es un rango muy amplio. Evaluando numéri-

camente en (5.15), obtenemos vν = 3,55 × 10−3c = 1065 [km
s

], con una masa de 0,17 [eV]. Esta

velocidad será mayor si usamos masas más pequeñas para el neutrino.
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Hasta ahora, hemos asumido que los neutrinos no son afectados por el potencial galáctico, o sea

son partículas totalmente libres y no son reliquias de la Vía Láctea [13]-[14]. Para verificar este

punto, debemos considerar la relación entre la energía cinética y la potencial de los neutrinos en la

Vía Láctea. Esto es:

mνv
2

2
=

GMmν

R

v =

√
2GM

R

Donde v sería la velocidad límite donde la energía potencial es comparable a la energía cinética.

Evaluando en M � 2 × 1042 [kg] and R � 4,7 × 1020 [m], la masa y el radio de la Vía Láctea

respectivamente, obtenemos v � 754
[
km
s

]
. Como a lo menos vν � 1000

[
km
s

]
, nuestra suposición

es aceptable al menos hasta el día de hoy.

5.3. Distribución del CNB

Para determinar la distribución efectiva de los neutrinos (distribucion desde la Tierra), necesitamos

usar la ecuación (5.5). Sumado a esto, necesitaremos para los cálculos, la distribución de fotones

después de desacoplarse, que es:

f(p, T ) =
1

e
pc
kT − 1

que corresponde a una distribución de Bose-Einstein ultra-relativista con RT = cte que, actual-

mente, corresponde a una temperatura de 2,73 [K]. Además, vimos en el capítulo anterior que una

violación de Lorentz de la forma:

E2 = v2maxp
2 +m2c4

no diferenciaba, de forma notoria, la energía y la velocidad de los neutrinos primordiales en compa-

ración a la relación de dispersión usual (vmax = c). Es por esto que las reglas usuales de relatividad

especial son válidas como, por ejemplo, las transformadas de Lorentz tanto para las coordenadas

espacio-temporales como para las de energía-momentum. Por lo tanto, podemos comparar la dis-

tribución entre el sistema inercial de la Tierra y el del sistema comóvil a la expansión del universo

de la forma usual. Con esto, es posible demostrar que (Ver Apéndice):

f ′(p′, T ′) = f(p, T ) (5.17)

Lo que significa que la función distribución es un invariante bajo Lorentz, lo cual es válido para

cualquier tipo de partícula. Ahora analizaremos algunos casos. Primero, el de los fotones del CMB
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para guiarnos, ya que su resultado es muy conocido. Luego veremos el caso de los neutrinos que

es lo que nos compete en este informe. Para esto, nos será util la relación:

E = γ(E ′ − vtp
′ cos(θ′)) (5.18)

Donde γ = 1√
1−( vt

c )
2 y los términos primados se refieren a la Tierra y los no primados al sistema

comóvil a la expansión del universo. θ′ es el ángulo que se forma entre la línea de visión y la

dirección del movimiento de la Tierra [15]. Usando la expresión (5.18) determinaremos p′ como

función de p.

5.3.1. Fotones

En el caso de los fotones del CMB, tenemos que E = cp, por lo tanto, la expresión (5.18) se reduce

a:

p =
1− vt

c
cos(θ′)√

1−
(
vt
c

)2 p′

Reemplazando en (5.17), obtenemos:

f ′(p′, T ′
γ) = f

⎛⎝1− vt
c
cos(θ′)√

1−
(
vt
c

)2 p′, Tγ

⎞⎠
Como los fotones, después de desacoplarse siguen una distribución de la forma:

fγ =
1

e
pc

kBTγ − 1

podemos dejar nuestra expresión como:

f ′(p′, T ′
γ) = f

⎛⎝p′, Tγ

√
1−
(
vt
c

)2
1− vt

c
cos(θ′)

⎞⎠
Por lo tanto, la distribución de los fotones detectada desde la Tierra f ′ en una dirección especí-

fica, será de la misma forma que la detectada en el sistema comóvil al universo, pero con una

temperatura distinta dada por:

T ′
γ = Tγ

√
1−
(
vt
c

)2
1− vt

c
cos(θ′)
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Si consideramos que vt � c, nos queda:

T ′
γ � Tγ

(
1 +

vt
c
cos(θ′)

)
ΔTγ

Tγ

� vt
c
cos(θ′) (5.19)

Donde lo último se conoce como el momento dipolar y es del orden de 10−4.

5.3.2. Neutrinos

En el caso de los neutrinos, tenemos partículas con masa. En la época actual, los neutrinos son No

Relativistas, por lo tanto E = mνc
2+ p2

2mν
para ambos sistemas de referencia en estudio. Evaluando

en (5.18) y usando la aproximación vt � c dejando hasta segundo orden en p′ y vt, queda:

p2 = p′2 − 2mνvtp
′ cos(θ′) +m2

νv
2
t

Evaluando en (5.17) se obtiene:

f ′(p′, T ′
ν) = f

(√
p′2 − 2mνvtp′ cos(θ′) +m2

νv
2
t , Tν

)
(5.20)

A diferencia de los fotones, en este caso resulta imposible obtener una relación entre T ′
ν y Tν , pero

sabemos que la distribución está dada por (5.5). Aparentemente, sólo podemos notar los efectos

gráficamente. Para facilitar nuestro análisis, será util definir el número de neutrinos por ángulo

sólido de momentum:

dN

dΩ′ =
gV

(2π�)3
f ′(p′, T ′

ν)p
′2dp

Con esto, podemos obtener la función distribución del número de partículas:

F ′(p′, T ′
ν) =

gV

(2π�)3
f ′(p′, T ′

ν)p
′2 (5.21)

En nuestro caso, F ′ será:

F ′(p′, T ′
ν) ∝

p′2

e

√
p′2−2mνvtp

′ cos(θ′)+m2
νv2t c

kBTν + 1
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5.3. Distribución del CNB

a(θ′) Dirección de Observación
1 A favor del Movimiento Terrestre.
0,5 600 deflectado del Movimiento Terrestre.
0 Perpendicular al Movimiento Terrestre.

−0,5 1200 deflectado del Movimiento Terrestre.
−1 En contra del Movimiento Terrestre.

Cuadro 5.1: Direcciones de Observación.
Valores de a(θ′) usados en la Figura 5.4 con su correspondiente dirección de observación.

5.3.3. Análisis

Para nuestro análisis, resulta útil definir las variables adimensionales x = p′c
kBTν

, a(θ′) = mνvtc
kBTν

cos(θ′)
and b = a(0). Con estos parámetros nuestra distribución queda como:

F ′ ∝ x2

e
√
x2−2ax+b2 + 1

(5.22)

Considerando una velocidad terrestre de vt � 300 [km
s

], podemos ver que b � 1 para Mν = 0,17
[eV]. Esto significa que −1 ≤ a(θ′) ≤ 1. Este rango será menor si usamos una masa menor para

el neutrino, pero la aproximación No Relativista será menos precisa.

En la Figura 5.4 se muestra F ′; aquí hemos usado un valor de b ∼ 1 y algunos valores representa-

tivos de a(θ′) (Ver Tabla 5.1).

Recordemos que la distribución F ′ representa la cantidad de partículas que vienen de cierta di-

rección con cierto momentum. Esto nos muestra la pérdida de homogeneidad y de claridad de la

distribución. Vamos a captar muchos más neutrinos si observamos hacia donde se dirige la Tierra,

pero la función de distribución se altera mucho más con respecto a la del sistema comóvil. Si nos

alejamos de esta dirección, el número de neutrinos detectados disminuye considerablemente, de

tal forma que los momentum pequeños son favorecidos.

Se puede demostrar que el máximo de la distribución debe cumplir con la ecuación numérica:

(
2
√

x2
max − 2axmax + b2 − x2

max + axmax

)
e
√

x2
max−2axmax+b2 + 2

√
x2
max − 2axmax + b2 = 0

(5.23)

Es muy complicado encontrar una expresión general paral xMax, pero podemos estudiar los casos

extremos a(θ) = b y a(θ) = −b donde b � 1 para Mν = 0,17 [eV]. Evaluando en (5.23),

obtenemos:
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xmax(a = b) = 2,463

xmax(a = −b) = 2,091

Esto significa que la mayoría de los neutrinos tendrán momentum:

2,091 ≤ p′c
kBTν

≤ 2,463

Esta información será útil al momento de construir un detector.

Ahora, si usamos una masa más pequeña, la diferencia entre distintas direcciones en las distri-

buciones desaparece. En la Figura 5.5 y 5.6 podemos ver la distribución a masas 10 y 100 veces

menor respectivamente, donde la aproximación No Relativista aún puede ser válida. Para compa-

rar, la distribución de fotones está en la Figura 5.7 para diferentes ángulos de observación.

Este efecto se debe a que una partícula sin masa siempre irá a la velocidad de la luz, mucho más

rápido que la velocidad terrestre, por lo tanto la Tierra puede considerarse prácticamente en reposo

con respecto al sistema comóvil. Sin embargo, si esta partícula adquiere masa, ésta será sometida

a la desaceleración producida por la expansión del universo (Ver Figura 5.3), haciendo para el caso

de los neutrinos, que estos tengan velocidades no mucho mayores a la velocidad de la Tierra vt.
Esto significa que el efecto del movimiento terrestre es muy importante y, a medida que pase el

tiempo, este efecto será cada vez mayor hasta el punto que la velocidad de los neutrinos sea mucho

menor a vt. Esto se verá reflejado en un incremento enorme de la distribución en la dirección a

favor del movimiento terrestre en comparación a cualquier otra dirección.

Conclusión

Logramos demostrar que la pequeña masa de los neutrinos primordiales trae importantes modifi-

caciones a su velocidad. Sin masa, los neutrinos se mantendrían permanentemente a la velocidad

de la luz, c. Sin embargo, al tener masa, su velocidad es afectada por una fuerte desaceleración

(Ver Figura 5.3), de tal forma que son No Relativistas en la actualidad. Como hemos desarrollado

una expresión para la velocidad con respecto al sistema comóvil a la expansión del universo, es

necesario usar la adición de velocidades para determinar la velocidad promedio del neutrino rela-

tiva a la Tierra. Gracias a que el LIV estudiado en este informe no produce efectos importantes,

podemos usar libremente las transformaciones de Lorentz. La diferencia entre la velocidad con y

sin LIV es de ∼ 10−20 %, el cual es totalmente despresiable.

De la misma forma, la masa de los neutrinos también trae importantes cambios en su distribución.

Desafortunadamente, a diferencia de los fotones, no es posible introducir un término similar al

momento dipolar ya que la temperatura dependería de p′. O sea, a mayor masa mayor el efecto.
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Además, la distribucion es fuertemente favorecida en la dirección del movimiento Terrestre, pero

si nos alejamos de esta dirección el número de neutrinos se reduce. Este efecto será cada vez ma-

yor, de tal forma que llegará un momento en que poco a poco los neutrinos tendrán velocidades

menores a la velocidad de la Tierra, a tal punto que parecerán estar en reposo y sólo recibiremos

los neutrinos que choquen con la Tierra a medida que esta última se mueva.

Para terminar, de lo dicho anteriormente, debemos destacar que la existencia de la masa de los

neutrinos tiene un efecto en la percepción que tenemos de ellos. Básicamente se observa una dis-

tribución en extremo no homogenea, con una dirección favorecida. Esto quiere decir que, para

poder detectarlos, se deben enfocar los detectores en esta dirección, que corresponde a la dirección

del movimiento de la Tierra. Una forma de liberarse de eso es ubicarse en puntos aproximadamen-

te en reposo como lo son los puntos de Lagrange, como lo hará el satélite Planck Surveyor que

observará el CMB [16]. Sin embargo, por la dificultad que implica el detectar neutrinos, probable-

mente los detectores deberán instalarse en la superficie terrestre.
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Apéndice

Las reglas de relatividad especial nos dicen que las transformacions de Lorentz entre dos sistemas

de referencia son:

�x = �x′⊥ + γ(�x′‖ + �vt′)

t = γ

(
t′ +

�v · �x′

c2

)
y

�p = �p′⊥ + γ

(
�p′‖ +

�v

c2
E ′
)

E = γ(E ′ + �v · �p′)

Donde el sistema de referencia primado se mueve a una velocidad �v del no primado. Los términos

con los subindices ‖ y ⊥ corresponden a las componentes vectoriales paralelas y perpendiculares
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a la velocidad �v respectivamente. Como estamos considerando una partícula que se mueve en el

universo, nuestros sistemas de referencia primados y no primados serán, respectivamente, el de la

Tierra y el sistema comóvil a la expansión del universo, por lo tanto �v es la velocidad propia del

planeta Tierra. Por esto, desde ahora, la llamaremos �vt.

Considerando que las partículas se mueven hacia la Tierra a lo largo de la línea de visión (Ver

Figura (5.1)), las transformadas de Lorentz pueden escribirse como:

x⊥,i = x′
⊥,i x‖ = γ(x′

‖ + vtt
′) t = γ

(
t′ +

vtx
′
‖

c2

)
(5.24)

p⊥,i = p′⊥,i p‖ = γ
(
p′‖ −

vt
c2
E ′
)

E = γ(E ′ − vtp
′
‖) (5.25)

Figura 5.1: Descripción de ambos sistemas de referencia. S: Sistema de referencia comóvil a la expansión del

Universo. La Tierra tiene una velocidad vt y el neutrino tiene momentum p. Entre ambos se encuentra el ángulo de

visión θ. S′: Sistema de referencia de la Tierra. La Tierra se encuentra en reposo y el neutrino tiene momentum p′.
Se muestra el ángulo de visión θ′ medido desde la Tierra. El sistema de coordenadas de S y S′ se relacionan por

las transformadas de Lorentz.

Donde i = 1,2 rotulan las dos coordenadas que se pueden obtener de la parte perpendicular a

�vt. Será útil dejar las transformadas en forma diferencial considerando una medición instantánea

desde la Tierra, o sea a t′ = cte o dt′ = 0, resultando:

dx⊥,i = dx′
⊥,i dx‖ = γdx′

‖ dt = γ
vtdx

′
‖

c2
(5.26)

dp⊥,i = dp′⊥,i dp‖ = γ
(
dp′‖ −

vt
c2
dE ′
)

dE = γ(dE ′ − vtdp
′
‖) (5.27)

Ahora, si cuando contamos el número de partículas desde la Tierra en una dirección específica

de forma instantanea (dt′ = 0), observamos que, dentro de un volumen d3r′, se encuentran dN

partículas con valores de momentum en un rango [�p′, d3p′], dN estará dado por:
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dN = f ′(p′, T ′)d3p′d3r′ (5.28)

Donde f ′ es la función de distribución de las partículas observadas desde la Tierra. Estas mismas

partículas, en el sistema de referencia comóvil, se encuentran en un volumen d3r y con valores

de momentum en [�p, d3p], pero en el tiempo dt dado por (5.26) (distinta de cero ya que dt′ = 0)

algunas partículas salen o entran de d3r. Es por eso que el número de partículas, en este sistema

está dado por:

dN = f(p, T )d3pd3r + f(p, T )d3pd�S · �udt (5.29)

Donde �u = c2 �p
E

es la velocidad de la partícula y d�S es el diferencial de área, con dirección normal,

por donde sale la partícula. Ambas expresiones para dN son, simplemente, una variación de la

ecuación de continuidad:

∂ρ

∂t
+∇ · (ρ�u) = 0

Con ρ = f(p, T )d3p. Como dN debe ser el mismo en ambos sistemas, debemos igualar (5.28) y

(5.29). Entonces:

f ′(p′, T ′)d3p′d3r′ = f(p, T )d3p

(
d3r + c2dt

�p · d�S
E

)
(5.30)

Con (Ver Figura 5.2):

d3r = dx‖ ∧ dx⊥,1 ∧ dx⊥,2

d�S = −(dx‖ ∧ dx⊥,1x̂⊥,2 + dx‖ ∧ dx⊥,2x̂⊥,1 + dx⊥,1 ∧ dx⊥,2x̂‖)

�p = −(p‖x̂‖ + p⊥,1x̂⊥,1 + p⊥,2x̂⊥,2)

Donde ∧ representa el producto entre diferenciales que es anti-conmutativo. Evaluando en (5.30),

usando (5.25) y (5.26), tendremos:

f ′(p′, T ′)d3p′d3r′ = f(p, T )d3pd3r′
E ′

E
(5.31)

Reemplazando (5.27) en d3p = dp⊥,1 ∧ dp⊥,2 ∧ dp‖, obtenemos:

d3p = dp′⊥,1 ∧ dp′⊥,2 ∧ γ
(
dp′‖ −

vt
c2
dE ′
)

Pero sabemos que E ′2 = c2(p′2⊥,1+p′2⊥,2+p′2‖)+m2c4. Derivando, llegamos a la relación E ′dE ′ =
c2(p′⊥,1dp

′
⊥,1 + p′⊥,2dp

′
⊥,2 + p′‖dp

′
‖). Evaluando:
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5.3. Distribución del CNB

Figura 5.2: Representación del elemento de volumen d3r donde se muestra cada elemento de superficie. Se

puede ver claramente el sentido vectorial de �p y d�S.

d3p = dp′⊥,1 ∧ dp′⊥,2 ∧ dp′‖γ

(
1−

p′‖
E ′vt

)
Donde hemos usado que dp′⊥,i ∧ dp′⊥,i = 0 por ser un producto anti-conmutativo. Usando (5.25),

d3p se reduce a:

d3p = d3p′
E

E ′

Entonces, (5.31) se reduce a:

f ′(p′, T ′) = f(p, T ) (5.32)

Esto significa que la función distribución es un invariante de Lorentz. En [17] se ha desarrollado

de un modo diferente, donde usan:

dN = f(p, T )d3pd3r

Naturalmente, no obtienen que f es invariante de Lorentz, lo cual, por lo recién presentado, asegu-

ramos que es erróneo.
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5.3. Distribución del CNB

Figura 5.3: Representación de la Velocidad del Neutrino (Ecs. 5.11 y 5.15). Comienza siendo dominado por la

expresión relativista (azul) para luego seguir la No Relativista (rojo). La expresión general debe ser una composición

de ambas.
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5.3. Distribución del CNB

Figura 5.4: Distribución de los Neutrinos Primordiales en el presente (Ec 5.22) para distintos valores de a y b � 1

que corresponde a Mν = 0,17 [eV]. La curva negra representa la distribución en el sistema comóvil.

Figura 5.5: Distribución de los Neutrinos Primordiales en el presente (Ec 5.22) para distintos valores de a y b � 0,1

que corresponde a Mν = 0,017 [eV].
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5.3. Distribución del CNB

Figura 5.6: Distribución de los Neutrinos Primordiales en el presente (Ec 5.22) para distintos valores de a y

b � 0,01 que corresponde a Mν = 0,0017 [eV].

Figura 5.7: Distribución de los Fotones Primordiales en el presente (Ec 5.22) para distintos valores del ángulo de

observación θ′.
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Resumen

En este capítulo estudiamos una mezcla binaria inerte en el esquema de relatividad especial. Par-

timos de la ecuación de Boltzmann covariante y obtenemos ecuaciones de balance en una repre-

sentación donde el número de partículas por especie n(i), n(j), la velocidad baricéntrica Uα y la

temperatura T son variables de estado. Para obtener información hidrodinámica compatible con

el régimen Navier-Stokes-Fourier de la ecuación de Boltzmann usamos el bien conocido método

de Chapman-Enskog a primer orden en los gradientes. Mostramos que con una novedosa elección

de las fuerzas termodinámicas así como la introducción de un nuevo flujo termodinámico, flujo de
volumen es posible hallar la compatibilidad entre la Termodinámica Irreversible Lineal (TIL) y la

Teoría Cinética Relativista.
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6.1. Introducción

La teoría cinética relativista tiene más de un siglo en que ha sido objeto de estudio por diversos

autores. El primer trabajo relevante en esta dirección fue la deducción de la función de distribu-

ción para un gas ideal relativista por F. Jüttner [1] en 1911. Para 1940, Lichnerowicz y Marrot

[2] escribieron la generalización relativista covariante de la ecuación de Boltzmann. Como sabe-

mos, uno de los principales resultados de la ecuación de Boltzmann sin necesidad de resolverla es

poder escribir ecuaciones de balance, obtenidas por R. Marrot [3] en 1948, quien también dio la

extensión relativista del teorema H. Con resultados similares encontramos también el trabajo de

Taub [4]. A inicios de los años sesenta, W. Israel [5] dio a conocer una teoría muy completa para

el gas ideal que inclusive permite calcular coeficientes de transporte. De ahí surgieron múltiples

esfuerzos hoy condensados en dos tratados sobre la materia v. gr. la obra de S. de Groot et. al. [6]

y más recientemente el libro de Cercignani y Kremer [7]. Ambas son referencias ineludibles para

cualquier lector interesado en el tema.

Por otro lado encontramos en la literatura [8, 9] el estudio de un fluido simple en relatividad es-

pecial, donde el concepto de velocidad caótica (omitido en el análisis histórico) de una molécula

se propone como concepto fundamental en la teoría y permite obtener resultados transparentes. En

efecto, uno de los autores Leopoldo García-Colín Scherer conjuntamente con Alfredo Sandoval

Villalbazo [10] hicieron notar que conceptos como la energía cinética y temperatura locales así

como los flujos macroscópicos que generan las fuerzas termodinámicas son muy fáciles de inter-

pretar y de calcular si no se ignora el concepto de velocidad caótica. Esto además pone énfasis de

una vieja tesis de Eddington, quien afirma que todos los cálculos de cantidades termodinámicas

deben hacerse en el sistema comóvil [11]. Obviamente en este sistema sólo tiene sentido la ve-

locidad caótica. Como se afirma y demuestra en la Ref. [8], la transparencia de los resultados es

inevitable.

Otro comentario que vale la vena hacer antes de iniciar con el análisis de la mezcla binaria es

el hecho de que las variables termodinámicas se definen como invariantes ante transformaciones

de Lorentz. Esta propiedad aparecerá en el transcurso de este estudio y debe tenerse muy en cuenta.

Para estudiar una mezcla binaria inerte relativista, la motivación surge fundamentalmente de la

estructura que tiene el flujo de calor para una sola especie. Como se puede ver en la referencia [8],

el flujo de calor covariante tiene la forma,

qν = −hμν

[
LT

T,μ

T
+ Ln

n,μ

n

]
, (6.1)

donde

hμν = gμν + c−2UμU ν , (6.2)

es un proyector que tiene la propiedad hμ
νU

ν = 0 y gμν es la metrica (en nuestro caso de Min-

kowski). Los coeficientes LT y Ln son funciones de las integrales de colisión. Los operadores (),μ
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6.1. Introducción

representan gradientes, que en este caso están aplicados a variables elegidas como variables de

estado. En la Ec. (6.1) vemos dos términos, el primero es proporcional a
T,μ

T
que corresponde a la

ecuación de Fourier que dice que un gradiente de temperatura genera un flujo de calor. El segundo

es un término proporcional al gradiente del número local de partículas
n,μ

n
cuyo coeficiente Ln

tiende a cero en el caso no-relativista. Este último efecto, inexistente en el caso clásico, ha causado

controversia en la literatura [12]. En las referencias [13, 9] se ha mostrado con rigor matemáti-

co que a primer orden en los gradientes del sistema, la ecuación (6.1) es la relación constitutiva

correcta para el flujo de calor de un gas ideal diluido fuera de equilibrio, contrario a versiones

fenomenológicas [14].

La pregunta que surge ahora de forma natural es, dada la estructura de los flujos vectoriales de una

mezcla binaria inerte no-relativista (Véanse los capítulos correspondientes a la una mezcla binaria

en las Refs. [15] y [16]), ¿qué significado tiene el ahora “efecto cruzado” que aparece en la Ec.

(6.1)? ¿Qué significado tiene el término proporcional a
n,μ

n
? Por simetría puede uno preguntarse

si también el flujo de masa genera un flujo de calor. Esto incluso llega a sugerir un teorema de

reciprocidad a la Onsager en sistemas de una sola componente.

Para responder esta pregunta nos remitimos buscar la congruencia de una mezcla binaria relativista

con la Termodinámica Irreversible Lineal (TIL) [16]-[17].

Como veremos, el hacer la teoría cinética de una mezcla binaria inerte relativista presenta varias

alternativas, un hecho que no es una novedad, pues en el caso no-relativista se ha mostrado [18] que

la elección de las fuerzas termodinámicas es un paso sutil y fundamental para hallar la compatibi-

lidad entre la teoría cinética y los cuatro postulados de la TIL. Recordemos que estos postulados

son [16]-[17]

1. Hipótesis de equilibrio local

2. Extensión de la validez de la segunda ley de la termodinámica a procesos irreversibles

3. Relaciones constitutivas lineales 1

4. Validez de las relaciones de reciprocidad de Onsager2

Nosotros construiremos la teoría cinética para una mezcla binaria inerte relativista teniendo siem-

pre en mente que los resultados que obtengamos, sean consistentes con las cuatro hipótesis ante-

riores.

1Esta hipótesis supone que los flujos termodinámicos son combinaciones lineales de gradientes de variables
termodinámicas.

2Si tenemos un sistema con n flujos y n fuerzas termodinámicas, por la tercer hipótesis de la TIL, podemos
escribir a los flujos en una “matriz onsageriana” donde podemos agrupar a todos los coeficientes de transporte en
una matriz que segun esta hipótesis, debe ser simétrica
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6.2. El problema

Comenzamos con el estudio considerando a una mezcla de dos fluidos simples inertes. Usaremos

los subíndices (i) y (j) para distinguir ambas especies. Hay dos tipos de partículas y sus masas son

m(i),m(j). La ecuación de Boltzmann que gobierna a la especie (i) es

vμ(i)f(i),μ = J
(
f(i)f(i)

)
+ J

(
f(i)f(j)

)
(6.3)

y otra análoga para la especie (j) que se obtiene de (6.3) simplemente intercambiando (i) por (j).
Aquí vμ(i) es la tetra-velocidad para alguna partícula de la especie (i), y los términos de colisión se

escriben como

J
(
f(i)f(j)

)
=

∫ (
f ′
(i)f

′
(j) − f(i)f(j)

)
F(ij)Σ(ij)dΩ(ij)dv

∗
(j), (6.4)

para cualquier término del lado derecho de la Ec. (6.3). Las integrales se hacen sobre una diferen-

cial invariante de la velocidad definida como

dv∗(j) ≡
d3v(j)
v4(j)

, (6.5)

donde v4(j) es la componente temporal de vμ(j). Hay que notar ambas ecuaciones están acopladas a

través del término de colisión J
(
f(i)f(j)

)
= J

(
f(j)f(i)

)
.

Aquí los contenidos físicos de todas las cantidades involucradas son esencialmente los mismos que

en los casos no-relativistas. Las cantidades señaladas con una ′ indican que están evaluadas en la

velocidad molecular después de una colisión binaria. Tenemos además un flujo invariante

F(ij) =
1

c2
v4(i)v

4
(j) =

1

c

√
γv(i)γv(j)

(
vm(i)vm(j) − c2

)2
− c4, (6.6)

que tiende a la velocidad relativa en el caso clásico. La sección diferencial eficaz de colisión

invariante es Σ(ij)dΩ(ij), donde dΩ(ij) es el elemento de ángulo sólido para colisiones binarias

entre partículas de la especies (i) y (j) respectivamente. En (6.6), v4(i) y vm(i) son la parte temporal

y espacial de vμ(i) respectivamente.

Es muy importante señalar que tanto F(ij) así como Σ(ij)dΩ(ij) satisfacen una simetría análoga a

aquella correspondiente a la del principio de reversibilidad microscópica [25, 26], es decir

F(ij)Σ(ij)dΩ(ji)

∣∣(
vμ
(i)

vμ
(j)

→vμ
(i)

´vμ
(j)

´

) = F(ij)Σ(ij)dΩ(ji)

∣∣(
vμ
(i)

´vμ
(j)

´→vμ
(i)

vμ
(j)

) . (6.7)

El hecho de que tengamos dicha simetría genera un criterio de irreversibilidad termodinámica,

lo podemos entender enunciando el teorema H para una mezcla: Para algún estado inicial de la

función de distribución f(i), un gas gobernado por la ecuación de Boltzmann tiende al equilibrio

local si y sólo sí

Hμ
,μ ≤ 0, (6.8)
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para todas las colisiones binarias tales que

f ′
(i)f

′
(j) = f(i)f(j) (6.9)

donde la función Hμ se define como

Hμ ≡ −
∑
(i)

∫
vμ(i)f(i)

(
ln f(i) − 1

)
dv∗(i). (6.10)

Esta formulación del teorema H, obtenida en detalle para el caso de una componente en [6] se

puede asociar con la entropía local siempre y cuando la función f(i) esté escrita en términos de

variables termodinámicas. Este teorema expresa que la función definida en (6.10) es una canti-

dad que no puede decrecer. Por otra parte, resolver la ecuación (6.9) e introduciendo información

termodinámica permite describir a la función de distribución asociada con el equilibrio local. De

hecho, si elegimos a las variables que describen a la mezcla como el número local de partículas

para cada especie n(i),n(j), la velocidad baricéntrica Uμ y la temperatura T e imponemos que éstas

deben estar evaluadas únicamente con una función de distribución de equilibrio local uno puede

hallar que [6],

f
(0)
(i) =

n(i)

4πc3z(i)K2

(
1

z(i)

) exp

(
Uβv(i)β
z(i)c2

)
. (6.11)

La Ec. (6.11) es la función de distribución de Jüttner para el caso de mezclas, con z(i) =
kBT
m(i)c

2 y

K2

(
1

z(i)

)
es la función modificada de Bessel de orden 2. Dado que la Ec (6.11) es un invariante

relativista la podemos escribir en el marco comóvil sin pérdida de generalidad

f
(0)
(i) =

n(i)

4πc3z(i)K2

(
1

z(i)

) exp

(
−
γk(i)
z(i)

)
, (6.12)

donde γk =
(
1− k2

c2

)−1/2

.

6.3. Ecuaciones de balance

A continuación nos ocuparemos en hallar las ecuaciones de transporte para la mezcla. Como ya

hemos dicho, usaremos la representación n(i), n(j), U
μ, T . En las colisiones, la masa de las partícu-

las, ímpetu y energía se conservan. Entonces nos referiremos a “invariantes colisionales” cuando

usemos las siguientes cantidades, {
m(i),m(i)v

α
(i)

}
, (6.13)

claramente la energía está contenida en la componente temporal del tetra-ímpetu i.e. m(i)v
4
(i). Co-

menzamos multiplicando m(i) con la Ec. (6.3) e integramos sobre todas las velocidades, tenemos(
m(i)

∫
vα(i)f(i)dv

∗
(i)

)
;α

= 0, (6.14)
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6.3. Ecuaciones de balance

donde la operación ();α representa una derivada covariante, sin embargo, como sólo estamos con-

siderando una métrica de Minkowski, ésta se reduce a un gradiente (),α. De la ecuación de conser-

vación (6.14) definimos el tetra-flujo covariante:

Nα
(i) ≡ m(i)

∫
vα(i)f(i)dv

∗
(i), (6.15)

que es una cantidad conservada,

Nα
(i);α = 0. (6.16)

Si tomamos la contribución de ambas especies, tenemos(
Nα

(i) +Nα
(j)

)
;α
≡ Nα

;α = 0, (6.17)

por lo que el tetra-flujo covariante total

Nα = Nα
(i) +Nα

(j) (6.18)

se conserva.

Definamos la tetra-velocidad baricéntrica o hidrodinámica covariante de la mezcla Uα como

Nα =
(
n(i) + n(j)

)
Uα, (6.19)

donde la densidad de partículas total es n = n(i) + n(j). Por lo tanto podemos escribir la tetra-

velocidad baricéntrica en términos de las tetra-velocidades hidrodinámicas de las especies,

nUα = n(i)U
α
(i) + n(j)U

α
(j), (6.20)

donde

n(i)U
α
(i) = m(i)

∫
vα(i)f(i)dv

∗
(i) (6.21)

según la Ec. (6.15).

Dado que todo lo anterior le hemos hecho en un formalismo covariante, la Ec. (6.15) la podemos

escribir como,

Nα
(i) = Lα

βJ
β
(i) (6.22)

donde Jβ
(i) es el flujo difusivo para la especie (i) y Lα

β es la transformación de Lorentz del mar-

co que se mueve con el fluido en la velocidad baricéntrica Uα (es decir una localidad) a un marco

arbitrario. Dicho marco, donde la velocidad hidrodinámica que se mide es {0, 0, 0, c} es el ya men-

cionado marco comóvil, y representa un concepto fundamental en teoría cinética. A la velocidad

molecular que se mide en el marco comóvil se le conoce como velocidad caótica o térmica Kβ
(i),

para la especie (i) y obedece una transformación de Lorentz, a saber,

vα(i) = Lα
βK

β
(i). (6.23)
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La validez de la ecuaciones (6.22) y (6.23) ha sido ampliamente justificada en la Ref. [8]; la

extensión del caso de una componente al de la mezcla es trivial. Insitimos en el hecho de que

definir a la velocidad caótica Eq. (6.23) es esencial en la teoría cinética pues permite aislar los

flujos disipativos de los efectos convectivos.

Notemos entonces que el flujo difusivo total se puede escribir como un promedio de las velocidades

caóticas:

Jα = Jα
(i) + Jα

(j) = m(i)

∫
Kα

(i)f(i)dK
∗
(i) +m(i)

∫
Kα

(j)f(j)dK
∗
(j), (6.24)

donde dK∗
(i) =

d3K(i)

K4
(i)

representa un diferencial invariante, equivalente al que está definido en la

ecuación (6.5). Al usar las ecuaciones (6.18), (6.19) y (6.22) se puede demostrar que

Jα
(i) + Jα

(j) = (0, 0, 0, n) , (6.25)

por lo que el número local de partículas queda definido como la componente temporal del flujo

difusivo, a saber

n = n(i) + n(j) =

∫
γk(i)f(i)dK

∗
(i) +

∫
γk(j)f(j)dK

∗
(j). (6.26)

Es importante subrayar que la componente temporal de Jα
(i) es J4

(i) = n(i), que es el número local

de partículas de la especie (i) y legítima variable de estado. Por lo tanto, el flujo disipativo de masa
es un vector tridimensional.
Por otro lado, para hallar las ecuaciones de balance para el ímpetu y la energía multiplicamos a

m(i)v
β
(i) con la ecuación de Boltzmann e integramos en dv∗(i), resulta(∫

m(i)v
β
(i)

(
vα(i)f(i)

)
dv∗(i)

)
;α

= 0, (6.27)

donde la cantidad

T βα
(i) ≡ m(i)

∫
vβ(i)v

α
(i)f(i)dv

∗
(i) (6.28)

se define como el tensor ímpetu-energía covariante para la especie (i), y es una cantidad que se

conserva (
T βα
(i)

)
;α
= 0. (6.29)

El tensor ímpetu-energía para la mezcla, tomando la contribución de ambas especies es

T βα ≡ T βα
(i) + T βα

(j) , (6.30)

entonces, (
T βα
)
;α
= 0, (6.31)

implicando que T βα se conserva.

Con ayuda de la definición (6.28) y la Ec. (6.30) podemos escribir,

T βα = T βα
(i) + T βα

(j) = m(i)

∫
vβ(i)v

α
(i)f(i)dv

∗
(i) +m(j)

∫
vβ(j)v

α
(j)f(j)dv

∗
(j), (6.32)
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y además por (6.31),(
m(i)

∫
vβ(i)v

α
(i)f(i)dv

∗
(i) +m(j)

∫
vβ(j)v

α
(j)f(j)dv

∗
(j)

)
;α

= 0. (6.33)

Nuevamente, por las razones que hemos expuesto acerca de que el marco comóvil es de singular

interés en teoría cinética podemos escribir a T βα como una transformación desde el marco comóvil

a otro arbitrario de la siguiente manera,

T βα = Lβ
γLα

φ

(
T̃ γφ
(i) + T̃ γφ

(j)

)
, (6.34)

es decir

T βα = Lβ
γLα

φT̃
γφ. (6.35)

Aquí claramente

T̃ βα = m(i)

∫
Kβ

(i)K
α
(i)f(i)dK

∗
(i) +m(j)

∫
Kβ

(j)K
α
(j)f(j)dK

∗
(j), (6.36)

está medido en el marco comóvil.

Para hallar una expresión irreducible del tensor ímpetu-energía, procedamos de la siguiente mane-

ra. Siguiendo las ideas de Steven Weinberg [27] y en apego a la idea fundamental del método de

Chapman-Enskog, es decir, escribir las cantidades que describen al sistema como una suma donde

el primer término está asociado al equilibrio local y los demás a lo que está fuera de equilibrio,

definamos

T̃ βα =

⎛⎜⎜⎝
p 0 0 0
0 p 0 0
0 0 p 0
0 0 0 ne

⎞⎟⎟⎠+

⎛⎜⎜⎝
π11 π12 π13 q1
π12 π22 π23 q2
π13 π23 π33 q3
q1 q2 q3 0

⎞⎟⎟⎠ . (6.37)

Si comparamos la Ec. (6.37) con (6.36) teniendo en cuenta a priori el desarrollo a primer orden en

los gradientes f(i) = f
(0)
(i) + f

(1)
(i) = f

(0)
(i)

(
1 + φ(i)

)
como establece el método Chapman-Enskog,

podemos inmediatamente identificar a la presión hidrostática como

p = p(i) + p(i) = m(i)

∫
Ka

(i)K
a
(i)f

(0)
(i) dK

∗
(i) +m(j)

∫
Ka

(j)K
a
(j)f

(0)
(j) dK

∗
(j). (6.38)

En nuestra notación, los indices latinos son la parte espacial (corren del 1 al 3) de objetos tensoria-

les, mientras que los índices griegos corren del 1 al 4 donde el 4 es la parte temporal. La densidad

de energía por partícula queda definida como

ne = n(i)e(i) + n(j)e(j) = m(i)

∫
K4

(i)K
4
(i)f

(0)
(i) dK

∗
(i) +m(j)

∫
K4

(j)K
4
(j)f

(0)
(j) dK

∗
(j) (6.39)

= m(i)

∫ (
c2γ2

k(i)

)
f
(0)
(i) dK

∗
(i) +m(j)

∫ (
c2γ2

k(j)

)
f
(0)
(j) dK

∗
(j).
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Por otra parte, las componentes del tensor Παβ , que están asociadas con los efectos disipativos y

contienen por tanto a las viscosidades, están dadas por,

Παβ = Π̊αβ
(i) + Π̊αβ

(j) + τ(i)Iαβ + τ(j)Iαβ (6.40)

= m(i)hαβ

∫ °(
Kα

(i)K
β
(i)

)
f
(1)
(i) dK

∗
(i) +m(j)hαβ

∫ °(
Kα

(j)K
β
(j)

)
f
(1)
(j) dK

∗
(j)

+τ(i)m(i)hαβIαβ + τ(j)m(j)hαβIαβ

donde
°

( ) representa un tensor sin traza y Iαβ un tensor unitario.

Por último el flujo de calor se puede escribir como

qα = qα(i) + qα(j) = m(i)c
2hα

β

∫
γk(i)K

β
(i)f

(1)
(i) dK

∗
(i) +m(j)c

2hα
β

∫
γk(j)K

β
(j)f

(1)
(j) dK

∗
(j). (6.41)

Hay que notar que la componente temporal, es decir α = 4 del flujo de calor (que se define en el

marco comóvil) es precisamente la densidad de energía por partícula Ec. (6.39). Así que el flujo de
calor es un vector tridimensional.
Ahora, tomando la Ec. (6.37) y desarrollándola con ayuda de (6.35) luego de unos pasos algebrai-

cos se obtiene que,

T αβ = pgαβ +
1

c2
(p+ ne)UαUβ +

1

c2
(
UαLβ

μq
μ + UβLα

μq
μ
)
+ Lα

μLβ
νΠ

μν , (6.42)

donde gαβ es la métrica de Minkowski y

Πμν =

⎛⎜⎜⎝
π11 π12 π13 0
π12 π22 π23 0
π13 π23 π33 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ (6.43)

es el tensor de viscosidades.

La forma en que aquí hemos descrito la definición para los flujos de calor e ímpetu es distinta

a aquella que usan los autores A. L. García-Perciante y A. Sandoval-Villalbazo para el caso del

fluido simple relativista en la Ref. [8]. En el caso de fluido simple relativista, parten de la cons-

trucción de un tensor irreducible en términos de Uμ y luego identifican los flujos como cantidades

definidas en el marco comóvil. En este caso lo hemos hecho “al revés”, es decir, primero definimos

los flujos termodinámicos en el marco comóvil, y luego de forma natural con una transformación

de Lorentz obtenemos el tensor irreducible (6.42). Las dos formas de proceder son completamente

equivalentes. De hecho, aquí podríamos partir de un tensor irreducible desarrollado con Uα y llegar

a la ecuación (6.42). Insistimos que las dos formas representan exactamente lo mismo en términos

físicos.
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6.3.1. El flujo de volumen

Ahora, y a reserva de mostrar su utilidad después, introducimos una novedosa cantidad microscó-

pica que nos ayudará a demostrar que sí se puede obtener la compatibilidad entre la Teoría Cinética

y la Termodinámica Irreversible Lineal.

Consideremos el movimiento de una partícula del sistema cuando choca con otra. Luego de la

colisión, la primera viajará una distancia λ hasta que choque con alguna tercer partícula; a λ se

le conoce como trayectoria libre. Hay que recordar que el tiempo que dura una colisión es mucho

menor que el tiempo que tarda la partícula en su trayectoria libre. Ahora bien, tomemos la longitud

λ como una longitud característica de una partícula en una localidad suponiendo que es mucho

más grande que el tamaño de la partícula pero mucho más pequeña que el tamaño de la locali-

dad. Construyamos ahora un volumen cuya longitud característica sea λ, por ejemplo una esfera

V = 4
3
πλ3 cuyo centro es la partícula. La partícula siempre se encuentra en el centro de la esfera,

véase la figura 1 a)

Figura 6.1: a) En el movimiento clásico de una partícula la longitud λ define una esfera. b) En
el movimiento relativista, la esfera se ve deformada debido a la no invarianza de la distancia, se
tiene ahora una esfera oblata con semiradios λ y λ′.
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6.3. Ecuaciones de balance

Si la rapidez de la partícula es comparable con la de la luz, habrá necesariamente una contracción

en el volumen de la esfera en la dirección de su movimiento, es decir un semieje se verá contraído

λ′ = γk(i)λ, véase figura 1 b). En tal caso, tendremos una esfera oblata en dirección del movimiento

de la partícula, cuyo volumen aparente será V ′ = γk(i)
4
3
πλ3. El cambio de volumen ΔV respecto

al caso no relativista es,

ΔV ≡ V ′ − V =
4

3
πλ3
(
γk(i) − 1

)
, (6.44)

donde V ′ y V representan el volumen de la esfera en el caso relativista y no-relativista respectiva-

mente.

Este proceso es lo que da lugar a lo que de ahora en adelante llamaremos flujo de volumen o

flujo volumétrico. El sistema ahora tiene aparentemente, una variable de estado adicional. Para

explorar su significado, establecemos la ecuación de transporte que lo caracteriza. Siguiendo el

método usual, multiplicamos la ecuación de Boltzmann con la cantidad que corresponde al cambio

en el volumen microscópico 4
3
πλ3
(
γk(i) − 1

)
e integramos en las velocidades dK∗

(i), dando como

resultado, (∫ (
γk(i) − 1

)
Kα

(i)f(i)dK
∗
(i)

)
,α

=

∫ (
γk(i) − 1

) (
J(ii) + J(ij)

)
dK∗

(i) (6.45)

= πvol.

La Ec. (6.45) resulta ser una ecuación de balance para el cambio de volumen en el gas, es una

cantidad que no se conserva pues πvol �= 0. Por consiguiente, el flujo de volumen por especie lo

definimos como,

Jμ
v(i) =

∫ (
γk(i) − 1

)
Kμ

(i)f(i)dK
∗
(i), (6.46)

y para la mezcla hay que sumar sobre (i)

Jμ
V =

∑
(i)

∫ (
γk(i) − 1

)
Kμ

(i)f(i)dK
∗
(i). (6.47)

Notemos que en el límite no relativista, la integral del lado derecho de la Ec. (6.45) se hace

cero, lo que implica que no hay cambio de volumen, πvol = 0. Además en ese límite tenemos(
γk(i) − 1

)
→ 0 por lo que �Jv(i) = 0. Hay que notar también que para la componente μ = 4, es

decir la componente temporal del flujo de volumen, es proporcional a
∫ (

γk(i) − 1
)
γk(i)f(i)dK

∗
(i)

que es esencialmente e− n. Por lo tanto el flujo de volumen es un vector tridimensional.

Para continuar con el desarrollo, necesitamos las ecuaciones de Euler. Para la masa tenemos [28]

n(i)U
α
;α + ṅ(i) = 0, (6.48)

donde ˙( ) = Uμ ( ),μ. Para el ímpetu

ρ̃U̇β + hβνp,ν = 0, (6.49)
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6.4. Método de Chapman-Enskog

donde hemos definido

ρ̃ =
1

c2
(ne+ p) , (6.50)

por simple conveniencia, ρ̃ tiende a la densidad de masa usual en el límite no-relativista. Por último,

para la energía interna

nė+ pUα
,α = 0. (6.51)

En nuestro caso, es decir un gas ideal tenemos que e = e (T ) la energía interna depende de la

temperatura únicamente. De esto se desprende que e = CvT , y por lo tanto la Ec. (6.51) es una

ecuación para la temperatura. El lector interesado en ver los detalles de la obtención de las ecua-

ciones (6.48-6.51) puede consultar la Ref. [28].

6.4. Método de Chapman-Enskog

En esta sección aplicaremos las dos hipótesis asociadas con el el método de Chapman-Enskog con

las que se puede obtener el régimen Navier-Stokes-Fourier. Primero desarrollamos a la función de

distribución como

f(i) = f
(0)
(i)

(
1 + φ(i)

)
, (6.52)

donde f
(0)
(i) es la función de distribución de equilibrio local descrita en la Ec. (6.11) y φ(i) que

representa la existencia de los gradientes es la corrección lineal de f
(0)
(i) . La segunda hipótesis co-

nocida como hipótesis funcional implica proyectar la dependencia (xμ, vμ) de f(i) a un espacio

termodinámico n(i), U
μ, T , es decir f(i) = f(i)

(
xμ, vμ|n(i), U

μ, T
)
. La idea es esencialmente hacer

el desarrollo (6.52) en la ecuación de Boltzmann (6.3). Del lado izquierdo de (6.3) aparecen de-

rivadas respecto a xα y vα pero con ayuda de la hipótesis funcional se obtienen términos que son

derivadas de variables termodinámicas que luego se sustituyen con las ecuaciones de Euler (6.48),

(6.49) y (6.51). Luego de hacer un álgebra engorrosa pero directa, la Ec. (6.3) se puede escribir

como,

vμ(i)

[
1
c2

(
1 + g(i)

kB
Cv

)
UμU

α
,α

]
+ vμ(i)

[
1

c4z(i)ρ̃
Uμv(i)αh

αν (p,ν) + hν
μ lnn(i),ν

]
−vμ(i)

[
g(i)h

ν
μ lnT,ν

]
+ vμ(i)

[
hν
μ

v(i)α
z(i)c

2U
α
,ν

]
=
[
C
(
φ(i)

)
+ C

(
φ(i), φ(j)

)]
,

(6.53)

donde

g(i) ≡ 1 +
1

z(i)c2
Uμv(i)μ +

K1

(
1

z(i)

)
2z(i)K2

(
1

z(i)

) +
K3

(
1

z(i)

)
2z(i)K2

(
1

z(i)

) , (6.54)

además el término de colisiones linealizado está dado por

C
(
φ(i), φ(j)

)
=

∫
· · ·
∫

f
(0)
(i) f

(0)
(j)

(
φ(j)´ + φ(i)´ − φ(j) − φ(i)

)
F(ij)Σ(ij)dΩ(ji)dv

∗
(j) (6.55)
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y

C
(
φ(i)

)
=

∫
· · ·
∫

f
(0)
(i) f

(0)
(i)1

(
φ(i)´ + φ(i)1´ − φ(i) − φ(i)1

)
F(ii)Σ(ii)dΩ(ii)dv

∗
(i)1. (6.56)

La ecuación (6.53) es ahora una ecuación integral covariante para φ(i), así que vamos ahora a

concentraremos en el marco comóvil y por el momento omitiremos los términos tensoriales de

orden 2 pues deseamos hallar los flujos vectoriales. Los términos no vectoriales no contribuyen a

los flujos vectoriales dada su simetría par. Para evaluar en el marco comóvil hay que recordar que

Uα = {0, 0, 0, c} y que la velocidad molecular vα(i) ahora es la velocidad caótica Kα
(i). El proyector

Ec. (6.2) en el marco comóvil toma la forma

hμν =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

⎞⎟⎟⎠ . (6.57)

Entonces, en el marco comóvil la ecuación (6.53) se escribe como,

Km
(i)

{
−γk(i)

1
z(i)c

2ρ̃
p,m +

(
lnn(i)

)
,m

+
[
1 + 1

z(i)

(
γk(i) −G(i)

)]
(lnT ),m

}
=
[
C
(
φ(i)

)
+ C

(
φ(i), φ(j)

)]
,

(6.58)

donde

G(i) ≡
K3

(
1

z(i)

)
K2

(
1

z(i)

) . (6.59)

El paso siguiente en el procedimiento es muy sutil. En efecto, debemos elegir un posible arreglo

para la ecuación (6.58) con el fin de introducir una idea preliminar de las fuerzas termodinámicas,

pues según la TIL, la forma canónica de éstas es sólo a través de el cálculo de la producción de

entropía, como que veremos más adelante.

Si bien hay varias maneras de proceder en el agrupamiento de la Ec. (6.58), en este capítulo sólo

describiremos aquella que es consistente con las hipótesis de la TIL, el lector interesado en ver

otras posibilidades pero que no son compatibles con la TIL puede ver la Ref. [29]. Luego de unos

pasos algebraicos usando la ecuación de gas ideal p = nkBT tenemos que la Ec. (6.58) se puede

escribir de la forma

f
(0)
(i) K

m
(i)

{[
d
(i)
m

]
+ 1

z(i)

(
γk(i) −G(i)

) [
T,m

T

]
−
(
γk(i) −G(i)

) [
n(i)m(i)

ρ̃

p,m
p(i)

]}
=
[
C
(
φ(i)

)
+ C

(
φ(i), φ(j)

)]
,

(6.60)

donde

d(i)m = n(j)

(
m(j)G(j) −m(i)G(i)

ρ̃

)
p,m
p

+
n

n(i)

n(i)0,m con n(i)0 ≡
n(i)

n
(6.61)
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y

V(i)m =
m(i)

m(j)

V(j)m ≡ Vm. (6.62)

A reserva de hallar la solución de (6.60), vemos a priori que estamos considerando tres fuerzas

termodinámicas, la fuerza de difusión d
(i)
m , la fuerza calórica

[
T,m

T

]
y una nueva fuerza V(i)m, cuyo

significado exhibiremos más adelante. El planteamiento de la solución no va más allá que seguir

las ideas convencionales, entonces la solución se escribe como

φ(i) = φ(i)INHOMOGENEA + φ(i)HOMOGENEA (6.63)

= −Km
(i)A

′
(i) (lnT ),m −Km

(i)B
′
(i)V(i)m −Km

(i)D
′
(i)d

(i)
m + α(i) + β(i)mK

m
(i) + β(i)4K

4
(i),

donde β(i)m, β(i)4 y α(i) son un vector y dos constantes arbitrarias que no dependen de la veloci-

dad. Los coeficientes indeterminados A′
(i), B

′
(i) y D′

(i) dependen de las velocidades caóticas y las

variables termodinámicas. Para hallar la solución única, se imponen las condiciones subsidiarias

∑
(i)

∫
f
(0)
(i)

⎧⎨⎩
m(i)γ

2
k(i)

m(i)K
m
(i)

m(i)K
4
(i)

⎫⎬⎭φ(i)dK
∗
(i) = 0, (6.64)

y luego de un poco de álgebra, análoga a la del caso de la mezcla no-relativista la solución se

escribe como

φ(i) = −Km
(i)A(i) (lnT ),m −Km

(i)B(i)V(i)m −Km
(i)D(i)d

(i)
m . (6.65)

Ahora que conocemos la solución (6.65) de la ecuación de Boltzmann linealizada (6.60) proce-

demos a escribir los flujos vectoriales que hemos definido y todos sus coeficientes de transporte.

Luego los vamos a agrupar en una “matriz onsageriana” que nos va a permitir visualizar en un

forma esquemática cuál es la contribución a los flujos vectoriales debida a cada fuerza termodiná-

mica. Es importante señalar que para los fines de este trabajo no es necesario calcular de forma

explícita los coeficientes indeterminados {A(i), B(i), D(i)}.

Comenzamos sustituyendo la solución (6.65) en el desarrollo de Chapman-Enskog a primer orden

(6.52) y luego en el flujo de masa (6.24) para la especie (i), tenemos

J(i)m
m(i)

= −1

3

∫
f
(0)
(i) K

2
(i)A(i)dK

∗
(i)

[
T,m

T

]
−1

3

∫
f
(0)
(i) K

2
(i)B(i)dK

∗
(i)V(i)m

−1

3

∫
f
(0)
(i) K

2
(i)D(i)dK

∗
(i)d

(i)
m . (6.66)

Aquí definimos los coeficientes de transporte, que son las integrales que aparecen multiplicando a
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cada fuerza termodinámica,

Ldq(i) ≡ 1

3

∫
f
(0)
(i) K

2
(i)A(i)dK

∗
(i), flujo de masa debido a T,m (6.67)

LdV (i) ≡ 1

3

∫
f
(0)
(i) K

2
(i)B(i)dK

∗
(i), flujo de masa debido a V(i)m (6.68)

Ldd(i) ≡ 1

3

∫
f
(0)
(i) K

2
(i)D(i)dK

∗
(i), flujo de masa debido a d(i)m (6.69)

De igual manera, para el flujo de calor por especie Ec. (6.41) tenemos(q(i)m
kT

)
= − 1

3z(i)

∫
f
(0)
(i)

(
γk(i) −G(i)

)
K2

(i)A(i)dK
∗
(i)

[
T,m

T

]
(6.70)

− 1

3z(i)

∫
f
(0)
(i)

(
γk(i) −G(i)

)
K2

(i)B(i)dK
∗
(i)V(i)m

− 1

3z(i)

∫
f
(0)
(i)

(
γk(i) −G(i)

)
K2

(i)D(i)dK
∗
(i)d

(i)
m ,

donde definimos

Lqq(i) ≡ 1

3z(i)

∫
f
(0)
(i)

(
γk(i) −G(i)

)
K2

(i)A(i)dK
∗
(i), flujo de calor debido a T,m (6.71)

LqV (i) ≡ 1

3z(i)

∫
f
(0)
(i)

(
γk(i) −G(i)

)
K2

(i)B(i)dK
∗
(i), flujo de calor debido a V(i)m (6.72)

Lqd(i) ≡ 1

3z(i)

∫
f
(0)
(i)

(
γk(i) −G(i)

)
K2

(i)D(i)dK
∗
(i), flujo de calor debido a d(i)m (6.73)

respectivamente.

Si ahora reescribimos en una “matriz onsageriana” al flujo de masa (6.66) y de calor (6.70) tenemos( q(i)m
kBT
J(i)m
m(i)

)
= −

(
Lqq(i) Lqd(i) LqV (i)

Ldq(i) Ldd(i) LdV (i)

)⎛⎝ T,m

d
(i)
m

V(i)m

⎞⎠ . (6.74)

La ecuación (6.74) tiene un serio problema, la matriz formada por las L’s no es cuadrada. Por lo

no tanto no puede satisfacer la cuarta hipótesis de la TIL, que se refiere a que dicha matriz debe

ser simétrica.

Para resolver este inconveniente, nos remitimos al flujo de volumen que hemos definido en la Ec.

(6.46); sustituimos ahí la solución (6.65), para obtener que

Jm
v(i) = −1

3

∫
f
(0)
(i)

(
γk(i) −G

(
z(i)
))

Kn
(i)K(i)nA(i)dK

∗
(i)

T ,m

T
(6.75)

−1

3

∫
f
(0)
(i)

(
γki −G

(
z(i)
))

Kn
(i)K(i)nB(i)dK

∗
(i)V

m
(i)

−1

3

∫
f
(0)
(i)

(
γk(i) −G

(
z(i)
))

Kn
(i)K(i)nD(i)dK

∗
(i)d

(i)m,
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donde definimos tres nuevos coeficientes de transporte como

LV q(i) ≡ 1

3

∫
f
(0)
(i)

(
γk(i) −G(i)

)
K2

(i)A(i)dK
∗
(i), flujo de volumen debido a T,m (6.76)

LV V (i) ≡ 1

3

∫
f
(0)
(i)

(
γk(i) −G(i)

)
K2

(i)B(i)dK
∗
(i), flujo de volumen debido a V(i)m (6.77)

LV d(i) ≡ 1

3

∫
f
(0)
(i)

(
γk(i) −G(i)

)
K2

(i)D(i)dK
∗
(i), flujo de volumen debido a d(i)m.(6.78)

Ahora bien, al incorporar el flujo volumen (6.75) en la “matriz onsageriana” (6.74) tenemos⎛⎜⎝
qm

kBT
Jm
(i)

m(i)

Jm
v(i)

⎞⎟⎠ = −

⎛⎝ Lqq(i) Lqd(i) LqV (i)

Ldq(i) Ldd(i) LdV (i)

LV q(i) LV d(i) LV V (i)

⎞⎠⎛⎝ T ,m

T

dm(i)
V m
(i)

⎞⎠ , (6.79)

que es el resultado deseado, es decir que la matriz de las L’s sea cuadrada. Lo que sigue para

mostrar que dicha matriz es simétrica es un proceso en esencia idéntico a aquel que se hace en

el caso de la mezcla binaria clásica. Aquí vamos a demostrar la identidad Ldq(i) = Lqd(i) y deja-

remos las dos que faltan como ejercicio al lector. Tomemos la solución (6.65) y sustituyamos en

la ecuación de Boltzmann linealizada (6.60), dada la estructura independiente de las tres fuerzas

termodinámicas resultan tres ecuaciones diferenciales que son

f
(0)
(i) K

m
(i)

1

z(i)

(
γk(i) −G

(
z(i)
))

=
[
C
(
Km

(i)A(i)

)
+ C

(
Km

(i)A(i) +Km
(j)A(j)

)]
, (6.80)

para la parte calórica. Para la parte volumétrica,

f
(0)
(i) K

m
(i)

(
γk(i) −G

(
z(i)
))

=
[
C
(
Km

(i)B(i)

)
+ C

(
Km

(i)B(i) +Km
(j)B(j)

)]
. (6.81)

Y por último la parte difusiva

f
(0)
(i) K

m
(i) =

[
C
(
Km

(i)D(i)

)
+ C

(
Km

(i)D(i) +Km
(j)D(j)

)]
. (6.82)

Ahora multiplicamos la Ec. (6.80) por Km(i)D(i) e integramos en dK∗
(i), resulta∫

f
(0)
(i) K

m
(i)

1
z(i)

(
γk(i) −G

(
z(i)
))

Km(i)D(i)dK
∗
(i)

= −
∑

j

∫
· · ·
∫
f
(0)
(i) f

(0)
(j)

[
Km

(j)´A(j)´ +Km
(i)´A(i)´ −Km

(j)A(j) −Km
(i)A(i)

]
×

Km(i)D(i)F(ij)σ(ij)dΩ(ji)dK
∗
(j)dK

∗
(i) ≡ {A,D}.

(6.83)

Por otro lado, tomemos la Ec. (6.82), multipliquemos por Km(i)A(i) e integramos en dK∗
(i), resulta∫

f
(0)
(i) K

m
(i)Km(i)A(i)dK

∗
(i)

= −
∑

j

∫
· · ·
∫
f
(0)
(i) f

(0)
(j)

[
Km

(j)´D(j)´ +Km
(i)´D(i)´ −Km

(j)D(j) −Km
(i)D(i)

]
×

Km(i)A(i)F(ij)σ(ij)dΩ(ji)dK
∗
(j)dK

∗
(i) ≡ {D,A}.

(6.84)
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6.5. Producción de entropía

Como el lector podrá notar, hemos definido los operadores {A,D} y {D,A}. Al analizar sus

contenidos, notamos que los integrandos satisfacen el principio de reversibilidad microscópica, vea

la Ec. (6.7). Al hacer una serie de cambios presentes en la demostración del teorema H [29][30] en

las Ecs. (6.83) y (6.84) se puede probar que

{A,D} = {D,A}. (6.85)

Por otro lado, al ver el lado izquierdo de las ecuaciones (6.83) y (6.84) notamos que las integrales

son precisamente las que definen a los coeficientes Lqd(i) y Ldq(i) respectivamente, por lo tanto

Ldq(i) = Lqd(i). (6.86)

Con un procedimiento similar, se puede demostrar que LV d(i) = LdV (i) y LV q(i) = LqV (i), pero no

abordaremos los detalles aquí, queda como ejercicio para el lector interesado. Vale la pena decir

que el hecho de que efectivamente la matriz de las L’s es simétrica obedece en el fondo al principio

de reversibilidad microscópica. La simetría de dicha matriz es, parece, el último resquicio de la re-

versibilidad microscópica. Es la huella macroscópica del hecho que las ecuaciones de movimiento

de las partículas sean reversibles.

La ecuación (6.79) está escrita por especie, pero al tomar la suma se genera otra matriz que contiene

a los coeficientes de transporte, por ejemplo Lqq = Lqq(i) + Lqq(j) representa la conductividad

térmica que está asociada con la ecuación de Fourier. El coeficiente Lqd = Lqd(i) + Lqd(j) obedece

a un efecto de difusión térmica o efecto Dufour . Los coeficientes Ldq = Ldq(i) + Ldq(j) y Ldd =
Ldd(i) + Ldd(j) son los efectos de termodifusión (Soret) y difusión de Fick respectivamente. Dada

la estructura de las integrales, demostrar que la matriz de coeficientes de transporte es simétrica

implica el mismo procedimiento que el que hemos usado anteriormente.

Es muy importante señalar que hay cinco coeficientes adicionales en la Ec. (6.79) cuyo significado

físico es terreno inexplorado. Esos cinco coeficientes así como el flujo de volumen son una sor-

prendente novedad en la teoría cinética relativista.

6.5. Producción de entropía

Por último, y para poner punto final al paradigma que comprende a la Termodinámica Irreversible

Lineal y a la Teoría Cinética Relativista, calcularemos la mal llamada producción de entropía que

más bien está asociada al calor no compensado de Clausius, estos detalles también se pueden ver

en la Ref [30].

Definamos un tetra-flujo Sμ que asociaremos después con la entropía local [6][30],

Sμ ≡ −kB
∑
(i)

∫
vμ(i)f(i)

(
ln f(i) − 1

)
dv∗(i). (6.87)

A la Ec. (6.87) se le conoce como el tetra-flujo de entropía y obedece una ecuación de balance de

la forma,

Sμ
,μ = σ (6.88)
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donde

σ = −kB
∑
(i),(j)

∫
J
(
f(i)f(j)

)
ln f(i)dv

∗
(i) ≥ 0 (6.89)

es lo que se conoce en la literatura como producción de entropía y J
(
f(i)f(j)

)
está definido en la

ecuación (6.4).

Es muy importante subrayar que el identificar S4 con la entropía local, Sm con el flujo de entropía

y σ con el calor no compensado de Clausius no se puede hacer hasta que f(i) esté determinada.

De hecho mientras f(i) sea desconocida, a ninguna de las cantidades anteriores se le puede asociar

una variable termodinámica. También hay que notar que σ se le ha llamado desafortunadamente

producción de entropía pues aparece como un término de producción en una ecuación de balance,

pero el nombre es incorrecto. La entropía en su estatus de variable termodinámica no se puede

producir.

Hay que notar que la ecuación (6.89) es válida para cualquier solución exacta de la ecuación de

Boltzmann, y que no tiene significado físico hasta que se introduzca en ella una forma para f(i)
que esté escrita en términos de variables termodinámicas.

Ahora bien, continuando con el análisis lineal, sustituimos el término de colisión de la ecuación de

Boltzmann linealizada (6.55-6.56) en (6.89), obtenemos

σ = −kB
∑

(i),(j)

∫
· · ·
∫
f
(0)
(i) f

(0)
(j) (φ(i)´ + φ(j)´ − φ(i) − φ(j))

ln
[
f
(0)
(i)

(
1 + φ(i)

)]
F(ij)Σ(ij)dΩ(ji)dK

∗
(j)dK

∗
(i).

(6.90)

Ahora, hacemos un desarrollo de ln
[
f
(0)
(i)

(
1 + φ(i)

)]
alrededor de φ(i) = 1,

ln
[
f
(0)
(i)

(
1 + φ(i)

)]
� ln f

(0)
(i) + φ(i) +O

(
φ(i)

)2
, (6.91)

de tal manera, σ se puede escribir como

σ = −kB
∑

(i),(j)

∫
· · ·
∫
f
(0)
(i) f

(0)
(j) (φ(i)´ + φ(j)´ − φ(i) − φ(j))

(ln f
(0)
(i) + φ(i))F(ij)Σ(ij)dΩ(ji)dK

∗
(j)dK

∗
(i).

(6.92)

Dado que f
(0)
(i) así como ln f

(0)
(i) están dados en términos de los invariantes colisionales, la integral

que contiene a ln f
(0)
(i) vale cero, tenemos que,

σ = −kB
∑
(i),(j)

∫
· · ·
∫

f
(0)
(i) f

(0)
(j)

(
φ(i)´ + φ(j)´ − φ(i) − φ(j)

)
φ(i)F(ij)Σ(ij)dΩ(ji)dK

∗
(j)dK

∗
(i),

(6.93)
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que con la ayuda de la ecuación (6.55) y (6.56) se reduce a,

σ = −kB
∑
(i),(j)

∫ [
C
(
φ(i)

)
+ C

(
φ(i), φ(j)

)]
φ(i)dK

∗
(i). (6.94)

Finalmente sustituimos la Ec. (6.60) en (6.94), teniendo cuidado de incluir los términos tensoriales

(asociados con U;m). Esto no representa pérdida de generalidad pues σ es un invariante relativista,

se obtiene que

σ = −kB
∑
(i)

∫
f
(0)
(i)

[
Km

(i)

{
d(i)m +

1

z(i)

(
γk(i) −G

(
z(i)
)) T,m

T
−
(
γk(i) −G

(
z(i)
))

V(i)m

}

+
1

z(i)c2

(
°

Km
(i)K(i)n

)
Un
;m + τ(i)U

m
;m

]
φ(i)dK

∗
(i), (6.95)

donde τ(i) es la traza de Km
(i)K(i)n y

°

Km
(i)K(i)n es obviamente un tensor sin traza. Ahora bien,

reescribamos la ecuación (6.95) como

σ
−kB

=
∑

(i)

∫
Km

(i)φ(i)d
3K∗

(i)d
(i)
m +

∑
(i)

∫
Km

(i)
1

z(i)

(
γk(i) −G(i)

)
φ(i)dK

∗
(i)

T,m

T

−
∑

(i)

∫
Km

(i)

(
γk(i) −G(i)

)
φ(i)dK

∗
(i)V(i)m

+
∑

(i)

∫
1

z(i)c
2

(
°

Km
(i)K(i)n

)
φ(i)dK

∗
(i)U

n
;m +

∑
(i)

∫
τ(i)φ(i)dK

∗
(i)U

m
;m.

(6.96)

En la ecuación (6.96) identificamos la forma bi-lineal: fuerzas por flujos. Veamos el primer término

del lado derecho, el coeficiente que acompaña a la fuerza de difusión d
(i)
m es,

Jm
(i)

m(i)

=

∫
Km

(i)φ(i)dK
∗
(i) ≡ Jm∗

(i) . (6.97)

En el segundo término del lado derecho de (6.96) vemos que multiplicando el gradiente de tempe-

ratura
T,m

T
tenemos

∑
(i)

∫
Km

(i)

1

z(i)

(
γk(i) −G(i)

)
φ(i)dK

∗
(i) =

∑
(i)

[∫
Km

(i)

γk(i)
z(i)

φ(i)dK
∗
(i) −

G(i)

z(i)

∫
Km

(i)φ(i)dK
∗
(i)

]

=
1

kBT

(
qm − h(i)

Jm
(i)

m(i)

)
≡ qm∗, (6.98)

donde h(i) =
kBT
z(i)

G(i) es la entalpía específica por especie y G(i) está definida en la ecuación (6.59).

La forma del flujo de energía que aparece en qm∗ como el flujo de calor y una contribución por

entalpía de mezclado está plenamente justificada en los tratados fenomenológicos de la TIL (véase

por ejemplo [16] ó [17]).
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6.5. Producción de entropía

El coeficiente de transporte asociado a la nueva fuerza V(i)m es simple y llanamente la definición

del flujo de volumen Jm
V , Ec. (6.47).

Si ahora sustituimos las definiciones de los flujos adimensionales Jm∗
(i) (6.97), qm∗ (6.98) y Jm

V en

(6.96), obtenemos

σ

kB
= −Jm∗ [dm]− qm∗

[
T,m

T

]
− Jm

V Vm − 1

kBT
πm
n U

n
;m − τUm

;m. (6.99)

Finalmente, en la ecuación (6.99) podemos identificar cuales son los flujos directos asociados a

que fuerzas termodinámicas. El flujo difusivo masa es,

Jm∗ =
∑
(i)

Jm
(i)

m(i)

=
∑
(i)

∫
Km

(i)f
(0)
(i) φ(i)dK

∗
(i), (6.100)

que es el efecto directo debido a la existencia de la fuerza de difusión dm. El flujo de calor o flujo

disipativo de energía

qm∗ =
1

kBT

∑
(i)

(
qm(i) − h(i)

Jm
(i)

m(i)

)
(6.101)

es el efecto directo asociado con un gradiente de temperatura, donde

h(i) =
kBT

z(i)
G(i) (6.102)

es la entalpía específica [7].

Por último, el flujo de volumen aparece como efecto directo de la fuerza termodinámica Vm, por

lo que ahora le llamaremos fuerza volumétrica.

Por otro lado tenemos los flujos tensoriales, la viscosidad volumétrica

πm
n =

∑
(i)

πm
(i)n =

∑
(i)

∫
°(

Km
(i)K(i)n

)
f
(0)
(i) φ(i)dK

∗
(i) (6.103)

y su traza es la viscosidad cortante

τ =
∑
(i)

τ(i) =
∑
(i)

∫
Kn

(i)K(i)nf
(0)
(i) φ(i)dK

∗
(i). (6.104)

Podemos concluir que la estructura que hemos hallado para σ cumple completamente con la forma

canónica para la producción de entropía, es decir,

σ =
∑
i

Ji �Xi, (6.105)
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donde � es la contracción a un escalar de un flujo Ji con su correspondiente fuerza Xi de acuerdo

con el teorema de Curie. La ecuación (6.105) obtenida de primeros principios reafirma la segunda

hipótesis de la Termodinámica Irreversible Lineal, es decir la validez de la extensión de la segunda

ley de la termodinámica a procesos irreversibles.

Para finalizar nuestro análisis, podemos comentar que al hacer el límite al caso de un fluido simple,

el flujo de volumen aparece como un múltiplo del flujo de calor. Esto se puede ver haciendo el

límite de masas iguales m(i) = m(j) = m y número de partículas n(i) = n(j) = n también.

Entonces el flujo de calor tiende a

qmtot
kBT

=
mc2

kBT

∫
γkK

mfdK∗, (6.106)

y el flujo de volumen

Jm
V =

∫
γkK

mfdK∗, (6.107)

entonces
qmtot
kBT

=
1

z
Jm
V . (6.108)

Esto también se puede visualizar si vemos las expresiones completas para los flujos, es decir una

vez que se ha sustituido la forma para f . Primero notamos que en este límite la fuerza de difusión

desaparece i.e. dm = 0 y por otra parte el flujo de masa vale cero Jm
(i) = Jm

(j) = 0. Tenemos

entonces que

Jm
V = −LV q

Tm

T
− LV V

[
nm

ρ̃

pm

p

]
, (6.109)

y
qmtot
kBT

= −Lqq
Tm

T
− LqV

[
nm

ρ̃

pm

p

]
, (6.110)

donde

LV q = −1

3

∫
f (0) (γk −G(z))KnKnAdK

∗, (6.111)

LV V = −1

3

∫
f (0) (γk −G(z))KnKnBdK∗, (6.112)

Lqq = −1

3

∫
f (0) (γk −G(z))KnKnAdK

∗, (6.113)

LqV = −1

3

∫
f (0) (γk −G(z))KnKnBdK∗. (6.114)

Aquí nuevamente vemos que
qmtot
kBT

=
1

z
Jm
V , (6.115)

Por lo que en el límite a fluido simple, el flujo de volumen tiende a ser un múltiplo del flujo de calor.
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La Ec.(6.115) muestra claramente que el origen del término
n,μ

n
en el caso de un fluido simple es

de origen netamente relativista. Surge de reducir la mezcla binaria al caso de un fluido simple. A

su vez esto conduce a un problema no resuelto. ¿Cómo puede justificarse su existencia de bases

estrictamente fenomenológicas? Aún en las versiones conocidas de la TIL en el marco de la teoría

especial de la relatividad este problema nunca ha sido tocado.

Por último, es necesario subrayar que los nuevos coeficientes de transporte que aparecen en la Ec.

(6.79) requieren, conjuntamente con los nuevos efectos cruzados que implican, una interpretación

física clara. Este problema así como la evaluación de todos los coeficientes de transporte caracte-

rísticos de la mezcla, para modelos microscópicos está pendiente aunque hoy algún progreso se ha

realizado en su evaluación [9].
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Resumen

Usando la ecuación modelo de Anderson y Witting, se analizan mezclas binarias de electrones con

protones y de electrones con fotones sometidas a campos electromagnéticos externos. Se determi-

nan las leyes de Ohm y de Fourier relativistas, así como las expresiones generales de las conduc-

tividades eléctricas y térmicas relativistas para mezclas de gases ionizados. Se dan las expresiones

explícitas para los coeficientes de transporte, para los casos particulares: una mezcla no-relativista

de protones y electrones no degenerados; una mezcla ultra-relativista de fotones y electrones no

degenerados, una mezcla no-relativista de protones y electrones completamente degenerados, una

mezcla ultra-relativista de fotones y electrones completamente degenerados y una mezcla de pro-

tones no-relativistas y electrones ultra-relativistas completamente degenerados.

127



7.1. Introducción

7.1. Introducción

El análisis de los gases ionizados no relativistas y relativistas mediante el uso de la ecuación de

Boltzmann es un tema muy complejo, ya que hace referencia a un sistema de ecuaciones acopladas

no lineales integro-diferenciales para la función de distribución. En la literatura se han propuesto

ecuaciones modelo más simples para el término de colisión con el fin de superar las dificultades de

la ecuación integro-diferencial de Boltzmann. Estas ecuaciones modelo simplifican la estructura

del término de colisión pero mantienen sus propiedades básicas. Para la ecuación de Boltzmannno

relativista el modelo más conocido es el modelo BGK que fue formulado independientemente

por Bhatnagar, Gross y Krook [1] y por Welander [2]. La primera extensión del modelo BGK no

relativista al caso relativista fue propuesto por Marle [3]. Aunque en el caso límite no relativista del

modelo de Marle se recupera el modelo BGK no relativista, para el caso de partículas con masa en

reposo cero, el tiempo de relajación de la función de distribución tiende a infinito. Esta deficiencia

fue encontrada por Anderson y Witting [4] quienes propusieron una nueva ecuación modelo.

En este trabajo seguimos [5] y analizamos mezclas binarias de electrones y protones y de electro-

nes y fotones sujetos a campos electromagnéticos externos en el marco de la ecuación modelo de

Anderson y Witting. Estos dos sistemas son importantes en astrofísica, ya que podrían describir

las enanas blancas magnéticas o líquidos cosmológicos en el período del plasma y en el período

dominado por radiación. Mediante el uso de la metodología de Chapman-Enskog determinamos

las leyes de Ohm y de Fourier en presencia de campos electromagnéticos y las expresiones gene-

rales de las conductividades eléctricas y térmicas para mezclas binarias relativistas no degeneradas

y degeneradas de electrones con protones y electrones con fotones. Además, damos expresiones

explícitas para estos coeficientes para las mezclas particulares: (a) una mezcla no relativista de

protones y electrones no degenerados; (b) una mezcla ultra-relativista de fotones y electrones no

degenerados; (c) una mezcla no relativista de protones y electrones completamente degenerados;

(d) una mezcla ultra-relativista de fotones y electrones completamente degenerados y (e) una mez-

cla de protones no relativistas y electrones ultra-relativistas completamente degenerados.

7.2. Ecuación relativista de Uehling-Uhlenbeck

Consideremos primero un gas ideal cuántico simple en un espacio de Minkowski caracterizado

por el tensor métrico ηαβ con signatura diag(1,-1,-1,-1). En el espacio de fase generado por las

coordenadas espacio-tiempo (xα) = (ct, xα) y cuatro-vector de momento (pα) = (p0,p) el estado

de un gas cuántico relativista está caracterizado por la función de distribución de una partícula

f(xα, pα) ≡ f(x,p, t), puesto que la longitud del cuatro-vector de momento está dado por mc
tal que p0 =

√
|p|2 +m2c2. El número de partículas al tiempo t en el elemento de volumen d3x

alrededor de x está dado por f(x,p, t)d3xd3p.

La evolución en el espacio-tiempo de la función de distribución de una partícula f(x,p, t) ≡ f en

el espacio fase está dada por la ecuación de Boltzmann (véase, por ejemplo [6, 7])

pα
∂f

∂xα
+m

∂fKα

∂pα
= Q, (7.1)
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7.2. Ecuación relativista de Uehling-Uhlenbeck

donde m denota la masa en reposo de la partícula y Kα es la fuerza de Minkowski la cual actúa

sobre las partículas del gas. Además, Q es un término que toma en cuenta las colisiones de las

partículas. Para un gas relativista que obedece la mecánica estadística clásica este término está

dado por

Q =

∫
(f ′

∗f
′ − f∗f) F σ dΩ

d3p∗
p∗0

. (7.2)

En la ecuación anterior, hemos introducido las abreviaturas f ′
∗ ≡ f(x,p′

∗, t), f
′ ≡ f(x,p′, t),

f∗ ≡ f(x,p∗, t), f ≡ f(x,p, t), donde p y p∗ denotan los moemntos de dos partículas antes de la

colisión binaria y p′ y p′
∗ son los correspondientes momentos después de la colisión. Los cuatro-

vectores de momento pre y post colisionales están relacionados por la ley de conservación de la

energía-momento pα + pα∗ = p′α + p′α∗ . Además, F =
√

(pα∗pα)2 −m4c4 es el flujo invariante, que

en el límite no relatvista es proporcional al módulo de la velocidad relativa. La sección transversal

diferencial y el elemento de ángulo sólido que caracterizan la colisión binaria están denotados por

σ y dΩ, respectivamente.

El término de colisión Q para un gas cuyas partículas obedecen a la estadística cuántica puede

motivarse de la siguiente manera. En primer lugar notemos que el elemento de volumen en el

espacio de fase d3xd3p es un escalar invariante, pero cuando los efectos cuánticos se toman en

cuenta en una descripción semi-clásica, dividimos el elemento de volumen por h3, donde h =
6,626× 10−34 J s es la constante de Planck. Por lo tanto podemos escribir d3xd3p/h3, que también

es un escalar invariante. El término d3xd3p/h3 puede interpretarse como el número de estados

disponibles en el elemento de volumen d3xd3p. Para partículas con espín s hay más estados, que

corresponden a los valores que las componentes del espín puede tomar en un eje dado y tenemos

que introducir el factor de degeneración gs. Por lo tanto el número de estados disponibles está dado

por

gs
d3xd3p

h3
donde gs =

{
2s + 1 para m �= 0;
2s para m = 0.

(7.3)

En mecánica cuántica, un sistema de partículas idénticas puede ser descrito por dos tipos de par-

tículas: bosones y fermiones. Los bosones tienen espín entero, obedecer la estadística de Bose-

Einstein e incluyen mesones (piones, kaones), fotones, gluones y los núcleos de número de masa

par como el helio-4. Los fermiones tienen spin semientero, obedecen a la estadística de Fermi-

Dirac e incluye a los leptones (electrón, muón, tau), los bariones (neutrones, protones) y los núcleos

de número de masa impar como el helio-3. La diferencia principal entre los bosones y fermiones en

la mecánica estadística cuántica se refiere al número de ocupación de un estado. Cualquier número

de bosones pueden ocupar el mismo estado, mientras que los fermiones obedecen el principio de

exclusión de Pauli y un máximo de una partícula puede ocupar cada estado.

Con el fin de incorporar las estadísticas de bosones y fermiones en el término de colisión, comen-

zamos por analizar a los fermiones y teniendo en cuenta que, debido al principio de exclusión de

Pauli, el espacio de fases está totalmente ocupado si el número de las partículas en d3xd3p es igual

al número de estados disponibles fd3xd3p = gsd
3xd3p/h3, de modo que f = gs/h

3. Por lo tanto,

(1 − fh3/gs) da el número de estados vacantes en el espacio de fase. Si el número de partículas

que entran en el elemento de volumen d3xd3p en el espacio de fase, como consecuencia de una
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7.2. Ecuación relativista de Uehling-Uhlenbeck

colisión binaria, es proporcional a f ′f ′
∗ esta cantidad debe ser multiplicado por el número de esta-

dos vacantes que es proporcional a (1 − fh3/gs)(1 − f∗h3/gs). Por lo tanto, debe considerarse la

siguiente sustitución en el término de colisión de la ecuación de Boltzmann:

f ′f ′
∗ �−→ f ′f ′

∗

(
1− fh3

gs

)(
1− f∗h3

gs

)
. (7.4)

Sobre la base del mismo razonamiento tenemos que sustituir

ff∗ �−→ ff∗

(
1− f ′h3

gs

)(
1− f ′

∗h
3

gs

)
, (7.5)

para partículas que dejan el elemento de volumen d3xd3p en el espacio fase.

Para incluir la atracción aparente entre las partículas bosonicas – debido a las estadísticas de par-

tículas indistinguibles sin restricciones en la ocupación de un estado – el factor (1− fh3/gs) debe

ser reemplazado por (1 + fh3/gs) . Por tanto, podemos escribir de ecuación de Boltzmann (7.1)

y de las conclusiones anteriores, la ecuación relativista de Uehling-Uhlenbeck (para la ecuación

no-relativista de Uehling-Uhlenbeck ver [8])

pα
∂f

∂xα
+m

∂fKα

∂pα
=

∫ [
f ′
∗f

′
(
1 + ε

fh3

gs

)(
1 + ε

f∗h3

gs

)

−f∗f
(
1 + ε

f ′h3

gs

)(
1 + ε

f ′
∗h

3

gs

)]
F σ dΩ

d3p∗
p∗0

, (7.6)

donde ε se define a través de

ε =

⎧⎨⎩
+1 para la estadística de Bose-Einstein;

−1 para la estadística de Fermi-Dirac;

0 para la estadística de Maxwell-Boltzmann.

(7.7)

En el equilibrio, el número de partículas que entran y salen del elemento de volumen en el espacio

fase debe ser igual el uno del otro, de modo que la cantidad dentro de los corchetes en (7.6) debe

desaparecer. De manera equivalente, ln
[
f (0)/(1 + εf (0)h3/gs)

]
debe ser un invariante de suma (o

sumacional) –es decir, una fucnión que obedece la relaciíon ψ+ψ∗ = ψ′+ψ′
∗ – donde f (0) denota

la función de distribución del equilibrio. Para invariantes sumacionales existe el siguiente teorema

(véase, por ejemplo [7]): Una función continua y diferenciable de clase C2 ψ(pα) es un invariante

sumacional si y sólo si está dada por ψ(pα) = A+Bαp
α, donde A es un escalar arbitrario y Bα es

un cuatro-vector arbitrario que no dependen de pα. Por lo tanto tenemos

ln

(
f (0)

1 + εf (0)h3/gs

)
= −(A+Bαpα), or f (0) =

gs/h
3

e−a+Bαpα − ε
, (7.8)

donde a = −A− ln(gs/h
3).
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Para la determinación de a y Bα nos referimos a [7]. Aquí damos sólo los resultados que a = μ/kT
y Bα = Uα/kT , donde μ es el potencial químico, T es la temperatura, k es la constante de

Boltzmann, y Uα la cuatro-velocidad (con UαUα = c2). Por lo tanto, la función de distribución de

equilibrio se escribe

f (0) =
gs
h3

e
μ
kT

−Uαpα
kT , f (0) =

gs/h
3

e−
μ
kT

+Uαpα
kT ± 1

, (7.9)

cuando ε = 0 y ε = ∓1, respectivamente. Las función de distribución relativista de Maxwell-

Boltzmann distribution (7.9)1 fue obtenida por Jüttner [9] en 1911 y las funciones de distribución

relativistas de Fermi-Dirac (+) y de Bose-Einstein (−) (7.9)1 fueron deducidas por él mismo [10]

en 1928.

La extensión de la ecuación de Uehling-Uhlenbeck para una mezcla de r constituyentes es directa.

Introducimos la función de distribución de una partícula para cada componente de la mezcla fa ≡
f(x,pa, t) (a = 1, . . . , r) que debe cumplir la ecuación

pαa
∂fa
∂xα

+
qa
c
F αβpaβ

∂fa
∂pαa

=
r∑

b=1

∫ [
f ′
bf

′
a

(
1 + εa

fah
3

gas

)(
1 + εb

fbh
3

gbs

)

−fbfa

(
1 + εa

f ′
ah

3

gas

)(
1 + εb

f ′
bh

3

gbs

)]
Fba σab dΩba

d3pb
pb0

. (7.10)

Arriba se supuso que la fuerza externa que actúa sobre las partículas de carga eléctrica qa es de

naturaleza electromagnética. En este caso la fuerza de Minkowski es

Kα
a =

qa

c
F αβ paβ

ma

, (7.11)

donde F αβ es el tensor de campo electromagnetico.

Ahora introducimos los momentos de la función de distribución, que son los cuatro-flujos parciales

de partículas Nα
a y el tensor de energía-momento parcial. Éstos se definen a través:

Nα
a = c

∫
pαafa

d3pa
pa0

, T αβ
a = c

∫
pαap

β
afa

d3pa
pa0

. (7.12)

Las cantidades correspondientes para mezclas son

Nα =
r∑

a=1

Nα
a , T αβ =

r∑
a=1

T αβ
a . (7.13)

En el análisis de los gases ionizados también es importante introducir el cuatro-vector de carga

eléctrica Jα, que se define en términos de los cuatro-flujos parciales de partículas Nα
a y de las

cargas elécticas parciales qa, como

Jα =
r∑

a=1

qaN
α
a . (7.14)
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Las ecuaciones de balance para el cuatro-flujo de partículas y para el tensor de energía-momento de

la mezcla se obtienen multiplicando (7.10) por c y cpαa , respectivamente, y sumando las ecuaciones

resultantes, produciendo

∂αN
α = 0, ∂βT

αβ =
1

c
F αβ

r∑
a=1

qaNaβ =
1

c
F αβJβ. (7.15)

La ecuación (7.15)1 es la ley de conservación del cuatro-flujo de partículas de la mezcla. La ecua-

ción (7.15)2, cuando se compara con la ecuación de balance para el tensor energía-momento del

campo electromagnético T αβ
em tiene un signo contrario del lado derecho. Sin embargo, si se de-

nota el tensor de energía-momento de (7.15)2 por un índice pt – que se refiere a las partículas –

obtenemos la ley de conservación (see Landau and Lifshitz [11]):

∂α(T
αβ
pt + T αβ

em ) = 0, (7.16)

lo que significa que la suma de los tensores de energía-mometo de las partículas y del campo

electromagnético satisfacen una ecuación de conservación.

7.3. Descomposición de Landau-Lifshitz

La descomposición del cuatro-flujo parcial de partículas y del tensor parcial de energía-momento

procede mediante la introducción de la cuatro-velocidad Uα y el proyector Δαβ definido por

Δαβ = ηαβ − 1

c2
UαUβ, tal que ΔαβUβ = 0. (7.17)

En la descripción de Landau-Lifshitz [12] el uatro-flujo parcial de partículas y el tensor de energía-

momento parcial pueden descomponerse de acuerdo con

Nα
a = naU

α + Jα
a − naq

α

nh
, (7.18)

T αβ
a = p〈αβ〉a − (pa +�a)Δ

αβ +
1

c2
Uα

(
qβa + haJ

β
a − naha

nh
qβ
)

+
1

c2
Uβ

(
qαa + haJ

α
a − naha

nh
qα
)
+

eana

c2
UαUβ. (7.19)

Arriba hemos introducido las siguientes cantidades para la componente a de la mezcla: densidad de

número de partículas na, flujo difusivo Jα
a , desviador de la presión p

〈αβ〉
a , la presión pa, la presión

fuera de equilibrio �a, el flujo de calor qαa , la energía por partícula eα y la entalpía por partícula

ha = ea+pa/na. Las cantidades correspondientes para la mezcla están dadas en términos de sumas

n =
r∑

a=1

na, p〈αβ〉 =
r∑

a=1

p〈αβ〉a , p =
r∑

a=1

pa, � =
r∑

a=1

�a, (7.20)

ne =
r∑

a=1

naea, qα =
r∑

a=1

(qαa + haJ
α
a ), nh =

r∑
a=1

naha. (7.21)
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La suma de (7.18) y (7.19) sobre todos los constituyentes de la mezcla llevan a las siguientes

descomposiciones del cuatro-flujo de partículas y del tensor de energía-momento de la mezcla

Nα = nUα − qα

h
, T αβ = p〈αβ〉 − (p+�)Δαβ +

en

c2
UαUβ, (7.22)

gracias a la constricción de que sólo existen (r−1) flujos de difusión parciales que son linealmente

independientes para una mezcla de r constituyentes, a saber,

r∑
a=1

Jα
a = 0. (7.23)

También podemos definir el cuadrivector de corriente eléctrica Iα en términos de los flujos de

difusión parciales Jα
a y de las cargas eléctricas parciales qa, como

Iα =
r∑

a=1

qaJ
α
a . (7.24)

Nos referimos a los trabajos de de Groot y Suttorp [13] y de van Erkelens y van Leeuwen [14]

y descomponemos el tensor de campo electromagnético F αβ en una parte que es paralela a la

cuatro-velocidad Uα y otra que es perpendicular a ella, es decir,

F αβ =
1

c2
(
F αγUγU

β − F βγUγU
α
)
+Δα

γF
γδΔβ

δ . (7.25)

Además, introduciendo los tensores Eα y Bαβ definidos por

Eα =
1

c
F αβUβ, Bαβ = −Δα

γF
γδΔβ

δ , (7.26)

podemos escribir el tensor de campo electromagnético como

F αβ =
1

c

(
EαUβ − EβUα

)
− Bαβ. (7.27)

Si consideramos un marco local de Lorentz en reposo donde (Uα) = (c,0), las ecuaciones (7.26)

implican que

(Eα) = (0,E), B0α = Bα0 = 0, Bij = −cεijkBk, (7.28)

y podemos identificar Eα con el campo eléctrico E y Bαβ con la inducción de flujo magnético B.

Debido al hecho de que F αβ es un tensor antisimétrico FαβU
αUβ = 0, se siguen de (7.26) y (7.27)

las relaciones

EαU
α = 0, BαβU

β = 0, y Bαβ = −Bβα. (7.29)
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7.4. Método de Chapman-Enskog

Dado que estamos interesados en derivar las leyes de Ohm y de Fourier para una mezcla binaria

de electrones y protones y de electrones y fotones, tenemos que hacer algunas simplificaciones a

nuestro modelo, las cuales se enumeran a continuación:

1. el cuadrivector de corriente eléctrica (7.24) para una mezcla binaria de electrones (a = e) y

protones (a = p) puede ser escrito como

Iα = −2eJα
e , (7.30)

dado que la relación entre los flujos de difusión es Jα
e = −Jα

p y que las cargas eléctricas

están dadas por qe = −e, qp = e, donde e denota la carga elemental. Por otra parte, se ana-

lizará el llamado plasma Lorentziano [15] donde las colisiones entre los electrones pueden

despreciarse en comparación con las colisiones entre los electrones y protones. Un plasma

Lorentziano debe cumplir la condición de que la masa de un constituyente sea mucho mayor

que la masa del otro constituyente. Aquí tenemos que mp/me ≈ 1836, donde me y mp deno-

tan las masas del electrón y del protón respectivamente. Además, supondremos un sistema

localmente neutral donde qene + qpnp = 0, que implica que ne = np;

2. el cuadrivector de corriente eléctrica (7.24) para una mezcla binaria de electrones (a = e) y

fotones (a = γ), se reduce a

Iα = −eJα
e , (7.31)

dado al hecho de que la carga eléctrica de los fotones es cero (qγ = 0). Además, las colisio-

nes entre electrones también se puede despreciarse en comparación con las colisiones entre

electrones y fotones, que es la dispersión de Compton;

3. los flujos de calor parciales de los protones y de los fotones son insignificantes en compara-

ción con el flujo de calor parcial de los electrones, de modo que se puede escribir a partir de

(7.21)2 que el flujo de calor de la mezcla se reduce a

qα = qαe + (he − hb)J
α
e , con b = p, γ. (7.32)

Por simplicidad vamos a adoptar la ecuación modelo de Anderson y Witting [4] para los electrones

en lugar de utilizar la ecuación de Uehling-Uhlenbeck relativista (7.10). Por lo tanto, teniendo en

cuenta las consideraciones anteriores, escribimos la evolución espacio-temporal de la función de

distribución de los electrones como

pαe
∂fe
∂xα

− e

c
F αβpeβ

∂fe
∂pαe

= −Uαpeα
c2τeb

(fe − f (0)
e ), (7.33)

donde τeb con b = p o b = γ es el tiempo libre medio entre colisiones de electrones-protones o

electrones fotones, respectivamente. En la ecuación anterior f
(0)
e es la función de distribución de

equilibrio de los electrones

f (0)
e =

2

h3

1

exp
(
− μe

kT
+ Uαpeα

kT

)
+ 1

, (7.34)
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al considerar que los electrones obedecen a la estadística de Fermi-Dirac. Arriba, T denota la

temperatura de la mezcla, μe el potencial químico de los electrones y el factor 2 se refiere al factor

de degeneración de los electrones.

Una vez que se conoce la función de distribución de equilibrio de los electrones es posible calcular

los valores de los campos en el equilibrio: la densidad del número de partículas ne, la densidad de

energía neee y la presión pe definidas por

ne =
1

c2
UαN

α
e =

1

c2
Uα c

∫
pαe f

(0)
e

d3pe
pe0

, (7.35)

neee =
1

c2
UαUβT

αβ
e =

1

c2
UαUβ c

∫
pαe p

β
e f

(0)
e

d3pe
pe0

, (7.36)

pe = −1

3
ΔαβT

αβ
e = −1

3
Δαβ c

∫
pαe p

β
e f

(0)
e

d3pe
pe0

. (7.37)

El cálculo se realiza como sigue: consideramos un sistema de Lorentz localmente en reposo donde

Uα = (c,0) de manera que la densidad numérica de partículas de los electrones (7.35) se reduce a

ne =

∫
2

h3

1

exp
(
− μe

kT
+ cpe0

kT

)
+ 1

|pe|2 sinψdχdψd|pe|, (7.38)

donde hemos introducido las coordenadas esféricas 0 ≤ ψ ≤ π, 0 ≤ χ ≤ 2π y 0 ≤ |pe| < ∞.

Ahora, cambiamos la variable de integración mediante la introducción de una nueva variable ϑ
definida a través de

|pe| = mec sinhϑ, tal que
cpe0
kT

= ζe coshϑ, (7.39)

donde ζe = mec
2/kT es el cociente entre la masa en reposo del electrón mec

2 y la energía térmica

del gas kT . Cuando ζe � 1 el gas de electrones se comporta como un gas no relativista, mientras

que ζe � 1 se comporta como un gas ultra-relativista. El cambio de variables y la integración de

(7.38) en los ángulos χ y ψ conduce a

ne = 8π
(mec

h

)3 ∫ ∞

0

sinh2 ϑ coshϑdϑ

exp(−μ�
e + ζe coshϑ) + 1

=
8π

h3
(mec)

3 J21(ζe, μ
�
e). (7.40)

En la ecuación anterior, hemos introducido el potencial químico de electrones μ�
e = μe/kT en

unidades de kT y la integral Jnm(ζe, μ
�
e) definida por

Jnm(ζe, μ
�
e) =

∫ ∞

0

sinhn ϑ coshm ϑdϑ

exp(−μ�
e + ζe coshϑ) + 1

. (7.41)

Siguiendo la misma metodología obtenemos que

neee =
8π

h3
m4

ec
5J22(ζe, μ

�
e), pe =

8π

h3
m4

ec
5J40(ζe, μ

�
e). (7.42)
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Ahora vamos a determinar a partir de (7.33) la función de distribución fuera de equilibrio de los

electrones, mediante la adopción de la metodología de Chapman-Enskog. Para ello, se busca una

solución de la forma

fe = f (0)
e + φe, (7.43)

donde la desviación de la función de distribución de equilibrio se considera que es una cantidad

pequeña, es decir, |φe| � 1. Si insertamos (7.43) en la ecuación de Boltzmann (7.33) obtenemos

pαe
∂f

(0)
e

∂xα
− e

c
F αβpeβ

∂f
(0)
e

∂pαe
− e

c
F αβpeβ

∂φe

∂pαe
= −Uαpeα

c2τeb
φe, (7.44)

donde no hemos tenido en cuenta el término ∂φe/∂x
α, ya que no es nuestro objetivo para la ob-

tención de las ecuaciones constitutivas que son funciones de las derivadas de segundo orden (las

ecuaciones Burnett). La ecuación anterior se puede escribir como

−2

h3

exp
(
− μe

kT
+ Uαpeα

kT

)[
exp
(
− μe

kT
+ Uαpeα

kT

)
+ 1
]2 { 1

c2
(pαeUα)

[
D
( μe

kT

)
+

pβeUβ

kT 2
DT

]
+
pβeUβ

kT 2
peα

[
∇αT − T

c2
DUα

]
− e

kT
peα

[
Eα − kT

e
∇α
( μe

kT

)]
−peαpeβ

kT
∇αUβ

}
=

Uγpeγ
c2τeb

[
1 +

mec

U δpeδ

(ωeτeb
B

)
Bαβpeβ

∂

∂pαe

]
φe, (7.45)

donde no consideramos el término Eα∂φe/∂p
α
e , ya que también se refiere a un término de segundo

orden. Además, en la ecuación anterior se ha introducido la frecuencia de ciclotrón de electrones

ωe = eB/me – donde B es el módulo de la inducción de flujo magnético – y los operadores

diferenciales D ≡ Uα∂α y ∇α ≡ Δαβ∂β .

En este trabajo estamos interesados en la derivación de las leyes de Fourier y de Ohm, por lo que

nos podemos limitar a las fuerzas termodinámicas que son cuatro-vectores, es decir,

∇αT ≡
[
∇αT − T

c2
DUα

]
y Eα ≡

[
Eα − kT

e
∇α
( μe

kT

)]
, (7.46)

la primera siendo una combinación de un gradiente de temperatura y una aceleración, mientras que

la segundo se refiere a una combinación de un campo eléctrico externo y un gradiente del potencial

químico de los electrones. Por lo tanto, se obtiene a partir de (C.1) que la desviación de la función

de distribución se puede escribir como

φe = Aα

{
pβeUβ

kT 2
∇αT − e

kT
Eα

}
. (7.47)

Hasta términos en (ωeτeb/B)2, el cuadrivector Aα está dado por

Aα =
−2

h3

exp
(
− μe

kT
+ Uαpeα

kT

)[
exp
(
− μe

kT
+ Uαpeα

kT

)
+ 1
]2 c2τeb

Uγpeγ

[
ηαβ − mec

U δpeδ

(ωeτeb
B

)
Bαβ

+

(
mec

U δpeδ

)2 (ωeτeb
B

)2
Bα

γB
γβ

]
peβ. (7.48)
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La ecuación (C.2) junto con (C.3) representan la desviación de la función de distribución de los

electrones como función de las fuerzas termodinámicas que son cuatro-vectores. Utilizaremos la

función de distribución (7.43) en la siguiente sección con el fin de determinar las leyes de Ohm y

de Fourier.

7.5. Las leyes de Ohm y de Fourier

La determinación del flujo difusivo Jα
e y del flujo de calor qαe de los electrones procede observando

que (7.12), (7.18) and (7.19) conducen a

hb

h
Jα
e − ne

nh
qαe = Δα

βN
β
e = Δα

β

∫
cpβe fe

d3pe
pe0

, (7.49)

hbhe

h
Jα
e +

nbhb

nh
qαe = Δα

βUγT
βγ
e = Δα

βUγ

∫
cpβep

γ
efe

d3pe
pe0

. (7.50)

Al insertar la función de distribución de los electrones (7.43) junto con (C.2) y (C.3) en (C.4) y

(C.5) y la integración de las ecuaciones resultantes, implica un sistema de ecuaciones para Jα
e y qαe

que se utiliza para determinar el flujo de calor de la mezcla de (7.32) y el cuadrivector de corriente

eléctrica (7.30) o (7.31). A partir de este sistema de ecuaciones se deducen las leyes de Fourier y

de Ohm

qα = Λαβ∇βT +ΥαβEβ, Iα = σαβEβ + Ωαβ∇βT , (7.51)

respectivvamente. Arriba Λαβ es un tensor asociado con la conductividad térmica, σαβ es el tensor

de conductividad eléctrica, mientras que los tensores Υαβ y Ωαβ están relacionados con efectos

cruzados. Podemos representar las expresiones generales de los tensores antes mencionados como

{Λαβ,Υαβ, σαβ,Ωαβ} = {a1, b1, c1, d1}ηαβ + {a2, b2, c2, d2}Bαβ

+ {a3, b3, c3, d3}BαγBβ
γ , (7.52)

donde los coeficiente escalares a1 hasta d3 son los siguientes:

1. Coeficientes asociados con Λαβ

a1 =
8πm5

ec
9τebh

3h3hbkT 2

(
J •

41 −
hb

mec2
J •

40

)
, (7.53)

a2 =
8πm5

ec
9τebh

3h3hbkT 2

(
J •

40 −
hb

mec2
J •

4−1

)(ωeτeb
cB

)
, (7.54)

a3 =
8πm5

ec
9τebh

3h3hbkT 2

(
J •

4−1 −
hb

mec2
J •

4−2

)(ωeτeb
cB

)2
. (7.55)
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2. Coeficientes asociados con Υαβ

b1 = −8πm4
ec

7τebhe

3h3hbkT

(
J •

40 −
hb

mec2
J •

4−1

)
, (7.56)

b2 = −8πm4
ec

7τebhe

3h3hbkT

(
J •

4−1 −
hb

mec2
J •

4−2

)(ωeτeb
cB

)
, (7.57)

b3 = −8πm4
ec

7τebhe

3h3hbkT

(
J •

4−2 −
hb

mec2
J •

4−3

)(ωeτeb
cB

)2
. (7.58)

3. Coeficientes asociados con σαβ

c1 =
8πm4

ec
7τebne(Z + 1)e2

3h3nhbkT

(
J •

40 +
nbhb

nemec2
J •

4−1

)
, (7.59)

c2 =
8πm4

ec
7τebne(Z + 1)e2

3h3nhbkT

(
J •

4−1 +
nbhb

nemec2
J •

4−2

)(ωeτeb
cB

)
, (7.60)

c3 =
8πm4

ec
7τebne(Z + 1)e2

3h3nhbkT

(
J •

4−2 +
nbhb

nemec2
J •

4−3

)(ωeτeb
cB

)2
. (7.61)

4. Coeficientes asociados con Ωαβ

d1 = −8πm5
ec

9τebne(Z + 1)e

3h3nhbkT 2

(
J •

41 +
nbhb

nemec2
J •

40

)
, (7.62)

d2 = −8πm5
ec

9τebne(Z + 1)e

3h3nhbkT 2

(
J •

40 +
nbhb

nemec2
J •

4−1

)(ωeτeb
cB

)
, (7.63)

d3 = −8πm5
ec

9τebne(Z + 1)e

3h3nhbkT 2

(
J •

4−1 +
nbhb

nemec2
J •

4−2

)(ωeτeb
cB

)2
. (7.64)

En las ecuaciones anteriores J •
nm representa la derivada parcial de (7.41) con respecto al potencial

químico de los electrones μ�
e = μe/(kT ) en unidades de kT . Además, se ha introducido la abrevia-

tura ζe = mec
2/(kT ) que se refiere a la relación entre la energía en reposo de los electrones mec

2

y la energía térmica de la mezcla kT . Notemos que en todas las ecuaciones anteriores se tiene que

considerar Z = 1 para las mezclas binarias de electrones y protones y Z = 0 para las mezclas

binarias de electrones y fotones.

El tensor de conductividad térmica λαβ se obtiene eliminando Eα de (C.6)1 mediante el uso de

(C.6)2 asumiendo que no hay corriente eléctrica. Por lo tanto, se obtiene una relación entre Eα y

∇αT de (C.6)2 que se puede utilizar para escribir la ley de Fourier como

qα = λαβ∇βT , where λαβ = e1η
αβ + e2B

αβ + e3B
αγBβ

γ . (7.65)

Hasta términos en [ωeτeb/(cB)]2 los coeficientes escalares e1 hasta e3 son

e1 =
a1c1 − b1d1

c1
, e2 =

a2c
2
1 − b1(c1d2 − c2d1)− b2c1d1

c21
, (7.66)

e3 =
a3c

3
1 − b1[d1(c

2
2 − c1c3)− c1c2d2]− c21(b1d3 + b3d1)− c1b2(c1d2 − c2d1)

c31
. (7.67)
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Con el fin de obtener una mejor interpretación física de los componentes de los tensores, es habitual

en la teoría de los gases ionizados descomponer las fuerzas termodinámicas ∇αT y Eα en partes

paralela, perpendicular y transversal a la inducción de flujo magnético. Para lograr este objetivo

seguimos a van Erkelens y van Leeuwen [14] e introducimosel dual B̃αβ delo tensor de inducción

de flujo magnético tensor Bαβ definido por

B̃αβ =
1

2
εαβγδBγδ. (7.68)

Uno puede verificar fácilmente a partir de (7.68) y (7.28) que en un sistema de Lorentz localmente

en reposo las únicas componentes no nulas de B̃αβ son B̃0i = cBi, dado que B̃ij = 0 y B̃00 = 0.

La descomposición deseada de las fuerzas termodinámicas en partes paralelas ∇α
‖T , Eα

‖ ; perpen-

diculares ∇α
⊥T , Eα

⊥ y transversales ∇α
t T , Eα

t es

Fα
‖ =

1(
1
2
BγδBγδ

)B̃αβB̃βγFγ, Fα
⊥ =

−1(
1
2
BγδBγδ

)BαβBβγFγ, (7.69)

Fα
t =

1(
1
2
BγδBγδ

) 1
2

BαβFβ, (7.70)

donde Fα es la abreviatura de Eα o ∇αT . En un marco localmente en reposo de Lorentz (7.69) y

(7.70) se reducen a

F0
‖ = F0

⊥ = F0
t = 0, F‖ =

1

B2
(B ·F)B, (7.71)

F⊥ =
1

B2
[(B ·F)B− (B ·B)F ], F t =

1

B
(F ×B), (7.72)

gracias a la relación
√

BγδBγδ/2 = c
√
B ·B = cB. De las ecuaciones anteriores es fácil verificar

que F‖ es paralela a la inducción de flujo magnético B, F⊥ perpendicular al mismo, mientras que

F t es perpendicular a ambos F‖ y F⊥.

Ahora, mediante el uso de la siguiente relación

(cB)2ηαβ = B̃αγB̃ β
γ − BαγB β

γ , (7.73)

las leyes de Fourier y de Ohm se pueden reescribir en términos de Fα
‖ , Fα

⊥ y Fα
t . De hecho,

si sustituimos (7.73) en la ley de Ohm (C.6)2 y la ley de Fourier (7.65)1 y hacemos uso de las

definiciones (7.69) y (7.70), se sigue que el cuadrivector de corriente eléctrica, y el flujo de calor

se pueden escribir, sin los términos de efectos cruzados, como

Iα = σ‖Eα
‖ + σ⊥Eα

⊥ + σtEα
t , qα = λ‖∇α

‖T + λ⊥∇α
⊥T + λt∇α

t T , (7.74)

respectivamente. En las ecuaciones anteriores los escalares son llamados las componentes parale-

las, perpendiculares y transversales de los tensores, y sus expresiones se denotan por{
σ‖ = c1, σ⊥ = c1 − c3(cB)2, σt = c2(cB),
λ‖ = e1, λ⊥ = e1 − e3(cB)2, λt = e2(cB).

(7.75)

De las fórmulas anteriores obtendremos los componentes paralelas, perpendiculares y transversales

de las conductividades eléctricas y térmicas para las mezclas binarias de electrones y protones y

de electrones y fotones.
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7.6. Conductividades eléctricas y térmicas

7.6.1. Electrones no-degenerados

Aquí vamos a analizar dos casos importantes, a saber: una mezcla no-relativista de protones y

electrones no degenerados y una mezcla ultra-relativista de fotones y electrones no degenerados.

Notamos que el potencial químico de los electrones en el caso no degenerado debe satisfacer la

condición de que e−μ�
e � 1.

1. Una mezcla no-relativista de electrones y protones se identifica por dos condiciones mp/me �
1 y ζe = mec

2/(kT ) � 1. En este caso los coeficientes de transporte son

σ‖ =
e2τepne

me

(
1− 5

2ζe

)
, σt =

e2τepne(ωeτep)

me

(
1− 5

ζe

)
, (7.76)

σ⊥ =
e2τepne

me

[(
1− 5

2ζe

)
− (ωeτep)

2

(
1− 15

2ζe

)]
, (7.77)

λ‖ =
5k2Tτepnen

2menp

(
1− 3

ζe

)
, λt =

5k2Tτepnen(ωeτep)

2menp

(
1− 15

2ζe

)
, (7.78)

λ⊥ =
5k2Tτepnen

2menp

[(
1− 3

ζe

)
− (ωeτep)

2

(
1− 12

ζe

)]
. (7.79)

Las primeras correcciones relativistas a los coeficientes de transporte están relacionadas con

el término 1/ζe y si fijamos nuestra atención en los términos dominantes sin las correccio-

nes relativistas, las conductividades eléctricas pueden ser escritas a partir de (7.76) y (7.77)

como:

σ‖ =
e2τepne

me

, σt = σ‖(ωeτep), σ⊥ ≈
σ‖

1 + (ωeτep)2
, (7.80)

ya que hemos considerado ωeτep � 1. Las expresiones para las conductividades eléctricas

(7.80) son bien conocidas en la teoría de los gases ionizados no degenerado y no relativista-

(véase, por ejemplo, Cap [16]) y muestran su dependencia en la inducción de flujo magnético

Ba través de la frecuencia de ciclotrón de electrones ωe. Por otra parte, las conductividades

térmicas (7.78) y (7.79) sin las correcciones relativistas se vuelven

λ‖ =
5k2Tτepnen

2menp

, λt = λ‖(ωeτep), λ⊥ ≈
λ‖

1 + (ωeτep)2
. (7.81)

Nótese que la expresión para la conductividad térmica paralela es bien conocida en la teoría

de los gases no relativistas que se desprenden de una ecuación modelo tipo BGK.

2. Una mezcla ultra-relativista de fotones y electrones no degenerados se caracteriza por la

condición ζe = mec
2/(kT ) � 1. En este caso los coeficientes de transporte se reducen a

σ‖ = σ⊥ =
e2c2τeγne(3ne + 4nγ)

12nkT
, σt =

e2c2τeγne(ne + 2nγ)(ωeτeγ)ζe
12nkT

, (7.82)
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λ‖ = λ⊥ =
4kc2τeγnen

3ne + 4nγ

, λt =
8kc2τeγnen

2(ωeτeγ)ζe
(3ne + 4nγ)2

. (7.83)

Inferimos, de estas ecuaciones, que las conductividades eléctrica y térmica, paralelas y per-

pendiculares coinciden, mientras que las conductividades eléctricas y térmicas transversales

son cantidades pequeñas, ya que son proporcionales a ζe.

7.6.2. Electrones completamente degenerados

Todas las conductividades térmicas desaparecen en el límite de electrones completamente degene-

rados, dado que este comportamiento está conectado con el resultado bien conocido de la mecánica

estadística de que la capacidad calorífica de un gas completamente degenerado desaparece. Para las

conductividades eléctricas existen tres casos importantes que deben analizarse que son: una mezcla

no-relativista de protones y electrones completamente degenerados, una mezcla ultra-relativista de

fotones y electrones completamente degenerados y una mezcla de protones no-relativistas y elec-

trones ultra-relativistas completamente degenerados. Procedemos a analizar las conductividades

eléctricas para estos casos.

1. Una mezcla no relativista de protones y electrones completamente degenerados se identifica

por ζe � 1 y pF � mec, donde pF denota el moemnto de Fermi de los electrones. Aquí

tenemos que

σ‖ =
8πe2τepp

3
F

3meh3

(
1− p2F

2m2
ec

2

)
, σt =

8πe2τepp
3
F (ωeτep)

3meh3

(
1− p2F

m2
ec

2

)
, (7.84)

σ⊥ =
8πe2τepp

3
F

3meh3

[(
1− p2F

2m2
ec

2

)
− (ωeτep)

2

(
1− 3p2F

2m2
ec

2

)]
. (7.85)

Fijemos nuestra atención en los términos dominantes de las conductividades eléctricas

σ‖ =
8πe2τepp

3
F

3meh3
, σt = σ‖(ωeτep), σ⊥ ≈

σ‖
1 + (ωeτep)2

, (7.86)

dado que el término pF/(mec
2) es una cantidad pequeña y la condición ωeτep � 1 se cumple.

Estas ecuaciones muestran la dependencia de las conductividades eléctricas en la inducción

de flujo magnético B a través de la frecuencia de ciclotrón de electrones ωe.

2. Una mezcla ultra-relativista de fotones y electrones completamente degenerados se caracte-

riza por las condiciones ζe � 1 y pF � mec, y las conductividades eléctricas para este caso

son

σ‖ = σ⊥ =
8πe2τeγc

2nep
3
F

12nkTh3

(
1 +

4kTnγ

necpF

)
, (7.87)

σt =
8πe2τeγneζec(ωeτeγ)p

2
F

12nh3

(
1 +

4kTnγ

necpF

)
. (7.88)
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Se deduce de las ecuaciones anteriores que las conductividades eléctricas paralelas y per-

pendiculares son iguales entre sí, mientras que la conductividad eléctrica transversal es una

cantidad pequeña ya que es proporcional a ζe.

3. Una mezcla de protones no-relativistas y electrones ultra-relativistas completamente dege-

nerados, también es un caso importante, ya que podría describir una estrella enana blanca.

Aquí las condiciones que se satisfacen son mp/me � 1 y pF � mec y las conductividades

eléctricas se escriben como

σ‖ = σ⊥ =
8πe2τepcp

2
F

3h3

(
1− m2

ec
2

2p2F

)
, σt =

8πe2τepζekT (ωeτep)pF
3h3

, (7.89)

mostrando que las conductividades paralelas y perpendiculares coinciden y que la conducti-

vidad transversal es una cantidad pequeña, ya que es proporcional a ζe � 1.

Anexo: Integrales J •
nm

1. Caso no-degenerado

En este caso e−μ�
e � 1 de modo que las integrales Jnm se reducen a

Jnm(ζe, μ
�
e) =

∫ ∞

0

e−ζe coshϑ+μ�
e sinhn ϑ coshm ϑdϑ, (7.90)

y las integrales J •
nm(ζe, μ

�
e) ≡ J•

nm pueden expresarse en términos de funciones de Bes-

sel modificadas de segunda especie Kn(ζe) ≡ Kn y sus integrales Kin(ζe) ≡Kin (véase

Abramowitz y Stegun [17] páginas 376 y 483) de la siguiente manera:

J •
41 =

eμ
�
e

2ζe
(K4 −K2), J •

40 =
3eμ

�
e

4ζe
(K3 −K1), J •

4−1 =
eμ

�
e

ζe
(K2 −Ki2), (7.91)

J •
4−2 =

eμ
�
e

ζe
(K1 +Ki1 −Ki3), J •

4−3 =
3eμ

�
e

ζe
(Ki2 −Ki4). (7.92)

Además, el potencial químico de los electrones está dado por

eμ
�
e =

neh
3

8πm2
eckTK2

. (7.93)

2. Caso completamente degenerado

Las integrales Jnm en este caso se reducen a

Jnm =

∫ ϑF

0

sinhn ϑ coshm ϑdϑ, with ϑF = arcosh

√
1 +

(
pF
mec

)2

, (7.94)
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donde pF es el momento de Fermi momentum de los electrones. Las integrales J •
nm son

J •
41 =

1

ζe

(
pF
mec

)3
√

1 +

(
pF
mec

)2

, J •
4−1=

(
pF
mec

)3
ζe

√
1 +
(

pF
mec

)2 , (7.95)

J •
40 =

1

ζe

(
pF
mec

)3

, J •
4−2=

(
pF
mec

)3
ζe

[
1 +
(

pF
mec

)2] , J •
4−3=

(
pF
mec

)3
ζe

[
1 +
(

pF
mec

)2] 3
2

. (7.96)
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Conducción de calor en fluidos auto–gravitantes
relativistas
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Resumen

Consideramos la evolución dinámica, no perturbativa, de fluidos auto–gravitantes y conductores de

calor en el marco de la Teoría de la Relatividad General. Logramos una descripción hidrodinámica

completa y elegante de dichos fluidos mediante el formalismo “1+3”, que reduce las ecuaciones de

campo de Einstein a un sistema de primer orden de ecuaciones de evolución y vínculos transversos

sobre variables hidrodinámicas covariantes relacionadas a la 4–velocidad. Aplicamos este formalis-

mo al caso del gas ideal con simetría esférica, logrando un sistema de ecuaciones cuya intrgración

no requiere métodos numéricos sofisticados. Suponiendo condiciones cercanas al equlibrio térmico,

exploramos las consecuencias dinámicas de utilizar varias ecuaciones constitutivas sugeridas en la

literatura para el flujo de calor. Los resultados obtenidos son fácilmente generalizables y aplicables

a cualquier sistema térmico.
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8.1. Introducción

Todo sistema térmico auto–gravitante y relativista es estríctamente una fuente de campo de la

teoría de la Relatividad General. El estudio de la dinámica de estos sistemas (i.e. la hidrodinámica)

consiste en resolver las ecuaciones de campo de dicha teoría (las ecuaciones de Einstein), acopladas

a las leyes de balance y conservación de una teoría termodinámica fenomenológica o de la Teoría

Cinética Relativista. Si el sistema térmico evoluciona mediante procesos irreversibles asociados a

la conducción de calor y/o a la viscosidad, es necesario acoplar las ecuaciones de Einstein a una

teoría termodinámica que específicamente describa estados fuera del equilibrio térmico (así sea

cercanos a éste, ver [1]). Para mayor detalle sobre el estudio de sistemas térmicos disipativos en

Relatividad General, se recomienda al lector consultar la abundante literatura existente sobre el

formalismo general [2, 3]. En particular, las referencias [4, 5] proporcionan reseñas extensas del

tema.

Las ecuaciones de Einstein son un sistema muy complicado de ecuaciones diferenciales parcia-

les, no–lineales, de segundo orden en las funciones métricas (potenciales gravitacionales). Aunque

existen soluciones analíticas compatibles con sistemas térmicos disipativos (ver reseña en [6]), és-

tas suelen corresponder a condiciones excesivamente idealizadas (que podrían ser afísicas), como

por ejemplo, suponer que sólo actúa un efecto disipativo y una cinemática restringida: conducción

de calor sin viscosidad y 4–velocidad sin corte (shear–free) [7, 8, 9, 10] o viscosidad sin conduc-

ción de calor y 4–velocidad sin 4–aceleración [11, 12, 13, 14, 15, 16]. Aunque estos trabajos han

logrado resultados interesantes, es razonable suponer que el estudio de fluidos en condiciones fí-

sicas más realistas necesariamente requiere utilizar métodos numéricos, cuya aplicación requiere

a su vez la conversión de las ecuaciones de Einstein en un sistema de ecuaciones de evolución

y vínculos de primer orden. Sin embargo, los formalismos numéricos de primer orden más so-

corridos (como por ejemplo el método ADM) están basados en foliaciones o descomposiciones

del espacio–tiempo en “espacios” 3–dimensionales (hipersuperficies tipo–espacio o “spacelike”)

evolucionando en un “tiempo” dado por una dirección tipo–tiempo (“timelike”). En general, es-

tas decomposiciones no son únicas y no son covariantes (i.e. no pueden ser definidas en forma

independiente de la elección de coordenadas).

El formalismo 1+3, derivado inicialmente por Ehlers [17], y extendido y aplicado por Ellis, Bruni,

Dunsby y van Elst [18, 19] (ver reseñas en [20, 21]), transforma las ecuaciones de Einstein en un

sistema de ecuaciones de evolución y vínculos de primer orden, pero en forma covariante, ya que

describe la evolución de objetos tensoriales asociados a un campo vectorial de 4–velocidades ua y

al tensor de momento–energía T ab. Al proceder de esta manera, no es necesario descomponer al

espacio–tiempo en “tiempo” y “espacio” a través de las coordenadas, ya que el vector ua determina

(en total independencia de la elección de coordenadas) la dirección tipo–tiempo de la evolución,

definiendo como tiempo universal al tiempo propio que parametriza a las curvas integrales de ua.

Las tres direcciones espaciales quedan determinadas como direcciones ortogonales a ua en forma

covariante a través de un operador tensorial, hab, que proyecta a todo tensor en estas direcciones.

Este formalismo es particularmente útil para formular las ecuaciones hidrodinámicas asociados a

sistemas térmicos, ya que las cantidades tensoriales que involucra tienen una interprtación cine-

mática y física inmediata, y su evolución sucede en un marco comóvil con una 4–velocidad, ua,
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8.2. Termodinámica de fluidos relativistas conductores de calor

que puede ser indentificada con la velocidad hidrodinámica macroscópica asociada a velocidades

microscópicas carcaterísticas de los sistemas térmicos.

Curiosamente, el formalismo 1+3 sólo ha sido utilizado en la literatura (ver reseñas en [20, 21])

para estudiar sistemas hidrodinámicos en el contexto cosmológico y perturbativo, sobre un “back-

ground” dado por el modelo cosmológico homogeneo Friedman–Lemaître–Robertson–Walker (FLRW).

En el presente artículo consideramos su aplicación no–perturbativa a sistemas térmicos con con-

ducción de calor pero sin viscosidad, lo cual es una situación idealizada (pero no afísica) que

simplica considerablemente el tratamiento matemático. Para simplificar aún más el estudio de flui-

dos relativistas auto–gravitantes con conducción de calor, supondremos que éstos son fuentes con

simetría esférica, por lo que las ecuaciones de evolución y vínculos entre tensores del sistema 1+3

se reducen a ecuaciones diferenciales entre escalares covariantes.

El estudio termodinámico de sistemas relativistas disipativos fuera de equilibrio es un tema aún

abierto a desarrollo teórico. Aunque se ha logrado derivar ecuaciones constitutivas para los flujos

disipativos que cumplen con requisitos de causalidad de señales térmicas y estabilidad de solucio-

nes, estas ecuaciones se han obtenido asumiendo una corriente de entropía construida en forma

empírica añadiendo términos de mayor orden (segundo, tercero, etc) en los flujos disipativos (la

teoría a primer orden lleva a las ecuaciones constitutivas de Eckart que violan la causalidad). Entre

las tareas aún pendientes están el lograr una mejor verificación experimental y observacional de las

predicciones de estas ecuaciones constitutivas en laboratrios “en tierra” y en sistemas astrofísicos,

así como su justificación a partir de primeros principios a través de la Teoría Cinética Relativista

y la Mecánica Estadística (se sugiere ver el enfoque crítico presentado en [5, 10]).

En el presente artículo consideramos la ecuación constitutiva de segundo orden para el flujo de

calor (la ecuación constitutiva de la Termodinámica Irreversible Extendida [1] o de Israel–Stewart

[2, 3, 4, 5]). También examinamos la ecuación constitutiva de Maxwell–Cattaneo que surge al

truncar la ecuacion completa a segundo orden. Al acoplar dichas ecuaciones constitutivas (cuya

estructura es de ecuaciones de evolución) al sistema 1+3 (equivalente a las ecuaciones de Einstein)

podemos examinar las condiciones en las cuales la ecuación truncada es una buena aproximación.

Asimismo, obtenemos sistemas de ecuaciones de evolución auto–consistentes y completos para

variables hidrodinámicas y cinemáticas covariantes, cuya integración no requiere métodos numéri-

cos sofisticados. Por otra parte, el acomplamiento de las ecuaciones dinámicas 1+3 con ecuaciones

constitutivas dadas como vínculos (la de Eckart [?, 3, 4] y otras propuestas en la literatura [22])

conduce a sistemas mucho mas complicados y difíciles de integrar, lo cual es consistente con el

hecho de que estas ecuaciones constitutivas sólo son válidas en condiciones de límite de campo

débil (tanto cuasi–newtonianas como relativistas).

8.2. Termodinámica de fluidos relativistas conductores de ca-
lor

Un sistema térmico auto–gravitante que conduce calor y cuya viscosidad es despreciable es des-

crito por los siguientes tensores métrico y de momento–energía de un fluido “imperfecto” en un

147



8.2. Termodinámica de fluidos relativistas conductores de calor

marco comóvil: [4, 20]

ds2 = −N2(dx0)2 + 2g0i dx
0dxi + gijdx

idxj, (8.1)

T ab = μuaub + p hab + 2q(aub), (8.2)

ua = N−1 δa0 , hab = uaub + gab, (8.3)

donde x0 = ct, xi = x1, x2, x3, μ, p son la densidad de materia–energía y la presión de equilibrio

y qa es el vector de conducción de calor (los paréntesis (a,b) en (8.2) denotan simetrización en los

índices a, b). El tensor (8.2) debe satisfacer las ecuación de balance ∇bT
ab = 0, donde ∇a es la

derivada covariante. Si suponemos vorticidad nula (∇aub = ∇bua), la proyección en direcciones

paralela y ortogonal a ua de la ley de balance toma la forma:

ua∇bT
ab = 0 ⇒ μ̇+ (p+ μ)θ + ∇̃aq

a + 2u̇aq
a = 0, (8.4)

hca∇bT
ab = 0 ⇒ hb

cq̇b + σcbq
b + ∇̃cp+ (μ+ p)u̇c = 0, (8.5)

donde μ̇ = ua∇aμ es la derivada convectiva y ∇̃c = hb
c∇b es el gradiente espacial, mientras que

los parámetros cinemáticos θ (expansion), u̇a (4–aceleración) y σab (corte o sisayadura o “shear”)

están definidos por:

θ = ∇au
a, u̇a = ub∇bua, σab = ∇(aub) − u̇aub −

θ

3
hab. (8.6)

Supondremos además que el fluido satisface la ecuación de Gibbs, la ley de balance de entropía y

de conservación del número de partículas:

T dS = d
(μ
n

)
+ p d

(
1

n

)
, (8.7)

∇an
a = 0, na = nua, ⇒ ṅ+ nθ = 0, (8.8)

∇aS
a ≥ 0, Sa = S nua +

Xa

T
, (8.9)

donde n, S, T son la densidad del numero de partículas, la entropía por partícula y la temperatura

de equilibrio, mientras que Xa es un vector que se anula en condiciones de equilibrio térmico, por

lo que debe estar formado por combinaciones algebraicas de qa y ua tal que se cumpla Ṡ ≥ 0 (su

forma específica será discutida más adelante).

Las evolución dinámica del sistema térmico en cuestión se obtiene mediante la solución de las

ecuaciones de campo de Einstein Gab = κT ab (con κ = 8πG/c4) para la fuente (8.2), acopladas

con las ecuaciones de balance (8.7)–(8.9) y con las condiciones de integrabilidad dadas por (8.4)–

(8.5). Sin embargo, el sistema formado por las ecuaciones de Einstein más las ecuaciones (8.7)–

(8.9) está incompleto, ya que es necesario asumir una ecuación de estado entre las variables de

equilibrio que sea aplicable al sistema térmico a estudiar, así como una ecuación constitutiva para

qa.
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8.3. Ecuaciones constitutivas.

La ecuación constitutiva (o de transporte) del flujo de calor qa debe relacionar a éste con las va-

riables de estado térmicas y cinemáticas. En un contexto relativista, dicha ecuación debería ser

derivada (idealmente) mediante la Teoría Cinética Relativista, sin embargo, es más sencillo seguir

un enfoque fenomenológico basado en suponer una forma empírica del término Xa en la corriente

de entropía (8.9), sustitutir ésta en las ecuaciones de balance (8.7)–(8.9) y exigir que se cumpla

(8.9), para al último utilizar la Teoría Cinética para obtener la forma funcional de los coeficientes

fenomenológicos que resultan (ver detalle en [1, 2, 3, 4, 5]).

La hipótesis más sencilla con respecto a Xa es considerar a este término como una función lineal

Xa = qa, lo cual conduce (a través de (8.4)–(8.9)) a la ecuación constitutiva para el flujo de calor

que fue derivada por Eckart en 1940:

qa = −λ
[
∇̃aT + T u̇a

]
, (8.10)

donde λ = λ(n, T ) es el coeficiente de conducción calorífica, el cual es una cantidad fenome-

nológica característica de cada sistema térmico y debe ser determinado por la Teoría Cinética. La

ecuación constitutiva de Eckart es una generalización relativista de la “ley de Fourier” (qa ∝ ∇̃aT ),

a la que añade el término u̇a que se puede identificar con la “inercia del calor” de la ley de Tolman

[3, 4], la cual proporciona la 4–aceleración necesaria para que un sistema térmico inhomogéneo

esté en equlibrio termodinámico (y por lo tanto, no esté en caída libre). Sin embargo, (8.10) es un

vínculo algebráico para qa, no una ley de evolución de las señales térmicas asociadas con qa. Por

lo tanto, adolece del mismo problema de causalidad que la ley de Fourier: predice una velocidad

infinita para estas señales ([2, 3]).

Para remediar el problema de causalidad consideramos una corriente de entropía Sa en (8.9) que

contenga términos de hasta segundo orden en las variables disipativas (qa en nuestro caso), lo cual

lleva a la forma

Xa = qa +
δ(qbq

b) ua

2
, (8.11)

donde δ es un coeficiente fenomenológico. Tomando en cuenta (8.4)–(8.9), esta suposición empí-

rica conduce para fluidos sin viscosidad (ver detalles en [4, 5]) a la siguiente ley de evoluciíon de

la entropía por partícula:

nT Ṡ = μ̇+ (μ+ p)θ = −∇aq
a − 2u̇a q

a, (8.12)

y a la ecuación constitutiva de Israel–Stewart (o de la Termodinámica Irreversible Extendida):

cτhb
a q̇b + qa + λ

(
∇̃aT + T u̇a

)
+ λT 2

[
∇̃b

( cτ

2λT 2
ub
)]

qa = 0, (8.13)

donde τ es un tiempo de relajación, el cual indica la escala de tiempo en la que un sistema térmico

alcanza el equilibrio cuando cesan las señales disipativas. La ecuación de Eckart (8.10) surge como

el caso particular τ = 0, en la que el sistema recobra el equilibrio instantáneamente. A menudo
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en la literatura se considera la ecuación constitutiva de Maxwell–Cataneo que resulta de truncar

(8.13) al eliminar el último término en paréntesis en el lado izquierdo:

cτhb
a q̇b + qa + λ

(
∇̃aT + T u̇a

)
= 0. (8.14)

Hay condiciones específicas en las que la ecuación truncada (8.14) es una buena aproximación

a la ecuación general (8.13), por ejemplo, como se muestra en [4, 15, 16] si τH � 1 para la

viscosidad volumétrica y de corte (shear) en el contexto cosmológico (H = θ/3 es el factor de

expansion Hubble). Por otra parte, la ecuación de Eckart es una buena aproximación en condiciones

cuasi–newtonianas, en las que τ es mucho menor que los tiempos macroscópicos característicos

y las derivadas temporales son despreciables en comparación con gradientes espaciales, es decir:

Δτ/Δt � 1 y τ q̇ ≈ ΔτΔq/Δt � ∇T .

8.4. Espacio–tiempos con simetría esférica

El estudio dinámico de fuentes dadas por (8.2) se simplifica considerablemente si asumimos si-

metría esférica. En este caso la métrica, la 4–velocidad y el tensor de proyección vienen dados

por:

ds2 = −N2c2dt2 +B2dr2 + Y 2 (dϑ2 + sin2 ϑ dφ2), (8.15)

ua = N−1 δa0 , hab = uaub + gab = gijδ
i
aδ

j
b , i, j = r, ϑ, φ, (8.16)

donde N, B, Y (y todos los escalares y componentes de tensores propios) dependen de (t, r). El

vector de conducción de calor es

qa = Qδra, Q = Q(t, r). (8.17)

mientras que los parámetros cinemáticos asociados a la 4–velocidad en (8.6) toman la forma:

θ =
Ḃ

B
+

2Ẏ

Y
, (8.18)

u̇a = Aδra, A =
N ′

N
, (8.19)

σb
a = Σ eba, Σ = −1

3

(
Ḃ

B
− Ẏ

Y

)
, (8.20)

donde eba = 3hb
a − eae

b, siendo ea = B−1δar un vector unitario ortogonal a ua. Para todo escalar Φ
tenemos

Φ̇ = uaΦ,a =
Φ,0

N
=

1

N

∂Φ

c∂t
, (8.21)

∇̃aΦ = Φ′ δra = Φ,r δ
r
a =

∂φ

∂r
δra, (8.22)

150



8.5. Ecuaciones de evolución del formalismo “1+3”

que son, respectivamente, la derivada convectiva y su transversa o gradiente espacial (radial) con

respecto a ua. Otras cantidades importantes son el tensor eléctrico de Weyl: Eab = ucudCacbd,

donde Cabcd es el tensor de Weyl, y un escalar invariante de la simetría esférica [23]: la función

de masa–energía M = (Y/2)Rϑφ
ϑφ, donde Rab

ab es tensor de Riemann. Para la métrica (8.15) estas

variables son

Eb
a = E eba, (8.23)

M =
Y

2

[
Ẏ 2 − Y ′2

B2
+ 1

]
, (8.24)

donde E es una función complicada de N, B, Y y sus derivadas, la cual puede ser expresada en

forma compacta en términos de M y μ como

E =
M

Y 3
− κ

6
μ, (8.25)

En el enfoque tradicional, ya sea por métodos analíticos o numéricos, se resuelve las ecuaciones

de campo de Einstein Gab = κTab, acopladas a (8.7)–(8.9), para la fuente (8.2) y la métrica (8.15)–

(8.16) y habiendo asumido ecuaciones de estado y constitutivas dadas. Conociendo las funciones

métricas se calcula y obtiene todas las cantidades físicas (dinámicas y termodinámicas), cinemáti-

cas y geométricas descritas anteriormente. Sin embargo, éste no es el método más recomendable

para sistemas hidrodinámicos.

8.5. Ecuaciones de evolución del formalismo “1+3”

El formalismo “1+3” [17, 18, 19, 20, 21] lleva a un sistema auto–consistente de ecuaciones de

evolución y vínculos para μ, p, qa, θ, u̇a, σab, Eab que son cantidades tensoriales (por lo tanto

covariantes) asociadas al tensor de momento–energía T ab y la 4–velocidad ua de un fluido en el

marco comóvil. Dichas ecuaciones y vínculos son completamente equivalentes al sistema formado

por las ecuaciones de Einstein y las leyes de balance y conservación. Para un fluido conductor de

calor descrito por la fuente (8.2) obtenemos las siguientes ecuaciones de evolución

θ̇ = −θ2

3
− κ

2
(μ+ 3p) + ∇̃au̇

a + u̇au
a, (8.26)

μ̇ = −(μ+ p)θ − ∇̃aq
a − 2u̇aq

a, (8.27)

σ̇〈ab〉 = −2

3
θσab + u̇〈au̇b〉 + ∇̃〈au̇b〉 − σc

〈aσb〉c − Eab, (8.28)

hb
aq̇b = −4

3
θqa − σabq

b − ∇̃ap− (μ+ p)u̇a, (8.29)

Ė〈ab〉 = −θE − κ

2

[
(μ+ p)σab − ∇̃〈aqb〉

]
+ 3σc

〈aEb〉c − u̇〈aqb〉, (8.30)
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junto con los vínculos:

∇̃bσ
b
a =

2

3
∇̃aθ −

κ

2
qa, (8.31)

∇̃bE
b
a =

κ

6

[
∇̃aμ− θqa + 3σabq

b
]
, (8.32)

donde hemos supuesto que la vorticidad es nula (i.e. ∇̃aub = ∇̃bua) y los índices 〈ab〉 denotan

simetrización y sustracción de la traza.

Tomando en cuenta que en espacio–tiempos con simetría esférica todos los vectores y tensores

propios definidos en la sección anterior (u̇a, qa, σab, Eab) están unívocamente determinados por

los escalares covariantes A, Q, Σ, E , el formalismo 1+3 aplicado a fuentes (8.2) con simetría

esférica se reduce a un sistema de ecuaciones escalares de derivadas temporales y radiales para los

siguientes escalares:

μ, p, Q, θ, A, Σ, M, (8.33)

donde hemos usado (8.25) para reemplazar E por M (el efecto de esto es reemplazar una ecuaicón

de evolución por dos vínculos). El sistema 1+3 (8.26)–(8.32) se reduce a las siguientes ecuaciones

de evolución:

θ̇ = −θ2

3
− κ

2
(μ+ 3p)− 6Σ2 +

1

B2

[
A

(
2Y ′

Y
− B′

B

)
+ A′ + A2

]
, (8.34)

μ̇ = −(μ+ p) θ +
Q

B2

(
B′

B
+

2Y ′

Y
+

Q′

Q
+ 2A

)
, (8.35)

Q̇ = = −θ Q− p′ − (μ+ p)A, (8.36)

Σ̇ = −2

3
θΣ + Σ2 − M

Y 3
+

κ

6
μ+

1

3B2

[
A

(
B′

B
+

Y ′

Y

)
− A′ − A2

]
,

(8.37)

Ẏ = Y

(
θ

3
+ Σ

)
, (8.38)

Ḃ = B

(
θ

3
− 2Σ

)
, (8.39)

sujetas a los siguientes vínculos:

Σ′ = −3Σ
Y ′

Y
− θ′

3
+

κ

2
Q = 0, (8.40)

M =
Y

2

[
Y 2

(
θ

3
+ Σ

)2

+ 1− Y ′2

B2

]
, (8.41)

M ′ =
κ

2
μY 2Y ′ +

κ

6
Q (θ + 3Σ) Y 3, (8.42)

N ′ = N A, (8.43)

Nótese que (8.25) permite eliminar E por M en toda ecuación, además, obtenemos ecuaciones

específicas a la simetría esférica y que no aparecen en el sistema (8.26)–(8.32): el vínculo (8.43)
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surge de la definición (B.57) y permite determinar la función métrica N que aparece en las de-

rivadas convectivas (8.21) en los lados izquierdos de las ecuaciones de evolución, también, fue

necesario utilizar (8.18) y (8.20) para obtener las ecuaciones de evolución (8.38)–(8.39) para po-

der obtener las funciones métricas B, Y , las cuales aparecen en (8.34), (8.35), (8.37) y en los

vínculos (8.40) y (8.41).

8.6. El gas ideal monatómico no–relativista

Para aplicar las ecuaciones 1+3 de la sección anterior a un sistema térmico específico, considera-

mos al gas ideal monatómico no–relativista de partículas de masa m caracterizado por la siguiente

ecuación de estado

μ = mc2n+
3

2
nkT, p = nkT, (8.44)

donde k es la constante de Boltzmann. Si asumimos la conservación del número de partículas,

n definido arriba satisface la ley de evolución dada por (8.8), por lo que la ecuación de evolu-

ción (8.35) para μ se desdobla dos ecuaciones de evolución, para n y para T . Las ecuaciones de

evolucion (8.34)–(8.39) son ahora:

Ḣ = −H2 − κρ

6

(
1 +

9

2
β

)
− 2Σ2 +

1

3B2

[
A

(
2Y ′

Y
− B′

B

)
+ A′ + A2

]
, (8.45)

ρ̇ = −3H ρ, (8.46)

β̇ = −2H β +
2 ε

3B2

(
B′

B
+

2Y ′

Y
+

Q′

Q
+ 2A

)
, (8.47)

ε̇ = −β

(
ρ′

ρ
+

β′

β

)
−
(
1 +

5

2
β

)
A, (8.48)

Σ̇ = −2H Σ + Σ2 − M

Y 3
+

κρ

6

(
1 +

3

2
β

)
+

1

3B2

[
A

(
B′

B
+

Y ′

Y

)
− A′ − A2

]
,

(8.49)

Ẏ = Y (H + Σ) , (8.50)

Ḃ = B (H − 2Σ) , (8.51)

mientras que los vínculos (8.40)–(8.43) toman la forma

Σ′ = −3Σ
Y ′

Y
−H ′ +

κ

2
Q = 0, (8.52)

M =
Y

2

[
Y 2 (H + Σ)2 + 1− Y ′2

B2

]
, (8.53)

M ′ =
κ

2
ρ

(
1 +

3

2
β

)
Y 2Y ′ +

κ

2
ρ ε (H + Σ) Y 3, (8.54)

N ′ = N A, (8.55)
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donde hemos introducido las siguientes variables

ρ = mc2n, β =
kT

mc2
, H =

θ

3
, ε =

Q

mc2n
=

Q

ρ
. (8.56)

Este sistema es aún incompleto, ya que no ofrece una expresión (ecuación de evolución o vínculo)

para determinar al escalar de la 4–aceleración A. Sin embargo, aún falta considerar la ecuación

constitutiva para qa.

8.7. Ecuaciones constitutivas causales

La ecuación de transporte “completa” a segundo orden en Sa dada por (8.13) se reduce para

espacio–tiempos con simetría esférica a la siguiente ecuación de evolución para el escalar Q:

Q̇ = −Q

(
θ

3
− 2Σ

)
− λ

τ
(T ′ + TA)− Q

τ
(1 + Ψ) = 0, (8.57)

donde Ψ es el último término del lado izquierdo de (8.13) (de modo que Ψ = 0 conduce a la

ecuación trunucada (8.14)):

Ψ =
1

2

[
τ̇ + τ

(
θ − λ̇

λ
− 2Ṫ

T

)]
. (8.58)

En términos de las variables (8.56), las ecuaciones (8.59) y (8.58) toman la forma

ε̇ = 2(H − Σ) ε− 5

2
β(β′ + βA)− ε

τ
(1 + Ψ), (8.59)

Ψ = τ

[
6H − ε

B2

(
B′

B
+

2Y ′

Y
+

ε′

ε
+

ρ′

ρ
+ 2A

)]
, (8.60)

donde hemos utilizado la expresión que resulta de la Teoría Cinética para el coeficiente de conduc-

ción calorífica del gas idea no–relativista [4]

λ =
5 k

2mc2
ρ β τ. (8.61)

y sustituimos (8.44) y las ecuaciones de evolución (8.46)-(8.47) en (8.58). Como el lado izquierdo

de (8.59) es idéntico al lado izquierdo de (8.48) (la ecuación de evolución del sistema 1+3 para

el escalar ε = Q/ρ), al igualar los lados derechos de ambas ecuaciones obtenemos el siguiente

vínculo:

A

[
1 +

5β

2
(1− β) +

ε2

βB2

]
+ ε

[
2

(
Σ− 2θ

3

)
− 1

τ

]
+ β

[
ln
(
ρβe−5β/2

)]′
+

ε2

βB2

[
ln
(
BY 2ερ

)]′
+

5

2
ββ′ = 0, (8.62)
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el cual define a A en términos de las variables térmicas (ρ, β, ε), cinemáticas (H, Σ), métricas

(B, Y ) y sus gradentes radiales (pero que no contiene derivadas convectivas temporales). El víncu-

lo (8.62) nos permite eliminar a una de las ecuaciones (8.48) o (8.59). Como (8.48) es más sencilla

que (8.59), podemos considerarla como la ecuación de evolución de ε (i.e. Q), en la cual A propor-

ciona (a través de (8.62)) toda la información física contenida en la ecuación constitutiva (8.59).

Sustituyendo Ψ = 0 en (8.59) obtenemos la ecuación truncada de Maxwell–Cattaneo (8.14) para

espacio–tiempos esféricamente simétricos:

ε̇ = 2(H − Σ) ε− 5

2
β(β′ + βA)− ε

τ
. (8.63)

Si procedemos como lo hicimos anteriormente con la ecuación completa, igualando el lado derecho

de (8.63) con el lado derecho de (8.48), obtenemos una expresión análoga a (8.62):

A

[
1 +

5β

2
(1− β)

]
+ ε

[
2

(
θ

3
+ Σ

)
− 1

τ

]
+ β [ln(ρβ)]′ +

5

2
ββ′ = 0, (8.64)

la cual conduce también a un vínulo para definir A como función de variables térmicas (ρ, β, ε)
y cinemáticas (H, Σ) y sus gradientes. Evidéntemente, (8.64) es mucho menos complicado que

(8.62), ya que no depende las variables métricas. Al igual que con la ecuación completa, podemos

considerar a (8.48) como la ecuación de evolución para ε, en la cual A sustitutida al resolver (8.64)

confiere la información física contenida en (8.63).

Ya sea que utilicemos la ecuación constitutiva completa (8.59) o la truncada (8.63), sólo faltaría

obtener o sugerir una forma funcional para el tiempo de relajación τ para que el sistema 1+3 quede

completamente determinado. Este punto será tratado más adelante.

8.8. Ecuación completa vs ecuación truncada

El gas ideal no–relativista que hemos considerado es simplemente el gas ideal relativista asociado

a la distribución de Jüttner [4, 5] en el régimen dado por la aproximación

β � 1, (8.65)

la cual es válida 1 en prácticamente cualquier contexto astrofísico en el que pueda ser aplicada la

ecuación de estado (8.44): por ejemplo, para una masa nucleónica m ∼ 10−24 gm, y tomando en

cuenta que k = 1,38 × 10−16ergs/K, sería necesaria una temperatura de T ∼ 1013 K para que

β ∼ 1. Incluso en temperaturas de interiores estelares T ∼ 108 K tenemos β ∼ 10−5.

Tomando en cuenta que (8.65) implica e−5β/2 ≈ 1 y que nos permite despreciar los términos

cuadráticos β2, los vínculos (8.62) y (8.64) toman las siguientes formas

A

[
1 +

5β

2
+

ε2

βB2

]
+ ε

[
2 (Σ− 2H)− 1

τ

]
+ β [ln (ρβ)]′ +

ε2

βB2

[
ln
(
BY 2Q

)]′
+

5

2
ββ′ = 0,

1Sin embargo, la condición (8.65) no implica que los gradientes de temperatura β′ sean cantidades pequeñas.
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(8.66)

A

[
1 +

5β

2

]
+ ε

[
2 (H + Σ)− 1

τ

]
+ β [ln(ρβ)]′ +

5

2
ββ′ = 0 (8.67)

las cuales básicamente difieren por la presencia en (8.66) de los términos que contienen al coefi-

ciente cuadrático ε2/β, que debe ser una cantidad pequeña, pese a que (8.65) implica 1/β � 1.

Aunque la magnitud de ε2/β en comparación con β depende de que tan cercana sea al estado de

equilibrio la evolución del gas, las condiciones de procesos disipativos cercanos al equilibrio tér-

mico implican necesariamente que Q/ρ = ε � 1 y Q/p � 1, por lo que ε2/β = (Q/ρ)(Q/p) � 1
se debe cumplir. Sin embargo, la presencia de estos términos cuadráticos claramente indica que la

ecuación constitutiva completa (8.59) es mucho más sensible a las desviaciones del equilibrio, por

lo que su rango de aplicabilidad debe se mucho más amplio: mientras que estos términos cuadrá-

ticos deben ser absolutamente despreciables muy cerca del equilibrio, en estados menos próximos

al mismo podrían ser importantes aunque sean pequeños.

Mientras que la ecuación constitutiva completa se deriva rigurosamente al asumir una forma cua-

drática covariante en Sa, la ecuación truncada de Maxwell–Cattaneo se obtiene “a mano” como

una simplificación ad hoc, por lo que (como vimos anteriormente) debe tener menor versatibilidad.

Las condiciones en las que la ecuación truncada (8.63) es una buena aproximación a la ecuación

completa (8.59) son descritas (comparando ambas ecuaciones) por

Ψ � 1. (8.68)

las cuales, tomando en cuenta (8.60), se traducen en el cumplimento de las siguientes dos condi-

ciones:

(a): τ � 1

H
y (b): ε � 1. (8.69)

Como mencionamos anteriormente, la condición (b) indica proximidad al equilibrio térmico, la

cual es una condición usual en la Termodinámica relativista de procesos irreversibles. Sin embargo,

la condición (b) es menos general, ya que implica que el tiempo de relajación de la señal disipativa

sea mucho menor que el tiempo caracaterístico de la expansión del gas (∼ 1/H).

Tomando en cuenta que (a) en (8.69) también implica Σ � 1/τ , si las dos condiciones (8.69) se

cumplen, ambas ecuaciones constitutivas (8.59) y (8.63) toman la misma forma,

ε̇ = − ε

τ
− 5

2
β (β′ + β A), (8.70)

por lo que sus correspondientes vínulos (8.66) y (8.67) también coinciden en una sola expresión:

A

[
1 +

5β

2

]
− ε

τ
+ β [ln (ρβ)]′ +

5

2
ββ′ = 0. (8.71)

la cual proporciona el vínculo que determina A en el sistema 1+3 bajo condiciones compatibles

con (8.68).
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Es evidente que las condiciones (8.69) se cumplen (por lo que la ecuación truncada es válida) para

un gas en evolución cercana al equilibrio y cuasi–newtoniana, ya que para un elemento de volumen

V ∼ �3 tenemos Δ�/Δt � c, lo que conduce a

HΔτ ≈ Δ�

�c

Δτ

Δt
� 1, (8.72)

por lo que la condición (a) de (8.69) es válida para gases ideales en condiciones ambientales en

los que el flujo de calor se da en forma estríctamente hidrodinámica através de las colisiones de

las partículas, lo cual justifica suponer que (al menos cualitativamente) Δτ es comparable a los

tiempos de recorrido libre de éstas (que es muy breve en comparación con el tiempo caracterís-

tico de evolución Δt). El mismo criterio se puede aplicar a gases ideales en sistemas astrofísicos

no–relativistas, tales como gases interestelar e intergaláctico, así como en varios sistemas en un

contexto cosmológico (incluso relativistas).

En un contexto cosmológico (más o menos equivalente a un laboratorio en expansión) existen

situaciones específicas (en condiciones relativistas) en las que el flujo de calor también se da a

través de colisiones caracterizadas por tiempos de colisión menores que el tiempo característico de

expansion cósmica (inverso del factor de Hubble) que es proporcional a 1/H = 3/θ, por lo que las

condiciones (8.69) se cumplen.

Sin embargo, el punto principal que vale la pena remarcar es que hay situaciones en las que la

ecuación truncada (8.59) no es una buena aproximación. En particular, esto sucede cuando se viola

la condición (a) en (8.69) en un contexto cosmológico y en sistemas astrofísicos relativistas, tales

como supernovas o nucleos activos galácticos. De hecho, es importante remarcar que las mismas

condiciones para la validez de las ecuaciones constitutivas truncadas han sido deducidas para la

viscosidad volumétrica (ver reseña en [4]) y para la viscosidad de corte (“shear”) en [12, 15, 16].

Dichos trabajos también identifican las condiciones en las que estas ecuaciones no son válidas.

8.9. El tiempo de relajación

Tomando en cuenta que los vínculos (8.62) y (8.64) (así como sus formas aproximadas) determi-

nan A, aún falta obtener una forma funtional para τ para que el sistema 1+3 dado por (8.45)–(8.39)

(más los vínculos (8.40)–(8.43)) quede completamente determinado. Aunque τ es una cantidad

mesoscópica que no puede ser obtenida como una función analítica de los potenciales termodi-

námicos, es posible inferir formas aproximadas o “funciones de prueba” en base a argumentos

físicamente plausibles [3, 5, 10] (ver tratamiento numérico de diferentes “funciones de prueba” en

[12]).

La conducción de calor hidrodinámica se da a a través de colisiones. Aunque τ no es igual al tiempo

de colisión tcoll, es posible suponerlo como proporcional a éste, al menos del mismo orden de

magnitud. Como mencionamos en la sección anterior, la conducción de calor mediante colisiones

sucede en condiciones ambientales cuasi–estáticas en condiciones compatibles con la ecuación

truncada (8.63), sin embargo, hay condiciones en las que es necesario utilizar la ecuación completa

(8.59). A continuación examinamos diferentes escenarios físicos:
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8.9.1. Contexto cosmológico

La Cosmología proporciona un ejemplo muy útil para ilustrar la conducción de calor hidrodiná-

mica: la era radiativa en la que la radiación y la materia visible están térmicamente acopladas,

formando un plasma radiativo en el que se puede intentificar varias interacciones colisionales [24].

Dicho plasma puede ser descrito como un fluido hidrodinámico cuasi–homogeneo y cercano al

equilibrio térmico, cuya ecuación de estado no es (8.44), sino la de una mezcla interactiva de

bariones y fotones:

μ = mbc
2nb

(
1 +

3

2
βb

)
+mec

2ne

(
1 +

3

2
βe

)
+ a0T

4, (8.73)

p = mbc
2nbβb +mec

2neβe +
1

3
a0T

4, (8.74)

donde los subíndices b y e corresponden a bariones y electrones, βb = kT/(mbc
2), βe = kT/(mec

2),
a0 es la constante de Steffan–Boltzmann y T es la temperatura común de la mezcla. Para obtener

el sistema 1+3 asociado a esta mezcla es necesario sustituir la ecuación de estado (8.73)–(8.74) en

las ecuaciones dinámicas (8.34)–(8.43).

Considerando que el factor de Hubble, H−1 = 3/θ, proporciona una medida covariante de las

escalas de longitud y tiempo características de la expansión cósmica, la condición necesaria para

la existencia de los procesos radiativos es tcoll < 1/H . Como podemos suponer que tcoll debe estar

correlacionado con τ , podemos expresar esta condición como

c tcoll ≈
1

nσ0

≈ c τ <
1

H
, (8.75)

donde σ0 es la sección eficaz (∼ 10−25cm−2 para la dispersión de Thomson). El tiempo de colisión

de otros procesos radiactivos toma una forma análoga con diferentes secciones eficaces.

Es importante remarcar que si suponemos que τ ≈ tcoll, entonces la condición (a) de (8.69) se

cumple al inicio de la era radiativa, lo cual es compatible con (8.75). Mientras que se cumpla

tcoll � 1/H el fluido radiativo estará cercano al equilibrio, por lo que también se cumple la

condición (b) de (8.69) y podemos utilizar la ecuación constitutiva truncada (8.63). Sin embargo,

como tcoll y 1/H siguen diferentes leyes de evolución, conforme procede la expansión cósmica

tcoll debe “alcanzar” a 1/H (aunque se siga cumpliendo (8.75) para que pueda existir la interacción

colisional). Esto sucede hasta que ocurre el “congelamiento” de las colisiones en un tiempo tfreeze

en el cual:

c tcoll ≈ c τ ≈ 1

H
, (8.76)

de modo que los componentes de la mezcla radiativa se desacoplan y la descripción hidrodiná-

mica deja de ser válida para tiempos cósmicos t > tfreeze, en los cuales la conducción de calor

como fenómeno térmico disipativo pierde sentido en la ausencia de colisiones. Es evidente que la

desviación del equilibrio térmico es mucho mayor en las interacciones en tiempos cercanos pe-

ro anteriores a tfreeze, en los cuales se cumple aproximadamente (8.76). Por lo tanto, para estos

tiempos se viola (al menos) la condición (a) de (8.69), por lo que para estos tiempos cósmicos la
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ecuación truncada (8.63) no es válida. Sin embargo, como esta última es un caso particular de la

ecuación completa (8.59), el procedimiento correcto es utilizar la ecuación completa para describir

las condiciones dadas por (8.75) y (8.76) en toda la era radiativa. Este resultado ha sido obtenido

también con modelos analíticos para la viscosidad de corte [15, 16].

El proceso hidrodinámico descrito anteriormente también es aplicable a un gas de partículas masi-

vas, no–relativistas, débilmente interactuantes (WIMPS) que evoluciona desde un estado cercano

al equilibrio hacia su desacople cuando se cumple la condición (8.76). Dicho gas puede ser des-

crito corréctamente por la ecuación de estado (8.44) y es un modelo popular de la materia oscura

fría. En [16] se examina el proceso hidrodinámico de un gas de WIMPS para la viscosidad de corte

(shear).

8.9.2. Explosión de una supernova.

La conducción de calor también puede ocurrir mediante la difusión (o transporte) radiativa de uno

de los componentes de una mezcla de gases, en particular un componente como los neutrinos que

fluyen hacia afuera del núcleo estelar a velocidades relativistas o ultra–relativistas (“free strea-

ming”) con recorridos libres medios grandes. Esto sucede en el contexto de una supernova, en el

cual tenemos una mezcla interactiva de bariones, electrones, fotones y neutrinos que puede ser des-

crita por una ecuación de estado similar a (8.73)–(8.73), pero con los neutrinos tomando el lugar

de los fotones. La conducción de calor para esta mezcla es principalmente debida a las colisiones

durante el flujo relativista de los neutrinos, no a las colisiones entre los demás partículas [8, 9, 25],

por lo tanto, el tiempo de relajación relevante a la conducción de calor es τν , que es proporcional

a los tiempos colisión largos tν d e las interacciones de los neutrinos (con electrones y nucleones),

y no guarda relación alguna con los tiempos de colisión cortos tcoll de las interacciones entre las

otras partículas. Se cumplen entonces las siguientes condiciones

τν ≈ tν , βν ≈ 1, (8.77)

donde βν = kTν/(mc2) se refiere a los neutrinos, que son partículas muy relativistas. Para modelar

este problema se considera el coeficiente de conducción calorífica de una mezcla radiativa de

partículas relativistas (neutrinos) y no–relativistas:

λ =
4

3
a0bT

3c2tν . (8.78)

donde b = (7/8)Nν , siendo Nν el “sabor” de la especie de neutrino. Para τν es posible sugerir

formas empíricas tales como [8, 9, 25]

c τν =
ξ

H
, (8.79)

donde 1/H proporciona la escala de longitud (o tiempo) del flujo de la mezcla de materia y neu-

trinos, no de la expansión cósmica, mientras que ξ es una función “de prueba” que depende de las

variables térmicas. En particular se suele proponer [8, 9, 25] la ley de potencias: ξ ∼ T−ω, donde

ω es una constante arbitraria que puede ser ajustada para describir el régimen difusivo.
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8.10. Ecuaciones constitutivas como vínculos

La ecuación constitutiva (8.13) y su versión truncada de Maxwell–Cattaneo (8.14) tienen la estruc-

tura de ecuaciones de evolución, por lo que se acoplan en forma natural a las ecuaciones dinámicas

del formalismo 1+3, proporcionando un vínculo para la 4–aceleración. Ecuaciones constitutivas

dadas como un vínculo que define a Q conducen a una una ecuación de evolución sumamente

complicada para A, lo cual obedece al hecho de que suelen ser suelen ser aproximaciones válidas

en ciertas condiciones o casos límite.

8.10.1. Ecuaciones constitutiva de Eckart

Aunque la ecuación constitutiva de Eckart (8.10) viola el criterio de causalidad, es interesante

examinar como se podría acoplar al formalismo 1+3. Esta ecuación no tiene la estructura de una

ecuación de evolución, sino la forma matemática de un vínculo:

ε = −5

2
β2 cτ

(
β′

β
+ A

)
, (8.80)

donde hemos supuesto dependencia funcional de λ en (8.61). La consistencia con el sistema 1+3

requiere sustituir (8.80) en (8.48), lo cual conduce a la siguiente ecuación :

− 5

2
β2cτ

[
2β̇

β
+

τ̇

τ
+

(
β̇

β

)′

+ Ȧ

]
= −β

(
ρ′

ρ
+

β′

β

)
−
(
1 +

3

2
β

)
A, (8.81)

la cual proporciona una ecuacion de evolucion para A una vez que se sustituye una forma funcional

para τ (como por ejemplo (8.75) o (8.79)) y se eliminan los términos β̇ y β̇′ usando la ecuación de

evolución (8.47). Sin embargo, (8.81) es en realidad una ecuación sumamente complicada debido

a que al evaluar β̇′ es necesario obtener los gradientes del término que multiplica a ε en (8.47).

Esta complejidad obedece al hecho de que la ecuación de Eckart es adecuada para un regimen

cuasi–newtoniano, por lo que se obtiene un resultado un tanto artificial al acoplarla a un sistema

completamente relativista como (8.45)–(8.51).

No es difícil mostrar que la ecuación constitutiva de Eckart (8.80) es una aproximación adecuada

al régimen cuasi–newtoniano. En dicho régimen el coeficiente métrico N toma la forma

N ≈ 1 +
2φ

c2
,

φ

c2
� 1 (8.82)

donde φ es el potencial gravitacional newtoniano, por lo que podemos escribir la ecuación de

Eckart (8.80) como

ε = −5

2
β2 cτ

(
β′

β
+

2φ′

c2

)
, (8.83)

donde usamos el hecho de que A = N ′/N ≈ 2φ′/c2. Como en este régimen las derivadas tem-

porales son despreciables en comparación con las mismas cantidades y los gradientes espaciales,
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tenemos

cτ ε̇ ≈ τ
Δε

Δt
� ε,

β′

β
,
2φ′

c2
, (8.84)

por lo que las ecuaciones causales (8.59) y (8.63) se reducen a (8.80). Es conveniente remarcar que

aunque β → 0 y τ → 0 son condiciones suficientes para ε = 0, éstas son condiciones matemáticas,

ya que estas variables no son estrictamente cero, incluso en procesos cuasi–newtonianos, por lo que

la condición física para ε = 0 es el vinculo conocido por la ley de Tolman:

β′

β
+ A ≈ β′

β
+

2φ′

c2
= 0, (8.85)

la cual es consistente con la Teoría Cinética del gas ideal no–relativista en equilibrio térmico

[4, 5]. El tratamiento dinámico adecuado para fluidos conductores de calor con esta última ecuación

constitutiva debe ser llevado a cabo con el sistema 1+3 en la aproximación post–newtoniana del

mismo, lo cual no haremos en el presente artículo.

8.10.2. La ecuación constitutiva de Sandoval et al.

Sandoval, García–Persiante y García–Colín han derivado [22] una ecuación constitutiva causal,

obtenida mediante el formalismo de Chapman–Enskog en el contexto de la Teoría Cinética Relati-

vista del gas ideal clásico relativista (distribución de Jüttner) en condiciones cercanas al equilibrio

térmico. Esta ecuación constitutiva también tiene la estructura de un vínculo algebráico, pero que

(en contraste con (8.80)) no depende de la 4–aceleración:

ε = −β2τ

[
L1(β)

β′

β
+ L2(β)

ρ′

ρ

]
, (8.86)

donde L1(β) y L2(β) están definidas por las ecuaciones (19)–(21) de [22] en términos de com-

plicadas expreciones que involucran funciones de Bessel. En en régimen no–relativista β � 1 (el

cúal es consistente con la ecuación de estado (8.44)), y considerando términos hasta orden O(β),
estas expresiones son: L1 ≈ 5/2 + 5β/4 +O(β2) y L2 ≈ −5β/2 +O(β2), por lo que (8.86) toma

la forma

ε = −5

2
β2τ

[(
1 +

β

2

)
β′

β
− β

ρ′

ρ

]
, (8.87)

la cual al ser sustituida en (8.48) conduce a:

−5

2
β2cτ

[
τ̇

τ
+

β̇

β

(
2 +

β

2
− βρ′

ρ

)
+

(
1 +

β

2

)(
β̇

β

)′

− β

(
ρ̇

ρ

)′]

= −β

(
ρ′

ρ
+

β′

β

)
−
(
1 +

3

2
β

)
A, (8.88)

que es un vínculo para A una vez que sustituimos una forma funcional para τ y eliminamos las

derivadas β̇, β̇′, ρ̇, ρ̇′ mediante las ecuaciones de evolución (8.46) y (8.47). Al igual que la ecua-

ción (8.81) que surge de la ecuación de Eckart, la ecuación (8.88) conduce a una expresión muy
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complicada para A (aunque ahora es un vículo). Sin embargo, la ecuación constitutiva (8.86) puede

ser una aproximación valida en un límite de campo débil asociado a Relatividad Especial, en el

cual los gradientes espaciales son depreciables en comparación con las derivadas temporales, por

lo que (8.47) se reduce aproximadamente a:

β̇ ≈ −2βH, (8.89)

y por lo tanto, (8.88) pasa a ser

− 5

2
β2cτ

[
τ̇

τ
− 2H

(
2 +

β

2
− βρ′

ρ

)
− 2H ′(1− β)

]
= −β

(
ρ′

ρ
+

β′

β

)
−
(
1 +

3

2
β

)
A, (8.90)

lo cual representa un vínculo mucho menos complicado que (8.88). El tratamiento dinámico de la

conducción de calor de un gas ideal bajo la ecuación constitutiva (8.86) tendría que ser realizado

en la aproximación de campo débil relativista, lo cual no haremos en el presente artículo.

8.11. Integración del sistema 1+3

La integración numérica del sistema 1+3 dado por (8.45)–(8.55) no requiere métodos numéricos

sofisticados, ya que las derivadas temporales y espaciales están efectivamente desacopladas. Para

llevar a cabo este proceso de integración numérica, necesitamos primeramente transformar todas

las variables en cantidades adimensionales. Como β, ε, B, N ya son adimensionales, redefinimos

las variables dimensionales ρ, H, Σ, A, Y, M, τ de la siguiente forma

Ω =
κ ρ

3h2
s

, H =
H

hs

, S =
Σ

hs

, A =
A

hs

, y = hsY, m = hsM, ζ = hscτ,

(8.91)

donde hs es una constante arbitraria con unidades de longitud inversa ([hs] = cm−1) que define

una longitud característica. También necesitamos utilizar coordenadas temporal y radial adimen-

sionales:

η = hsct, χ = hsr, (8.92)
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con lo cual transformamos las ecuaciones de evolución (8.45)–(8.51) en las siguientes ecuaciones

adimensionales:

H,η

N
= −H2 − Ω

2

(
1 +

9

2
β

)
− 2S2 +

A
3B2

[
2y,χ
y

− B,χ

B
+

A,χ

A +A
]
, (8.93)

Ω,η

N
= −3HΩ, (8.94)

β,η

N
= −2H β +

2 ε

3B2

(
B′

B
+

2y,χ
y

+
Ω,χ

Ω
+

ε,χ
ε

+ 2A
)
, (8.95)

ε,η
N

= −β

(
Ω,χ

Ω
+

β,χ

β

)
−
(
1 +

5

2
β

)
A, (8.96)

S,η

N
= −2HS + S2 − m

y3
+

Ω

2

(
1 +

3

2
β

)
+

A
3B2

[
B,χ

B
+

y,χ
y

− A,χ

A −A
]
,

(8.97)
y,η
N

= y (H + S) , (8.98)

B,η

N
= B (H− 2S) , (8.99)

mientras que los vínculos (8.52)–(8.55) toman la forma

S,χ = −3S y,χ
y

−H,χ +
3

2
Ω ε = 0, (8.100)

m =
y

2

[
y2 (H + S)2 + 1−

y2,χ
B2

]
, (8.101)

m,χ =
3

2
Ω

(
1 +

3

2
β

)
y2y,χ +

3

2
Ω ε (H + S) y3, (8.102)

N,χ = N A, (8.103)

A =
ε/ζ − β [ln(Ωβ)],χ − (5/2)ββ,χ

1 + (5/2)β
, (8.104)

donde la expresión para A en (8.104) viene del vínculo (8.71) que resulta de las ecuaciones de

transporte (8.59) y (8.63) cuando las condiciones (8.69) son válidas (evidéntemente, podríamos

haber considerado el vínculo (8.62) que es más general y más complicado). Podemos suponer (por

simplicidad) que el tiempo de relajación (ζ) es igual a un tiempo de colisión dado por (8.75) con

una sección eficaz dada, por lo que

ζ =
1

hsσ0n
=

K

Ω
, K =

κmc2/(3hs)

σ0

=
8πGm/(3c2hs)

σ0

, (8.105)

donde K proporciona una relación entre la escala característica hs, la masa y sección eficaz del

proceso colisional.
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8.11.1. Condiciones iniciales

El sistema (8.93)–(8.105) está completamente determinado. Para su integración necesitamos pres-

cribir condiciones iniciales dadas por las variables H, Ω, β, ε,S, A, y, B, m, N evaluadas en

una hipersuperficie marcada por un tiempo inicial arbitrario η = η0, el cual puede ser dado sin

perder generalidad por η = 0 (el subíndice 0 denotará evaluación en η = 0). Para tal efecto, y con-

siderando los vínulos (8.100)–(8.105), es evidente que sólo es necesario prescribir las funciones

iniciales:

H0(χ), Ω0(χ), β0(χ), ε0(χ), (8.106)

ya que las demás funciones iniciales se obtienen a partir de (8.100)–(8.104), una vez que haga-

mos una elección de la coordenada radial (que siempre es posible re–definir). En particular, es

conveniente definir esta coordenada tal que Y = r, o en términos de (8.91):

y0(χ) = χ. (8.107)

Teniendo a la mano (8.105), (8.106) y (8.107), obtenemos directamente A0(χ) por medio de

(8.104), para obtener immediatamente después N0(χ) por integracion de (8.103) en η = 0. El

siguiente paso es obtener S0(χ) resolviendo la ecuación diferencial (8.100), con lo cual podemos

después integrar (8.102) para obtener m0(χ). Por último, la comparación de la forma obtenida de

m0(χ) con la que surge de (8.101) conduce a una ecuación algebráica para obtener B0(χ). Una

vez obtenidas las funciones iniciales, la integración del sistema puede ser llevada a cabo mediante

el método Rungekutta a 4-5 orden para derivadas temporales y el método de derivadas finitas para

los vínculos. Este trabajo se encuentra en proceso de elaboración y será sometido a publicación en

el futuro cercano.

8.12. Comentarios finales

Hemos examinado en este artículo la evolución dinámica de fluidos auto–gravitantes conductores

de calor en el marco de la teoría de la Relatividad General. Consideramos, en vez de las ecuacio-

nes de Einstein, a un sistema equivalente de primer orden: las ecuaciones evolución del formalismo

1+3, basado en cantidades covariantes asociadas a propiedades cinemáticas y físicas de los fluidos

que se definen en foma covariante con respecto a los tensores ua y T ab. Aplicamos este formalismo

a un gas ideal no–relativista con simetría esférica y consideramos varias ecuaciones constitutivas

para el flujo de calor que han sido discutidas en la literatura: la ecuación causal de Israel–Stewart

(o de la Termodinámica Extendida) [1, 2, 3, 4, 5], cuya estructura es de una ecuación de evolu-

ción y construida con una corriente de entropía de segundo orden en el flujo de calor, así como

las ecuaciones constitutivas a dadas como vínculos (la de Eckart [4] y la de Sandoval et al [22]).

Exploramos el acoplamiento de las ecuaciones dinámicas del sistema 1+3 con estas ecuaciones

constitutivas y examinamos las consecuencias dinámicas de estas últimas, tanto en un contexto

cosmológico como en condiciones ambientales y en modelos de explosión de una supernova. Es

evidente que el acoplamiento al sistema 1+3 es más directo y natural para las ecuaciones constitu-

tivas de Israel–Steward que para las ecuaciones constitutivas de Eckart y Sandoval et al. lo cual se
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debe a que estas últimas sólo son adecuadas en los límites de campo débil (newtoniano y de Rela-

tividad Especial). Por último, hemos descrito la definición de las condiciones iniciales y propuesto

una estrategía para la integración numérica del sistema 1+3. Aunque nos hemos concentrado en

el gas ideal no–relativista, la metodología que hemos seguido es fácilmente aplicab le a cualquier

otra ecuación de estado térmica, por lo que esperamos en el futuro aplicar el contenido del pre-

sente artículo para integrar numéricamente las ecuaciones dinámicas acopladas a una ecuación

constitutiva adecuada para varios sistemas térmicos de interés astrofísico y cosmológico.
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¿Cómo alimentar agujeros negros con un apetito
feroz?
Discos de acreción enfriados por neutrinos
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Resumen

La energía gravitacional liberada durante procesos de acreción sobre objetos compactos provee la

luminosidad que hace brillar algunas de las fuentes más poderosas en el Universo. Su estudio, en

términos de morfología, el contexto de la población de progenitores, la hidrodinámica y la ecuación

de estado en distintas condiciones de densidad y temperatura, es relevante si queremos compren-

derlas mejor. Aquí presento una revisión de lo que sucede en particular cuando sistemas compactos

acretan a ritmos tan elevados, el llamado régimen hipercrítico, que la principal fuente de enfria-

miento son los neutrinos emitidos en el fluido, ya sea por reacciones térmicas, o por interacciones

débiles. Estos discos probablemente producen los destellos de rayos gamma cosmológicos, uno de

los fenómenos más estudiados en astrofísica de altas energías en los ultimos 40 años, y podrían

también producir las fuentes más brillantes en ondas gravitacionales, en principio detectables en la

próxima decada.
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9.1. Introducción

Las estrellas pasan la mayoría de su vida sobre la secuencia principal, identificada inicialmente

por Hertzprung y Russell (ver por ej. Kippenhahn & Weigert 1994). En esta etapa, la generación

de energía en sus interiores debida a la combustión de Hidrógeno en Helio evita el colapso gra-

vitacional. Lo que sucede al agotarse el Hidrógeno en las regiones internas de la estrella depende

esencialmente de su masa inicial. Para estrellas con masas menores a 8 masas solares, se sucede

un ciclo de oscilaciones de la estrella. Cada ciclo inicia con la ignición de un nuevo combustible, y

termina al agotarse. De Hidrógeno se pasa al Helio, luego al Carbono y al Oxígeno. Al concluir las

recciones, el núcleo de estas estrellas se sostiene contra el colapso gravitacional mediante la pre-

sión de degeneración de los electrones. Este mecanismo fue identificado por S. Chandrasekhar en

1931, y llevo a la realización de que deben existir objetos extremadamente densos (ρ � 107g cm−3)

en el universo, producto de las etapas más avanzadas de la evolución estelar. El primer objeto de

este tipo en ser identificado fue Sirius B, con una masa de 0.9 M� y un radio de 5000 km. A esta

clase de estrellas se les conoce como Enanas blancas (EB). La ecuación de estado de la materia a

las densidades relevantes al estudio de las EB se conoce con precisión, incorporando correcciones

debidas a la relatividad general, a la mecánica cuántica y a los detalles de la composición química

de la estrella.

En el caso de las EB, existe una masa límite (conocida como la masa límite de Chandrasekhar),

más allá de la cual la presión de degeneración de los electrones es incapaz de evitar el colapso

gravitacional de la estrella. Este límite es MCh � 1,4M�. Las estrellas que inicialmente poseen

una masa menor a 8 masas solares en la secuencia principal dan lugar a núcleos de C, O de menos

de 1.4 masas solares, ya que las reacciones nucleares mencionadas arriba requieren de cada vez

mayor temperatura para producirse (que a su vez requieren de una mayor masa). Si la estrella tiene

inicialmente más de 8 masas solares, las reacciones nucleares prosiguen más allá del Oxígeno, y

se va formando un núcleo de Néon, seguido por Magnesio, Silicio, y Hierro. El Hierro es el ele-

mento más estable, y fusionarlo constituye una reacción endotérmica, por lo que al constituirse en

el centro de la estrella un núcleo de hierro con masa superior a MCh, la estrella colapsa, pudiendo

producir una explosión de supernova (Mezzacappa & Fuller 2006). En el centro se llega a densida-

des superiores a la nuclear (ρnuc � 1014g cm−3) y puede formarse una Estrella de neutrones (EN).

Las capas exteriores de la estrella rebotan sobre el núcleo y son eyectadas al medio interestelar en

una explosión de supernova. Una EN es similar a una EB, sólo que el mecanismo que proporciona

la presión es la repulsión nuclear. Los neutrones y protones están en condiciones de degeneración,

y como son 1800 veces más masivos que los electrones, las EN son mucho más compactas, con

densidades del orden de ρnuc, masas del orden de una masa solar y radios del orden de 10 km. Las

EN fueron propuestas teóricamente en 1934 por Baade y Zwicky, pero la confirmación observa-

cional de su existencia no llegó sino hasta 1967, cuando fueron descubiertas por Bell y Hewish.

Hoy en día se conocen más de 2000 estrellas de neutrones en nuestra galaxia, principalmente bajo

la forma de pulsares (Lorimer 2008).

La ecuación de estado para las EN no se conoce con tanta precisión como en el caso de las EB,

pero existe también una masa límite más allá de la cual la presión de degeneración de los neutrones
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es incapaz de evitar el colapso. Hoy en día se estima que Mmax � 2 − 3M�, y esto es objeto de

estudio intenso por grupos que combinan conocimientos de fisica nuclear, relatividad general y

astrofísica (Lattimer & Prakash 2007, 2010)

Para estrellas que derivan en un remanente central con masa superior al límite para una estrella

de neutrones, el colapso lleva a la formación de un Agujero Negro (AN). La idea de la existencia

de los agujeros negros se remonta por lo menos a las ideas de Laplace, quien los propuso en un

contexto Newtoniano. Después de la formulación de la teoría de la relatividad general en 1915 por

Einstein, K. Schwarzschild propuso en 1916 una solución para un sistema con simetría esférica,

estático. Ésta contenía la solución al problema externo a una distribución de materia, sin rotación ni

cargas eléctricas, que hoy conocemos como la métrica de Schwarzschild. Los primeros estudios de

colapso gravitacional se deben a Oppenheimer y Snyder (1939), quienes estudiaron la contracción

de una nube de polvo sin presión. En realidad no fue sino hasta los 60s que se empezó a estudiar

de manera seria a los agujeros negros como objetos reales, y sólo recibieron su nombre en 1968

(debido a J.A. Wheeler).

La evidencia en favor de la existencia de los agujeros negros es necesariamiente indirecta, pero

hoy en día es comunmente aceptado que estos objetos existen, en una gran variedad de sistemas

astrofísicos. Aquellos producidos por colapso gravitacional de estrellas con M � 15M� dan lu-

gar a agujeros con masas alrededor de 8 masas solares (en las últimas etapas de su evolución las

estrellas eyectan grandes partes de su envolvente al medio interestelar). Éstos son los llamados

agujeros negros estelares. Una segunda clase consiste de agujeros negros supermasivos, que ocu-

rren en los núcleos de galaxias, con M � (106 − 109)M�, y son producto de una larga historia de

aglomeración de gas en las regiones centrales de las galaxias, y de fusión entre galaxias. Aquí con-

sideraremos agujeros negros primordialmente de la primera categoría, aunque algunos resultados

pueden ser relevantes para todos los casos.

El estudio de los objetos compactos en astrofísica se volvió importante con el desarrollo de la

astronomía de rayos X, en los años 60, especialmente con el descubrimiento de los pulsares (men-

cionado arriba) y de las fuentes galácticas de rayos X, como Cygnus X–1. La evolución de sistemas

binarios con objetos compactos es hoy una de las disciplinas de mayor interés en astrofísica, con

relevancia para los estudios de evolución estelar, poblaciones estelares, y diganósticos de genera-

ción de chorros colimados y posiblemente relatividad general (Postnov & Yungelson 2006). En

cuanto a los agujeros negros supermasivos, nuestra propia galaxia contiene uno en su centro, Sgr

A, con una masa estimada en 3.6 millones de masas solares (Ghez et al. 2008).

9.2. Los discos de acreción como un fenómeno astrofísico

Los objetos compactos (EB, EN y AN estelares) frecuentemente se encuentran en sistemas bina-

rios, como la mayoría de las estrellas (Eggleton 2006). La interacción entre ellos y sus estrellas

compañeras dá lugar a algunos de los fenómenos más interesantes en astrofísica. La transferencia
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de masa se da principalmente a través de dos mecanismos. En el primero, la compañera puede pro-

ducir un fuerte viento que expulsa gas de sus capas superiores al exterior. Parte del gas es capturado

gravitacionalmente por el objeto compacto y puede acretar sobre él. En el segundo, la separación

entre las estrellas es tan pequeña comparada con su radio que una de ellas arranca material a la

otra, y se produce un chorro de material a través del punto interior de Lagrange en el potencial

común efectivo, que cae sobre la estrella compacta. Dado que el momento angular específico de

este gas es distinto de cero, no puede caer en forma radial, sino que es desviado y forma un disco

al circularizar su órbita por efectos disipativos.

La acreción sobre objetos compactos fue considerada como una manera eficiente de transformar la

energía gravitacional en radiación inicialmente por Salpeter (1964) y Zeldovich (1964) de manera

independiente. En la mayoría de los casos se espera que el momento angular no sea completamente

despreciable, así que en las regiones más cercanas al objeto central se formará un disco. Para que la

acreción ocurra es entonces indispensable el transporte de momento angular de las partes internas

hacia el exterior (Abramowicz et al. 2010), para que la masa pueda moverse a radios menores.

Hay varios parámetros que son fundamentales para determinar en que forma ocurre la acreción

sobre un objeto compacto. En primer lugar el momento angular del gas en torno al objeto compacto

determina la geometría de la acreción sobre éste. Si el momento angular es bajo, se tendrá acreción

esférica (o casi). Este caso fue resuelto en el límite hidrodinámico no viscoso originalmente por

Bondi en 1952, ignorando los efectos de los campos magnéticos y considerando un objeto en

un medio inicialmente homogéneo, en reposo. El caso de un objeto en movimiento uniforme fue

calculado por Bondi y Hoyle en 1944. Por el contrario, si el momento angular del gas es alto, se

formará un disco de acreción en torno al objeto central, con una curva de rotación cercana a la

de órbitas Keplerianas. Si el disco adicionalmente se enfría en forma eficiente será delgado (su

altura H � R). El modelo estándard para este caso se debe a Shakura & Sunyaev (1973), que

además propusieron en ese trabajo una fórmula para caracterizar los procesos de viscosidad en

el disco, que se presumen responsables del transporte de momento angular. Sin especificar los

detalles del mecanismo de transporte, la parametrización (llamada viscosidad α) de Shakura &

Sunyaev permitió avanzar en el estudio de sistemas conteniendo discos, haciendo predicciones

detalladas con respecto a la luminosidad y el espectro de radiación emergente del disco. Trabajos

teóricos y numéricos más recientes indican que probablemente los campos magnéticos presentes en

el gas puedan producir una viscosidad efectiva que lleve al transporte de momento angular (Balbus

& Hawley 1991, Hawley & Balbus 1991, Hawley 2000, Stone & Pringle 2001), con valores de

α equivalentes entre 0.01–0.1 (Balbus & Hawley 1998). Adicionalmente, ha quedado claro que

en una variedad de sistemas, los procesos puramente hidrodinámicos pueden ser importantes en

determinar la evolución del disco. Por ejemplo, en sistemas donde el enfriamiento es poco eficiente

(los llamados ADAFs o Advection Dominated Accretion Flows, la acumulación de energía interna

por disipación lleva inmediatamente a discos que no son delgados (H � R) y donde por lo tanto

pueden darse efectos como convección y circulaciones a grandes escalas. Entonces, es importante

entender la hidrodinámica de fluidos en torno a objetos compactos.

En segundo lugar, la intensidad del campo magnético de la estrella central puede ser importante
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para determinar la evolución del sistema. Para el caso de estrellas de neutrones con campos mag-

néticos fuertes (B � 1011 − 1012G), el campo se vuelve dominante y controla el flujo del gas a

una distancia de varios cientos de radios estelares. El gas sigue las líneas de campo magnético y

alcanza la superficie de la estrella únicamente cerca de los polos magnéticos, donde se produce la

mayor parte de la emisión (Pringle & Rees 1972, Ghosh & Lamb 1978). Si el campo magnético es

más débil (B < 1010G), el disco puede extenderse hasta la superficie del la estrella, y la emisión

proviene principalmente de las regiones internas del disco, y de la superficie de la estrella (éste es

el caso considerado por Shakura & Sunyaev).

Evidentemente el estudio detallado de sistemas con las características descritas arriba requiere de

la incorporación de la teoría de la relatividad general, procesos magnetohidrodinámicos, transporte

de radiación, y una ecuación de estado detallada para el fluido, todo esto en tres dimensiones, ya

que frecuentemente no hay simetrías en el sistema que permitan una simplificación inmediata en

este aspecto. No es posible hoy en día realizar esto de forma simultánea, así que se hacen ciertas

suposiciones dependiento del problema que se quiera resolver. Detallaremos algunas de éstas para

los casos particulares que se presentan más adelante.

A continuación damos estimaciones sencillas en cuanto a la luminosidad y regiones espectrales en

las cuales se esperaría que se encontrara la emisión de sistemas con objetos compactos (Frank et

al. 2002).

Para una estrella de masa M y radio R, se libera una energía ΔE = GMm/R cuando una masa m
es acretada en su superficie, por la liberación de la energía potencial gravitacional. Para parámetros

típicos de una estrella de neutrones, M = 1M�, R = 10 km y entonces obtenemos del orden de

1020 erg por gramo de material, o 10 % de su energía de reposo. Las reacciones nucleares que

convierten al Hidrógeno en Helio liberan 0.7 % de la energía de reposo, por lo que es evidente que

la acreción representa una forma de extracción de energía importante. También es claro a partir de

la ecuación utilizada arriba, que cuanto más compacto sea el objeto (M/R pequeño) más eficiente

sera la acreción. Para agujeros negros los números son en principio comparables a los de estrellas

de neutrones, mientras que para enanas blancas, la combustión nuclear es más eficiente por un

factor de 20 aproximadamente. De cualquier manera la acreción sobre enanas blancas puede ser

importante, y de hecho domina la luminosidad cuando no se producen reacciones nucleares sobre

su superficie.

La luminosidad está limitada por la presión de radiación que ejercen los fotones emitidos por el gas

caliente cerca del objeto central, sobre el gas que intenta acretar. Para una opacidad proveniente de

dispersión sobre electrones (Thomson), este límite es

LEdd = 4πGMmpc/σT

= 1,3× 1038(M/M�) erg s−1
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donde σT es la sección de dispersión de Thomson (límite de Eddington). Ello implica que en un

estado estacionario la tasa de acreción está limitada. Si toda la energía gravitacional del gas que es

acretado es liberada en radiación, la luminosidad de acreción es

Lacc = GMṀ/R

= 1,3× 1033Ṁ16(M/M�) (109cm/R) erg s−1

= 1,3× 1036Ṁ16(M/M�) (10km/R) erg s−1.

Las unidades representan valores típicos para enanas blancas y estrellas de neutrones, de manera

que las tasas de acreción (en unidades de 1016 g s−1) quedan limitadas a 105 y 102 respectivamente.

Típicamente, en sistemas binarios, las tasas de transferencia de masa son justamente de 10−10M�
por año, así que Ṁ16 = 1 y se tienen luminosidades de 1033 y 1036 erg s−1 respectivamente,

bastante por debajo del límite de Eddington.

Veamos ahora en que región espectral es emitida la radiación. Para ello basta considerar una fre-

cuencia típica ν y definir Trad = hν/k. El valor exacto de Trad estará entre aquel de cuerpo negro,

Tb = (Lacc/4πR
2σ)1/4 en el caso de que la fuente sea ópticamente gruesa y se logre el equilibrio

térmico, y Tth = GMmp/3kR, en el caso de que el gas sea ópticamente delgado y la energía

potencial gravitacional se convierta directamente en radiación. Para los valores típicos de estrellas

de neutrones, se obtiene Tth � 5 × 1011 K (kTth � 50 MeV) y Tb � 107 K (kTb � 1 keV),

suponiendo Lacc � LEdd. Estas temperaturas y energías corresponden a rayos X, hasta rayos gam-

ma. Para enanas blancas se obtienen límites de 5 eV y 100 keV respectivamente, suponiendo

Lacc � 1033erg s−1, así que esto implica emisión en el óptico, ultravioleta y rayos X suaves.

9.3. La acreción hipercrítica y los destellos de rayos gamma

Los destellos de rayos gamma (GRBs, por sus siglas en inglés: Gamma Ray Bursts) probablemente

se originan por acreción a tasas muy elevadas sobre agujero negros recién formados (Woosley &

Bloom 2006, Nakar 2007, Lee & Ramirez-Ruiz 2007, Gehrels et al. 2009). Los hay de dos cla-

ses si uno considera su duración (Kouveliotou 1995): largos (más de dos segundos, típicamente

10 segundos) y cortos (menos de dos segundos, típicamente 0.2-0.4 segundos). Actualmente se

tienen observaciones multifrecuencia (rayos X, óptico, radio) de estos objetos y sus remanentes

(afterglows), pero sólo para los destellos largos (ver una revisión despues de la revolución a final

de los 90s en este sentido por van Paradijs et al. 2000). Ello ha establecido que se encuentran a

distancias enormes (corrimientos al rojo z que van de algunas décimas hasta 8), y que por lo tanto

liberan enormes cantidades de energía, típicamente 1049 − 1052 erg si uno supone que la emisión

es isotrópica. Adicionalmente, en varios casos se ha establecido de manera convincente una aso-

ciación GRB–supernova (Woosley & Bloom 2006). Ello apoya la idea, propuesta originalmente

por Woosley (1993) de que los GRBs son de alguna manera una supernova “fallida”, que produce
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mucho mayor emisión, más energética y por menor tiempo. La propuesta de Woosley involucraba

una estrella masiva con rotación, de manera que después del colapso una gran cantidad de material

formaba un disco de acreción en torno a un agujero negro recién formado por el colapso del núcleo

estelar. En los últimos años este modelo ha recibido mucha atención, iniciando con el trabajo de

MacFadyen & Woosley (1999), y se ha desarrollado de manera importante. Hoy en día se considera

como una explicación bastante robusta para los destellos largos. Por otra parte, desde 2004 inició

la operación del satélite SWIFT, diseñado en gran medida para resolver el caso de los destellos

cortos. No ha decepcionado, encontrando contrapartes en rayos X y el visible para una muestra de

estos eventos, demostrando que también son de origen cosmológico, aunque de poblaciones este-

lares distintas y más diversas que los de larga duración (Nakar 2007, Lee & Ramirez-Ruiz 2007,

Gehrels et al. 2009). La discusion que sigue en cuanto a los procesos de acreción se centra a veces

más en los progenitores de eventos cortos, aunque mucho de ello sigue siendo aplicable a eventos

largos, simplemente porque el régimen hidrodinámico y termodinámico que resulta es bastante

similar.

Es posible que los GRBs sean el producto de acreción violenta sobre agujeros negros recién for-

mados para todos los casos. Este régimen suele denominarse como “acreción hipercrítica”, y será

discutido más adelante. Los destellos largos podrían provenir del colapso de estrellas masivas con

rotación (para obtener un disco de acreción) y los cortos de fusiones binarias de objetos compactos

(Paczyński 1986, 1991, Eichler et al. 1989). Éstos son sistemas formados por dos estrellas de neu-

trones (como el pulsar de Hulse Taylor (1975), PSR1913+16 o el descubierto en 2003, PSR0937,

Burgay et al (2003)), o una estrella de neutrones y un agujero negro. Dados los periodos orbitales

observados en estos sistemas (8 y 2.5 horas respectivamente), así como resultados de cálculos de

síntesis de poblaciones estelares, se espera que una fracción importante de estos sistemas fusionen

debido a la pérdida de energía a ondas gravitacionales. Las tasas de formación esperadas coin-

ciden relativamente bien con el ritmo al que se observan los GRBs, de manera que esto parece

factible (Kalogera et al. 2004). Al hacerlo emitirán un potente destello de energía gravitacional

y electromagnética. La interacción hidrodinámica en un caso así es complicada, y su investiga-

ción requiere de estudios numéricos tridimensionales de alta resolución, y el mayor detalle físico

posible (relatividad general, magnetohidrodinámica, microfísica detallada, entre otros).

Varios grupos han investigado en detalle el producto de las fusiones binarias formadas por agujeros

negros y estrellas de neutrones, con varias simplificaciones, y complicaciones, que han permitido

realizar avances significativos (ver Shibata & Taniguchi 2011 y Faber & Rasio 2012 para una

revisión reciente de estos temas). Típicamente los resultados de las simulaciones tridimensionales

muestran que la estrella de neutrones es rápidamente destruida por fuerzas de marea cuando la

separación orbital es de unos cuantos radios estelares, y se forma un disco de acreción grueso

y caliente en torno al agujero negro. El primero contiene unas cuantas centésimas a décimas de

masa solar y el segundo aproximadamente 4-6 masas solares, y los resultados dependen del tipo

de objeto, el cociente de masas, el momento angular (spin) de los mismos y la ecuación de estado

que se utiliza para modelar a las estrellas de neutrones.

Con ello se tiene entonces un conjunto de condiciones inciales que pueden ser utilizadas para in-

vestigar la evolución del disco a largo plazo (las simulaciones en 3D duran solamente unos 10–20

tiempos dinámicos, equivalentes a 20-40 ms por restricciones computacionales), es decir, al menos
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un segundo (comparable con la duración de un destello corto). La estructura estacionaria de estos

discos fue inicialmente estudiada en forma analítica por varios autores (Popham et al. 1999, Nara-

yan et al. 1991, Kohri & Mineshige 2002), no siempre en forma completamente autoconsistente,

pero resultaba necesario llevar a cabo un estudio numérico detallado de la dinámica de los mismos

sin las simplificaciones intrínsecas a los primeros.

La producción del destello en sí requiere que la energía de la acreción sea transformada de alguna

manera en un flujo relativista con factores de Lorentz Γ � 300, para explicar las observaciones

(Mészáros & Rees, 1992, 1993). El argumento es que la variabilidad temporal en la fuente produ-

ce un flujo relativista variable, donde capas con distintos factores de Lorentz interactúan entre sí a

grandes distancias de la fuente. Los choques producidos en estas interacciones generarían los rayos

gamma. Los mecanismos correspondiente pueden explicar muchos detalles de las observaciones,

pero hay incógnitas aún sin resolver (por ejemplo como se da la generación de rayos gamma de

muy alta energía observados en varios destellos, González et al. 2003, Fraija et al. 2012, Sacahui

et al. 2012). Esto probablemente se logra mediante la producción de chorros colimados a lo largo

del eje de rotación, que extraen la energía del disco de acreción, ya sea por procesos hidrodinámi-

cos (vientos producidos por radiación y/o neutrinos) o magnetohidrodinámicos (del mismo campo

del disco o extrayendo la energía de rotación del agujero negro mediante el proceso de Blandford

& Znajek (1997)). Hoy en día los grupos que investigan estos mecanismos suelen considerar que

algún mecanismo no especificado deposita una cierta energía a un ritmo dado en las regiones pola-

res, y a partir de esto se calcula la evolución subsecuente de los chorros generados. De manera que

no se tiene aún una solución completamente autoconsistente de la generación y propagación de los

chorros que producen el destello en sí. Un primer paso es obtener de manera consistente la energía

liberada por el proceso de acreción mientras el disco en sí está evolucionando. Esto permitirá hacer

cálculos más realistas de la producción de los chorros generados. La retroalimentación de éste con

el disco presenta un problema de un orden más complicado.

9.4. Escalas típicas y ecuación de estado en el régimen hi-
percrítico

Para la duración típica de un destello corto (unos cuantos segundos a lo más), la luminosidad en fo-

tones es miles de veces la de un núcleo activo de galaxias, donde se supone opera un agujero negro

supermasivo, y supera el límite de Eddington para fotones en más de 10 órdenes de magnitud. Pero

estudiando el argumento dado arriba para este límite, es claro que si la partícula responsable de la

interacción tiene una sección eficaz mucho menor, el límite puede cambiar sustancialmente. En el

límite hipercrítico, esta partícula es el neutrino, y no el fotón, modificando así la restricción y per-

mitiendo flujos de energía hasta 16 órdenes de magnitud más grandes. Así, el límite considerando

la sección de interacción para producción de pares por neutrinos es

LEdd,ν = 8× 1053
(

Eν

50MeV

)−2

(M/M�) erg s−1, (9.1)
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donde Eν es la energía de los neutrinos, y la tasa de acreción asociada suponiendo una eficiencia

de 100 % para la conversión de masa a energía en neutrinos es,

ṀEdd,ν = 0,4(M/M�)
(

Eν

50MeV

)−2

M� s−1. (9.2)

Para que el objeto en cuestión logre deshacerse de esta energía hace falta que transcurra un tiempo

dado por:

tEdd,ν =
M

ṀEdd,ν

∼ 2,5

(
Eν

50MeV

)2

s. (9.3)

Por otro lado, el tiempo requerido para que la masa cambie sustancialmente por acreción en este

régimen es ∼ (L/LEdd,ν)
−1 × (eficiencia)−1 × tEdd,ν . El tiempo dinámico cerca del horizonte de

eventos para un agujero negro es un múltiplo de Rg/c, donde Rg es el radio característico del

objeto central, dado por

Rg = GM/c2 ∼ 1,5× 105(M/M�) cm, (9.4)

(el radio clásico de Schwarzchild) y es entonces mucho menor que tEdd,ν .

Para escalar la densidad en la vecindad de un agujero negro acretando a este ritmo, consideramos

ρEdd,ν =
ṀEdd,ν

4πR2
gc

∼ 1011(M/M�)−1

(
Eν

50MeV

)−2

g cm−3. (9.5)

Bajo estas condiciones, la profundidad óptica de Thomson (dispersión por electrones libres) es

τT ∼ n
1/3
Edd,νRg ∼ 1016 (9.6)

y entonces los fotones son completamente incapaces de salir y enfriar el fluido. Finalmente, se

puede definir una temperatura de Eddington como aquella de un cuerpo negro con luminosidad

LEdd,ν de una esfera de radio Rg,

TEdd,ν =

(
LEdd,ν

4πR2
gσSB

)1/4

∼ 5× 1011 (M/M�)−1/4

(
Eν

50MeV

)−1/2

K, (9.7)

o

kTEdd,ν ∼ 45 (M/M�)−1/4

(
Eν

50MeV

)−1/2

MeV, (9.8)

y una intensidad de Eddington para el campo magnético

BEdd,ν =

(
LEdd,ν

R2
gc

)1/2

∼ 3× 1016(M/M�)11/2
(

Eν

50MeV

)−1

G. (9.9)

Por último y a modo de comparación como lo hicimos anteriormente, la temperatura térmica que

tendría el material que acreta si su energía potencial gravitacional fuera convertida a energía interna

es

Tth =
GMmp

3kRg

∼ 3× 1012 K. (9.10)
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Aunque aquí hemos considerado el caso particular de creación de pares para la opacidad, los

números no cambian mucho si se toma en cuenta por ejemplo dispersión coherente de neutrinos

sobre nucleones libres para el régimen dado.

Queda claro entonces que para acreción sobre un agujero negro estelar de unas cuantas masas sola-

res, o una estrella de neutrones se tienen densidades y temperaturas tan grandes (ρ � 1011 g cm−3,

T � 1011 K) que: (i) los fotones están completamente atrapados; (ii) los neutrinos son la principal

fuente de enfriamiento del gas. Este último punto es importante: aún cuando los neutrinos no sean

capaces de proporcionar la energía suficiente para producir un destello de rayos gamma, como ha

sido considerado por varios estudios, el hecho de que sean el mecanismo que permite el enfria-

miento del gas los convierte en un ingrediente fundamental para entender el comportamiento del

fluido.

Este régimen es el denominado “hipercrítico

2

requiere tasas del orden de las dadas arriba. En

primera instancia se considero para el caso de la explosión de supernova de 1987, SN1987A por

Chevalier (1989) y Houck & Chevalier (1991). Para el caso de binarias de rayos X o núcleos activos

de galaxias, las tasas de acreción nunca llegan a estos valores y se mantienen por debajo del límite

de Eddington para fotones. Pero durante la formación de estrellas de neutrones y agujeros negros

estelares, en el colapso de núcleos masivos al término de la evolución estelar sí es posible lograrlos.

De hecho, cuando la densidad alcanza ρ � 1011g cm−3 incluso se vuelve necesario considerar

efectos de opacidad a neutrinos, ya que no les es posible escapar libremente (la profundidad óptica

correspondiente alcanza τν � 1).

9.5. Régimen termodinámico y ecuación de estado

Típicamente la mayor parte de la masa en estos discos está en las regiones más internas, a distan-

cias menores a 4 × 107 cm del agujero negro, que cuenta con unas 3-5 masas solares. Son densos

y calientes, y la temperatura es tan alta que los nú están fotodesintegrados (109 g cm−3 ≤ ρ ≤
1012 g cm−3; 109 K ≤ T ≤ 1011 K). Incluso debido al bloqueo de reacciones β inversas puede

haber una neutrionización sustancial, y el número de electrones por barión, o fracción de electro-

nes, Ye, puede ser bastante menor a Ye = 1/2. En términos del enfriamiento, las capturas de pares

e± sobre neutrones y protones libres dominan para densidades mayores a 1010 g cm−3. De ma-

nera que el gas está formado básicamente por una mezcla en equilibrio estadístico nuclear (EEN)

de partículas α, neutrones, protones, pares e±, fotones (atrapados), y neutrinos. La abundancia de

pares depende del grado de degeneración, que se puede medir a través del potencial químico de

los pares e±, ηe, comparado con la temperatura, kT . Las capturas de pares y la aniquilación de los

mismos siempre produce (anti-)neutrinos del electrón, (νe)νe, pero otros procesos, en particular la

interacción libre-libre de nucleones, y el decaimiento de plasmones, producen neutrinos del μ y τ ,

νμ y ντ .

Queda claro de lo anterior que dar seguimiento adecuado a la evolución del disco requiere de una

ecuación de estado que tome en cuenta todos estos aspectos, al menos en forma aproximada. Ade-

más, el campo gravitacional puede ser intenso, y se vuelve relevante considerar los efectos de la

relatividad general. Por último, el sistema está sujeto a variaciones y posibles inestabilidades di-
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námicas, algunas de ellas provenientes directamente del colapso del núcleo de la estrella o de la

fusión de objetos compactos, de manera que un análisis que supone estado estacionario necesaria-

mente se quedará corto en algunos aspectos que pudieran tener consecuencias observables.

En los estudios que hemos llevado a cabo, consideramos una ecuación de estado donde la presión

está dada por

P = Prad + Pgas + Pe + Pν , (9.11)

donde Pν es la presión asociada a los neutrinos, Prad = aT 4/3, Pgas = (1 + 3Xnuc)ρkT/(4mp) y

Xnuc es la fracción por masa de núcleos fotodesintegrados e ideales. Una solución aproximada al

EEN entre nucleones libres y partículas α es

Xnuc = 22,4

(
T

1010 K

)9/8(
ρ

1010 gcm−3

)−3/4

exp

(
−8,2

1010K

T

)
, (9.12)

donde no hemos considerado la presencia de núcleos más pesados, como el Fe. El parámetro de

degeneración de los Fermiones puede variar considerablemente, así que utilizamos una expresión

cerrada muy conveniente (de Blinnikov et al. 1996) que es válida para degeneración arbitraria (pero

que requiere considerar Fermiones relativistas, así que supone ρ ≥ 106 g cm−3),

Pe =
1

12π(�c)3

[
η4e + 2π2η2e(kT )

2 +
7

15
π4(kT )4

]
, (9.13)

y calculamos la fracción de electrones Ye = np/(np + nn) mediante

ρYe

mp

= n− − n+ =
1

3π2(�c)3
[
η3e + ηeπ

2(kT )2
]
. (9.14)

Estas fórmulas se reducen a los límites bien conocidos cuando la temperatura es baja (kT � ηe,
que da P ∝ ρ4/3 para un gas de Fermi frío) y cuando es alta (kT � ηe, que da P ∝ T 4 para pares

e± relativistas). Automáticamente queda incluida la posibilidad de pares en el límite relativista, y

no es necesario modificar el factor 1/3 que lleva el término que corresponde a los fotones.

Los cambios en profundidad óptica a neutrinos también afectan la composición a través de la frac-

ción de electrones Ye. Consideramos la aproximación que hizo Beloborodov (2003), y calculamos

Ye con

Ye =
1

2
+ 0,487

(
Q/2− ηe

kT

)
(9.15)

en el límite ópticamente delgado para degeneración moderada (aqui Q = [mn −mp]c
2), y

1− Ye

Ye

= exp

(
ηe −Q

kT

)
(9.16)

para el caso ópticamente grueso. La última expresión se sigue de hacer el potencial químico de los

neutrinos igual a cero en la reacción e+ p ↔ n+ νe y aplicar estadística de Maxwell–Boltzmann

para los núcleos, que no son degenerados, mientras que la primera es consecuencia de pedir equili-

brio en la tasa de reacciones de capturas de pares e± sobre los neutrones y protones. Para interpolar
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suavemente entre ambas, usamos un factor de atenuación exponencial de la misma profundidad óp-

tica, exp(−τν) (Lee et al. 2005). Así, númericamente resolvemos la ecuación de energía para la

energía interna por unidad de masa, dada por

u = 3
Pe + Prad + Pν

ρ
+

1 + 3Xnuc

4

3kT

2mu

, (9.17)

y el equilibrio β, que se reduce a

Ye =
1−Xnuc

2
+Xnuc[Af(τν) + Bg(τν)], (9.18)

donde

A =
1

2
+ 0,487

(
Q/2− ηe

kT

)
, (9.19)

B = 1 + exp

(
ηe −Q

kT

)
(9.20)

y f(τν) = exp(−τν); g(τν) = (1− exp(−τν)).

Para cerrar el sistema, utilizamos la conservación de carga, dada por la ecuación 9.14.

Utilizamos las tablas de Langanke & Martínez-Pinedo (2001) para capturas, y ajustes analíticos

para aniquilación de pares (Itoh 1996) para calcular las emisividades de neutrinos.

El último ingrediente necesario es la determinación de la profundidad óptica a neutrinos, τν . Para

ello consideramos únicamente y como guía la dispersión coherente de neutrinos sobre protones y

neutrones libres, y partículas α. Las secciones de interacción son

σN =
1

4
σ0

(
Eν

mec2

)2

, (9.21)

y

σα = σ0

(
Eν

mec2

)2

[4 sin2 θW ]2, (9.22)

donde σ0 = 1,76× 10−44 cm−2, θW es el ángulo de Weinberg y Eν es la energía de los neutrinos,

que es aproximadamente igual a la energía de FermiEF de los electrones ligeramente degenerados.

La profundidad óptica se estima entonces como τν = H/lν , donde H es la escala local de altura en

el disco y lν es el camino libre medio de los neutrinos. En las regiones internas de discos masivos,

se puede llegar incluso a tener τν ∼ 102, lo cual muestra que dichos efectos pueden ser importantes.

El enfriamiento efectivo es entonces la emisividad local, modulada por un factor exp(−τν) para

tomar en cuenta la difusión. La luminosidad total en neutrinos es entonces

Lν =

∫
ρ−1(q̇ff + q̇plasmon + q̇pair + q̇cap) exp(−τν)dm. (9.23)

La transición de transparente a opaco ocurre en τν ≈ 1, que corresponde a ρ ≈ 1011g cm−3. La fo-

todesintegración enfría el gas a una tasa q̇phot = 6,8×1018(dXnuc/dt) erg s−1 cm−3, que se incluye
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en la ecuación de energía Por último, el momento angular se transporta a través de la prescripción

α de Shakura & Sunyaev (1973), incluyendo todos los términos del tensor de esfuerzos en simetría

azimutal (Lee & Ramirez-Ruiz 2002).

Desde un punto de vista numérico, hemos estudiado la evolución de esta clase de discos en simetría

azimutal (r, z), cuando después de una fusión binaria, un disco de masa Md � (10−3 − 10−1)M�
se forma alrededor de un agujero negro de masa MAN � (5 − 10)M� y en su interior opera una

viscosidad α � (10−3 − 10−1) que transporta momento angular. Las ecuaciones de Navier-Stokes

son discretizadas con el metodo Monte Carlo conocido como “Smooth Particle Hydrodynamics”,

o SPH (ver Monaghan 1992, y Rosswog 2009 para artículos de revisión del método). Es un for-

malismo Lagrangiano que permite seguir con buen detalle la evolución de esta clase de sistema

de manera adaptativa en tiempo y espacio (para mayores detalles de nuestra versión particular, ver

Lee & Ramirez-Ruiz 2002). En términos generales, lo que las simulaciones muestran es que: (i) la

energética global de los discos permite una liberación de energía capaz de explicar un destello de

rayos gamma; (ii) la duración del evento, medida a través del intervalo durante el cual la luminosi-

dad de acreción es comparable con la observada en un GRB, se ajusta a la observada para eventos

cortos; (iii) la duración del evento está claramente relacionada con el tiempo de Kelvin–Helmholtz

de enfriamiento del gas (el disco nace dinámicamente caliente en virtud del sistema que lo produ-

jo), y con la escala de tiempo asociada al transporte de momento angular; (iv) el comportamiento

termodinámico del disco, y en particular la nucleosíntesis, y la eyección de masa a través de vien-

tos, puede tener consecuencias observables (que detallamos más adelante, Roberts et al. 2011);

(v) la formación de colas de marea durante la interacción binaria que produjo el disco en primera

instancia, puede dar lugar en principio a episodios secundarios de acreción (Lee et al. 2009), que

produzcan ráfagas a menor energía observadas en GRBs (ver Gehrels et al. 2009).

Tal vez parecería que la descripción dada arriba es bastante completa, pero es claro que hay aún

asuntos pendientes que son relevantes para lograr un entendimiento más detallado de los procesos

en estos discos. En primer lugar, hemos supuesto que las reacciones consideradas alcanzan todas el

equilibrio. Esto es razonable para la fotodesintegración, pero no necesariamente para las reaccio-

nes débiles, particularmente en las regiones de menor densidad y/o para discos poco masivos (con

masa menor a � 10−3 M�). Segundo, el tratamiento de los neutrinos dista mucho de constituir un

estudio completo de transporte de Boltzmann, como se ha hecho en algunos casos en el contexto

de explosiones de supernova en una dimensión, pero al menos en lo cualitativo toma en cuenta

la transición opaco/transparente que sucede en el disco si la densidad es lo suficientemente alta.

Lo más relevante que no está incluido podría ser la retroalimentación de los neutrinos en no sólo

enfriar el gas, sino en transportar energía y depositarla en una región distinta a través de interac-

ciones como dispersión no-coherente. Este punto puede resultar muy importante para entender la

generación de flujos relativistas que a fin de cuentas producen la emisión observada en el destello

de rayos gamma. Esperamos tratar algunos de estos problemas a futuro.
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9.6. Consecuencias observables y conclusiones

En los últimos 15 años ha quedado claro que para entender los eventos que producen los destellos

de rayos gamma a mayor detalle, es necesario un estudio cuidadoso de los procesos microfísicos y

termodinámicos que ocurren en el interior de los objetos que los producen. La mejor manera que

conocemos de liberar grandes cantidades de energía en un plazo corto es la acreción sobre objetos

compactos, y todos, o casi todos, los modelos viables hoy involucran ya sea un agujero negro, o una

estrella de neutrones con un intenso campo magnético, o ambos. Se ha dado una revolución en su

entendimiento sobre todo a partir de la observación de la transformación de la emisión pronta, en

rayos gamma, al “Afterglow.a menor energía, y de modelos que buscan entender a mayor detalle

la emisión secundaria que se produce, y puede dar indicios más claros del evento mismo. Un

ejemplo importante en este sentido tiene que ver con la formación de las colas de marea referidas

en la sección anterior. En el sistema binario, por ejemplo de un agujero negro y una estrella de

neutrones, que después forma el disco, en el momento que la estrella es destruida por las fuerzas

de marea se forma una larga cola de material a grandes distancias. Una parte de ella sigue ligada

gravitacionalmente al objeto central, pero otra, que puede llegar a contener 10−2M� alcanza la

velocidad de escape y es eyectada al medio interestelar (Lee & Ramirez-Ruiz 2007). El material en

esta cola es rico en neutrones, y en el se produce nucleosíntesis, en particular a través del proceso-r

de captura de neutrones, formando elementos pesados (por ej., Roberts et al. 2011). Dado que el

sitio astrofísico donde se da el proceso-r, y que explicaría las abundancias cósmicas observadas

no se ha identificado aún por completo, este mecanismo es una opción interesante que vale la

pena explorar. Además de la contribución nucleosintética, el proceso mismo y los decaimientos

radioactivos que se dan en los días que siguen a la eyección producirían una señal parecida a la de

una supernova, pero a menor energía. Estos eventos se conocen como “kilonovas

2

podrían marcar

el sitio de los GRBs unos 3-5 días después del evento principal. Su caracterización y búsqueda

apenas inicia.

Al mismo tiempo, la relación entre el evento en sí, y la galaxia que lo alberga y su población estelar

es de gran importancia, ya que es necesario que los modelos de los progenitores sean viables desde

el punto de vista de su demografía. En ese sentido los destellos largos probablemente vienen de

una población fundamentalmente distinta a los cortos: los primeros ocurren en galaxias con mucha

formación estelar, y están asociados al colapso de estrellas masivas (Fruchter 2006, Woosley &

Bloom 2006); los segundos tienen un origen más diverso, y parecen estar en general asociados

a galaxias con muy poca formación estelar, indicando una población más vieja (Berger 2011). La

diversidad es buena y mala, porque da lugar a muchas posibilidades, con lo cual es difícil identificar

certeramente un caso particular de progenitor que pueda funcionar.

Hoy en día, los primeros observatorios de ondas gravitacionales, LIGO y VIRGO están empezando

a funcionar (Abadie et al. 2012) y se espera que en los próximos 5-10 años tengamos las primeras

detecciones directas de ondas gravitacionales. En virtud de las fuentes probables, ya sea por colap-

so de núcleos estelares masivos, o por fusiones de binarias con objetos compactos, la observación

en un nuevo espectro seguramente daría confirmación directa de los modelos propuestos, o llevaría

a alguna opción aún más interesante. El círculo que abarcaría aspectos de relatividad de lo mas pe-

queño a lo más grande, y de lo especial a lo general, cerraría uno de los capítulos más interesantes
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Resumen

La descripción del comportamiento de la velocidad del sonido en un condensado es un aspecto de

la teoría de gases ultrafríos que ofrece la posibilidad de investigar propiedades físicas relevantes

en este tipo de sistemas. Es por ello que la obtención de un modelo que permita hacer compatibles

los resultados experimentales con los cálculos teóricos es de primordial importancia en este ám-

bito. Actualmente el método más socorrido para calcular la rapidez del sonido en un condensado

está fundamentado en la teoría de campo medio. Este modelo requiere de varias suposiciones, entre

ellas el asumir que el gas es suficientemente diluido. Sin embargo, los resultados experimentales no

coinciden con los cálculos en aquella región en donde la coincidencia debería ser mejor. En el pre-

sente trabajo se muestra la posibilidad de emplear la llamada ecuación de Zaremba–Nikuni–Griffin

para hacer compatible teoría con experimento. Se deducirá la rapidez del sonido para un conden-

sado y se aplicará para el caso de un sistema conformado por átomos de Sodio y, adicionalmente,

se mostrará que permite resolver la discrepancia antes señalada. Ello nos permitirá concluir que la

ecuación de Gross–Pitaevskii si bien permite deducir de manera correcta el orden de magnitud de

dicho parámetro no es capaz de ir más lejos en este aespcto.
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La idea acerca de la condensación de Bose–Einstein tiene ya una larga historia [1], sin embargo fue

hasta el año de 1995 que su confirmación experimental tuvo lugar [2, 3]. Este lapso entre formula-

ción teórica y detección experimental tiene su razón de ser en las dificultades experimentales que

deberieron vencerse para poder constatar la existencia de los condensados de Bose–Einstein. La

posibilidad de producir estos sistemas en el laboratorio abre nueva ventana de oportunidades en la

física, la cual nos permite explorar fenómenos cuánticos a nivel macroscrópicos. Las propiedades

de estos sistemas son muy diferentes a la de los gases ordinarios, líquidos, o sólidos, es por ello

que su estudio es relevante. Por ejemplo, en un condensado los átomos ocupan el mismo estado

cuántico y ello implica que el sistema se puede describir mediante, por ejemplo, una teoría tipo

Hartree–Fock, esto como un caso de la, así llamada, teoría de campo medio. En este aspecto, aun

cuando los gases son diluidos, las interacciones juegan un papel primordial y, en consecuencia, una

comprensión más profunda de las interacciones interatómicas podría lograrse a través del análisis

de la dinámica de los condensados de Bose–Einstein. Este caso recién mencionado nos muestra las

opciones que los sistemas en cuestión nos ofrecen.

En el ámbito de gases cuánticos un tópico fundamental es el asociado con el estudio y análisis de

las excitaciones colectivas o de bulto. Para el caso de fluidos cuánticos es factible dividir los modos

colectivos en dos diferentes categorias, a saber, modos hidrodinámicos y aquellos modos carentes

de colisiones. El primer caso se encuentra relacionado con la descripción de la dinámica, dentro

de lo conocido como campos medios auto–consistentes. La última posibilidad aparece como una

consecuencia de la presencia de interacciones entre las partículas que constituyen el condensado

[4]. Un minucioso estudio de estas excitaciones colectivas permite atisbar en algunas de las ca-

racterísticas físicas de dichos sistemas. Por ejemplo, en el caso de alguno átomos alcalinos, como

son el 87Rb o 23Na, el tamaño del condensado depende, críticamente, de la existencia de fuerzas

de dos cuerpos de tipo repulsivo. Si bien las interacciones en un condensado son un evento poco

frecuente su papel en la definición de las propiedades din’amicas no debe ser minimizado. La re-

levancia de las interacciones en este aspecto puede entnderse recordndo que en un condensado se

tiene un campo medio coherente muy grande [5]. Como otra situación interesante mencionemos

que la densidad central de un condensado con interacciones es mucho mayor que aquella asociada

a un sistema en el cual las interacciones están ausentes [6].

En el presente trabajo nos enfocaremos en la rapidez del sonido en un condensado. La relevancia de

esta característica física en conexión con propiedades del condensado se mencionará más abajo, en

este momento nos abocaremos única y exclusivament a comentar la discrepancia actual existente

entre modelo teórico y resultados experimentales, la cual es bastante peculiar, pues se presenta en

la región de valores para la densidad en la cual una de las aproximaciones que definen el modelo

de campo promedio se cumple de mejor manera [7, 8].

Existen varias maneras de deducir la rapidez del sonido en un condensado. Por ejemplo, se puede

tomar como premisa inicial el Hamiltoniano de N–cuerpo, en el formalismo de segunda cuanti-

zación, para después diagonalizarlo mediante la aproximación de Bogoliubov. De esta manera de

calcula la energía del sistema y al derivar respecto del volumen se deduce la presión y así, para

finalizar, con esta última variable obtener la rapidez del sonido [9]. De manera adicional, se pue-

188



10.1. Introducción

de partir de la ecuación de Gross–Pitaevskii, e incluir el límite conocido como de Thomas–Fermi

para, posteriormente, poner la ecuación en la forma de dos ecuaciones hidrodinámicas (una de

ellas describe las fluctaciones en la densidad y la restante la rapidez). Para obtener la ecuación

que proporciona la propagación del sonido se elimina de estas dos expresiones antes mencionadas

la rapidez, y ello nos permite quedarnos con una ecuacuón diferencial para las fluctuaciones de

la densidad [10]. En cualquier caso un elemento fundamental en la deducción de dicha rapidez

radica en el empleo de la teoría de Campo Medio [11], la cual recurre a varias aproximaciones,

una de ellas impone la condición de que sólo las colisiones de dos partículas son relevantes para

la descripción de la dinámica del sistema en cuestión. Este modelo está basado en la, así llamada,

ecuación Gibbs–Bogoliubov–Feynman [12, 13]. Este formalismo permite, siendo una idea basada

en un mecanismo de minimización, el uso de diferentes tipos de eigenfunciones asociadas a las

partículas que conforman el gas. En algunos casos se recurre a las eigenfunciones de una partícula

atrapa en un pozo de potencial infinito [9], en tanto que en otras situaciones la elección recae sobre

las eigenfunciones relacionadas con un oscilador armónico tri–dimensional isotrópico [14]. La ra-

zón detrás de esta elección radica en el hecho de que si bien el proceso, por estar relacionado con

un formalosmo de minimización, permite el empleo de cualquier conjunto completo de eigenfun-

ciones, las eigenfunciones de un oscilador armónico isótropo tridimensional contienen parte de la

simetría de la situación física, por lo menos la relacionada con la trampa del condensado [15].

En el presente trabajo se calculará la rapidez del sonido en un condensado de Bose–Einstein re-

curriendo a la ecuación generalizada de Gross–Pitaevskii, la cual recibe también el nombre de

ecuación de Zaremba–Nikuni–Griffin (ZNG) [5]. La idea de ir más allá de la ecuación de Gross–

Pitaevskii (GP) radica en que, como se mostrará abajo, el modelo asociado a GP parece que pro-

porciona el órden de magnitud de dicha rapidez de manera correcta, sin embargo, los detalles finos

(como la discrepancia entre teoría y experimento a bajas densidades [7, 8]) parecen estar fuera del

alcance de GP. De manera adicional, la ecuación de GP es válida sólo a temperatura nula, y si bien

los experimentos se sucitan a muy bajas temperaturas, nunca se llevan a cabo a T = 0. Es decir, al

considerar GP se tiene ya una aproximación, la cual en el presente trabajo no incluiremos.

Antes de pasar a formular matemáticamente nuestro modelo explicaremos brevemente cuál es el

elemento clave que, como conjetura, en este instante ponemos a consideración del lector, y que

nos permitirá encontrar una explicación a esta ya comentada discrepancia. La rapidez del sonido

en un condensado es un parámetro físico que depende, crucialmente, de la interacciones entre las

partículas que constituyen el gas. Para ello basta recordar el modelo más simple que explica dicha

rapidez [9, 15]. A muy bajas temperatura, lo cual se sucita para el caso en que un gas bosónico

presenta condensación, las interacciones entre partículas están, principalmente, descritas por la

disperión de onda s, [9, 15]. Este parámetro queda definido mediante la variable conocida como

longitud de dispersión. Concretando, se tiene que la rapidez en cuestión (c) tiene la siguiente

dependencia funcional (siendo a la longitud de dispersión, m la masa de los constituyentes del

gas, y, finalmente, n la densidad promedio de partículas)

c =
�

m

√
4πan. (10.1)

Esta expresión prueba que si a = 0, entonces no hay sonido en el condensado. De lo mostrado
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en [7, 8] se desprende que, a bajas densidades, la predición teórica es simepre menor al resultado

experimental. Esta última afirmación podemos reformularla en forma de pregunta: ¿qué interac-

ción debemos agregrar para incrementar el valor teórico de la rapidez y que pueda ser compatible

con los postulados contenidos en TCM? En GP se tienen interacciones de dos cuerpos que involu-

cran, únicamente, a partículas condensadas, es decir, interacciones de dos cuerpos entre partículas

condensadas y no condensadas, o no condensadas con no condensadas, no son tomadas en cuenta.

Como se hará ver abajo, ZNG permite incorporar, sin abandonar la condición de interacciones por

pares, un número mayor de subsistemas del condensado interactuando entre sí. En particular, en

nuestro caso nos restringiremos a introducir la interacción entre condensado–condensado (como es

usual en GP) pero, adicionalmente, condensado–nube térmica (parte no condensada). Probaremos

que este formalismo permite explicar la discrepancia mostrada en [7, 8]) y que de manera colateral

nos permitirá deducir una espresión para la rapidez del sonido la cual será función del punto del

condensado en el cual la medición se lleve a cabo. Es decir, la expresión final proporciona una

rapidez que no es constante en el condensado. La elección recará sobre la ecuación conocida como

ZNG [5]. Siendo que TCM implica únicamente interacciones por pares, toda nueva interacción

deberá de ser contemplada dentro de este ámbito.

Mostraremos una rapidez del sonido que será función de la distancia al centro geométrico de

la trampa. Más puntualmente, probaremos que la velocidad crecerá conforme nos alejemos del

centro de la trampa. Es decir, los efectos de la trampa sobre las partículas aumenta al alejarse

éstas del centro geómetrico de la trampa. En otra palabras, la interacción con la trampa define de

manera importante el comportamiento de la rapidez del sonido en un condensado, por lo menos

en el sentido que podremos explicar algunas sutilezas surgidas del trabajo en laboratorios. Este

resultado nos proporcionará una explicación a la discrepancia previamente señalada. En particular

aplicaremos nuestro modelo al caso de un condensado de sodio, y veremos como es posible hacer

compatibles experimento con modelo teórico.

Independientemente de poder resolver el problema actual entre predicciones teóricas y resultados

experimentales es importante tener un buen modelo en torno al análisis de la rapidez del sonido

en un condensado. Las razones detrás de esta afirmación se pueden entender recordando que el

estudio de este parámetro permite analizar el papel que juegan las excitaciones de momento en la

determinación de algunas propiedades físicas [16, 17]. Otro punto interesante que involucra una

relación causal entre rapidez del sonido y la presencia de interacciones está asociada al hecho de

que la relación de dispersión para las excitaciones elementales depende críticamente del tipo de

interacciones entre los constituyentes del gas [14]. en otras palabras, un análisis de la relación de

dispersión nos permite tener una mejor comprensión sobre las interacciones entre átomos.

10.2. Rapidez del sonido en un condensado

10.2.1. Rapidez del sonido y ecuación de Gross–Pitaevskii

En esta parte mostraremos que el formalismo de GP difícilmente podrá resolver la discrepancia

contenida en [7, 8]). Consideremos el Hamiltoniano asociado a un sistema de N–cuerpos con
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potencial externo V(e) y de interacción entre dos cuerpos V .

Ĥ = − �
2

2m

∑
α,β

< α|∇2|β > â†αâβ +
1

2

∑
α,β,γ,ε

< α, β| V |γ, ε > â†αâ
†
βâγ âε

+
∑
α

< α| V(e)(�r)|β > â†αâβ,

< α|∇2|β >=

∫
u�
α(�r)∇2uβ(�r)d

3r, < α| V(e)|β >=

∫
u�
α(�r)V(e)(�r)uβ(�r)d

3r,

< α, β| V |γ, ε >=

∫
u�
α(�r)u

�
β(�r)V (�r)uγ(�r)uε(�r)d

3r.

Aquí usaremos las eigenfunciones asociadas a un oscilador armónico isótropo tri–dimensional.

Usualmente se considera, para el cálculo de la rapidez del sonido, sólo a la parte condensada. En

esta parte tomaremos la parte de energía cinética asociada a la nube térmica. Se debe enfatizar

que no se introducirá nube térmica en la dos últimas integrales. Es decir, las colisiones continuan

despreciando los efectos de la nube térmica.

Para determinar el número de partículas en estado base y estados excitados se recurrirá a las si-

guientes expresiones [15]

N0 = N
[
1−
( T
Tc

)3
+

8

3

√
a3N

V π

]
, (10.2)

Ne = N
[( T

Tc

)3
− 8

3

√
a3N

V π

]
. (10.3)

De esta manera se obtienen

< ψN |
p̂2

2m
|ψN >=

3�ω

4
N
[
1−
( T
Tc

)3
+

8

3

√
a3N

V π

]
+
5�ω

4
N
[( T

Tc

)3
− 8

3

√
a3N

V π

]
,

< 0, 0|V |0, 0 >=
32√
πl3

∫ ∞

0

r2V (r) exp{−r2

l2
}dr.
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a =
m

4π�2

∫ ∞

0

r2V (r) exp{−r2

l2
}dr.

Finalemente, la energía del condensado se puede escribir como

E(T ) =
3�2

2mV 2/3
N
[
1−
( T
Tc

)3
+

8

3

√
a3N

V π

]
+

5�2

2mV 2/3
N
[( T

Tc

)3
− 8

3

√
a3N

V π

]
+

2πa�2

mV
N2
[
3− 4

3

√
a3N

V π

]
La presión y rapidez del Sonido en el condensado son fácilmente calculables

P (T ) =
�
2

mV 5/3
N +

2�2

3mV 5/3
N
[( T

Tc

)3
−17

3

√
a3N

V π
+

2πa�2

mV 2
N2
[
3− 2

√
a3N

V π

]
,

c2s(T ) =
5�2

3m2V 2/3
+

10�2

3m2V 2/3

[( T
Tc

)3
−68

15

√
a3N

V π
+

4πa�2

m2V
N
[
3− 5

2

√
a3N

V π

]
.

Para el caso de sodio podemos estimar nuestra predicción con los siguientes valores: N = 5×106,

n = 1021m−3, Tc = 2×10−6K, m = 35,2×10−27Kg, l ∼ 10−2m, a = 2,75×10−9m, T = 0,9Tc.

cs = 2,2× 10−3m/s.

El resultado experimental indica [7, 8]

cs = 5,1× 10−3m/s.

El órden de magnitud es correcto, pero no checa con los resultados teóricos. En esta situación he-

mos empleado un modelo que es, en cierto sentido, equivalente a la ecuación de Gross–Pitaevskii.

En nuestro caso se ha incluido, en la energía cinética la contribución de la nube térmica, hecho que
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está ausente en Gross–Pitaevskii. Sin embargo, como se mencionó en el momento oportuno, nues-

tro cálculo no incluye interacciones por pares, por ejemplo, entre átomo condensado y un átomo

no–condensado.

Parece que la compatibilidad entre experimentos y teoría se podría conseguir incluyendo las in-

teracciones, como elemento toral, en la descripción del condensado. Ya hemos mencionado la

relevancia de las interacciones dentro de la explicación de la rapidez del sonido en un condensado

de Bose–Einstein. En realidad, la presencia de interacciones, en la descripción de la rapidez de

propagación de perturbaciones, es un factor presente inclusive en física clásica. Para ilustrarlo, y

así proporcionar un argumento más sólido a nuestra siguiente propuesta, recordemos que en el

caso de una cuerda ideal, al provocar una perturbación con una amplitud suficientemente pequeña

la rapidez de propagación de dicha pertubación es [18]

c =
√

T/μ. (10.4)

En esta última expresión T y μ son al tensión en la cuerda y la densidad lineal de masa. La tensión

es un parámetro que cuantifica la interacción entre las partes que constituyen la cuerda. Además,

el resultado muestra que a mayor tensión, más rápido se propaga el fenómeno. Este argumento,

y el previo en relación con un condensado y la relación causal interacción–rapidez del sonido,

nos permiten conjeturar que, tal vez, la discrapancia antes comentada [7, 8] podría resolverse

incrementando en número de interacciones en el condensado. Para finalizar esta argumentación,

agregaremos que, sí bien las colisiones en un gas diluido son poco frecuentes, las interacciones

binarias en un condensado son muy importantes en la determinación de respuestas colectivas, y

ello es debido a que en un condensado el campo medio coherente es muy grande.

10.2.2. Rapidez del sonido y ecuación de Zaremba–Nikuni–Griffin

Como ya ha sido previamente mencionado consideraremos un modelo que contenga más interac-

ciones que aquellas contempladas en GP. La elección cae sobre la ecuación conocida como ZNG

[5]. Puesto que TCM implica, de manera inexorable, únicamente interacciones por pares, toda nue-

va interacción deberá de ser restringida a este ámbito. De manera adicional, la ecuación de GP es

válida sólo a temperatura nula, y si bien los experimentos se sucitan a muy bajas temperaturas,

nunca se llevan a cabo a T = 0. Es decir, al considerar GP se tiene ya una aproximación, la cual en

el presente trabajo no incluiremos. En nuestro modelo teórico no se asume el caso de temperatu-

ra nula. Sin embargo, es importante recalcar que el modelo requiere tempeaturas suficientemente

altas, esto significa, T ≥ 0,4Tc [5].

Comencemos con al ecuación diferencial que gobierna la dinámica de un operador cuántico de

campo (ψ̂(�r, t)).

i�
∂ψ̂(�r, t)

∂t
=
[
−�

2∇2

2m
+ Vtrap(�r)

]
ψ̂(�r, t) + η(�r, t) + gψ̂†(�r, t)ψ̂(�r, t)ψ̂(�r, t). (10.5)
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Donde aquí se tiene Vtrap(�r) es potencial asociado a la trampa, y g = 4aπ�2/m, siendo m la masa

de los átomos del condensado y a la longitud de dispersión.

La deducción de la ecuación para la función de onda del condensado requiere de tomar un pro-

medio con respecto a un ensemble fuera de equilibrio con rompimiento de simetría (Ψ(�r, t) =<
ψ̂(�r, t) >). Adicionalmente, y de acuerdo a las ideas de Bogolibov y Beliaev, se separa la com-

ponente del condensado del operador cuántico de campo [5] ψ̂(�r, t) =< ψ̂(�r, t) > +φ(�r, t), con

la condición < φ(�r, t) >= 0. Al llevar a cabo estas operaciones se obtiene la siguiente expresión

conocida com ecuación de Zaremba–Nikuni–Griffin [5]

i�
∂Ψ(�r, t)

∂t
=
[
−�

2∇2

2m
+ Vtrap(�r) + gnc(�r, t) + 2gñ(�r, t)

]
Ψ(�r, t)

+gs(�r, t)Ψ(�r, t) + gb(�r, t). (10.6)

Aquí nc(�r, t) = |Ψ(�r, t)|2 es la densidad de la parte condensada; ñ(�r, t) =< φ†(�r, t)φ(�r, t) >
la densidad de la nube térmica; s(�r, t) =< φ†(�r, t)φ(�r, t) > la densidad anómala; y b(�r, t) =<
φ†(�r, t)φ(�r, t)φ(�r, t) >.

No está de más señalar que esta expresión contiene la información sobre la nube térmica, es decir,

sobre aquella porción del gas que no está condensada. La presencia de interacciones hace, que aún

a temperatura nula, la parte no condensada no sea nula [9, 15]. Una aproximación que si ha sido

empleada es la de interacciones sólo por pares. Esta suposición es uno de los postulados de TCM

[13].

Como primer caso a estudiar despreciaremos la densidad anómala y el término asociado a la fun-

ción de correlación de tres campos, es decir, b(�r, t) = s(�r, t) = 0. Es factible probar que los

términos despreciados son de orden cuadrático en a/l, es decir, b(�r, t) = s(�r, t) =∼ a/l. Cla-

ramente las densidades de la parte condensada y no condensada no tienen este comportamiento.

Podemos entonces concluir que como primera aproximación los elemntos considerados son de

mayor importancia que los dejados fuera.

Además nc(�r, t) y ñ(�r, t) no dependen de t. Esto último se entiende como una consecuencia de

tener equilibrio termodinámico, pues las densidades del condensado y de la nube térmica no son

función del tiempo. Bajo estas condiciones ZNG se reduce a

i�
∂Ψ(�r, t)

∂t
=
[
−�

2∇2

2m
+ Vtrap(�r) + gnc(�r) + 2gñ(�r, t)

]
Ψ(�r, t). (10.7)

No existen teoremas que garanticen la existencia de soluciones de ecuaciones como la última. Sólo

se tienen teoremas de existencia para ecuaciones de la forma [19].

i�
∂Ψ(�r, t)

∂t
=
[
−�

2∇2

2m
+ g|Ψ(�r, t)|2

]
Ψ(�r, t). (10.8)

Este comentario nos conduce a buscar una solución a nuestra ecuación en forma perturbativa. La

idea es aquí encontrar un parámetro pequeño, el cual nos sirva para poder hacer un desarrollo
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asintótico. Consideraremos como potencial atrapante aquel asociado a una trampa tipo oscilador

armónico isótropo tri–dimensional. Esta elección se fundamenta en el hecho de que las trampas

experimentales pueden, con gran grado de precisión, aproximarse mediante potenciales tipo osci-

ladores tri–dimensionales [15]. Es decir

Vtrap(�r) =
mω2

2
r2 (10.9)

Aquí se tiene que el origen de coordenadas coincide con el centro geómetrico del condensado.

Buscaremos soluciones estacionarias, es decir, asumiremos

Ψ(�r, t) = exp{−iμt/�}φ(�r). (10.10)

Supondremos además que la densidad condensada está descrita las eigenfunciones del estado base

asociado a la trampa arriba mencionada, en tanto que la densidad de la nube térmica tiene una des-

cripción dada por la eigenfunción del primer estado excitado conectado con la trampa empleada.

Esto es

nc(�r) = |Φ0(�r)|2, ñ(�r) = |Φ1(�r)|2. (10.11)

Siendo Φn(�r) las eigenfunciones del oscilador armónico isótropo tri-dimensional [20].

La ecuación ZNG se transforma en (μ es el potencial químico)

μφ(�r) =
[
−�

2∇2

2m
+

mω2

2
r2 + gnc(�r) + 2gñ(�r)

]
φ(�r). (10.12)

Nótese que los términos de esta última ecación involucrados con las densidades del condensado y

de la nube térmica ambos tienen como elemento fundamental a la constante g, la cual es propor-

cional a la longitud de dispersión, a. Por otro lado, toda densidad involucra dividir la cantidad en

cuestión entre el volumen que ocupa el sistema. En nuestro caso, el volumen queda definido por la

única cantidad de distancia que aparece en conexión con un oscilador armónico [20]

l =

√
�

mω
, (10.13)

V = l3. (10.14)
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Con esta observación llegamos a la conclusión de que nuestra ecuación tiene la siguiente estructura

μφ(�r) =
[
−�

2∇2

2m
+

mω2

2
r2 +

a

l
f(�r)

]
φ(�r).

Pero experimentalmente sabemos que

a/l < 1. (10.15)

Usaremos este parámetro (a/l) como elemento para nuestro desarrollo asintótico. La idea es con-

siderar a las dos densidades como términos perturbativos y emplear la teoría correspondiente para

encontrar las correciones, tal como se hace en mecánica cuántica [21].

La corrección a primer orden (en a/l) de la función de onda de la parte condensada es

Φ
(1)
0 (�r) =

√
N

V π3

{
1 +

aN

12π1/2V 1/3

(
4
r2

l2
− 6
)}

exp(− r2

2l2
) (10.16)

La densidad del condensado es

n(1)
c (�r) = |Φ(1)

0 |2 (10.17)

La correción a primer órden al potencial químico μ es

μ(1) =
3�2

2m

[ 1

V 2/3
+

4πa�2N

(2π)3/2V

]
(10.18)

Nótese que la corrección a primer órden de la función de onda de la parte condensada involucra

al segundo estado excitado asociado a un oscilador armónico isótropo tri–dimensional, pero no al

primer estado excitado, el cual lo hemos supuesto conectado con el estado a orden cero de la nube

térmica.

Para calcular la rapidez del sonido en estas condiciones recordemos que dicha cantidad está dada

por la expresión [5]

cs =
N

mV

∂μ

∂n
. (10.19)

Con esta expresíon se obtiene para nuestro caso en particular la siguiente rapidez del sonido para

el caso de un condensado confindo mediante una trampa tipo oscilador armónico tri–dimensional

isótropo
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cs =
π1/2

�

mV 1/3

[
1− 6πaN

(2π)3/2V 1/3
− 2aN

9πV 1/3

(
4
r2

l2
− 6
)

+
2r2

3V 2/3
− aN

3πV
r2
]
exp
([r

l

]2)
. (10.20)

Este último resultado es lo que deseabamos deducir, donde se debe tener que 0 ≤ r ≤ l.

10.3. Discusión y resultados

En el presente trabajo se ha mostrado que los modelos que consideran, en un condensado, sólo

interacciones entre átomos de la parte condensada permiten deducir de manera correcta el órden

de magnitud de la rapidez del sonido. Sin embargo, también se ha hecho patente que difícilmente

pueden proporcionar los detalles sutiles que permitan resolver la discrepancia contenida en algunos

resultados experimentales [7, 8]. Es decir, GP parece no dar respuesta a la inconsitencia antes

mencionada.

Posteriormente se hizo notar la importancia que tiene el concepto de interacción en la propagación

de algunas pertirbaciones, y entre ellas se mencionaron la rapidez del sonido en condensados [9] y

de perturbaciones en una cuerda [18]. Este hecho nos permitió conjeturar que la solución buscada

podría estar más allá de GP. Se dedujo ZNG, la cual es una generalización de GP, y se hizo ver

que contiene varios tipos de interacciones que están ausentes en GP. Por ejemplo, ZNG considera

interacciones entre los átomos condensados y los no condensados. Se hizo ver que GP asume

que se está a temperatura nula, y que además todos los constituyentes del gas se encuentran en

el estado condensado. Se argumentó que ambas suposiciones no son, estrictamente, ciertas en un

experimento, pues no es factible conseguir temperatura nula [22], según la termodinámica clásica,

y además, aunque dicha temperatura fuese alcanzable, la presencia de interacciones hace imposible

que todas las partículas del gas se condensen [9].

La elección hecha recayó sobre la ecuación conocida como ZNG [5]. Esto se ha llevado a cabo

sin abandonar TCM, es decir, incluyendo únicamente interacciones por pares. No hemos asumi-

do temperatura nula, pero el modelo si requiere temperaturas suficientemente altas, esto significa,

T ≥ 0,4Tc [5]. Se consideró solamente la densidad de la parte no condensada, esto implica que

otras dos cantidades, la densidad anómala y la función de correlación de tres campos se hicie-

ron nulas. Es factible probar que los términos despreciados son de orden lineal en a/l, es decir,

menores que las densidades de la parte condensada y no condensada. En otras palabras, como pri-

mera aproximación la ecuación que hemos resuelto contiene los elementos físicos más relevantes.

La ecuación asumió equilibrio termodinámico, pues las densidades involucradas se han supuesto

iondependientes del tiempo. Esta última simplificación nos ha permitido buscar soluciones esta-

cionarias a la ecuación final. Empleando un método asintótico, en el parámetro a/l hemos resuelto

nuestra versión de ZNG. Considerando que a órden cero en nuestro parámetro el condensado y la

nube térmica se encuentran, respectivamente, en el estado base y primer estado excitado de un os-

cilador armónico tri–dimensional isótropo, se ha mostrado que a primer orden la función de onda
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de la parte condensada adquiere una contribución proveniente de la función de onda del segundo

estado excitado. De manera adicional se ha encontrado la modificación del potencial químico.

La última ecuación deducida ha sido la rapidez del sonido en el condensado. Una mirada a esta

expresión nos señala que dicho parámetro depende de la zona en la cual se realice la medición.

Esto puede constatarse notando que depende de la variable r, siendo el origen de coordenadas

coincidente con el centro geómetrico del condensado. Nótee que la velocidad del sonido es función

sólo de potencias pares de r. Esta observación implica que tenemos una simetría en relación con la

inversión de los ejes coordenadas. Es decir, si hacemos los cambios de variables x → −x, y → −y,

o z → −z, la rapidez no se ve modificada. Algo esperado, pues no podría depender de la elección

de nuestros ejes coordenados.

Este factor nos podría, como una posibilidad, explicar la discrepancia entre teoría y experimento,

en relación con la medición del sonido en un condensado de sodio [7, 8]. Efectivamente, la veloci-

dad empleada como resultado teórico en los dos trabajos experimentales es constante a lo largo y

ancho del condensado. Es decir, el experimento fue contrastado contra un cálculo en el cual la ra-

pidez del sonido del condensado es un parámetro independiente del punto de medición. En nuestro

resultado dicho factor no es constante. Si a densidades bajas la detección de la rapidez del sonido

se hizo en una zona diferente a la de aquella relacionada con el caso de altas densidades, entonces

nuestro resultado explica la discrepancia tantas veces aquí comentada.

Pasemos ahora a encontrar los cambios en la rapidez para el caso de un condensado de sodio. Para

ello tomaremos los datos mencionados en [7, 8].

π1/2
�

mV 1/3
= 3,5× 10−3m/s,

aN

V 1/3
∼ 10−2. (10.21)

Para el caso en el cual la rapidez del sonido se midiese en el centro de la trampa, lo cual equivale

a considerar r = 0, se deduce

cs(r = 0) = 3,45× 10−3m/s. (10.22)

Si ahora nos desplazamos cerca del final del condensado (aquí como primera aproximación se

puede considerar que en los tres ejees el condensado tiene un tamaño igual a l), por ejemplo,

r = (0,8)l el resultado cambia notablemente

cs(r = (0,8)l) = 6,54× 10−3m/s. (10.23)

El cambio porcentual, respecto a cs(r = 0), es notable, casi del 90 por ciento.

[cs(r = (0,8)l)− cs(r = 0)]/cs(r = 0)× 100 = 89,5 (10.24)
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Es evidente que la deficiencia comentada, los datos teóricos yacen en los primeros modelos debajo

de los casos experimentales, ahora si se aproximan mejor. En otras palabras, nuestro caso parece

resolver el problema que nos ha ocupado a lo largo de este trabajo. Un punto merece ser men-

cionado en relación con el comporatmiento de la rapidez con respecto a la variable r. Puede verse

que como función de r nuestra expresión es una función estrictamente creciente. Este hecho podría

parecer contra intuitivo, pues la densidad decrece al aumentar r, recuérdese que la densidad es pro-

porcional a las eigenfunciones de un oscilador armónico tri–dimensional e isótropo. Sin embargo,

no debemos dejar caer en el olvido que, además de este comporatmiento, tenemos un factor de gran

peso en la definición de la dinámica del condensado, a saber, el hecho de que, si bien la interaccoón

entre átomos no cambia, los efectos de la trampa sobre las partículas aumenta al alejarse éstas del

centro geómetrico de la trampa. Si aceptamos el argumento señalado anteriormente, en el sentido

de que a mayor interación la velocidad de propagación de una señal crece, entonces podemos en-

tender este hecho, pues la interacción entre trampa y partículas se vuelve más importante conforme

los constituyentes del gas se alejan del centro de la trampa. Es decir, la interacción con la trampa

define de manera importante el comportamiento de la rapidez del sonido en un condensado.

Este resultado puede ser comprendido desde una perspectiva diferente, a saber, aquella que involu-

cra las fluctuaciones de la densidad. Efectivamente, nótese que nuestros resultados implican, entre

otras cosas, que la densidad del condensado decrece conforme nos alejamos del centro geométrico

de la trampa, para constatar esta afirmación basta recordar que la densidad queda descrita como

una función proporcional a una combinación lineal de las eigenfunciones de un oscilador armóni-

co tri–dimensional isótropo. Estas funciones son decrecientes al aumentar r [20]. Sin embargo, la

propagación del sonido no está relacionada directamente con la densidad, sino con fluctuaciones

de ésta. Es decir, nuestro resultado prueba que la densidad decrece al alejarnos del centro de la

trampa. Sin embargo, también nos conduce a concluir que las fluctuaciones en la densidad aumen-

tan, y este factor se deriva de las características de la trampa en cuestión. En otras palabras, las

fluctuaciones en la densidad aumentan conforme la intensidad del potencial confinante crece, y

por ello la rapidez del sonido es una función monótona creciente de r.

Pasemos ahora a discutir los dos téminos despreciados en nuestro modelo, es decir, la densidad

anómala y la función de correlación de tres campos. Los dos están relacionados con factores de

amortiguamiento inducidos por colisiones en el movimeinto del condensado [5]. Es en este punto

en donde laecuación de Boltzmann surge. Para ilustar este aspecto mencionemos, brevemeente,

que la función de correlación de tres campos está relacionada con la función de distribución de

partúcula individual, y que este parámetro es parte fundamental de la ecuacuón de Boltzmann [23].

Este comentario nos permite concluir que todo intento por encontrar una generalización relativista

de la ecuación de Zaremba–Nikuni–Griffin requiere, como condición inicial, la versión relativista

de la ecuación de Boltzmann. En este contexto existen ya varias resultados [24], si bien no existe

todavía un consenso en cuanto a la validez de las propuestas existentes.

En cuanto a las posibilidades que el cálculo de este trabajo ofrece en relación con pruebas de

precisión en gravitación comentemos la opción de el Principio de Equivalencia Fuerte (PEF) [25].

La idea es calcular los efectos que el campo gravitacional podría tener sobre la rapidez del sonido

de un condensado. Con dicho cálculo se procede de la siguiente manera. De acuerdo con PEF un

condensado en caida libre debe tener una rapidez del sonido igual a la de un condensado en el cual
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el campo gravitacional está ausente [25]. Efectivamente, según PEF, en un sistema de referencia

en caida libre las leyes de la física quedan determinadas por la relatividad especial, es decir, todo

se sucita como si el campo gravitacional no existiese. De esta manera al comparar el resultado del

experimento contra el cálculo se podría tener una manera de poner a prueba PEF. Pero para poder

tener esta posibilidad es necesario determinar los efectos del campo gravitacional sobre la rapidez.

En el caso de un campo gravitacional homogéneo el potencial químico se vería modificado, pues

la energía de las partículas que constituyen el gas se modificaría por este término adicional. De

manera similar, la densidad de partículas mostraría ahora un valor mayor en las parte más bajas

del condensado, debido a la presencia del campo gravitacional. En otras palabras, tanto potencial

químico como densidad incluirán, como parte de sus parámetros, el valor del campo gravitacional,

aquí considerado en su situación más simple, a saber, un campo gravitacional homogéneo. Siendo

la rapidez del sonido en el condensado función de la derivada del potencial químico como función

de la densidad debemos esperar una dependencia del sonido en términos del campo gravitacional

homegéneo. En otras palabras, se espera tener una herramienta experimental, por lo menos en

principio, para poner a prueba PEF. Por supuesto, queda como pregunta abierta la factibilidad de

la propuesta, y para ello se requiere conocer la incertidumbre experimental en la medición de la

rapidez. Otra manera de poner a prueba PEF radica en recurrir a la expresión relacionada con

el potencial químico, véase (18). La presencia de un campo gravitacional homogéneo implicaría

modificar (18) de la siguiente manera

μ(1) =
3�2

2m

[ 1

V 2/3
+

4πa�2N

(2π)3/2V

]
+mgL (10.25)

En esta última expresión L es la altura, respecto a la superficie terrestre, a la cual se encuentra

localizado el condensado. Recordando que la temperatura de condensación es función del potencial

químico [23] entonces es evidente que detectando la temperatura de condensación se podría poner

también a prueba PEF, por lo menos en principio. Es decir, la rapidez del sonido en un condensado

permitir obtener dos herramientas de precisión, independientes entre sí.
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A
Apéndices

Ferencz Jüttner

Ferencz Jüttner nació en Breslau1 en 1878. Realizó sus estudios en la Universidad Friedrich-

Wilhems de Breslau, donde también trabajo tiempo después y desde donde firma la mayoría de

sus trabajos. Presentó la defensa de su doctorado en enero de 1902 con la tesis titulada “Beiträ-
ge zur chemischen Auffassung des Lösungsvorganges” (Contribuciones a la concepción química

del proceso de solución). Hizo contribuciones en varias áreas de la física tales como difusión en

sistemas con reacciones químicas2, en la teoría de la relatividad Jüttner estudió las colisiones rela-

tivistas en marcos de referencia en movimiento3. En 1922 calculó el campo gravitacional estático

para el caso esféricamente simétrico de algunas variantes de la teoría geométrica de Weyl, la cual

intentaba unificar la gravitación y el electromagnetismo4. También contribuyó a los fundamentos

conceptuales de parte de la teoría cuántica5.

La contribución más importante de Ferencz Jüttner se concentra en sus tres trabajos en relación

con los gases en equilibrio en la teoría de la relatividad. Los dos primeros aparecieron en 1911

en los “Annalen der Physik und Chemie” (cuyas versiones en español se incluyen en el presente

1Provincia de Silesia, actualmente Wrocław en Polonia, pero que perteneció a Bohemia, parte del Imperio Austro-
Húngaro, Prusia y Alemania en distintas épocas.

2F. Jüttner, Reaktionskinetik und Diffusion, Z. Physik. Chem. 65 595 (1909).
3F. Jüttner, Die gesetze des Stosses in der Lorentz-Einstenschen Relativtheorie, Zeitschrift für Mathematik und

Physik 62 410-433 (1913).
4F. Jüttner, Beiträge zur Theorie der Materie, Math. Annalen 87 270-306 (1922).
5F. Jüttner, Begriffliche Grundlagen und Begriffsbezeichnungen der Quantentheorie, Zeitschrift für Physik A Ha-

drons and Nuclei 109, 139-146 (1938).
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volumen), donde estudian los gases relativistas en equilibrio, en un marco en reposo y uno en mo-

vimiento6. El siguiente trabajo de 1928 estudió los gases relativistas que obedecen las estadísticas

cuánticas de Bose-Einstein y Fermi Dirac, que se habían propuesto en 1924 y 1926 respectivamen-

te7.

Siguiendo el consejo de Max Planck, con quien Jüttner se encontraba en Berlin en una estancia

posdoctoral, abordó el problema y encontró la distribición de un gas en equilibrio formado de par-

tículas relativistas, a través de un proceso de maximización de la entropía. Planck se había dado

cuenta de que, dado el principio de la relatividad especial acerca de la constancia de la velocidad

de la luz, sería necesaria una modificación a la función de distribución de velocidades de Maxwell-

Boltzmann ya que en esta distribución no hay un límite para las velocidades de las partículas, las

cuales pueden, en principio tener velocidades infinitas.

Entre las características de la distribución encontrada por Jüttner, se encuentra que existe un límite

natural para la velocidad de las partículas dado por la velocidad de la luz. Además, existe una tran-

sición suave entre los regimenes no relativista y ultra relativista, en el primer caso se aproxima la

distriución de Maxwell-Boltzmann, mientras en el segundo se tiene una distribución angosta cen-

trada en la velocidad de la luz. Es interesante mencionar que en sus trabajos Jüttner no estuvo muy

alentado con los resultados obtenidos ya que parecían no tener aplicaciones; ciertamente menciona

que dichos resultados son esencialmente teóricos y que aún no se conocía sistema alguno donde

aplicarlos.

Fue Miembro de la Sociedad Alemana de Física de 1921 hasta 1945. Además de Berlin, Jüttner

también trabajo en la Facultad de Física de la Universidad de Munich.

Murió en 1958 a la edad de 80 años.

6F. Jüttner, Das Maxwellsche Gesetz der Geschwindigkeitsverteilung der Relativtheorie. Ann. Physik und Chemie
34, 856 (1911). F. Jüttner, Die dynamik eines bewegten Gases in der Relativtheorie. Ann. Physik und Chemie 35,
145 (1911)

7F. Jüttner, Die relativistische Quantentheorie des idealen Gases. Zeitschr. Phys. 47 (1928) 542.
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Ferencz Jüttner1
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1 Titulo original: Das Maxwellsche Gesetz der Geschwindigkeitsverteilung der Relativtheorie. Ann. Physik und
Chemie 34, 856 (1911).
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B.1. La entropía de un gas monoatómico estático en un estado arbitrario

A partir de la entropía S de un gas monoatómico ideal que está en un determinado estado utilizando

su definición general

S = k lnW, (B.1)

donde W es la probabilidad del estado, para calcular y deducir las propiedades termodinámicas

del gas, hay que tener en cuenta una cierta base mecánica. Hasta ahora siempre se ha elegido la

mecánica Newtoniana. Desde el punto de vista del principio de la relatividad especial de Albert

Einstein, ésta (la mecánica newtoniana) es sólo un límite de una mecánica más general, y podría

ser de interés investigar la entropía de una gas en reposo 2 y con la ayuda de esto calcular la ley

de distribución de las velocidades en el estado de equilibrio suponiendo la validez de la mecánica

relativista; así se podrían deducir conjuntamente expresiones para la ecuación de estado del gas y

la dependencia de la energía, entropía y la energía libre con la temperatura (los calores específicos,

ecuaciones adiabáticas).

Es un placer para mi expresar mi más cálido agradecimiento a Hrn. Geheimrat 3 M. Planck por su

amable sugerencia de este trabajo y por su benevolente asesoría.

B.1. La entropía de un gas monoatómico estático en un esta-
do arbitrario

De los conceptos de la mecánica relativista [1], para describir la teoría cinética de los gases hay que

considerar en primer lugar las componentes del momento (ímpetu) ξ, η, ζ de una partícula material

que se mueve con velocidad

q =
√
ẋ2 + ẏ2 + ż2

con masa (en reposo) m

ξ = mx, η = my, ζ = mz, (B.2)

donde

x =
ẋ√

1− q2

c2

, y =
ẏ√

1− q2

c2

, z =
ż√

1− q2

c2

, (B.3)

son los componentes reducidos del momento (ímpetu) por unidad de masa. c es la velocidad de la

luz.

2N. T. Marco inercial comóvil.
3N. T. Puesto en el gobierno alemán que fungía como consejero particular.
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B.1. La entropía de un gas monoatómico estático en un estado arbitrario

Además, para una partícula puntual de masa m es importante la expresión para la fuerza viva 4:

L =
mc2√
1− q2

c2

. (B.4)

Para calcular la probabilidad W para un estado arbitrario de un gas monoatómico ideal en reposo

es conveniente escoger como variables, para describir el estado del sistema, las tres coordenadas

x, y, z y las tres componentes reducidas del momento (ímpetu) x, y, z de cada molécula las cuales

se pueden pensar como partículas masivas puntuales con masa (en reposo) m y velocidad variable

q.

Se utilizan las ecuaciones Hamiltonianas de la teoría de la relatividad [2] para el movimiento de

las partículas puntuales, así que por el teorema de Liouville, en el espacio de seis dimensiones de

las coordenadas x, y, z, x, y, z, el tamaño de un elemento de estado arbitrario está definido como

dω = dxdydzdxdydz, (B.5)

no cambia en el tiempo, sí cada punto del elemento de estado se comporta según las leyes de la

mecánica relativista. Por lo tanto, se puede identificar la probabilidad dW de que un punto del

estado x, y, z, x, y, z se encuentre en el elemento de área dω.Aquí dω se elige como una macrodife-
rencial (como la llamó Planck), esto es, tal que contenga muchos puntos aunque sea una cantidad

pequeña. Si se eligiera como en la mecánica usual

dσ = dxdydzdẋdẏdż (B.6)

como elemento de área entonces bajo las leyes de la mecánica relativista para el movimiento de

los puntos x, y, z, ẋẏż que están en este elemento de área, este elemento de área cambiaría en el

tiempo. Por lo tanto, la probabilidad dW de encontrar un punto en la región dσ no se puede medir

a través de la magnitud de dσ; más bien la probabilidad está dada por el elemento dω que está

vinculado con dσ [3] (cf. siguiente sec. B.3).

El estado del gas, que no necesariamente debe ser el estado de equilibrio, cuando uno conoce el

número de puntos de estado x, y, z, x, y, z en el elemento de área dω.

Sea este número representado por la expresión

dN = F (x, y, z, x, y, z)dxdydzdxdydz ≡ Fdω, (B.7)

donde F es la función de distribución. De nuevo interpretamos dN como una cantidad grande, esto

es una macrodiferencial. El número total de moléculas del gas entonces es

N =

∫
F dω. (B.8)

4N. T. La expresión fuerza viva era utilizada en el siglo 19, por ejemplo por Joule y Helmholtz, para referirse a la
energía. El término energía fue introducido por Lord Kelvin y Rankine alrededor de 1850 ya que es válido en todas
las áreas de la Física.
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B.2. La ley para la distribución espacial y de velocidades en equilibrio termodinámico

Para calcular la probabilidad W del estado F hay que dividir el área de estados de seis dimensiones

en elementos de área que tengan la misma probabilidad, es decir, con la misma área dω. Entonces

como es habitual [4] se obtiene la probabilidad W del estado F de N moléculas:

W =
N !∏

{(Fdω)}! =
{
∫
F dω}!∏

{(F dω)}! . (B.9)

Entonces, para la entropía S del estado F , utilizando la ecuación (B.1) y la fórmula de Stirling, se

obtiene la expresión siguiente:

S = const.− k

∫
F lnF dω. (B.10)

Para velocidades q de las moléculas del gas que son pequeñas en comparación con la velocidad de

la luz c se puede aproximar

x = ẋ, y = ẏ, z = ż, dω = dσ,

F (x, y, z, x, y, z) = F (x, y, z, ẋ, ẏ, ż) ≡ ϕ.

Por lo tanto S se aproxima por la bien conocida expresión S0 de la teoría usual de los gases:

S0 = const.− k

∫
ϕ lnϕdσ. (B.11)

En relación con lo anterior la expresión

H = k

∫
F lnF dω,

representa la generalización relativista de la función H de Boltzmann, que como se sabe es∫
ϕ lnϕdσ.

B.2. La ley para la distribución espacial y de velocidades en
equilibrio termodinámico

Ahora consideremos el equilibrio termodinámico de un gas en reposo cuyo número de moléculas

es

N =

∫
F dω, (B.12)

así como el volumen

V =

∫
dxdydz (B.13)
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y su energía total está dada por (cf. ec. (B.4))

E =

∫
LF dω = mc2

∫
1√

1− q2

c2

F dω. (B.14)

La función de distribución F en equilibrio no puede ser arbitraria ya que en equilibrio se tiene que

cumplir con la condición de máxima entropía dada por la ecuación (B.11) junto con las restriccio-

nes de tener N moléculas en el gas con volumen V y energía E constante, esto es

(δS)E,V,N = 0

De acuerdo con la ecuación (B.11), F también tiene que cumplir con∫
(lnF + 1) δFdω = 0,

con las condiciones adicionales (B.12) y (B.14)∫
δFdω = 0,

∫
1√

1− q2

c2

δFdω = 0.

La solución

F = α e
−β 1√

1− q2

c2 , (B.15)

es la función de distribución del equilibrio buscada; más adelante (Sec. B.4) debemos determinar

las constantes α y β a través de las cantidades N , V y E.

Debido a que F es independiente de x, y, z, la distribución espacial de las moléculas en estado de

equilibrio es uniforme.

Cuando los valores de q son pequeños en comparación con c, para los cuales dω se aproxima a

dσ, entonces a través de un desarrollo en serie de F se obtiene el valor aproximado ϕ del estado

estacionario:

ϕ = α e
−β

(
1+ 1

2
q2

c2

)

que también es

ϕ = α′ e−β′(ẋ2+ẏ2+ż2), (B.16)

es decir, la ley usual de Maxwell para la distribución de las velocidades. La función F en la

ecuación (B.15) representa la generalización relativista. En esta función cuando se fija q = c se

obtiene F = 0 y para q > c, F se vuelve imaginaria, mientras la expresión aproximada ϕ en (B.16)

para q = ∞ tomaría el valor ϕ = 0, por lo tanto permitiría velocidades de las moléculas superiores

a las de la luz.
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B.2. La ley para la distribución espacial y de velocidades en equilibrio termodinámico

Mientras la expresión usual ϕ se puede descomponer en tres factores, cada uno dependiente de

cada componente de la velocidad:

ϕ = α′ e−β′ẋ2

e−β′ẏ2e−β′ż2 ,

ésta es una propiedad que juega un papel importante en la teoría, en contraste la descomposición

análoga de la función general

F = α e
−β 1√

1− ẋ2+ẏ2+ż2

c2 , (B.17)

no es posible. Se puede hacer una descomposición de factores muy complicada introduciendo otras

variables de estado para la función transformada; se refiere a esto en otro contexto (en sec. B.6).

La forma más simple de F se obtiene a través de la ecuación (B.4), a saber

F = α e−
β

mc2
L. (B.18)

A través de la introducción de los momentos (ímpetu) reducidos

x2 + y2 + z2 =
ξ2 + η2 + ζ2

m2
= p2, (B.19)

uno llega a una identidad entre p y la velocidad q de la masa puntual que es fácil de confirmar:

1√
1− q2

c2

=

√
1 +

p2

c2
. (B.20)

En consecuencia se obtiene otra forma sencilla para F :

F = α e−β
√

1+ p2

c2 . (B.21)

Escrito de este modo

F = α e−β
√

1+ x2+y2+z2

c2 , (B.22)

se puede dar cuenta que F tampoco se puede descomponer en tres funciones individuales de x, y,

y z.

Ésta es la forma más adecuada con el elemento de área subyacente dω es en realidad

dN = F dω = α e−β
√

1+ x2+y2+z2

c2 dxdydzdxdydz.

En el caso de la Mecánica usual las diferencias entre las distintas formas de F (B.15), (B.18),

(B.21) desaparecen.
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B.3. La función de distribución f que pertenece al elemento
de área usual dσ

También es posible determinar el estado del gas a través de las variables de estado x, y, z, ẋ, ẏ, ż
en lugar de x, y, z, x, y, z, es decir, aquellas que se refieren al elemento de área habitual

dσ = dxdydzdẋdẏdż, (B.23)

y por lo tanto se puede calcular posteriormente la función de distribución f(x, y, z, ẋ, ẏ, ż) de la

teoría de los gases usual, dada por la ecuación

dN =

∫
f dσ. (B.24)

Usando el determinante Jacobiano de las variables originales con respecto a las nuevas variables,

aplicando la teoría de transformación de integrales múltiples, la relación entre los elementos de

área sí no toma en cuenta el signo, será

dω =
∂(x, y, z)

∂(x, y, z)
dσ.

Para calcular el determinante hay que usar las ecuaciones (B.3):

x =
ẋ

w
, y =

ẏ

w
, z =

ż

w
,

donde se utiliza la abreviatura

w =

√
1− q2

c2
; (B.25)

a través de las cuales se obtiene que,

∂x

∂ẋ
=

1

c2w3
(ẋ2 + c2w2),

∂x

∂ẏ
=

1

c2w3
ẋẏ,

∂x

∂ż
=

1

c2w3
ẋż, etc.,

de donde el Jacobiano se convierte en,

∂(x, y, z)

∂(x, y, z)
=

1

c6w9

∣∣∣∣∣∣
ẋ2 + c2w2 ẋẏ ẋż

ẋẏ ẏ2 + c2w2 ẏż
ẋż ẏż ż2 + c2w2

∣∣∣∣∣∣ .
El cáculo del determinante simétrico del lado derecho, da como resultado c4w4(ẋ2+ẏ2+ż2+c2w2),
o con respecto a la definición de w es simplemente c6w4; y entonces

∂(x, y, z)

∂(x, y, z)
=

1

w5
=

1(√
1− q2

c2

)5 .
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Consecuentemente, la relación entre los correspondientes elementos de área está dado por,

dω =
dσ(√
1− q2

c2

)5 . (B.26)

La comparación de (B.7) con (B.24) lleva a la nueva función de distribución

f =
F(√

1− q2

c2

)5 . (B.27)

Especialmente en el estado de equilibrio es, de acuerdo con (B.15):

f =
α e

−β 1√
1− q2

c2(√
1− q2

c2

)5 . (B.28)

Para valores de q más pequeños que c, la función f de (B.28) se convierte en la función usual

de Maxwell ϕ de la ecuación (B.16), cuando se considera el crecimiento rápido de la función

exponencial en comparación con el de una potencia.

B.4. Determinación de las constantes α y β que aparecen en
la distribución F

Se pueden determinar las constantes α y β que aparecen en la función de distribución de Maxwell

generalizada F del estado de equilibrio a través de los valores de las cantidades N , V y E del gas.

Sea la forma de F dada por

F = α e−
β

mc2
L, (B.29)

debido a que esta forma también aparece en la teoría usual, si se reemplaza L por la expresión

(m/2)q2 en lugar de la que corresponde a la teoría relativista (aunque con una interpretación dis-

tinta de las constantes).

Dado a que la forma de la función también es invariante bajo esta transición entonces lo mismo

será válido para algunas de las siguientes fórmulas. La deducción de la ecuación (B.18) también

puede hacerse más simple de forma invariante.

De las ecuaciones (B.12), (B.13) y (B.14) se sigue que, debido a que aquí F se refiere al estado de

equilibrio y por lo tanto también independiente de x, y, z:

N =

∫
F dxdydz, E = V

∫
LF dxdydz.
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B.4. Determinación de las constantes α y β que aparecen en la distribución F

A través de ambas ecuaciones se puede calcular α y β.

La segunda de estas ecuaciones, de acuerdo con la ecuación (B.29),

LF = −mc2
∂F

∂β
,

se puede escribir más fácil

E = −mc2V
∂

∂β

∫
F dxdydz.

Si se define una función M(β) a través de la integral sobre el área total de las variables x, y, z

M(β) =

∫
e−

β

mc2
L dxdydz, (B.30)

que de acuerdo con (B.29) es igual a∫
F dxdydz = αM(β).

Así pues, las dos ecuaciones para determinar α y β toman la siguiente forma:

N = V αM(β), E = −mc2V αM ′(β),

donde la prima en M significa la derivada con respecto a su argumento. Por consiguiente, primero

se calcula β de

M ′(β)
M(β)

= − E

Nmc2
(B.31)

y a continuación se calcula α explícitamente de

α =
N

VM(β)
. (B.32)

Las discusiones de este párrafo son todas invariantes en el sentido que ya se ha explicado ante-

riormente. En la teoría habitual la integral M(β) se puede calcular de una manera elemental y se

obtiene una función algebraica sencilla (π/β)3/2; entonces (B.31) se vuelve lineal en β, con lo que

se conoce α y β de forma explícita. En cambio en la teoría relativista la integral M(β) representa

una función trascendente de orden superior y (B.31) es una ecuación trascendental para β. Por

tanto, no se puede obtener α y β de forma explícita.

Ahora, a través de (B.32), se puede representar F sólo por β

F =
N

VM(β)
e−

β

mc2
L. (B.33)
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B.5. La entropía en equilibrio termodinámico: La ecuación de
estado de un gas monoatómico ideal en reposo y la de-
pendencia en la temperatura de su energía total y de la
entropía (calores específicos y ecuaciones adiabáticas),
así como de su energía libre

Uno puede ahora determinar fácilmente la entropía S del gas en reposo en el estado de equilibrio

y utilizarla para deducir la termodinámica. A través de la ecuación

S = const.− k

∫
F lnF dω, (B.34)

que es válida para un estado arbitrario F se sigue, para el estado de equilibrio, por (B.18) y consi-

derando (B.8) y (B.14):

S = const.+ k

{
β

mc2
E −N lnα

}
. (B.35)

Mediante ecuación (B.32) también se puede expresar S sólo por β sin α; si además se agrega a la

expresión −kN lnN de la constante, se sigue:

S = const.+ kN

{
β

Nmc2
E + lnM(β) + lnV

}
. (B.36)

En la teoría usual de los gases en donde es posible calcular β directamente se obtiene, como es

sabido, una expresión de la misma forma pero explícita:

S0 = const.+ kN

{
3

2
lnE + lnV

}
. (B.37)

Ahora, a través de la definición termodinámica de la entropía

dS =
dE + PdV

T

se deducen las importantes relaciones(
∂S

∂E

)
V

=
1

T
,

(
∂S

∂V

)
E

=
P

T
. (B.38)

Hay que utilizar estas relaciones con la ecuación deducida para S (B.36), comenzando con la

segunda fórmula.

Puesto que de (B.31), β es sólo dependiente de E y no de V , se concluye a través de (B.36):(
∂S

∂V

)
E

=
kN

V
,
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B.5. La entropía en equilibrio termodinámico

por lo tanto (B.38):

PV = kNT. (B.39)

Debido a que la cantidad β se omitió en la diferenciación, y como ésta implica la diferencia entre

las teorías, entonces se tiene que en la teoría generalizada de los gases las leyes de Boyle y de

Gay-Lussac también son válidas. Además la constante del gas es independiente del carácter del

gas, porque m no aparece en (B.39); así la ley de Avogrado también mantiene su validez. Así, la

ecuación de estado de un gas ideal monoatómico en reposo es válida también en la teoría de la
relatividad.

Por lo tanto, determina así la constante universal k de una manera conocida aplicando (B.39) a N1

moléculas de un mol que ocupa un volumen V1 (constante de Loschmidt5) y comparando

PV1 = RT (B.40)

con la forma relacionada usual del volumen molar:

kN1 = R. (B.41)

Ahora se debe usar la segunda fórmula (B.38). A través de (B.36) se obtiene, tomando en cuenta

(B.32) (
∂S

∂E

)
V

= kN

{
β

Nmc2
+

(
M ′(β)
M(β)

+
E

Nmc2

)
dβ

dE

}
,

o bien simplificado, (
∂S

∂E

)
V

=
kβ

mc2
,

y debido a (B.38):

β =
mc2

kT
. (B.42)

Ahora, la cantidad β exhibe un significado muy concreto, mide la temperatura absoluta del gas.

Con (B.31) se obtiene que,

E = −Nmc2
M ′
(

mc2

kT

)
M
(
mc2

kT

) . (B.43)

En la teoría habitual de los gases la ecuación (B.42) es también válida; porque en (B.31) β se

vuelve lineal, como se mencionó antes, también la dependencia de E se vuelve lineal en T , y se

obtiene la siguiente expresión simple:

E0 =
3

2
NkT. (B.44)

5N. T. También llamado número de Avogadro.
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En la ecuación (B.43) está contenido este resultado curioso:

En la teoría de la Relatividad la energía de un gas monoatómico ideal en reposo ya no es pro-
porcional a la temperatura, sino una función trascendente de la temperatura.

Ésta es una perfección del gas según la definición de Clausius [5] que requiere, salvo de otras

dos propiedades (que se mencionan a continuación), de esta proporcionalidad, que en un sentido

estricto, no es posible en la teoría de la relatividad.

Es fácil ahora formular las leyes que tienen que obedecer los calores molares medidos en calorías,

a volumen constante Cv y a presión constante Cp, para un gas monoatómico.

Sea E1 la energía de N1 moléculas de un mol y a el equivalente mecánico del calor, entonces se

obtiene que a través de la ecuación de definición

aCv =

(
∂E1

∂T

)
V

=
dE1

dT

y en seguida usando (B.43)

Cv =
N1m

2c4

ak

1

T

{
d2 lnM(β)

dβ2

}
β=mc2

kT

,

o explícitamente:

Cv =
N1m

2c4

ak

1

T

⎧⎪⎨⎪⎩
M ′′
(

mc2

kT

)
M
(
mc2

kT

) −

⎡⎣M ′
(

mc2

kT

)
M
(
mc2

kT

)
⎤⎦2
⎫⎪⎬⎪⎭ . (B.45)

Esta función de la temperatura aparece en lugar del valor constante Cv0 de la teoría habitual de

gases monoatómicos, la cual se puede obtener de una manera análoga por (B.44):

Cv0 =
1

a

dE10

dT
=

3

2

N1k

a
=

3

2

R

a
= 3,0. (B.46)

Se sigue ahora de la primera ley de la Termodinámica, sólo bajo ambos requisitos para la idealidad

de un gas, también válidos en la teoría de la relatividad, que obedece la ley de Boyle-Gay-Lussac-

Avogadro y que su energía interna es sólo dependiente de la temperatura y no del volumen, que

Cp − Cv =
R

a
. (B.47)

Debdido a (B.45) Cp así como Cp/Cv en la teoría de la relatividad son dependientes de la tempera-

tura, mientras que, como es bien sabido, para un gas monoatómico se obtiene de (B.46) los valores

constantes:

Cp0 =
5

2

R

a
= 5,0,

Cp0

Cv0

=
5

3
. (B.48)
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Debido a que Cv cambia con la temperatura, tampoco se aplican las fórmulas simples para los

procesos adiabáticos.

Para deducir estas ecuaciones que son válidas aquí, es útil formular la entropía como función de la

temperatura utilizando (B.35), (B.42) y (B.43),

S = const.+ kN

⎧⎨⎩lnM

(
mc2

kT

)
− mc2

kT

M ′
(

mc2

kT

)
M
(
mc2

kT

) + lnV

⎫⎬⎭ . (B.49)

Esta fórmula es la generalización de la ecuación habitual que se deduce a través de (B.37) y (B.44):

S0 = const.+ kN

{
3

2
lnT + lnV

}
. (B.50)

Si se fija S = const. entonces se obtiene la ecuación para el cambio de estado adiabático para un

gas monoatómico ideal:

lnM

(
mc2

kT

)
− mc2

kT

M ′
(

mc2

kT

)
M
(
mc2

kT

) + lnV = const.,

o bien:

M
(

mc2

kT

)
e

mc2

kT

M′(mc2
kT )

M(mc2
kT )

V = const. (B.51)

Ésta es la generalización que se sigue de la fórmula (B.50):

T 3/2V = const. (B.52)

A través de combinar (B.51) con la ecuación de estado usual (B.39) se obtienen otras dos relaciones

para el cambio adiabático de estado,

TM
(

mc2

kT

)
P exp

[
mc2

kT

M ′
(

mc2

kT

)
M

(
mc2

kT

)
] = const., (B.53)

M
(

Nmc2

PV

)
exp

[
Nmc2

PV

M ′
(

Nmc2

PV

)
M

(
Nmc2

PV

)
]V = const., (B.54)

mientras (B.52) lleva a la fórmula usual correspondiente:

T 5/2

P
= const., (B.55)
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(PV )3/2V = const., ó PV 5/3 = const. (B.56)

La energía libre A del gas ideal monoatómico en reposo, también tiene que tomar una forma

diferente en la teoría de la relatividad, según su definición usual 6

A = E − TS. (B.57)

Debido a (B.35) y (B.42) la ecuación válida es,

S = const.+
E

T
− kN lnα,

entonces se obtiene

A = kNT lnα− const. T. (B.58)

Con esto el coeficiente α toma un sentido claro [6], porque lnα es proporcional a la energía libre

del gas, si no consideramos la función arbitraria const. T . Dado que el coeficiente β es inversa-

mente proporcional a la temperatura, también se puede escribir:

A = Nmc2
lnα

β
− const. T ; (B.59)

donde se reconoce que A depende directamente de α y β.

Utilizando (B.58), (B.32 y (B.42) se obtiene, cuando se usa const. T para kN lnN T − const. T :

A = const. T − kNT

{
lnM

(
mc2

kT

)
+ lnV

}
, (B.60)

es decir, la generalización de la fórmula usual que se sigue de (B.44) y (B.50), en la cual fue

substituída 3
2
NkT − const. T por la correspondiente const. T es:

A0 = const. T − kNT

{
3

2
lnT + lnV

}
. (B.61)

Finalmente se puede introducir la temperatura en la ley de la distribución (B.33) a través de (B.42):

F =
N e−

L
kT

V M
(
mc2

kT

) ; (B.62)

esta fórmula corresponde a la ecuación habitual,

ϕ =
N

V

( m

2πkT

)3/2
e−

mq2

2kT . (B.63)

6En la literatura alemana A se usaba para la energía libre de Helmholtz usualmente denotada por F .

218



B.6. Evaluación de la integral definida M(β)

B.6. Evaluación de la integral definida M(β)

Para pasar ahora a una discusión más precisa de las ecuaciones que se obtuvieron para las cantida-

des termodinámicas de gas monoatómico ideal en reposo en la teoría de la relatividad, se intentará

reducir la función M(β), que aparece en las fórmulas a través de funciones conocidas.

Debido a

M(β) =

∫
e−

β

mc2
L dxdydz (B.64)

que M(β) está dada por esta integral definida, hay que extender el intervalo de integración dado

a todos los valores de las componentes del ímpetu reducido x, y, z, donde β es un parámetro. De

acuerdo con (B.3) para la velocidad q = 0, también x = y = z = 0, así que el ímpetu reducido

es p = 0; en cambio, para la velocidad de la luz q = c, depende de la dirección de los ejes coor-

denados, por lo menos una de las componentes x, y, z toma el valor ±∞, por lo tanto el momento

siempre es p = ∞ (de acuerdo con (B.20)); entonces hay que integrar M(β) en todas las variables

x, y, z desde −∞ hasta +∞.

Si se toma en cuenta que a partir de (B.4) y (B.20) se sigue

L

mc2
=

√
1 +

p2

c2
, (B.65)

se puede escribir claramente:

M(β) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
e−β

√
1+ x2+y2+z2

c2 dxdydz. (B.66)

Aquí se interpretan x, y, z como coordenadas ortogonales de un punto P del estado en un espacio

tridimensional usual y se introducen coordenadas esféricas donde el punto de origen 0 es un polo.

El vector de radio OP que es dado obviamente a través de (B.19) por el valor absoluto del ímpetu

reducido

p =
√

x2 + y2 + z2, (B.67)

mientras es útil escribir el elemento de espacio en una forma más compacta:

dxdydz = dτ = p2dpdω, (B.68)

donde dω es un ángulo espacial infinitamente pequeño con O como vértice.

Entonces (B.66) se convierte en una doble integral,

M(β) =

∫ ∞

0

∫
(ω)

e−β
√

1+ p2

c2 p2dpdω. (B.69)

A propósito, en esta fórmula es por lo demás implícita una transformación de la función de dis-

tribución F tal que depende sólo de una de las variables independientes del elemento de área (ver

antes B.2).
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Si se integra (B.69) con p fija, en toda la esfera unitaria y tomando en cuenta que∫
(ω)

dω = 4π

entonces se obtiene una expresión más simple para la integral;

M(β) = 4π

∫ ∞

0

e−β
√

1+ p2

c2 p2dp. (B.70)

Finalmente se introduce,

p = c sinh ρ, (B.71)

donde el ángulo real hiperbólico ρ (más precisamente el sector) varia de p = 0 hasta p = ∞
también varia de 0 a ∞. Entonces se obtiene que

M(β) = 4πc3
∫ ∞

0

e−β cosh ρ sinh2 ρ cosh ρ dρ. (B.72)

Antes de realizar el último paso del cálculo, se desea ahora dar brevemente la interpretación de las

ya citadas transformaciones que se realizan en el enfoque de Minkowski en el espacio de cuatro

dimensiones de las coordenadas x, y, z, l, donde l = ct. En este marco, a pesar del uso de las

funciones hiperbólicas se usarán las expresiones Euclidianas.

Mientras que al inicio de esta sección dτ significaba el elemento de volumen del espacio tridimen-

sional habitual, así como dω el ángulo de la apertura del cono 7 en la dirección desde O hasta P y

p significaba la distancia OP , ahora se pasa uno por (B.71) al espacio de cuatro dimensiones. Aquí

se interpreta
dτ

c3
= sinh2 ρ cosh ρ dρ dω = dΩ (B.73)

como un elemento de ángulo sólido tridimensional donde O es el vértice que apunta en el espacio

de cuatro dimensiones x, y, z, l, de O hasta P ′ que tiene coordenadas x, y, z, L/mc las cuales son las

componentes del rectangulares del “vector de movimiento” V. La magnitud de éste está compuesta

por sus componentes de la siguiente manera:{
V =

(
L
mc

)2 − x2 − y2 − z2 = c2,
|V| = c.

(B.74)

En partícular ρ es el ángulo desde el eje temporal, el eje polar, hasta V o también la dirección dΩ.

Debido a esta interpretación entonces (B.65) es

L

mc
= c cosh ρ (B.75)

7N. T. Ángulo sólido.
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la componente temporal Vl del vector de movimiento y

p = c sinh ρ (B.76)

es la componente complementaria Vxyz del mismo, es decir, es la proyección V en el espacio

usual. Hay una relación física más sencilla para ρ que la relaciona con q según la ecuación (cf.

(B.4)):

q

c
= tanh ρ; (B.77)

debido a las fórmulas tanh 0 = 0, tanh∞ = 1, se reconoce en reposo que tanto q = 0 como ρ = 0
corresponden al reposo, pero para la velocidad de la luz q = c se transforma en el valor ρ = ∞ del

“ángulo de la velocidad” [7].

Resumiendo, se puede decir que en la integral (B.30) usando (B.68) y (B.71) el vector de movi-

miento

V ≡
(
x, y, z,

L

mc

)
,

lo hemos expresado a través de sus componentes polares tetra-dimensionales con respecto al eje

temporal como eje polar 8. La integración triple que en (B.72) ha sido reducida a una forma más

simple, se relaciona además con dΩ, exceptuando el factor c3, es decir, a la superficie tridimensio-

nal de una esfera unitaria (o considerando c3, a la superficie de una esfera de radio |V| = c). A

propósito aquí, debido a que nuestras fórmulas tienen forma hiperbólica, la superficie es la integral∫
dΩ = ∞, como es de inmediatamente claro de la interpretación original de dΩ como un elemento

dτ del espacio Euclidiano dividido por c3.

Después de este análisis intermedio se debe ahora finalizar la reducción de la integral (B.72). Dadas

a las fórmulas

sinh2 ρ = cosh2 ρ− 1, 4 cosh3 ρ = cosh 3ρ+ 3 cosh ρ

8 Las ecuaciones detalladas para introducir las componentes (hiperbólicas) polares cuatro-dimensionales o co-
ordenadas [hipér-]esféricas se expresan:

x = c sinh ρ sinλ cosμ,

y = c sinh ρ sinλ sinμ,

z = c sinh ρ cosλ,

L

mc
= c cosh ρ,

y además
dxdydz = c3dΩ,

dΩ = sinh ρ2 cosh ρ sinλdρdλdμ

= sinh ρ2 cosh ρ sinλdρdω.

Estas fórmulas permitirían llegar por un camino más corto de (B.30) a (B.72) si desde el principio se quiere utilizar
el espacio cuatro-dimensional como una herramienta matemática.

221



B.6. Evaluación de la integral definida M(β)

se obtiene que,

sinh2 ρ cosh ρ =
1

4
(cosh 3ρ− cosh ρ)

y por lo tanto,

M(β) = πc3
{∫ ∞

0

e−β cosh ρ cosh 3ρ dρ−
∫ ∞

0

e−β cosh ρ cosh ρ dρ

}
.

Ahora para β real y positivo∫ ∞

0

e−β cosh ρ coshnρ dρ =
π

2
in+1 H(1)

n (iβ) ,

donde H
(1)
n es una clase de la funciones de Bessel cilíndricas, a saber, las funciones cilíndricas de

primera clase de orden n de Hankel 9. Mientras estas funciones son complejas en cada argumento

real, las funciones de orden impar son reales para argumentos imaginarios positivos iβ, aquellas de

orden par son imaginarias puras, así que el lado derecho de la última ecuación es necesariamente

siempre real (más precisamente, positivo). Para β infinito positivo, H
(1)
n se anula.

La condición en cuestión para β se cumple por la convergencia de M(β) que es físicamente nece-

saria. Por lo tanto se obtiene:

M(β) =
π2

2
c3
{
H

(1)
3 (iβ)−H

(1)
1 (iβ)

}
. (B.78)

En general se utilizan ahora las fórmulas recursivas [8]

H
(1)
n+1 +H

(1)
n−1 =

2n

x
H(1)

n ,

donde x es el argumento común. Por lo tanto se obtiene la función buscada de una forma más

simple:

M(β) = −2π2c3
iH

(1)
2 (iβ)

β
. (B.79)

9Cf. E. Jahnke und F. Emde, Funktionentafeln, Leipzig 1909.
Aquí se encuentra en la pág. 170 la fórmula derivada por Heine (aquí aparece una forma adaptada a nuestro caso)

H(2)
n (−iβ) = in+1 2

π

∫ ∞

0

e−β cosh ρ coshnρ dρ, (A1)

donde β es real y positivo; además en la pág.95

H(2)
n (x) = ei(n+1)πH(1)

n

(
xeiπ

)
o para x = −iβ:

H(2)
n (−iβ) = (−1)(n+1)H(1)

n (iβ) . (A2)

A través de la combinación de las fórmulas (A1) y (A2) sigue la expresión que aparece en el texto.
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Por el uso de la fórmula recursiva una vez más

H
(1)
2 =

2

x
H

(1)
1 −H

(1)
0 ,

la ecuación (B.79) conduce a

M(β) = 2π2c3
1

β2

{
−2H

(1)
1 (iβ) + β iH

(1)
0 (iβ)

}
. (B.80)

Las funciones que aparecen aquí de los dos órdenes más bajos iH
(iβ)
0 y −H

(1)(iβ)
1 están tabuladas

(lo que para −iH1
2 (iβ) hasta el momento no es el caso) 10; estas disminuyen monotónicamente de

+∞ a 0 para β creciente de 0 hasta +∞. Además, M(β) es siempre positiva y decrece de forma

constante hasta 0.

Por lo tanto, se puede considerar M(β) como una función conocida ya que por (B.78), (B.79) y

(B.80) se reduce a las funciones de Bessel.

B.7. Las funciones termodinámicas relativistas de un gas mo-
noatómico ideal en reposo como funciones cilíndricas
de Hankel de la temperatura

Utilizando la forma más sencilla de M(β) (B.79) se desea especificar de forma explícita las funcio-

nes termodinámicas calculadas en B.5, para un gas monoatómico ideal en reposo, desde el punto

de vista de la teoría de la relatividad.

Debido a (B.31), la energía toma la forma

E = Nmc2

{
1

β
− iH

(1)′
2 (iβ)

H
(1)
2 (iβ)

}
, (B.81)

donde la prima que se encuentra en H
(1)
2 significa derivación por el argumento, es decir, por iβ, o

por su análogo (B.43),

E = Nmc2

⎧⎨⎩ kT

mc2
−

iH
(1)′
2

(
imc2

kT

)
H

(1)
2

(
imc2

kT

)
⎫⎬⎭ , (B.82)

La entropía (B.36) se convierte en

S = cte.+Nk

{
−β

iH
(1)′
2 (iβ)

H
(1)
2 (iβ)

+ ln
(
−iH

(1)
2 (iβ)

)
− ln β + lnV

}
, (B.83)

10Jahnke-Emde p. 134-138. Las tablas para los valores de β = 0,2 hasta β = 12,0. Véase también las curvas
asociadas a estos dos valores S.134
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o de acuerdo con (B.49)

S = cte.+Nk

⎧⎨⎩−mc2

kT

iH
(1)′
2

(
imc2

kT

)
H

(1)
2

(
imc2

kT

) + ln

(
−iH

(1)
2

(
i
mc2

kT

))
+ lnT + lnV

⎫⎬⎭(B.84)

Conforme con (B.60) la energía libre sería:

A = const.
1

β
− Nmc2

β

{
ln
(
−iH

(1)
2 (iβ)

)
− ln β + lnV

}
(B.85)

o bien:

A = const. T − kNT

{
ln

(
−iH

(1)
2

(
i
mc2

kT

))
+ lnT + lnV

}
. (B.86)

A propósito se pueden reescribir estas ecuaciones así como (B.80), sólo con H
(1)
1 y H

(1)
0 , si se

utiliza, además de la fórmula de recursión mencionada antes, otra más 11

dH
(1)
n (x)

dx
= −n

x
H(1)

n (x) +H
(1)
n−1 (x)

Sin embargo, aquí sólo se desea dar la expresión para la energía que permita usar directamente las

tablas de las funciones involucradas,

E = Nmc2
(6 + β2)H

(1)
1 (iβ)− 3βiH

(1)
0 (iβ)

β
(
2H

(1)
1 (iβ)− βiH

(1)
0 (iβ)

) . (B.87)

B.8. Discusión numérica: los valores de β y la relación entre
la teoría relativista de los gases y la teoría usual

Así como en la mecánica relativista se convierte en la mecánica newtoniana para pequeñas velo-

cidades, también la teoría relativista de los gases tiene que convertirse necesariamente en la teoría

usual de los gases para velocidades moleculares promedio pequeñas, es decir para bajas temperatu-

ras. Para tener un panorama más preciso es necesario hacer una discusión numérica de las fórmulas

que fueron deducidas en las secciones anteriores. En este marco se puede limitar al análisis de E,

ya que Cv, S, A etc., dependen directamente de su comportamiento.

En primer lugar se quiere determinar la magnitud de los valores numéricos de

β =
mc2

kT
,

11Jahnke-Emde p. 165.
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ya que β es el argumento principal en todas las fórmulas. Se tiene [9]

c = 3× 1010
cm

s
, k = 1,346× 10−16 erg

grad
,

entonces

β =
9

1,346
× 1036

m

T
.

Aunque el parámetro β que depende de la temperatura es un número puro (también por lo que res-

pecta a la temperatura), no es por ello una función universal de la temperatura sino es proporcional

al peso molecular del gas. Debido a que β será en general muy grande, escogemos al helio como

ejemplo, ya que entre los gases monoatómicos tiene el menor peso molecular, a saber, He = 3,99
(comparando con O = 16,000). Para el vapor de mercurio monoatómico cuyo peso atómico es

Hg = 200,0, entonces β sería 50 veces más grande que para el Helio a la misma temperatura.

La masa de la molécula de helio es

m =
3,99

6,175× 1022
g = 6,46× 10−24 g,

donde 6,175× 1023 es el valor de la constante de Loschmidt N1 [10] que fue introducida antes (cf.

(B.41)). Por lo tanto para el He se tiene que

β =
4,32× 1013

T
,

y se obtiene la siguiente tabla general:

T (ºabs) β
0 ∞
3 1,44 × 1013

300 1,44 × 1011

6000 0,72 × 1010

1 Billon 43,2
43,2 Billones 1

1 Trillon 4,32 × 10−15

∞ 0

Se reconoce que para las temperaturas accesibles en experimentos el parámetro β tiene un valor

muy grande para todos los gases monoatómicos: Incluso sí se tuviera en consideración las tem-

peraturas calculadas de algunas estrellas fijas de más de 20000, en este intervalo β no bajaría por

debajo del valor de mil de millones, para ningún tipo de materia.

En este intervalo de temperaturas y mucho más allá, se podrían ciertamente utilizar entonces las

representaciones asintóticas de las funciones cilíndricas. Para β grande [11] es válido que

−iH
(1)
2 (iβ) =

e−β√
1
2
πβ

S2 (2β) ,
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donde

S2 (2β) = 1 +
4 · 22 − 1

1!8β
+

(4 · 22 − 1)(4 · 22 − 9)

2!(8β)2
+ . . .

= 1 +
15

8β
+

105

128β2
−+ . . .

es una serie semi convergente 12. Entonces (B.79) se convierte en (cf. al final de sec, B.4)

M(β) = 23/2π3/2 e
−β

β3/2
S2 (2β) . (B.88)

Para la energía, de acuerdo con la ecuación (B.31)

E = −Nmc2
d lnM(β)

dβ
;

que por (B.88) es también

lnM(β) = const.− β − 3

2
ln β + lnS2 (2β);

por lo tanto, se obtiene la siguiente expresión asintótica de la energía:

E = Nmc2
{
1 +

3

2β
− 1

S2 (2β)

dS2 (2β)

dβ

}
. (B.89)

Si se considera primero β muy grande entonces se puede formar aproximadamente

S2 (2β) = 1;

Se obtiene entonces que a través de (B.89):

E = Nmc2
(
1 +

3

2β

)
. (B.90)

o bien

E = Nmc2 +
3

2
NkT. (B.91)

La comparación con la expresión E0 de (B.44) lleva a:

E = Nmc2 + E0. (B.92)

En efecto a través de las temperaturas accesibles en nuestros experimentos E se vuelve aproxi-
madamente una función lineal de la temperatura, a saber, la expresión usual E0 hasta un término

12N. T. Se refiere a que la serie converge sólo para ciertos valores del parámetro β.
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aditivo constante Nmc2. Esta última que, a diferencia de E0, depende de la naturaleza del gas, hay

que considerarla como la energía interna que también posee el gas13 a T = 0.

En efecto, si se desea ahora obtener la desviación del comportamiento lineal de la función de la

energía o bien, si se quiere calcular la energía para β no tan grandes, se debe usar la ecuación

(B.89) completa. Como

dS2 (2β)

dβ
= − 15

8β2
− 105

64β3
+− . . .

se obtiene la siguiente representación asintótica, explícita y más precisa de la energía (para β
grande):

E = Nmc2
{
1 +

3

2β
+

15

8β2
− 15

8β3
+ . . .

}
(B.93)

o bien

E = Nmc2 +
3

2
NkT +

15

8

Nk2

mc2
T 2 − 15

8

Nk3

m2c4
T 3 + . . . (B.94)

De (B.93) se reconoce que la relación entre la primera corrección de E y el valor principal E0 está

dado por

15

8β2
:
3

2β
=

5

4β
.

Para Helio se observa que

T · 2,9× 10−12 %;

por lo tanto para este gas el valor verdadero E − Nmc2 por ejemplo, a temperatura ambiente es

más grande por aprox. 10−9 %, a 6000 lo es por aprox. 2 × 10−8 % y a 1/10 de billón de grados,

por aprox. 0,3% del valor aproximado E0. Para vapor de mercurio estas correcciones son todavía

50 veces más pequeñas.

La ecuación (B.92) y entonces la suposición de Claussius (véase sec. B.5) es por lo tanto com-

pletamente válida, por razones prácticas, para cualquier gas monoatómico hasta alcanzar una
temperatura de 1/10 de billón de grados, de modo que, en la práctica, también para los calores

específicos, los procesos adiabáticos etc. se aplican las fórmulas usuales.

Por otra parte, si para el helio se sobrepasa la temperatura de 10 billones de grados, para el vapor

de mercurio 500 billones de grados, entonces la ley lineal (B.92) pierde completamente su validez

en estas regiones extremas, ya que β se vuelve (comparar con la tabla anterior). En este caso la

dependencia de E en la temperatura está dada por las funciones cilíndricas de acuerdo con (B.81)

13Véase M. Planck, Ann. d. Phys. 26. p. 1-34. 1908. Basado en la expresión (B.4) del texto para L, que nos lleva
para valores pequeños de q

L = mc2 +
m

2
q2.
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o (B.87). Además, las representaciones asintóticas (B.93) no son válidas en este caso; éstas tienen

un sentido específico sobre todo en la región de temperatura intermedia, por ejemplo, para helio de

1/10 de billón hasta aproximadamente 1 billón de grados, debido a que los términos de corrección

son significativos aunque β todavía es grande.

Si se consideran varios gases monoatómicos con la misma temperatura, se sigue que sus energías

E son diferentes debido a la desigualdad de sus pesos moleculares m y a que sus parámetros β son

distintos. La ley de la distribución uniforme de energía por tanto nunca es válida en un sentido
estricto en la teoría relativista de los gases ideales monoatómicos14. Si se restringe a temperaturas

menores a un billón de grados, se puede reemplazar (B.81) por (B.94), entonces se toma en cuenta

que en el término principal E0 el factor de masa m se cancela, mientras esto no es el caso con los

demás términos. Entonces, para este intrevalo de temperaturas se puede decir con mayor precisión

que para el término principal la ley de distribución uniforme de energía es válida, mientras que

para la energía interna y los términos de corrección no.

Al mismo tiempo, los términos de corrección de primer orden se comportan inversamente pro-

porcionales a la primera potencia, aquellos de segundo orden inversamente proporcionales a la

segunda potencia del peso molecular etc. (véanse los ejemplos numéricos para He y Hg). Ahora, si

se restringen aún más, a saber, temperaturas menores a 1/10 de billón de grados, entonces la dis-

tribución uniforme de energía es prácticamente válida, debido a que sólo se considera E0, evitando

la energía interna constante.

Si se comparan finalmente gases de distintos pesos moleculares con sistemas de resonadores con

distintos números de vibración, como introdujo Planck en su teoría de la radiación, entonces se

reconoce que, estrictamente, estas dos estructuras no exhiben una distribución uniforme de energía

para ninguna temperatura. Los resonadores muestran aproximadamente este comportamiento (la

distribución uniforme) entre ellos, para temperaturas altas y números de vibración no demasiado

grandes [12], los gases muestran una distribución uniforme entre ellos para temperaturas bajas (en

el sentido explicado antes), los resonadores y los gases ambos muestran una distribución uniforme

para temperaturas intermedias (es decir, para temperaturas altas en nuestros experimentos usuales).

Berlín, Enero 30, 1911.

(Recibido, 5 Febrero 1911).
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C.1. Resumen de las fórmulas básicas para el potencial cinético

Desde el punto de vista de la teoría de relatividad de H. Lorentz y A. Einstein no está permiti-

do hacer una descomposición aditiva de la energía de un sistema físico en movimiento, es decir,

descomponerlo en un término que dependa únicamente de la velocidad, la energía del movimiento

progresivo y un segundo término sólo dependiente del estado, es decir, del volumen, la temperatura,

de un término de naturaleza química y de la energía interna. En consecuencia, se ha vuelto nece-

sario reformular la dinámica general de los procesos reversibles como las justificó H. v. Helmholtz

[1] usando el principio de mínima acción, donde hasta ahora se hizo la suposición la descompo-

sición de la energía. Esta muy importante y complicada tarea la ha realizado M. Planck [2] al

sustituir la hipótesis sobre la energía por el principio de la relatividad en sus investigaciones sobre

el principio de mínima acción. Mediante la aplicación de los resultados obtenidos por él, ahora es

posible, dado que se conocen las variables de estado de un sistema en reposo, que cumplen con

el principio de relatividad, se pueden entonces determinar directamente las mismas variables para

un sistema en movimiento. Así, Planck ha deducido las cantidades dinámicas de la radiación de

un resonador 2 a través de las cantidades en reposo, dado que éstas cumplen con el principio de la

relatividad, por lo que ésta es una deducción hecha de una manera mucho más fácil de la que fue

realizada originalmente por K. V. Mosengeil.

Dado a que el autor ha obtenido recientemente las funciones termodinámicas de un gas monoató-

mico ideal en reposo basado en la mecánica relativista, debe aquí formular la dinámica de un gas

en movimiento utilizando la dinámica general de la relatividad, como fue desarrollada por Planck.

C.1. Resumen de las fórmulas básicas para el potencial ciné-
tico

A partir del ya considerado gas monoatómico ideal, compuesto por N moléculas con masa m
y que se encuentra en un estado estacionario, determinado por el volumen V , la temperatura T
y los componentes de la velocidad ẋ, ẏ, ż a lo largo de los tres ejes de x, y, z, de un sistema de

coordenadas rectangulares lineales en reposo. La magnitud q de la velocidad está dada entonces

por

q2 = ẋ2 + ẏ2 + ż2.

De acuerdo con las consideraciones anteriores el potencial cinético H de los gases es una función

de q, V y T :

H = H(q, V, T ).

Se sigue entonces gracias a H. v. Helmholtz, que la magnitud G de la cantidad de movimiento del

gas, a través de cambios reversibles de estado por el principio de mínima acción 3:

∂H

∂q
= G, (C.1)

2N. T. En un lenguaje más moderno hablaríamos de un cuerpo negro, en alemán Schwarzköperstrahlung.
3El signo de H se escogió como lo hizo Planck, al contrario de Helmholtz.
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C.1. Resumen de las fórmulas básicas para el potencial cinético

para sus componentes Gx, Gx, Gx{
∂H
∂ẋ

= Gx = G · ẋ
q
, ∂H

∂ẏ
= Gy = G · ẏ

q
,

∂H
∂ż

= Gz = G · ż
q
,

(C.2)

además para la presión p y la entropía S del gas

∂H

∂V
= p,

∂H

∂T
= S, (C.3)

finalmente, para la energía total E:

E = q
∂H

∂q
+ T

∂H

∂T
−H = qG+ TS −H. (C.4)

Además, tomando aquí en consideración la siguiente expresión para la función de Gibbs R, función

de calor a presión constante, está dada por la relación,

R = E + pV. (C.5)

Debido a (C.3) y (C.4) se obtiene su representación completamente simétrica

R = q
∂H

∂q
+ V

∂H

∂V
+ T

∂H

∂T
−H = qG+ V p+ TS −H. (C.6)

Entonces Helmholtz procedió de tal manera que dividió el potencial cinético H en dos partes del

modo siguiente 4

H =
1

2
Mq2 − A,

donde se tiene que, como para una masa puntual, M es aquí la del gas y A su energía libre, que se

supone independiente de q. Por la forma en que la función H depende de q se sigue de aquí que de

(C.1) hasta (C.6) son las expresiones de la mecánica y termodinámica usuales.

Por otro lado, si se cumple toda la física del principio de la relatividad, entonces este requisito

comprende otra forma general de la dependencia del potencial cinético H en q. Esta forma fue de-

terminada por Planck. Para indicar como es, se deben primero explicar las siguientes expresiones.

Se entenderá H0 como la función de dos variables V y T , la cual se transforma en la función H de

tres variables q, V y T ; cuando se fija q = 0, entonces H es el potencial cinético del gas en reposo.

Además H ′
0 representa a la función de tres variables q, V y T , la cual se vuelve una función de

ambas variables V y T , cuando se sustituye V por V ′ y T por T ′, donde

V ′ =
V√
1− q2

c2

, T ′ =
T√
1− q2

c2

. (C.7)

4H. v. Helmholtz, Crelles Journ. 100. p. 155. Las ecuaciones (6) y (6a); él fija (excepto por el signo)

H = L−A,

donde L es la fuerza viva del movimiento perceptible de las masas gravitacionales.
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C.1. Resumen de las fórmulas básicas para el potencial cinético

Aquí c denota la velocidad de la luz. Consecuentemente se definirán más tarde p0, S0, E0, . . . , p
′
0, S

′
0, E

′
0, . . .

Más aún, debido al principio de la relatividad, el potencial cinético debe tener la siguiente forma:

H =

√
1− q2

c2
H ′

0. (C.8)

Esta expresión debe aparecer en lugar de aquella de Helmholtz, la cual, si se utilizaran las expre-

siones anteriores tendría esta forma:

H =
1

2
Mq2 +H0. (C.9)

Siguiendo la ecuación (C.8) en la teoría de la relatividad el potencial cinético H del sistema en

movimiento es conocido, si se conoce el potencial cinético del sistema en reposo. De este modo

se pueden deducir, sin problemas, las demás variables de estado de un sistema en movimiento a

través de (C.1) hasta (C.6). En la teoría antigua la ecuación correspondiente fue realizada en (C.9),

a la cual se vuelve aproximadamente la ecuación (C.8) para velocidades q pequeñas respecto c
bajo ciertas restricciones. De acuerdo con (C.8) el principio de relatividad requiere que H sea una

función homogénea de grado uno de tres variables

T, V, y

√
1− q2

c2
.

Según el teorema de Euler es en consecuencia la ecuación (C.8) la integral general de la siguiente

ecuación diferencial lineal parcial de primer orden [4]

T
∂H

∂T
+ V

∂H

∂V
− c2 − q2

q

∂H

∂q
−H = 0. (C.10)

Esta misma, también puede reescribirse usando (C.1) y (C.3) de esta manera:

TS + V p−H =
c2 − q2

q
G, (C.11)

o por (C.6), en la forma más simple [5]:

G =
q

c2
R. (C.12)

Esta ecuación (C.12), que es equivalente tanto a (C.8) como a (C.10), hace, en la teoría de la

relatividad, a la cantidad de movimiento dependiente de su energía, y entonces es una función de

q V y T , y conserva en general la existencia de una masa constante. Si se introduce una masa

transversal Mt, una masa longitudinal Ml (isotérmica-isocórica) y simplemente la masa en reposo

M a través las definiciones usuales:

Mt =
G

q
, Ml =

∂G

∂q
, M =

(
G

q

)
q=0

= (Mt)0 = (Ml)0 , (C.13)

entonces se obtiene, a través de (C.12), las cantidades:

Mt =
R

c2
, Ml = Mt +

q

c2
∂R

∂q
, M =

R0

c2
. (C.14)
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C.2. Dinámica general de un gas ideal monoatómico en movimiento

C.2. Dinámica general de un gas ideal monoatómico en mo-
vimiento

Después del panorama dado en la sección anterior sobre las fórmulas fundamentales, se debe ahora

deducir a través de las mismas, la dinámica de un gas ideal monoatómico en movimiento a partir

de la termodinámica en reposo, como se sigue de la teoría cinética relativista de los gases.

Dado que, según (C.3) el potencial cinético H0 del gas en reposo es igual al valor negativo de su

energía libre A0:

H0 = −A0, (C.15)

entonces se puede encontrar de inmediato, en la investigación mencionada por el autor [6], el valor

de H0 en:

H0 = kNT

{
ln

(
−iH

(1)
2

(
i
mc2

kT

)
+ lnT + lnV

)}
+ CT. (C.16)

Aquí, k es la constante de la definición general de la entropía [4]:

S = k lnW + const;

H
(1)
2 son las funciones cilíndricas de Hankel de primera clase y de segundo orden, i es la unidad

imaginaria y C es una constante arbitraria.

Como es bien sabido, a través (C.16) se sigue que, de acuerdo con (C.3), (C.4) y (C.5), las demás

funciones termodinámicas de un gas en reposo 5 son,

p0 =
kNT

V
, (C.17)

S0 = kN

⎧⎨⎩−mc2

kT

iH
(1)′
2

(
imc2

kT

)
H

(1)
2

(
imc2

kT

) + ln

(
−iH

(1)
2

(
i
mc2

kT

))
+ lnT + lnV

⎫⎬⎭
+kN + C, (C.18)

E0 = kNT −Nmc2
iH

(1)′
2

(
imc2

kT

)
H

(1)
2

(
imc2

kT

) , (C.19)

R0 = 2kNT −Nmc2
iH

(1)′
2

(
imc2

kT

)
H

(1)
2

(
imc2

kT

) . (C.20)

A través de (C.8) y (C.7) se obtiene inmediatamente por (C.16), el potencial cinético del gas en

movimiento con velocidad q:

H = kNT

⎧⎨⎩ln

⎡⎣−iH
(1)
2

⎛⎝i
mc2
√

1− q2

c2

kT

⎞⎠⎤⎦+ lnT + lnV − ln

(
1− q2

c2

)⎫⎬⎭+ CT. (C.21)

5F. Jüttner l. c. p. 866, ecuación (26) y p. 876 ecuación (532) y (522). Además, las expresiones S0, . . . , E0, no
significan lo mismo en el trabajo anterior, que [aquí] arriba, sino los valores para temperaturas bajas.
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C.2. Dinámica general de un gas ideal monoatómico en movimiento

De aquí se obtienen por medio de (C.3), (C.1), (C.4), (C.5) y (C.13), las variables de estado gene-

rales:

p =
kNT

V
, (C.22)

S = kN

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩−
mc2
√

1− q2

c2

kT

iH
(1)′
2

(
i
mc2

√
1− q2

c2

kT

)
H

(1)
2

(
i
mc2

√
1− q2

c2

kT

) + ln

⎡⎣−iH
(1)
2

⎛⎝i
mc2
√

1− q2

c2

kT

⎞⎠⎤⎦+ lnT + lnV

− ln

(
1− q2

c2

)}
+ kN + C, (C.23)

G =
2q

c2
(
1− q2

c2

)kNT − Nmq√
1− q2

c2

iH
(1)′
2

(
i
mc2

√
1− q2

c2

kT

)
H

(1)
2

(
i
mc2

√
1− q2

c2

kT

) , (C.24)

E =
1 + q2

c2

1− q2

c2

kNT − Nmc2√
1− q2

c2

iH
(1)′
2

(
i
mc2

√
1− q2

c2

kT

)
H

(1)
2

(
i
mc2

√
1− q2

c2

kT

) , (C.25)

R =
2kNT

1− q2

c2

− Nmc2√
1− q2

c2

iH
(1)′
2

(
i
mc2

√
1− q2

c2

kT

)
H

(1)
2

(
i
mc2

√
1− q2

c2

kT

) , (C.26)

Mt =
2kNT

c2
(
1− q2

c2

) − Nm√
1− q2

c2

iH
(1)′
2

(
i
mc2

√
1− q2

c2

kT

)
H

(1)
2

(
i
mc2

√
1− q2

c2

kT

) , (C.27)

Ml =
1 + q2

c2(
1− q2

c2

)22kNT − Nm(√
1− q2

c2

)3

iH
(1)′
2

(
i
mc2

√
1− q2

c2

kT

)
H

(1)
2

(
i
mc2

√
1− q2

c2

kT

) − Nm2q2

1− q2

c2

1

kT

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
iH

(1)′′
2

(
i
mc2

√
1− q2

c2

kT

)
H

(1)
2

(
i
mc2

√
1− q2

c2

kT

)

−

⎡⎢⎢⎢⎣
iH

(1)′
2

(
i
mc2

√
1− q2

c2

kT

)
H

(1)
2

(
i
mc2

√
1− q2

c2

kT

)
⎤⎥⎥⎥⎦
2⎫⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎭ , (C.28)

M =
2kNT

c2
−Nm

iH
(1)′
2

(
imc2

kT

)
H

(1)
2

(
imc2

kT

) . (C.29)
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C.2. Dinámica general de un gas ideal monoatómico en movimiento

Como se reconoce en (C.22) el gas en movimiento tiene la misma ecuación de estado que en

reposo. El principal interés que ofrecen las fórmulas deducidas es que son buenos ejemplos para

las discusiones generales de la introducción del primer párrafo. Entonces la expresión de la energía

(C.25), en la cual las variables independientes q y T aparecen en una manera complicada (aquí V
no aparece), muestra que en una descomposición de la energía6, sólo dependiente de la velocidad

y en una energía interna que sólo depende de la temperatura, en la teoría de la relatividad no es

de hecho posible. Además, las cantidades mecánicas, el momento (ímpetu) G, así como las masas

Mt y Ml, están determinadas por (C.24), (C.27) y (C.28) no sólo por la velocidad sino también

por la temperatura. La masa en reposo M por (C.29) no es una constante sino una función de la

temperatura. También la correlación estrecha entre la función de calor R en (C.26) y las variables

mecánicas de estado G,Mt,Ml y M es inmediatamente evidente y corresponde exactamente a las

fórmulas (C.12) y (C.14) deducidas anteriormente.

La dinámica de un gas monoatómico ideal constituye así una contraparte interesante de la radiación

de un cuerpo negro. La posibilidad de tratar con éxito aquel [sistema] sencillo de materia y de este

sistema energético a través del principio de mínima acción, está basado en que en ambos casos se

tiene una visión más profunda del mecanismo interno del sistema.

Se quiere señalar brevemente que la fórmulas anteriores para el valor de H , también se pueden

obtener por especialización de las ecuaciones generales de Planck [8].

A través de la notación que se indicó antes, particularmente tomando en cuenta la ecuación (C.7),

se tiene en general que

p = p′0, (C.30)

y de esto, por ecuación (C.17), se sigue inmediatamente (C.22).

A través de la relación

S = S ′
0, (C.31)

directamente de (C.18) se sigue (C.23).

De la ecuación

E =
1√

1− q2

c2

E ′
0 +

q2

c2
(
1− q2

c2

)V p′0, (C.32)

se obtiene la fórmula (C.25), debido a (C.19), (C.30) y (C.17).

La ecuación

R =
1√

1− q2

c2

R′
0, (C.33)

conduce, por (C.20), al valor (C.26). Sería más conveniente si se siguiera una deducción conjunta

de G, Mt, Ml y M a través del valor recién obtenido de R (Cf. arriba pág. 153).

6N. T. Fuerza Viva. Ver Nota 4 del capítulo anterior.
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C.3. Reducción de la dinámica del gas para bajas temperaturas y velocidades pequeñas

C.3. Reducción de la dinámica del gas para bajas temperatu-
ras y velocidades pequeñas

Para temperaturas bajas, es decir, para velocidades promedio de las moléculas del gas pequeñas

en comparación con la velocidad de la luz, es decir, hasta 1/10 de billón de grados [9], en lo que

sigue, el argumento de las funciones de Hankel que aparece en la primera parte de la sección 2

i
mc2

kT
,

siempre tendrá un valor muy grande. El argumento más general que aparece en la segunda parte

de la sección 2, a saber es

i
mc2
√

1− q2

c2

kT
,

también toma valores muy grandes, no sólo para temperaturas bajas, sino también, simultáneamen-

te, para velocidades q pequeñas comparadas con c.

Para iβ grandes se puede expresar aproximadamente [10]

− iH
(1)
2 (iβ) =

√
2

π
e−ββ−1/2, (C.34)

así que 7

ln
[
−iH

(1)
2 (iβ)

]
= −β − 1

2
ln β + ln

√
2

π
.

De la misma manera, las fórmulas de la dinámica del gas se reducen8 a expresiones sencillas

solamente de funciones elementales si se refieren a un gas en reposo para temperaturas bajas, y

análogamente, si se refieren a un gas en movimiento, para temperaturas bajas y al mismo tiempo

velocidades pequeñas. Estas cantidades aproximadas se señalarán con una barra, por ejemplo H0,

H .

Si en la ecuación (C.16), se substituye, usando (C.34), la constante arbitraria C de la relación

C +
kN

2
ln

2k

πmc2
= D,

por la nueva constante D, se llaga a la ecuación aproximada:

H0 = kNT

(
3

2
lnT + lnV

)
−Nmc2 +DT. (C.35)

7Se quiere llamar la atención que en varias fórmulas de arriba aparece el cociente diferencial logarítmico de
primer orden (ec. (C.18) hasta (C.20), (C.23) hasta (C.27), (C.29)) y de segundo orden ec. (C.28), de la función de
Hankel.

8N. T. Literalmete Jüttner usa la palabre degeneración, aquí utilizaremos reducción, para evitar confusiones con
los gases cuánticos en Mecánica Estadística.
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Esta expresión es equivalente al negativo de la ecuación de la energía libre de un gas monatómico

ideal, como se obtiene en la teoría cinética usual. Por lo tanto, se obtienen inmediatamente, a través

de (C.35), por diferenciación de acuerdo con (C.3), (C.4) y (C.5) (o también por (C.17), (C.18),

(C.19), (C.20) considerando (C.34)), las cantidades conocidas de un gas en reposo:

p0 =
kNT

V
, (C.36)

S0 = kN

(
3

2
lnT + lnV

)
+

3

2
kN +D, (C.37)

E0 =
3

2
kNT +Nmc2, (C.38)

R0 =
5

2
kNT +Nmc2. (C.39)

Como es evidente de (C.38) [11], en estas fórmulas Nmc2 significa la energía interna, para el cero

de la temperatura absoluta, de un gas en reposo.

La expresión aproximada H para el potencial cinético de un gas en movimiento se obtiene por

(C.35) a través de (C.8) y (C.7), o también por (C.21) a través de (C.34) a saber:

H = kNT

{
3

2
lnT + lnV − 5

4
ln

(
1− q2

c2

)}
−Nmc2

√
1− q2

c2
+DT. (C.40)

La diferenciación de esta función lleva, debido a (C.3), (C.1), (C.4), (C.5) y (C.13), a las cantidades

termodinámicas aproximadas del gas en movimiento. Por otra parte, también se pueden obtener de

(C.22) hasta (C.29), por la reducción de acuerdo con (C.34), o finalmente, de manera más clara,

por la combinación de las fórmulas generales (C.30) hasta (C.33), (C.12) y (C.14) con las fórmulas

reducidas (C.36) hasta (C.39).
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Las ecuaciones que se obtienen a partir de alguna de estas maneras son:

p =
kNT

V
(C.41)

S = kN

{
3

2
lnT + lnV − 5

4
ln

(
1− q2

c2

)}
+

3

2
kN +D, (C.42)

G =
5q

2c2
(
1− q2

c2

)kNT +
Nmq√
1− q2

c2

, (C.43)

E =
3
2
+ q2

c2

1− q2

c2

kNT +
Nmc2√
1− q2

c2

, (C.44)

R =
5

2
(
1− q2

c2

)kNT +
Nmc2√
1− q2

c2

, (C.45)

M t =
5

2c2
(
1− q2

c2

)kNT +
Nm√
1− q2

c2

, (C.46)

M l =
5

2c2
1 + q2

c2(
1− q2

c2

)2kNT +
Nm(√
1− q2

c2

)3 , (C.47)

M =
5

2c2
kNT +Nm. (C.48)

Debido a que la estructura de estas fórmulas reducidas es extraordinariamente más simple que la de

las originales, las propiedades generales de la dinámica relativista son más claros que en el párrafo

anterior, refiriéndose, por ejemplo, a la energía, a las definiciones de masa y a la función de calor de

Gibbs. Como se nota en (C.43) hasta (C.48), el primer sumando de cada función es tanto térmico,

como mecánico, y por lo tanto no depende del estado interno del gas en movimiento. Por otro

lado, el segundo sumando es puramente mecánico; permaneciendo por sí solo para la temperatura

T = 0; en ese caso las fórmulas, debido a su naturaleza asintótica, son matemáticamente válidas

de manera estricta, si la velocidad q del gas no se acerca a la velocidad de la luz. Estas funciones a

T = 0 se denominan añadiendo arriba el índice cero, y son:

⎧⎪⎨⎪⎩
G(0) = Nmq√

1− q2

c2

, E(0) = R(0) = Nmc2√
1− q2

c2

,

M
(0)
t = Nm√

1− q2

c2

, M
(0)
l = Nm(√

1− q2

c2

)3 , M (0) = Nm; (C.49)

que son bien conocidas de la mecánica relativista de la masa puntual [12].
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C.4. Tipos de movimientos especiales de los gases

Ahora se quiere discutir brevemente algunos tipos de movimiento reversibles del gas, para lo cual

se utilizará, como comparación, el comportamiento de la radiación del cuerpo negro.

Cuando se realiza una aceleración reversible adiabática-isobárica (es decir, sin suministro de calor

y con presión constante) desde el reposo hasta la velocidad q, tanto en nuestro gas como en la

radiación de cuerpo negro, la temperatura disminuye de T0 a T en cada cuerpo según la ecuación

[13]

T : T0 =

(
1− q2

c2

)1/2

: 1, (C.50)

y también disminuye el volumen en la misma proporción de V0 a V :

V : V0 =

(
1− q2

c2

)1/2

: 1. (C.51)

Si este proceso se lleva a cabo de forma reversible adiabática-isocórica (sin suministro de calor

y a volumen constante) entonces se debe cancelar la contracción de Lorentz dada por (C.51) y en

consecuencia, el gas o la radiación de cuerpo negro deben dilatarse. Además, en ambos sistemas

la temperatura disminuye aún más que en (C.50).

Debido a la fórmula (C.42) para la entropía del gas monoatómico, la disminución de la temperatura

está dada aproximadamente por:

T : T0 =

(
1− q2

c2

)5/6

: 1. (C.52)

en consecuencia, la presión disminuye de acuerdo con (C.41), debido a la constancia de V .

Por otro lado para la radiación de cuerpo negro la disminución de la temperatura está dada estric-

tamente [14] por:

T : T0 =

(
1− q2

c2

)2/3

: 1; (C.53)

que ni siquiera es la mitad que la de este gas.

La relación exacta para el gas, correspondiente a la ecuación (C.52) es bastante complicada. Se

deduce de (C.23) a saber:

−
mc2
√

1− q2

c2

kT

iH
(1)′
2

(
i
mc2

√
1− q2

c2

kT

)
H

(1)
2

(
i
mc2

√
1− q2

c2

kT

) + ln

⎡⎣−iH
(1)
2

⎛⎝i
mc2
√

1− q2

c2

kT

⎞⎠⎤⎦+ lnT

= ln

(
1− q2

c2

)
− mc2

kT0

iH
(1)′
2

(
imc2

kT0

)
H

(1)
2

(
imc2

kT0

) + ln

[
−iH

(1)
2

(
i
mc2

kT0

)]
+ lnT0. (C.54)
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A través de estas ecuaciones trascendentales y a partir delos valores de T0 y q, se puede calcular el

valor exacto T .

De lo dicho anteriormente, al mismo tiempo se obtiene que, en una aceleración reversible isotérmica-
isocórica, tanto en el gas como en la radiación de cuerpo negro, debe haber un suministro de calor

para mantener la temperatura constante. También la presión del gas se mantiene constante debido

a (C.41).

Como fue mencionado inicialmente, se deberá discutir con más detalle el movimiento reversible

adiabático-isobárico del gas, porque ocupa un lugar privilegiado. Durante este procedimiento se

cambian los valores de T y V de acuerdo con (C.50) y (C.51).

Si en la cantidad de movimiento G de la expresión (C.24) que es válida en general, se sustituye la

variable T por la constante T0 dada por (C.50), entonces, llamando Γ a la cantidad de movimiento

espacial para aceleraciones adiabáticas-isobáricas, se obtiene después de extraer un factor común,

que

Γ =
q√

1− q2

c2

⎧⎨⎩2kNT0

c2
−Nm

iH
(1)′
2

(
imc2

kT0

)
H

(1)
2

(
imc2

kT0

)
⎫⎬⎭ .

Dado que la cantidad entre paréntesis, según (C.29) es la masa del gas correspondiente a la tempe-

ratura en reposo T0:

MT0 =
2kNT0

c2
−Nm

iH
(1)′
2

(
imc2

kT0

)
H

(1)
2

(
imc2

kT0

) , (C.55)

entonces la cantidad de movimiento toma aquí la forma especial:

Γ =
MT0 q√
1− q2

c2

. (C.56)

Debido a que la masa MT0 es constante durante todo el movimiento, cuando se especifíca T0,

entonces la cantidad de movimiento del gas tiene aquí la misma forma que la de una masa puntual

(Cf. final de la Sec. C.3). Es decir:

“Un gas acelerado de manera reversible adiabática-isobárica se mueve de acuerdo con las mismas

leyes que una masa puntual en el vacío; sin embargo, su masa depende de la temperatura en reposo

T0, de acuerdo con la fórmula (C.56).”

Este resultado obtenido a través de cálculos directos de nuestras fórmulas especiales, es un caso

particular de un teorema general de Planck [15]. En cualquier movimiento reversible adiabático-

isobárico, (por ejemplo, también para la radiación de cuerpo negro) se puede deducir la cantidad

de movimiento a través de un potencial cinético de la forma

K = −Mc2
√

1− q2

c2
,

242



C.5. El valor numérico de la masa de los gases

donde M es la masa del sistema es constante durante el movimiento y depende de V0 y T0, el

volumen y la temperatura en reposo respectivamente, según la relación (Véase (C.14))

M =
R0

c2
.

En particular, el potencial cinético de una partícula puntual es de la forma K, donde sin embargo,

M es una constante absoluta. Por lo tanto, todos los movimientos adiabático-isobáricos reversibles,

son en realidad, análogos al movimiento de una partícula puntual, debido a que se deducen a partir

de un potencial cinético K.

C.5. El valor numérico de la masa de los gases

Al final se quiere discutir numéricamente la expresión para la masa relativista del gas con un

ejemplo. Como gas ideal monatómico se escoge el Helio (He=33). Se quiere calcular M1 de un

mol de éste, que tiene N1 moléculas (constante de Loschmidt) de masa m. Como fue mencionado

antes (Secc. C.3), se puede usar la fórmula aproximada (C.48) hasta 1/10 de billón de grados. Si en

ésta se introduce la constante absoluta del gas B correspondiente a un mol, a través de la relación

obtenida de (C.22)

kN1 = B,

entonces se obtiene:

M1 =
5BT

2c2
+N1m. (C.57)

Mediente los valores numéricos

B = 0,8316× 108
erg

grad
, c = 3× 1010

cm

s
, N1m = 3,99 g,

se obtiene inmediatamente que

M1 = 2,31× 10−13 T + 3,99 g. (C.58)

Entonces para T = 1011 abs, es:

M1 = 0,0231 + 3,99 g = 4,0131 g.

La correccion de la masa relativista de un gas en comparación con su masa habitual Nm, debido a

su energía calorífica alcanza entonces hasta 1/10 de billón de grados, un valor que es prácticamente

despreciable, ya que la corrección, es 0,5% para el Helio.

Por otro lado, para temperaturas cercanas a 1011 grados, la masa inercial μ1 de la radiación de

cuerpo negro, contenida en el volumen V1 de un mol de Helio, siempre supera extremadamen-

te a la masa M1 del gas, aunque disminuya V1, dado que la fracción de compresión de un gas

prácticamente está limitado por el volumen de sus moléculas. La masa de la radiación es

μ1 =
4a

3c2
T 4V1, (C.59)
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o dado que

a = 7,061× 10−15 erg

cm3 grad4

es,

μ1 = 1,05× 10−35 T 4V1 g. (C.60)

Si se supone al Helio como un gas ideal se puede comprimir hasta una densidad de 4,0131 así

como V1 es igual a 1 cm3 y por lo tanto para T = 1011 abs. se obtiene el valor extraordinariamente

grande

μ1 = 1, 05× 109 g,

contra M1 = 4,0131 g que es despreciable.

Breslau, Abril 15, 1911.

(Recibido, 19 Abril 1911).
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