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Prefacio

Conocfi al doctor Leopoldo Garcia-Colin alrededor del afio 2000 en una conferencia que ofrecié
en el ciclo de seminarios del Departamento de Fisica de la Universidad Auténoma Metropolitana
Unidad Iztapalapa, en la que habl6 sobre el flujo de calor en los sistemas relativistas. En ese enton-
ces yo estaba comenzando la Licenciatura en Fisica en dicha Universidad, probablemente tendria
uno o dos trimestres de estar inscrito en la carrera y por lo tanto las bases matematicas que tenia
aun no eran muy amplias.

Varias cosas me llamaron la atencién de esa conferencia. Lo primero fue el poder de convocatoria
del Dr. Garcia-Colin, ya que a diferencia de otros seminarios el que él ofrecié superaba la capa-
cidad del salén. La sala en que se llevaban a cabo los seminarios llevaba su nombre, lo cual me
hacia pensar, como estudiante, que el Doctor era una persona muy importante y que valia mucho la
pena atender esa charla. Comenzada la conferencia me sorprendid ver a un hombre de alrededor de
setenta afios, hablar con tanto impetu y tanta pasion sobre el trabajo que hacifa. Como estudiantes
nos motivaba ver a alguien que habia dedicado gran parte de su vida al quehacer cientifico, y que
a esa edad siguiera muy activo e interesado por seguir realizando investigacién original, formando
estudiantes y platicando de sus hallazgos. Tanto entusiasmo me transmitié esa charla que no me
di cuenta de inmediato que casi no habia entendido nada. Entre lo que recuerdo no haber com-
prendido estaba el término “derivada covariante” y “tensor de energia-momento”. En esos dias mi
inclinacién era hacia la astronomia, sin embargo, después de esa platica decidi que debia compren-
der cabalmente el significado de esos términos y a partir de entonces empecé a llevar cursos de
relatividad y gravitacion.

Al comenzar mi posgrado estuve interesado en estudiar ciertas cuestiones de gravedad cudnti-
ca. Nunca imaginé que comenzando en esa drea acabaria trabajando en temas cercanos a los que
Garcia-Colin nos habia mostrado en aquella conferencia y que, de hecho, habia trabajado los tl-
timos afios. Una parte importante de mi investigacion en el posgrado se centré en estudiar las
propiedades de transformacién entre marcos de referencia de la funcién de distribucién para un
gas relativista. Al final de mis estudios el Dr. Garcia-Colin fue parte del jurado que evalué mi tra-
bajo para obtener el grado de doctor. Durante su evaluacion tuve la oportunidad de discutir con él
varias cuestiones de teorfa cinética y las diversas formas de estudiar ésta en el régimen relativista.
Estos acercamientos con Garcia-Colin me llevaron a asistir poco a poco a las reuniones que tenia
con un grupo especializado en aspectos de termodindmica y estadistica en relatividad, con colabo-
radores de la UAM y de la Universidad Iberoamericana.



En 2011 se cumpli6 un siglo de la publicacién del trabajo original de Ferencz Jiittner en donde
derivé por vez primera la funcién de distribucién del equilibrio para el gas simple relativista; esto
marca el inicio de los estudios térmicos en el régimen de la teoria de la relatividad. Conversando
con Garcia-Colin y Leonardo Dagdug, surgi6 la idea de realizar la edicién del presente volumen
para conmemorar la aparicion de los trabajos de Jiittner, con la justificacién adicional de que, al
menos los dltimos dieciséis afios, Garcia-Colin se dedicé a cultivar esta area de la Fisica en Méxi-
co, logrando contribuciones significativas.

Como primer paso Garcia-Colin y yo con ayuda de Ertan Goklii, realizamos las versiones al es-
paiiol de los trabajos originales de Jiittner para incluirlos como parte de este volumen conmemo-
rativo. En seguida, invitamos a colaborar a varios investigadores mexicanos y extranjeros activos
en el tema. Al respecto he de mencionar que casi inmediatamente recibimos respuesta y todos los
investigadores se mostraron muy contentos en participar. A mediados de septiembre de 2012 el
trabajo estaba casi terminado, faltaban tinicamente algunos detalles editoriales y de estilo, cuando
lamentablemente, a dias de enviar el presente volumen a la imprenta, nos enteramos del falleci-
miento del doctor Leopoldo Garcia-Colin, el 8 de octubre de 2012 en la Ciudad de México.

Ademas de todas sus lecciones académicas, una de las cosas que Don Leo nos ensefié fue a tener
un espiritu impetuoso ante el trabajo y realizarlo siempre en beneficio de la sociedad, compren-
diendo que la investigacidn cientifica conllevard a una educacién de mejor calidad. Mds alld de
todos los homenajes que recibi6 y recibira, considero personalmente que una forma de recordar al
doctor Garcia-Colin es continuar con ese 4nimo y trabajar sin dejar incompleto ningtin proyecto.
Concluimos entonces este trabajo, ahora péstumo para Don Leo, con su publicacién con el apoyo
de la Universidad Auténoma Metropolitana, en particular del Dr. Javier Veldzquez Moctezuma,
actual rector de la Unidad Iztapalapa.

GCA



Mi amistad con el doctor Leopoldo Garcia-Colin se extendié por mds de veinte memorables afios.
Fue una amistad como todas, hubo desencuentros, coincidencias, alegrias, tristezas, problemas,
soluciones, confesiones, simpatia y tolerancia; pero siempre todo ocurrié con respeto y carifio. Mi
primera experiencia con €l fue como alumno del curso de Fisica Estadistica de la licenciatura en
Fisica en la Universidad Auténoma Metropolitana. Nunca imaginé que esa estupendas y estimu-
lantes clases cambiarian mi vida profesional y personal para siempre. Dirigié mis tesis de maestria
y doctorado y fue pieza fundamental para que yo viajara al National Institutes of Health a hacer
un posdoctorado con George Weiss, su compaiiero de escritorio durante su estancia en Maryland
University. En esos momentos en que mi vida profesional se enfocé en la aplicacion de la fisica a
los sistemas biolégicos, una vez mas, €l fue quien hizo que todo fuera posible. Mi regreso a México
también fue por iniciativa suya, y con ello también inicidé una nueva etapa profesional en la que me
entusiasmo para que trabajaramos en la ecuacion de Boltzmann aplicada a plasmas y a fenémenos
relativistas. Temas que ocuparon sus mas grandes esfuerzos intelectuales al final de su vida, esta
edicién es una clara muestra de ello.

LDL

Dedicamos el presente volumen a la memoria de un gran cientifico mexicano.

México D. F., octubre 2012
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Introduccion: 100 anos de la teoria cinética
relativista

Sin duda alguna se puede afirmar que la teoria cinética relativista comenzé con la deduccién de
la funcién de distribucién de equilibrio para un gas relativista simple realizada por Ferencz Jiitt-
ner en 1911, [1]. Esta distribucién, ahora conocida como distribucién de Jiittner, es la contraparte
relativista de la bien conocida funcién de distribucion de Maxwell-Boltzmann para la distribucién
de velocidades de un gas en equilibrio. En sus trabajos de 1911, Ferencz Jiittner estudia un gas en
equilibrio tanto en reposo como en movimiento [2], y en ambos articulos encuentra la funcién de
distribucién utilizando un procedimiento de maximizacion de la entropia [3]. Diecisiete aflos mds
tarde, en 1928, el mismo Jiittner encuentra las correspondientes distribuciones asociadas con las

estadisticas cudnticas para gases relativistas [4].

Uno de los propésitos de la teorfa cinética es derivar leyes macroscopicas con base en las ecua-
ciones de evolucion microscopicas, esto se logra gracias al uso de la ecuacién de Boltzmann [5].
En 1935 Walker dio el siguiente paso hacia la descripcion del gas relativista encontrando la ecua-
cién de evolucién que debe satisfacer la funcién de distribucidn para el caso sin colisiones [6]. La
generalizacion relativista de la ecuacién de Boltzmann incluyendo colisiones fue dada por Lich-
nerowicz y Marrot en 1940 [7]. Taub mostré en [8] que las ecuaciones de balance de masa y
energia-momento relativistas, pueden encontrarse a partir de las ecuaciones cinéticas. En su libro
[9], Synge sintetiza los resultados mds importantes para gases relativistas en equilibrio e introduce

la notacién vectorial 4-dimensional.



1. Introduccion: 100 anos de la teoria cinética relativista

La década de 1960 fue muy importante y fértil para la teorfa cinética relativista. Israel [10], Kelly
[11] Chernikov [12] y otros autores [13, 14], adaptaron los métodos de Chapmann-Enskog y Grad
al dominio de la relatividad. La aproximacién BGK [15] fue implementada también en esta época
al régimen relativista, primero por Marle [16] y modificada después por Anderson y Witting [17].
Con estos métodos se pudieron calcular los coeficientes de transporte para el gas relativista a partir
de la ecuacion de Boltzmann covariante. Una de las consecuencias mds importantes en este caso es
que el gas relativista tiene viscosidad volumétrica a diferencia del caso del gas no relativista. Este
resultado tiene importantes repercusiones, por ejemplo en el efecto de la viscosidad de los neu-
trinos en la evolucion del universo, el estudio de la formacion de galaxias, estrellas de neutrones,
etc. [18]. Una vez teniendo ecuaciones covariantes es directo estudiar la extensidon que considere
efectos de campos gravitacionales. La ecuacion de Boltzmann relativista incluyendo estos efectos
fue escrita primero por Chernikov [19] y Lindquist [20]. Posteriormente, Stewart [21] hace una
descripcién mas general de la teoria cinética relativista en espacios curvos. Es en este trabajo, jun-
to con el de Ehlers [22], donde se construye el formalismo matemaético de la teoria cinética en el

contexto de la relatividad general.

En su libro de 1980 [23] de Groot, van Leeuwen y van Weert estudian la deduccién de la ecuacion
de Boltzmann a partir de la dindmica subyacente a un sistema de particulas cudnticas relativistas;
esta dindmica es proporcionada por la teorfa cudntica de campos. En ese trabajo se calculan los
coeficientes de transporte para sistemas especificos que tienen un papel importante en astrofisica
y cosmologia. Aunque no estudian los efectos del campo gravitacional, si presentan una serie de
aplicaciones selectas. Carlo Cercignani y Gilberto M. Kremer en su libro [24], ademds de realizar
una revision de la teoria cinética relativista, estudian mezclas de gases relativistas en donde ocurren
reacciones quimicas o nucleares, analizan la propagacién de ondas de choque en un gas relativista
y el estudian el caso gravitacional, cosmoldgico y el sistema Vlasov-Einstein para plasmas. El mas
reciente tratado en la materia fue publicado en 2011 por Rémi Hakim, [25], donde hace uso de
herramientas de la teorfa cudntica de campos en espacio curvo donde ademas presenta diversas y

recientes aplicaciones.

En la literatura hay distintas presentaciones de la teoria cinética relativista dependiendo del enfoque
que se siga. Por ejemplo, se han propuesto alternativas a la distribucién de Jiittner [26, 27, 28, 29].

Hay también intentos por establecer los fundamentos de la termodinamica irreversible relativista



1. Introduccion: 100 anos de la teoria cinética relativista

sobre la base de una teoria cinética relativista de primer orden en los gradientes [30], y se han es-
tudiado las inestabilidades genéricas en este tipo de teorfas [31], mostrando que existen opciones
estables que permiten introducir nuevos coeficientes de transporte [32]. Recientemente se desarro-
Ilaron simulaciones numéricas de dindmica molecular y Monte Carlo para el gas relativista que
indican que la distribucién de Jiittner es en realidad la generalizacidn relativista correcta de la dis-
tribucién del equilibrio [33, 34, 36, 37]. éstas también han sido confirmadas a través del estudio
de las propiedades de transformacion de la distribucién en un lenguaje manifiestamente covariante
[38]. Este analisis implica necesariamente la introduccién de un vector cuya norma esta asociada

con la temperatura invariante del gas en el marco en reposo.

La teoria cinética relativista tiene una extensa gama de aplicaciones. Histéricamente, el primero
en utilizar la distribucién de Jiittner para describir un sistema fisico con buenos resultados con-
firmados observacionalmente, fue el astrofisico indio Subrahmanyan Chandrasekhar [39], quien
desarroll6 la teoria de la estructura estelar para estrellas en equilibrio y en estado estacionario.
Chandrasekhar planteé un modelo para las enanas blancas como un gas de electrones relativistas
fuertemente degenerados, siendo aplicable en ese régimen la version cudntica para fermiones de la
distribucién de Jiittner. Con estas consideraciones Chandrasekhar encontré un limite para la masa
de las enanas blancas, a saber, 1.4 masas solares, conocido ahora como el limite de Chandrasekhar,
el cual se ha constatado debido a que hasta la fecha, no se han observado enanas blancas de masa

superior [3].

En cosmologia, al estudiar las épocas tempranas en la vida del universo es necesario conside-
rar ciertos procesos disipativos. Bernstein [40] estudia la ecuacién de Boltzmann en un fondo de
Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker, esta métrica describe un modelo de Universo en expansion,
homogéneo e isotrépico. En ese trabajo se muestra que no existe solucién de equilibrio para la fun-
cién de distribucién de un gas en esa situacién. En el universo temprano las especies que existian
eran todas relativistas, es evidente la necesidad de una teoria cinética relativista para investigar la
evolucioén e interacciones entre las especies en esa época. En Cosmologia usualmente se resuelve
la ecuacion de Boltzmann en un universo en expansion que contiene fotones, neutrinos y materia
oscura [41, 42, 43].

Entre los posibles efectos estudiados por la teoria de transporte relativista, se encuentra el efec-

to Sunyaev-Zeldovich, que es la distorsién del espectro de cuerpo negro de la radiaciéon césmica
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de fondo (RCF 6 CMB del inglés Cosmic Microwave Background), producida por la dispersion
de Compton de los fotones del fondo césmico por electrones de los cimulos de galaxias [44].
Ese proceso afecta la distribucién de la radiacion. Este efecto permite calcular pardmetros cos-
molégicos como la constante de Hubble, el corrimiento al rojo, etc. Este efecto se ha intentado
explicar a través de ecuaciones de difusiéon modificadas por efectos relativistas como la ecuacién
de Kompaneets que involucra procesos de difusién de fotones [45, 46]. Este efecto se estudié tam-
bién utilizando expresiones corregidas para la intensidad de los fotones incidentes, encontrando
los mismos resultados que Kompaneets [47]. Itho encontré modificaciones relativistas a este efec-
to [48], mostrando ser éstas muy pequefias en relacion con el caso no relativista. Es reciente la
medicién de la distribucién de electrones asociados con el efecto Sunyaev-Zeldovich, de manera
directa de la observacion de aglomerados de galaxias con altas temperaturas, donde los efectos

relativistas se vuelven importantes, resultando la distribucién de Jiittner [49].

En épocas recientes se han construido grandes laboratorios donde se llevan a cabo experimentos
de fisica nuclear basados en colisiones de iones pesados a altas velocidades. Tal es el caso del
RHIC (Relativistic Heavy Ion Collider) y el LHC (Large Hadron Collider). En estas colisiones se
encuentra el llamado plasma de quarks y gluones [50]. Las especies involucradas en estos experi-
mentos son relativistas y por lo tanto es necesaria una base tedrica para calcular los coeficientes de
transporte correspondientes de estos sistemas. Se ha considerado que este sistema es el fluido re-
lativista mds perfecto que se ha podido observar, teniendo uno de los cocientes entre la viscosidad
de corte y la densidad de la entropia mds bajos [51].

Incorporar los principios de la relatividad con los de la teoria cinética no sélo es importante en el
contexto de las anteriores aplicaciones, es crucial para entender los fundamentos tedricos de la des-
cripcion de sistemas relativistas de muchos cuerpos, donde no es claro cémo definir una variable
temporal natural [21]. En termodindmica clasica no relativista, la descripcién de los sistemas en
equilibrio no estd ligada con el movimiento del sistema mismo. Sin embargo, cuando extendemos
el andlisis al caso relativista especial, la descripcién desde cualquier marco de referencia se vuelve
imprescindible. Por ejemplo, en [52] se comienza a generalizar las leyes de la termodindmica a
partir de principios de simetria y conservacion y se observa la necesidad de incluir al movimiento

del sistema.



1.0. Bibliografia

Cien afios han pasado desde la publicacion de los trabajos originales de Ferencz Jiittner y nos da-
mos cuenta que el drea que €l inauguro con ellos, sigue siendo un tema de interés en la actualidad
con potenciales aplicaciones modernas importantes. Por todo esto consideramos fundamental el
conmemorar los cien afios de la aparicién de los trabajos pioneros de Ferencz Jiittner y lo hacemos
con la edicién del presente volumen en el cual contribuyeron varios investigadores mexicanos y
extranjeros que han dedicado parte de su trabajo al estudio de la teoria cinética y termodindmi-
ca en sistemas relativistas. Los capitulos incluyen temas como la estabilidad de las ecuaciones
hidrodindmicas relativistas de primer orden, la implementacién numérica de las ecuaciones de di-
namica molecular en el régimen relativista, la funcién de distribucién manifiestamente covariante
para el gas relativista, la transformacidn relativista de la temperatura, estudios de mezclas binarias
de sistemas relatvistas, flujos de calor en sistemas gravitacionales y astrofisicos, condensados de
Bose-Enstein, etc. Ademas, quisimos incluir, a modo de apéndice, una pequefia semblanza de la
vida y obra de Ferencz Jiittner, asi como las versiones en espafiol de sus trabajos originales de
1911, que incluyen la derivacién original de la distribucién del equilibrio del gas relativista. Con
este compendio esperamos recopilar algunos de los resultados recientes mas importantes que se

han dado a cien afnos de iniciada la teoria cinética relativista.
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Resumen

Las simulaciones de una mezcla bicomponente unidimensional, siendo completamente relativistas,
pusieron fin a una disputa que durd varios afios sobre la exactitud de la funcién de Jiittner para
describir la distribucién de velocidades de las particulas de un gas relativista. Ademads, estas simu-
laciones sirven también para ilustrar el significado de conceptos tales como temperatura, equilibrio
térmico y ergodicidad en el marco de la relatividad especial. Ain mas, han mostrado que la distri-
bucién de Jiittner modificada, la cual se propuso originalmente como alternativa a la distribucién
de Jiittner, en realidad se corresponde con la distribucién de equilibrio cuando se utiliza una para-
metrizacién basada en el tiempo propio de las particulas. Esta parametrizacién lleva a una energia
y momento del gas que se transforman como las componentes de un cuadrivector, con lo que per-
mite definir una teorfa termodindmica relativista que carece de las ambigiiedades de las teorias
tradicionales de Einstein-Planck y Ott.



2.1. Introduccién

2.1. Introduccion

Se puede afirmar que la fisica estadistica relativista dio sus primeros pasos en 1911, seis afios
después de que Albert Einstein formulara la teoria de la relatividad especial [1, 2], cuando Ferencz
Jiittner [3] propuso su generalizacion relativista de la distribucién de velocidades de Maxwell [4].

Durante estos 100 afios, la fisica estadistica relativista se ha encontrado con muchas dificulta-
des, ausentes en el mundo Newtoniano pre-relativista, que han dado pie a diversas controversias
recurrentes en la comunidad cientifica. Una de las mds recientes ha sido precisamente la exac-
titud de la distribucién de Jiittner, puesta en duda por diversos autores a partir de los afios 80
[5,6,7,8,9,10, 11, 12], en un debate que sélo se cerr6 en 2007 [13] con los experimentos numé-
ricos que detallamos en este capitulo.

La principal dificultad de la fisica estadistica relativista estriba en la complicacién introducida
por los principios de la relatividad especial en la descripciéon matematica de las interacciones de
muchas particulas. En la fisica no relativista, las interacciones pueden describirse por medio de
potenciales o hamiltonianos, que suponen una velocidad infinita de propagacién. A partir de los
hamiltonianos se construye la mecénica estadistica no relativista siguiendo una serie de pasos
matematicos [14] que, aunque no siempre completamente rigurosos, como el principio de probabi-
lidades a priori, estan bien asentados y contrastados. No obstante, estos hamiltonianos no pueden
ser utilizados en la fisica relativista, ya que la relatividad especial prohibe velocidades de propa-
gacidn superiores a las de la luz. Las interacciones tienen entonces que ser descritas por medio
de campos que intercambian energia y momento con las particulas. Estos campos introducen una
serie de complicaciones [15, 16, 17, 18, 19] que hacen pricticamente intratable la tarea de desarro-
Ilar un formalismo hamiltoniano de particulas sin campos que pueda ser utilizado en la mecénica
estadistica relativista [20].

La teoria cinética proporciona herramientas tales como la ecuacién de Boltzmann, que pueden
generalizarse sin grandes dificultades al marco de la relatividad especial [21]. No obstante, estas
teorfas contienen aproximaciones, como la famosa hipétesis del caos molecular en la ecuacion de
Boltzmann o la de ergodicidad a un nivel mds fundamental, que, si bien han sido debidamente
contrastadas por simulaciones y experimentos en el caso no relativista, deben también confirmar-
se dentro de la relatividad especial, pues ésta modifica de manera fundamental los conceptos de
espacio y tiempo.

El capitulo estd organizado como sigue. En primer lugar se resumen una serie de definiciones y
conceptos necesarios para las secciones siguientes. En la siguiente seccién se expone una deduc-
cién de la distribucién de Jiittner que, siendo muy préxima a la deduccién original de Jiittner de
1911, nos permite también introducir rapidamente la llamada distribucion de Jiittner modifica-
da. Esta distribucién fue originalmente propuesta como una alternativa a la de Jiittner [10, 12],
y a partir de ella se pueden obtener resultados que coinciden parcialmente con los obtenidos en
los mencionados trabajos [5, 6, 7] que cuestionaban la distribucién de Jiittner. A continuacién, se
detallan las simulaciones completamente relativistas que mostraron [13] inequivocamente que la
distribucién de Jiittner describe correctamente la distribucién de velocidades en un gas relativista
cuando se utiliza la parametrizacién temporal natural del marco de referencia inercial en el que
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se miden las velocidades. Estas simulaciones [22] también sirven para ilustrar el significado de
conceptos tales como temperatura 'y equilibrio térmico en el marco de la relatividad especial. La
dltima seccion muestra que el concepto de ergodicidad también también es aplicable en relativi-
dad especial. Una importante esto es que la distribucién de Jiittner modificada, a pesar de no ser
adecuada para describir las velocidades de un gas en equilibrio cuando se miden simultdneamente
en un marco de referencia inercial, es de utilidad para la distribucién de velocidades de particulas
que tienen una vida finita en procesos de decaimiento. Ademdas, mostraremos que puede ser uti-
lizada para construir una termodindmica relativista basada en el tiempo propio que no posee las
ambigiiedades de las teorias tradicionales de Einstein y Planck o de Ott.

2.2. Preliminares

En relatividad especial, los eventos espacio-temporales en un marco de referencia inercial 3 se
suelen caracterizar por cuadrivectores definidos en el espacio de Minkowski,

1% = (ct,x) = (ct,2',..., 2%, (2.1)

donde d es el nimero de dimensiones espaciales del sistema y « es un superindice que toma
valores 0,1,. . .,d. En lo sucesivo adoptaremos unidades naturales, de forma que la velocidad de la
luz ¢ = 1. Las transformaciones entre las coordenadas de distintos marcos de referencia inerciales
vienen descritas por la matriz de Lorentz

x' = Afa®, (2.2)

’ . . L . .
donde z'* son las coordenadas en el marco 3, y se ha considerado, sin pérdida de generalidad,
que ambos marcos comparten el mismo origen de coordenadas. Por ejemplo, si (en un espacio de

. ., ’ L N . .
dimensién d = 3) el marco ¥ se estd alejando con velocidad constante « a lo largo del eje z,
entonces tenemos

= y(u)(t —uz) (2.3)
¥ = y(u)(z — ut) (2.4)

=y (2.5)
7 = z (2.6)

donde y(u) = (1 — u®)~"/? es el factor de Lorentz.

El cuadrivector energia-momento de una particula de masa en reposo m que se mueve con veloci-
dad v en X se define como

=0’ p), 2.7)

donde
p=mvy(v), p’=my(v), (2.8)
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y v(v) = (1 — v?)~/2. Invirtiendo estas férmulas, podemos expresar la velocidad de la particula
en funcién de su momento p y su masa en reposo m por medio de

v=p/p’, P’ =(m’+p*)" (2.9)

Como las componentes de (2.7) forman un cuadrivector, estas se transforman para distintos obser-
vadores con la misma matriz de Lorentz que en (2.2). Una importante consecuencia de esto es que
el elemento de volumen en el espacio de momentos d?p se transforma como

Ay’ /p"” = a’p/p". (2.10)

4

= const.

- ’:0

\ L

Figura 2.1: Lineas de mundo de cuatro particulas en una caja de dimension L. Las lineas discon-
tinuas indican los hiper-planos a ¢t =constante y ' =constante, donde ¢ y ¢’ son las coordenadas
temporales de un marco ¥ en reposo con la caja y otro ¥’ que se mueve con velocidad « a lo
largo del eje x, respectivamente. Notese, por ejemplo, que el hiper-plano con ¢ = 0 se corres-
ponde con instantes de tiempo que se encuentran en el futuro con respecto a ¢ = 0, de forma
mas acentuada a medida que nos separamos de la pared izquierda, escogida como origen de
ambos marcos de referencia. Obsérvese que la funcion de distribucion medida en X' para ¢’ =
difiere de la de ¢ = 0 no sélo por la evolucién libre de las particulas en instantes distintos, sino
también por la colisién que experimenta la cuarta particula con la pared de la derecha.

A continuacién, consideremos un gas relativista de /V particulas cuyas trayectorias en un marco
de referencia inercial arbitrario ¥ vienen descritas por las funciones X;(¢), con¢ = 1,2,..., N.
Entonces, se define la funcion de distribucion de una particula en el espacio fdsico en ¥ como

N

iZ‘s(%’—Xi(lt))é(p—Pi(t)), (2.11)

oz, p.t) = &
i=1

donde P;(t) es el momento de la particula ¢, el cual se puede obtener a partir de X ;(¢) utilizan-
do (2.8). Esta funcién describe la densidad de probabilidad de encontrar una particula en & con
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momento p en el instante ¢, con lo que es evidente que satisface la condicién de normalizacién

1= /ddxddp O(x, p,t). (2.12)

Notese que la integral en (2.12) debe realizarse en el hiper-plano definido por ¢ =constante, siendo
t la coordenada temporal del marco ¥. Esta observacion es importante, ya que en un marco de
referencia >’ que se mueva con velocidad constante con respecto a ¥, la funcién de distribucién &’
se define en el hiper plano ¢ =constante, que es completamente diferente del anterior debido a la
pérdida de simultaneidad caracteristica de la relatividad especial. Como se ilustra en la figura 2.1,
ambos hiper planos se refieren a instantes de tiempo distintos, de forma que lo que es simultdneo
en ¥’ noloesen .

No obstante, puede probarse que la funcién de distribucién de una particula en el espacio fasico
(2.11) se transforma como un escalar de Lorentz, es decir, la funcién de distribuciéon en un marco
de referencia arbitrario Y’ viene dada por

'(x', p,t') = oz, p, 1), (2.13)

donde (', p',t') y (x, p,t) estan conectados por transformaciones de Lorentz (2.2). Este resultado
no es trivial, aunque si general, ya que se puede probar utilizando simplemente el hecho que las
trayectorias de cada particula son tnicas, después de una reparametrizacién en términos de los
tiempos propios de las mismas [23], independientemente de la naturaleza de las interacciones entre
las particulas. Hay que resaltar que con frecuencia se encuentran en la literatura demostraciones
de (2.13) que son incorrectas, basadas en la hip6tesis (errénea) de que d?x dp es un invariante de
Lorentz, véase por ejemplo [24].

A partir de la distribucién en el espacio fasico @, se puede definir en cualquier marco de referencia
inercial la distribucion marginal de momentos, o simplemente distribucion de momentos, como

o(p,t) = / dz &(z,p,t), (2.14)

funcién que, a partir de (2.12), estd siempre normalizada a la unidad

1= [apoip. (2.15)

En general, si no se conoce ¢ con detalle, no es posible obtener la distribucién de momentos
¢'(p',t") en un marco de referencia arbitrario ¥’ a partir del conocimiento de ¢(p, t) en X. Luego
no se puede escribir una ley de transformacién similar a (2.13) para la distribucién de momentos
que sea valida en todos los casos.

Una excepcion a esta regla es la distribucién estacionaria de momentos de un sistema espacial-
mente homogéneo. En ese caso, en un marco de referencia Xy en reposo con el gas, la funcién de
distribucidn en el espacio fasico se puede escribir como

(I)(va7t) = 7(?(13) (2.16)
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donde V es el volumen que ocupa el gas en Xy y 6(x) es una funcién que es 1 si « estd dentro del
recipiente que contiene el gas y 0 en caso contrario. Utilizando (2.13) se llega facilmente a la /ey
de transformacion para sistemas confinados espacialmente homogéneos

¥(p) _ op)
v = (2.17)

donde ¢’ denota la distribucién de momentos en un marco inercial arbitrario ¥’ (y por tanto medida
simultdnemante a ¢’ =constante) y V' = V/~(u) denota el volumen contraido observado por
3/, siendo u la velocidad con que se mueve este marco de referencia respecto de ¥,. Nétese
que la presencia de confinamiento altera las propiedades de transformacién de la distribucién de
momentos en (2.17), lo cual no ocurre en la fisica no relativista —donde no hay contraccién de
Lorentz de las longitudes. El motivo tltimo es que en relatividad especial las observaciones entre
distintos marcos de referencia no se pueden sincronizar, y en el intervalo de tiempo entre sus
observaciones varias particulas colisionan con las paredes del recipiente [23], como se muestra en
la figura 2.1. Este fenémeno ocurre con todas las variables fisicas globales, como la energia o el
momento total del gas, ya que estdn definidas no sobre un punto del espacio-tiempo sino sobre
regiones que contienen mds de un evento del espacio-tiempo, y es el origen de la confusién que
hubo durante muchos afios sobre la termodindmica relativista, como discutiremos mads adelante.

Un ejemplo de funcién de distribucién de momentos de un sistema homogéneo es la conocida
distribucion de Maxwell-Boltzmann, que describe la distribucién de un gas monoatémico no rela-
tivista en equilibrio termodindmico,

2
p
);

_ —df2 g P
om(p) = 2mmkgT) exp( T

(2.18)

donde T es la temperatura del gas, kp es la constante de Boltzmann y m la masa de cada par-
ticula. No obstante, este no es buen ejemplo en relatividad especial, ya que permite velocidades
superiores a la de la luz. Pero si es un buen punto de partida, ya que en el limite de velocidades
pequeiias (limite de baja temperatura), cualquier distribucién de momentos relativista que describa
un gas en equilibrio debe reducirse asintticamente a esta distribucion, ya que esta describe ade-
cuadamente la distribuciéon de momentos de una particula de un sistema no relativista en equilibrio
termodinamico.

Por tltimo, podemos definir la distribucion de velocidades de una particula f a partir de la distri-
bucién de momentos ¢, en cualquier marco de referencia 3, con un simple cambio de variable, ya
que esta debe cumplir

dp o(p,t) = dv f(v,1). (2.19)

4+2qdy, con lo que finalmente

A partir de (2.8) se obtiene d?p = my(v)
f(v) = my(v)**2o(p,t). (2.20)
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2.3. Deduccion de la distribucion de Jiittner

La deduccién original de Jiittner de 1911 [3] para la distribucién de velocidades de un gas rela-
tivista se basa en el principio de maxima entropia. Si bien esta es una deduccién heuristica que
depende de la definicién de la entropia utilizada', este método nos permite introducir de forma
rapida dicha distribucidn, asi como una de las alternativas que se propusieron recientemente, la
llamada distribucién de Jiittner modificada [12].

Consideremos un gas de N particulas idénticas en un recipiente tal que la energia total £ del gas
se conserva en el marco de referencia inercial >y en reposo con el recipiente. La distribucién de
momentos del gas en equilibrio ¢(p) debe ser la funcién que maximiza la siguiente funcional de
entropia relativa [12]:

Slelp] = - / d’p ¢(p) In {%} (2.21a)

con las ligaduras
L= [ o) (2.21b)
% = /ddp o(p) 1", (2.21c)

donde d = 1,2, 3 es la dimension espacial, £/N es la energia media por particula y p°® = (m? +
p?)/? es la energia relativista de una particula con masa en reposo m y momento lineal p. La
funcién p(p) > 0 en la ecuacién (2.21a) juega el papel de una densidad de referencia [28, 29, 30,
31, 32], asegurando que el argumento del logaritmo es adimensional.

Jiittner supuso en 1911 una densidad de referencia constante,

pe(p) = po, (2.22)

a partir de la cual se obtiene la hoy en dia conocida distribucion de Jiittner de momentos:

¢3(p; B) = Zy " exp(—pp°), (2.23)

donde Z; es una constante de normalizacién y [ otra constante que debe depender de la tempe-
ratura del gas. En el limite no relativista, la velocidad cuadrética media de las particulas debe ser
muy pequeifla, lo cual se consigue tomando el limite asintético § — oo. Tomando este limite y
comparando con la distribucién de Maxwell-Boltzmann (2.18), se obtiene 3 = 1/(kgT), donde T
es la temperatura del gas y kp es la constante de Boltzmann.

Por otro lado, como el pardmetro 3 se introduce como un multiplicador de Langrange necesario
para la ligadura de energia (2.21c), también se puede encontrar su valor en funcién de la energia

'Siendo preferible una més fundamentada como la que se sigue de la ecuacién de Boltzmann [21] o la que utiliza
una aproximacioén hamiltoniana en el colectivo micro-canénico [25, 26, 27]
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2.3. Deduccion de la distribucion de Jiittner

del gas. Insertando ¢; en la ligadura de energia (2.21c) y denotando por & la energia total del
sistema medida en Y, se obtiene

b —%mz,, (2.24)
L 2m @2
Zy = 2m <B7m> K(d+1)/2(ﬁm)7 (2.25)

donde K, (z) denota la n-ésima funcién de Bessel modificada de segunda clase [33]. Particulari-
zando para las distintas dimensiones espaciales tenemos:

2m K1 (fm) d=1,
Zy = 2mexp(—pBm)(1+ pm)/B?* d=2, (2.26)
4rm2 Ky (fm)/ B d=3.
y
Ko(Bm)+Ka(Bm) _
m—E 2T 2K1(/3wf) d=1,
50 K(;H,d)/g(ﬁ’fn) 1 9 2/3
o _ . CALVNE R d=2, (2.27)
N Kayay2(Bm) B po tymp
3 Ky (Bm) _
B+mK;(5m) d=3.

En el limite ultra-relativista, es decir, de energias muy altas, se obtiene

g() d

Mientras que en el limite asintético de bajas temperaturas (Iimite no relativista) se obtiene

&

N +d/(28) (T —0), (2.29)
resultado que coincide con el conocido teorema de equiparticion de la fisica estadistica no rela-

tivista. A partir de (2.23) se puede también calcular un resultado exacto andlogo al teorema de
equiparticion, pero valido para cualquier valor de la temperatura [34]:

(p-v)e = (P*/0°): = d/B, (2.30)
donde los brakets (-); denotan valores medios con la distribucién de Jiittner (2.23).
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2.3. Deduccion de la distribucion de Jiittner

2.3.1. La distribucion de Jiittner modificada

Si en vez de suponer una densidad de referencia constante suponemos

p-(p) < 1/p°, (2.31)

obtenemos la distribucion de Jiittner modificada de momentos:

dwi(p; B) = Zy303(p: B) /1" (2.32)
A partir de la ecuacién (2.10), es claro que
p
ra

oL

dv = (2.33)

define una medida de integracién invariante en el espacio de momentos relativista, con lo que la
entropia relativa (2.21a) asociada a esta densidad de referencia estd bien definida. Operando de
forma similar a lo anterior, se obtiene

E. A
~ - T 2.34
N YAV (2.34)
97\ (=12
Zvy = 2m™! <%> K(a-)2(8m), (2.39)
lo cual implica
2Ky (fm) d=1,
Ing = { 2mexp(—pm) /B d=2, (2.36)
drmIG(Bm)/p d=3.
y
Ky (Bm) _
’Ktl)(ﬂm) d= 17
& Kaiap(Bm) 1
Bl G DT AAALV A (PTES 3 237
N K(d,l)/g(/b’m) B ( )
Ko (Bm) _
me(&n) d=3.

En estas ecuaciones hemos denotado la energia del gas como &, para distinguirla de la obtenida con
la distribucion de Jiittner, pues al ser distribuciones distintas llevan a valores distintos. En la dltima
seccion del capitulo veremos que & es la energia del gas en equilibrio medida simultineamente
en un marco de referencia en reposo con el recipiente que contiene el gas, mientras que &, es la
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2.3. Deduccion de la distribucion de Jiittner

energia del gas en el mismo marco de referencia cuando se mide igualando los instantes propios
de cada particula®.

En el limite no relativista, tanto la distribucion de Jiittner como la Jiittner modificada llevan a
la distribucién de Maxwell-Boltzmann (2.18), por lo que en ambos casos debe inferirse la misma
relacién con la temperatura 5 = 1/(kgT"). En consecuencia, &, presenta el mismo comportamiento
asintdtico (2.29) en el limite no relativista. En el limite ultra-relativista se obtiene

d—1

&

En general, la funcién de Jiittner modificada exhibe una poblacién de particulas considerablemente
menor que la de Jiittner en la cola de alta energfa debido al prefactor adicional 1/p°.

Noétese que en un espacio bidimensional, la energia media por particula dada por la distribucién
de Jiittner modificada, ecuacién (2.37), coincide exactamente con el teorema de equiparticiéon no
relativista para cualquier valor de la temperatura. Esta coincidencia s6lo se cumple para d = 2,
perono parad = 1, 3.

Todas estas expresiones son vdlidas en el marco de referencia >, en reposo con el recipiente
que contiene el gas. En las secciones siguientes estudiaremos las leyes de transformacion de estas
distribuciones para observadores en movimiento. En contreto, se verd que la distribucién de Jittner
modificada presenta una ventaja considerable en este aspecto, ya que la energia total del gas &;
junto con el momento total (cero en Xy) forman las componentes de un cuadrivector, mientras que
las correspondientes magnitudes asociadas a la distribucién de Jiittner no lo hacen.

Para finalizar, es conveniente resaltar que la principal diferencia de la deduccién expuesta en este
capitulo con la llevada a cabo originalmente por Jiittner radica en que €l consider6 la funcional de
entropia definida en el espacio fdsico {(x, p)} de una particula, mientras que nosotros nos hemos
restringido al espacio de momentos {p}, aunque esto no introduce ningdn cambio significativo,
ya que la parte espacial de la funcién de distribucién es trivial. S{ que podria argumentarse, sin
embargo, que la distribucién de Jiittner es mds elegante que la de Jiittner modificada, pues la
densidad relativa asociada a la funcional de entropfa, la densidad relativa constante, es la tnica
medida definida sobre todo el espacio de trabajo que es invariante tanto en el espacio fasico como
en el de momentos. No obstante, este no es un argumento contundente, ya que, en cualquier caso,
la deduccién, como la basada en la ecuacion de Boltzmann o en la aproximacién hamiltoniana, se
basa en suposiciones que, aun siendo plausibles, podrian no cumplirse en relatividad especial.

2Se podria pensar ingenuamente que ambas debian ser iguales dado que se corresponden con la misma solucién
estacionaria de equilibrio, pero la relatividad del tiempo, propia de la relatividad espacial, lo impide, como se muestra
en la dltima seccion del capitulo.
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2.4. Verificacion numérica de la distribucion de Jlittner

2.4. \Verificacion numérica de la distribucion de Jiittner

Al principio del siglo XIX, habia comiin acuerdo en que la distribucién de velocidades de un gas
en equilibrio estaba bien descrita por la funcién de distribucién de Maxwell

/2 a2
Julvim, B) = (%) exp(ﬁ ok ) (2:39)

donde = 1/(kgT). En la figura 2.2 se ha representado esta distribucién para varios gases mono-
atémicos a la temperatura ambiente.

No obstante, cuando Einstein [1, 2] formuld la teorfa de relatividad especial en 1905, Planck y
otros notaron inmediatamente que fy; estaba en conflicto con el postulado fundamental relativista,
que afirma que la velocidad de cualquier particula no puede exceder la velocidad de la luz. En la
seccién anterior hemos visto la generalizacion relativista propuesta por Jiittner, ecuacion (2.23), la
cual traducida para las velocidades (2.20) queda

od
fr(wim, By) = Tr(v)*  expl—Bym(v)], lv] < 1. (2.40)

7 7(v)

La distribucién de Jiittner estuvo ampliamente aceptada durante los tres primeros cuartos del siglo
XX, aunque no habia una demostracién rigurosa debido a la dificultad de formular una mecénica
hamiltoniana de particulas interaccionantes que sea consistente con los principios de relatividad
especial [15, 16, 17, 18, 19, 20]. En la década de los ochenta empezaron a aflorar algunas dudas
cuando Horwitz y colaboradores [5, 6] propusieron una ecuacién de Boltzmann relativista que
describieron como manifiestamente covariante. La solucién estacionaria de esta ecuacion difiere
de la ecuacion (2.40), y en concreto, predice una diferente relacion energia-temperatura en el limite
ultra-relativista 7' — oo [7]. Posteriormente, resultados y propuestas parcialmente contradictorias
de otros autores, [8, 9, 10, 11, 12], aumentaron considerablemente la confusion sobre cual era la
distribucién que correctamente generaliza la funcién maxwelliana (2.39). Por ejemplo, ya hemos
visto en la seccidn anterior la distribucién de Jiittner modificada (2.32), introducida en [9, 10], que
predice

md ,y(,v)2+d
fMJ(U,mﬂw) = ZIJ m'y(v)

Ya hemos comentado en la seccién anterior que, a los mismos valores de los parametros [3; =
By S 1/m, 1a funcién de Jiittner modificada exhibe una poblacién de particulas considerablemen-
te menor en la cola de alta energia en comparacién con f; debido al prefactor adicional 1/m~y(v).

exp[—Swymy(v)], lv| < 1. (2.41)

La identificacién de la funcién de distribucion de velocidades correcta es esencial para la adecuada
interpretacion de experimentos en altas energia y astroffsica [35, 36, 37, 38]. Algunos ejemplos
incluyen la aplicacion de ecuaciones de Langevin relativistas [39, 40, 41] a los experimentos de
colisiones de iones pesados [38, 37], procesos de termalizacién en plasmas ultra-relativistas [36],
o el efecto relativista Sunyaev-Zel’dovich [35], que describe la distorsion del espectro de radiacion
de fondo césmica debido a la interaccién de los fotones CMB con electrones calientes en cimulos
de galaxias [42, 43, 44]. La intensidad predicha de estas distorsiones espectrales y los pardmetros
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Figura 2.2: Funciéon de distribucion de Maxwell (2.39) para varios gases monoatémicos a la
temperatura T = 25 A°C. Nétese que no puede ser correcta en relatividad especial porque
permite velocidades superiores a la de la luz. De esta forma, esta funcién sélo es valida como
aproximacion cuando la temperatura no es muy elevada (en concreto kg1 < mc?), de modo
que se garantice que la inmensa mayoria de las particulas tengan velocidades muy inferiores a
la de la luz, como sucede en los casos mostrados en la figura.

cosmoldgicos inferidos del efecto Sunyaev-Zel’dovich dependen sensiblemente de la distribucién
de velocidades de los electrones supuesta [35].

2.4.1. Buscando una simulacién completamente relativista

Dada la ausencia de una demostracién completamente rigurosa que nos permita resolver la incer-
tidumbre asociada a la distribucién de velocidades en relatividad especial, es necesario acudir a la
experimentacién. No obstante, el estado de la técnica actual dista mucho de ser capaz de medir las
velocidades de las particulas de un gas relativista en un experimento real, especialmente teniendo
en cuenta que deben medirse todas simultdneamente en el marco de referencia en reposo con el
recipiente que contiene el gas. Los experimentos mencionados en el parrafo anterior tampoco pue-
den ser utilizados para discriminar entre una distribucion u otra, pues la interpretacién de los datos
experimentales contiene aproximaciones adicionales que oscurecen el analisis.

Por tanto, nos centraremos en simulaciones por ordenador. Es de esperar que, al igual que ocurre
en el caso no relativista, la distribucién de velocidades de un gas en equilibrio termodindmico sea
universal, no dependiendo de los detalles de la interaccion entre las particulas, por lo que tenemos
libertad para elegir el sistema fisico objeto de la simulacién. No obstante, las simulaciones de este
sistema deben cumplir una serie de condiciones que garanticen su fiabilidad y su viabilidad. En
concreto, el modelo simulado

1. No debe violar ningiin principio de la relatividad especial.
Esto elimina la posibilidad de utilizar potenciales de interaccion, ya que estos suponen una
velocidad infinita de propagacién de las interacciones. Los potenciales son una pieza clave
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en la mayoria de las simulaciones de Dindmica Molecular.

2. Debe exhibir un estado de equilibrio estacionario y universal.
Es necesario que el sistema tienda, independientemente de las condiciones iniciales, hacia
un estado de equilibrio estacionario. Para ello, es conveniente que la energia del sistema sea
una constante del movimiento. Debe ser universal, es decir, no depender de los detalles de la
interaccién o con una dependencia de los pardmetros que definen al sistema, como las masas
de las particulas, que recoja una cierta forma funcional universal. En concreto, esta forma
funcional debe reducirse a la distribucién de Maxwell en el limite de bajas temperaturas.

3. Puede ser simulado sin requerir mayores aproximaciones.
Se necesita un método cuyas aproximaciones no vayan mds alla de las tipicas de truncamien-
to de los calculos numéricos. En especial, es importante que no contenga aproximaciones que
no se hayan comprobado en relatividad especial. Por ejemplo, no son vélidas para nuestros
propésitos las simulaciones probabilisticas DSMC (del inglés, Direct Simulation Monte Car-
lo) [45], que resuelven numéricamente la ecuacidon de Boltzmann, ya que la propia ecuacién
de Boltzmann esta basada en la hipédtesis de caos molecular.

4. No requiere la introduccion de campos para describir la interaccion entre las particulas.
Esta condicién no es estrictamente necesaria, sino que es una condicién practica, ya que en
la actualidad todavia no se ha conseguido llevar a cabo simulaciones relativistas de particulas
que interaccionan con campos sin acudir a aproximaciones que podrian poner en cuestion
sus resultados con la precisién que estamos exigiendo aqui.

El punto 1 elimina la posibilidad de considerar interacciones instantaneas en la distancia, con lo que
también hay que eliminar cuerpos rigidos como esferas o discos duros. En conjuncién con el punto
4, esto nos lleva a considerar un sistema de particulas puntuales con colisiones binarias eldsticas
sucediendo en un punto del espacio-tiempo, pues asi garantizamos que las interacciones entre las
particulas sean tratadas de una manera completamente consistente con la relatividad especial.

La restriccion a interacciones que suceden en un punto del espacio-tiempo nos lleva a restringir
también la dimension espacial del sistema a simular a d = 1, pues con dimensiones espaciales
mayores la probabilidad de que ocurra una colisién se vuelve cero (o de medida nula), violdndose
entonces el punto 2, pues esto evitaria que el sistema se equilibrase.

No obstante, la condicién de sistema unidimensional no es suficiente para garantizar la tendencia
al equilibrio, ya que cuando dos particulas de la misma masa sufren una colisién eldsticaen d = 1
simplemente intercambian sus velocidades. Lo mismo sucede en el caso no relativista, donde es
conocido que las colisiones en un gas unidimensional unicomponente no son capaces de conducir
el sistema al equilibrio termodindmico. Por tanto, deben considerarse mezclas de dos o mas com-
ponentes con distinta masa en reposo, porque, como mostramos a continuacion, en este caso las
colisiones no son triviales y son capaces de conducir al sistema al equilibrio.

21



2.4. Verificacién numérica de la distribucion de Jiittner

2.4.2. Simulaciones relativistas con una mezcla bicomponente unidimen-
sional

En nuestras simulaciones consideramos una mezcla bicomponente, consistente en /V; particulas
ligeras de masa m;, y N, particulas con masa ms > m;. El movimiento de las N = N; +
N, particulas estaba restringido al intervalo [0, L], en reposo con el marco de referencia ¥o. Los
resultados que presentaremos a continuacién fueron obtenidos con paredes eldsticas que producen
reflexiones eldsticas en los contornos, aunque condiciones de contorno periédicas® producian los
mismos resultados cuando se tomaba como cero el momento total inicial en .

Para simular este sistema de particulas cldsicas e impenetrables con colisiones binarias eldsticas
utilizamos un algoritmo similar al de Alder y Wainwright [46] y Masoliver y Marro [47]. El paso
de tiempo basico del algoritmo involucra tres tareas:

(i) determinar el préximo evento de colisién (z, t.);
(ii) avanzar el sistema hasta el tiempo ¢.;

(iii) calcular el momento de las particulas después de la colision.

Esta dltima tarea se resuelve como sigue: cuando dos particulas A y B se encuentran en el mismo
punto del espacio-tiempo (z.,t.), entonces intercambian momento de acuerdo con las leyes de
conservacion relativistas de la energia y el momento:

pA+ DB = Pa+ Db,

2.42
E(ma,pa) + E(mp,pg) = E(ma,pa) + E(mg, pp), (e.42)

donde p = mvy(v) es el momento relativistay E(m, p) = (m?+ p?)"/? la energfa. El simbolo con
sombrero denota cantidades después de la colision. Dado el par de momentos (p4, pp) antes de la
colision, las leyes de conservacion (2.42) determinan el par de momentos (P, pp) después de la
colision de la forma

pa=v(v0)*[2voE(ma,pa) — (14 v3)pal,

2.43
P = 7(v0)*[200E(mp, p) — (1 + v3)p5], (2.43)

donde vg = (pa + pp)/[E(ma,pa) + E(mp,pp)| es la velocidad del centro de masas de las dos
particulas, el cual es un invariante de colision.

Estas simulaciones reproducen un colectivo micro-candnico relativista, ya que la energia total ini-
cial & en X se conserva en cada colision eldstica. Asf, este modelo proporciona un marco 6ptimo
para comprobar las predicciones de las distintas teorias cinéticas relativistas por medio de experi-
mentos numéricos [48, 49, 50, 51, 5, 7]. También sirve para ilustrar conceptos fundamentales de
la fisica estadistica como la temperatura y el equilibrio térmico en la relatividad especial.

3No obstante, conviene resaltar que condiciones de contorno periédicas, muy comunes en simulaciones de Di-
namica Molecular, no son compatibles con los principios de la relatividad especial, pues suponen interacciones
superluminicas, de hecho instantaneas, entre las distintas imagenes de la celda de simulacién.
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Con objeto de identificar las distribuciones de velocidad estacionarias para las particulas ligeras y
pesadas, se esperd lo suficiente hasta que el gas bicomponente alcanzaba el estado de equilibrio,
lo cual sucedia tipicamente después de 100 colisiones por particula. Entonces se midieron las
velocidades de las particulas >p-simultineamente, es decir, al mismo tiempo con respecto al marco
de referencia en reposo Xy. Para incrementar la estadistica, se repiti6 este proceso varias veces
durante distintos instantes de tiempo en cada simulacién, agrupando todos los datos en un simple
histograma. La figura 2.3 muestra un ejemplo, basado en una simulacién con N = 10000 particulas
(N; = Ny = 5000, my = 2m,). Cada particula partia de una posicién inicial aleatoria x;(0) €
[0, L] y una velocidad inicial con médulo definido pero con sentido aleatorio v;(0) = +0,8. Esta
velocidad se corresponde con una energia media por particula de /N = 2,5m;.

Tal y como se muestra en la figura 2.3, la distribucién de velocidades (¢) de ambas especies coinci-
den muy bien con la funcién estandar de Jiittner f; (linea continua), desvidndose significativamente
de la distribucién de Jiittner modificada fy;; (linea discontinua). Las simulaciones con Ny # N,
producian los mismos resultados.

2 T T T T
1,5 (a) Particulas ligeras
Q
S -
=
—
0,5+ _
0 } } b
- ‘z” \\
0,61 gL “.*
Q L e v
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> 04 =
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Figura 2.3: Funcién de distribucion de equilibrio en el marco que contiene al gas ¥y. Se muestra
la distribucién de velocidades (¢) de una simulacion con N; = 5000 particulas ligeras de masa
my y No = 5000 particulas pesadas de masa my = 2m;. La energia media por particula en
Yo es &/(Ny + Ny) = 2,5m,c. Las lineas continuas se corresponden con las funciones de
Jittner (2.40) con el mismo parametro 8; = 0,702 (m.c?)~!, pero con diferentes masas. Las
lineas discontinuas muestran las correspondientes funciones de Juttner modificada con Sy =
0,402 (m;c®)~1. Como las distribuciones son simétricas respecto al origen, solo se muestra el
eje positivo de la velocidad. Los resultados de simulacion son consistentes con la distribucion de
Juttner (2.40), proporcionando evidencia contra la distribucion modificada (2.41).

Los pardmetros 35\ de cada distribucién fueron determinados a partir de la energfa inicial por
medio del siguiente razonamiento: Si los nimeros de particulas Ny y Ns son suficientemente gran-
des (el limite termodindmico), entonces es de esperar que los histogramas obtenidos en la simula-
cién converjan o bien a fj (2.40) o bien a fyy; (2.41). Con generalidad, la energfa relativista media
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1 de una distribucién de velocidades genérica f(v;m, 3) viene dada por
um,8) = [ dto foim, §) (o). (2.44)
{lv]<1}

Suponiendo que existe un estado de equilibrio para ambas especies que puede ser descrito por
el mismo valor (3, y que la energia media por particula es la misma para particulas de la misma
especie para un gas en equilibrio, entonces la energia total puede expresarse como

& = Ny p(ma, B) + Na pu(ma, B). (2.45)

En nuestro caso, los valores de las energias medias para las dos distribuciones consideradas, f; y
fuy, vienen dadas por (2.27) y (2.37), es decir,

Ko(ﬁJm) + KQ(ﬁJm)
2K1 (ﬁ]m) ’

Ki(Bvgm)

Ko(ﬂMJm) '

Para cada simulacién el conjunto de pardmetros (&, N1, No, my, ms) es conocido. A partir de aqui,

después de insertarlos en las ecuaciones (2.45) y (2.46), estos pardmetros determinan univocamente
el pardmetro f35/v; que es consistente con la distribucion de velocidades elegida fj/ny.

pa(m, By) =m
(2.46)

NMJ(m7 BMJ) =m

A pesar de las diferentes masas de ambas especies, las dos distribuciones de velocidad obtenidas en
la simulacién, mostradas en la figura 2.3, se ajustan muy bien a las funciones de Jiittner (2.40) con
el mismo pardmetro /3;. Este resultado se mantuvo para un amplio rango de condiciones iniciales y
cociente de masas. De aqui se deduce que no sélo la funcién de Jiittner proporciona el mejor ajuste
a los resultados numéricos, sino que también nos lleva a un concepto de temperatura en relatividad
especial que estd bien definido. Es de esperar que la temperatura 7" sea una cantidad intensiva que
se equilibra a un valor comtn si se pone en contacto dos o mas sistemas, esto es, si pueden inter-
cambiar diferentes formas de energia. En nuestro caso, es natural considerar las especies como dos
diferentes subsistemas que pueden intercambiar energia a través de las colisiones. Después de un
cierto tiempo de relajacion, el sistema combinado alcanza un estado de equilibrio termodindmico,
donde cada subsistema viene descrito asintéticamente por la misma distribucidon de velocidades
fi(v;my, By), difiriendo cada una sélo a través de las masas en reposo m;. El pardmetro de la dis-
tribucién que se comparte, 35, puede ser entonces utilizado para definir la temperatura relativista
de equilibrio T := (kpf;)~".

No obstante, para que este concepto tenga verdadero sentido se requiere una restriccién sobre
el volumen espacial accesible —lo cual se realiza en estas simulaciones a través de las paredes
reflectantes. De lo contrario, no se puede esperar que el sistema sea capaz de alcanzar un estado
de equilibrio estacionario que sea independiente de las condiciones iniciales. Esta observacién
tiene una implicacién importante: cualquier ecuacién del tipo Boltzmann [49, 51, 5, 6, 21, 52, 7]
que lleve a una distribucién de velocidades estacionaria y universal implicitamente presupone la
presencia de un confinamiento espacial, y por tanto, distinguiendo un marco de referencia preferido
sobre los demds, el ligado al recipiente que contiene el gas.
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Figura 2.4: Funciones de distribucién de equilibrio en un marco en movimiento '. Se muestran
la distribuciones de velocidad medidas por un observador que se mueve con velocidad u = 0,25¢
relativa al marco ¥y, en reposo con el gas. Los valores de los parametros son los mismos que la
figura 2.3. Las lineas continuas se corresponden con la funciones de Jittner f dadas por (2.47)
con el mismo parametro 55 = 0,702 (m;c?)~* que en la figura Fig. 2.3 y diferentes masas m; y
ms.

Observadores en movimiento A partir de estas simulaciones también se pueden determinar las
distribuciones de velocidad de equilibrio vistas por otro marco de referencia ¥/ que se mueva con
una velocidad u relativa al marco X, en reposo con el gas. La figura 2.4 muestra los resultados para
u = 0,25 y los mismos pardmetros de simulacién que en la figura 2.3. En contraste con la figura 2.3,
los puntos (diamantes) mostrados en la figura 2.4 fueron obtenidos midiendo las velocidades ¥.'-
simultdneamente. Las lineas continuas en esta figura se corresponden con la funcién de distribucién

my (')’
Zy7(u)

siendo v’ la velocidad de la particula en el marco en movimiento Y'. La funcién (2.47) se reduce a la
funcion de Jiittner para u = 0. De hecho, se puede obtener f; facilmente a partir de las ecuaciones
(2.23), (2.17) y (2.20).

Debido al excelente acuerdo entre las simulaciones numéricas y la ecuacion (2.47), podemos enun-
ciar de forma mds precisa que dos componentes de gases relativistas estan en equilibrio termodina-
mico para cualquier observador si la funcién de distribucion de velocidades de una particula vienen
dadas por la funciones de Jiittner generalizadas (2.47) con los mismos pardmetros 35 y u. S6lo en
este caso se anula la energia de transferencia neta entre las componentes del gas en el recipiente.

fi'sm, By u) = exp[—Byy(u)my(v') (1 + w')], (2.47)

La temperatura del gas T' = 1/(kp[;) también puede ser determinada en el marco de referencia
inercial arbitrario Y/ por medio de promedios #'-simultdneos, ya que transformando la ecuacién
(2.30) se obtiene

kpT = my(u)* (7 (0") (v + u)?)w, (2.48)
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donde
u=—()y, (2.49)

es la velocidad media del gas medida por el observador mévil. De esta forma, las ecuaciones
(2.48)—(2.49) definen un termdémetro estadistico invariante de Lorentz. Cuando se adopta este ter-
mémetro, un cuerpo en movimiento no parece ni mas caliente ni mds frio, sino con la misma
temperatura.

Por tltimo, podemos utilizar (2.47) para calcular la energfa total £/, y el momento total del gas
medidos ambos en el marco mévil ¥'. Para simplificar la discusion, consideremos que el gas es
monocomponente, aunque se obtienen los mismos resultados en el caso general. Entonces, la ener-
gfa total &, = N(p"°)y y el momento total N (p'), del gas vienen dados por

! = y(u)(E + uPNkgT), (2.50a)

N(p")e = =y(u)u(& + NkgT). (2.50b)

Obsérvese que estos valores no se corresponden con los que se obtendrian si consideraramos el
par energia total y momento total en Xy, (&, 0), como las componentes de un cuadrivector, y
aplicaramos la transformacién de Lorentz correspondiente. En general, es conocido [53] que la
energia y el momento total del gas en marcos de referencia distintos no estdn relacionados por
medio de transformaciones de Lorentz. Esto se debe a que los valores medios (2.50), medidos
t’-simultdneamente en Y, contienen contribuciones de las paredes del sistema. Efectivamente, a
partir de la figura 2.1 podemos observar que el momento total del gas correspondiente al hiper-
plano ¢ = 0 no es cero, sino que estd descompensado por las colisiones de las particulas del gas
con la pared de la derecha. Podemos calcular esa transferencia de momento en ¥y, que sucede
durante un intervalo de tiempo At = uL, como

AP = —IIAt = —

NkgT
LB ul = —uNkgT, (2.51)

donde hemos utilizado la expresién para la presion Il = NkgT'/L dada por la ecuacién de estado
del gas ideal en d = 1. Puede comprobarse que los valores medios (2.50) son los que se obtienen
cuando se aplica la transformacién de Lorentz correspondiente al cuadrivector

(&, —uNkgT). (2.52)

2.4.3. Simulaciones semi-relativistas en 2D y 3D

Se han realizado simulaciones en dos y tres dimensiones espaciales que también han confirmado la
distribucion de Jiittner. Estas son simulaciones semi-relativistas, ya que contienen aproximaciones
que violan los principios de relatividad especial. Por ejemplo, las simulaciones de Dindmica Mo-
lecular de discos duros (d = 2) [54] y esferas duras (d = 3) [55] utilizan un mecanismo de colisién
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entre las particulas —que poseen una extension finita en el espacio— instantdneo, y por tanto super-
luminico. El mismo defecto tienen las simulaciones que utilizan un hamiltoniano en el que se ha
modificado el término de energia cinética de las particulas para adaptarlo a la relatividad especial,
[56] (d = 2), pues suponen potenciales de interaccion instantdneos. No obstante, visto desde el
punto de vista de la teoria cinética, las velocidades antes y después de cada colision si que estdn de
acuerdo con las leyes de conservacion de energia-momento relativistas, con lo que es de esperar
que reproduzcan razonablemente los resultados obtenidos a partir de la ecuacion de Boltzmann.
Como esta predice la distribucién de Jiittner, no es sorprendente que simulaciones de Monte Carlo
de la ecuacion de Boltzmann [57] (d = 3) reproduzcan adecuadamente dicha distribucion.

En cualquier caso, ya hemos comprobado con las simulaciones unidimensionales completamente
relativistas que la distribucién de Jiittner describe perfectamente la solucién de equilibrio termodi-
namico de un gas, con lo que podemos concluir que la aproximacién fundamental de la ecuacién
de Boltzmann, la hipétesis de caos molecular, sigue siendo correcta en relatividad especial en sis-
temas en equilibrio, al menos en el limite de baja densidad de particulas. De la misma forma, es
de esperar que todas estas simulaciones semi-relativistas proporcionen resultados correctos para
gases diluidos.

2.5. Ergodicidad y aplicaciones de la distribucion de Jittner
modificada

Uno de los problemas més fundamentales de la fisica estadistica es la relacion existente entre los
promedios temporales, accesibles experimentalmente, y los promedios en los colectivos, piedra
angular de la teorfa de la mecdnica estadistica del equilibrio. La ergodicidad —la equivalencia de
los dos procedimientos de promediado— es una hipdtesis de trabajo ampliamente utilizada en la
mecdnica estadistica [58], siendo muy dificil de probar en sistemas realistas. Durante las pasadas
décadas, la hipétesis de ergodicidad ha sido intensamente examinada en sistemas no relativistas,
tanto cldsicos [59, 60, 61, 62] como cudnticos [63, 64, 65]. Sin embargo, se conoce mucho menos
sobre su significado y validez en sistemas relativistas [66], a pesar de que conceptos bdsicos como
el cardcter estacionario se vuelven ambiguos cuando el tiempo se hace relativo [67, 68]. Es impor-
tante tener una idea clara del papel que tienen los distintos pardmetros temporales y los conceptos
termo-estadisticos, como por ejemplo la entropia, si uno quiere generalizar los teoremas de fluc-
tuacién lejos del equilibrio al marco relativista [69, 70]. Dado el rapido incremento en el nimero
de aplicaciones en la fisica de altas energias [71, 72] y en astrofisica [73, 74], es deseable que haya
un fundamento firme no sélo desde una perspectiva tedrica, sino también desde una perspectiva
préctica.

Lo ideal seria poder tratar problemas de muchas particulas relativistas dentro de un contexto de
teoria cudntica de campos, ya que esto permitiria un tratamiento consistente de creacién y aniqui-
lacién de particulas, asi como de procesos de decaimiento [75]. De hecho, en los ultimos afios se
han producido avances sustanciales en el estudio de sistemas dentro y fuera del equilibrio en el
marco de teorias de campo relativistas. No obstante, el tratamiento tedrico cudntico exacto es en
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muchas situaciones practicamente imposible, e incluso innecesario en un nimero considerable de
aplicaciones, tales como en plasmas o en gases suficientemente diluidos.

En esta seccidn, intentaremos mostrar [22] que incluso un modelo relativista muy simple, como es
el gas bicomponente unidimensional discutido en la seccidn anterior, puede proporcionar un cierto
conocimiento sobre cuestiones conceptuales bdsicas tales como ;codmo se relacionan los prome-
dios utilizando el reloj del marco de referencia propio del recipiente con los del tiempo propio
de cada particula? o ;cudl es la distribucién de velocidades de una particula que decae esponta-
neamente, justo en el momento en que se desintegra? Generalmente, las parametrizaciones con el
tiempo propio proporcionan un marco natural para estudiar procesos de decaimientos de particulas
en simulaciones relativistas, mientras que las parametrizaciones basadas en la coordenada tiempo
global son mas apropiadas para cuantificar la dindmica de un sistema de muchas particulas, y en
particular, el ordenamiento causal de los eventos de colisién [76]. Por tanto, una combinacién de
varias parametrizaciones temporales puede resultar en esquemas de simulacidn ttiles que mezclen
técnica de Monte Carlo con otras de Dindmica Molecular. Finalizaremos mostrando cudl es la ley
de transformacién de la distribucién de Jiittner modificada para observadores que se mueven con
distinta velocidad, y como se pueden utilizar estos resultados para construir una teoria termodina-
mica relativista basada en el tiempo propio.

2.5.1. Ergodicidad y tiempo propio

Consideremos el movimiento de una particula especifica en un marco de referencia inercial ar-
bitrario X. La velocidad V' = d X /dt de la particula puede ser parametrizada en términos de la
coordenada temporal ¢ de 3, denotada por V (¢), o, alternativamente, por el tiempo propio de la
particula

(1) = /('t A\ T= VT (2.53)

)

Podemos definir la funcién de distribucion de velocidades ¢-promediada como

1

fiw) =7 A b Sl — V(). (2.542)

y de forma similar, la asociada funcién de distribucién de velocidades 7-promediada como

fr(v) = 1 /T dr' 6[v — V ('), (2.54b)

T Jo

donde V() es una funcién que satisface V'(t) = V (7(t)). Para averiguar cémo f, y f, estin
relacionadas en el limite ¢, 7 — oo, debemos hacer el cambio de variable en (2.54b) al tiempo que
marca Y., obteniendose

: (2.55)
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Entonces, podemos definir las distribuciones estacionarias
fro(v) = 1im f,(v), foolv) = lim f;(v). (2.56a)
t—o00 T—00

Estas igualdades deben ser interpretadas en un sentido de distribucién, como la misma funcién
delta de Dirac, es decir

/ @' fu(v)g(v) = lim / i f,(v) g(v), (2.56)
/ d fulv)g(v) = lim /ddv £.(v) g(v) (2.560)

para cualquier funcién de prueba g(v) fisicamente relevante que se comporte suficientemente bien.
Si la dindmica es tal que los limites f,, y f. existen, entonces (2.55) implica que

foo(w) = a7 foo(v)/7(v), (2.57a)

donde la constante

a= /ddv Joo(v)/7(v) (2.57b)

asegura la normalizacién de la distribucién. La ecuacién (2.57) nos dice que asintSticamente, la
distribucién t-promediada f, difiere de la 7-promediada foo en un factor proporcional a la energia
relativista de la particula m~y(v). Volveremos a este punto mds adelante. Antes de eso, vamos
a comparar las distribuciones promediadas en el tiempo con las promediadas en el colectivo en
nuestro modelo unidimensional de particulas impenetrables.

Distribuciones de velocidad con promedios en el colectivo  Ya hemos comentado que simu-
laciones (semi o completamente relativistas) de Dindmica Molecular, llevadas a cabo por distintos
grupos [13, 54, 56, 55], han confirmado en las tres dimensiones espaciales relevantes que la fun-
cion de distribucién de velocidades relativista estacionaria de un gas d-dimensional diluido se
puede describir con precision por la distribucion de Jiittner, ecuacién (2.40).

Merece la pena prestar atencién a cémo se realizaron exactamente las medidas en estas simulacio-
nes:

(i) Se midieron las velocidades en el marco de referencia ¥, en reposo con los contornos del
sistema.

(ii) Las velocidades de todas las particulas fueron medidas ¢-simultineamente en Xy, donde ¢ es la
coordenada temporal de .

Este procedimiento puede ser interpretado como de medicién de la distribucién de velocidades
de una particula por medio de promedios en el colectivo. A continuacién, compararemos los re-
sultados de este método con aquellos obtenidos con promedios temporales sobre la trayectoria
individual de una particula. Conviene recordar aqui que las medidas simultdneas de muchas parti-
culas se pueden llevar a cabo facilmente en simulaciones por ordenador, pero son muy dificiles de
realizar en experimentos reales debido a la finitud de la velocidad de las sefiales en relatividad.
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Simulaciones numéricas Podemos comprobar cémo estan relacionados los promedios tempo-
rales con los promedios en el colectivo en las simulaciones unidimensionales que utilizamos para
verificar la funcién de Jiittner.

Para ello, primero distingamos entre cuatro tipos de medida:

(a) t-promedio en el colectivo: Después de un periodo de relajacién al equilibrio, se miden
simultdneamente la velocidad de todas las particulas en >y en el mismo instante de tiempo .
Después repetimos este procedimiento para varias condiciones iniciales aleatorias que partan
de la misma energia, reproduciendo asf el colectivo micro-canénico a la energia &.

(b) t-promedio sobre una trayectoria: Se elige una particula de cada especie y se miden sus
velocidades en varios instantes de tiempo equidistantes ¢V . .., (™),

(c) T-promedio en el colectivo: Se calcula el tiempo propio 7; para cada particula durante la
simulacién y se miden sus velocidades para un valor fijo del tiempo propio 71 = ... =
TN,+N, = T. Posteriormente se repite este procedimiento para varias condiciones iniciales
con la misma energia total.

(d) T-promedio sobre una trayectoria: Se escoge una particula de cada especie y se miden sus
velocidades en varios instantes de tiempo-propio equidistantes ¢, ... (™).

La figura 2.5 muestra las distribuciones de equilibrio calculadas a partir de la simulacién unidi-
mensional. En el caso de medidas en el colectivo, (a) y (c), se consideraron promedios sobre 50
condiciones iniciales distintas compatibles con la misma energia total. Los promedios temporales
(b) y (c) fueron determinados midiendo las velocidades en 5- 10° instantes utilizando los intervalos
de tiempo At = AT =4-107*L/c, donde L es la extensién espacial del sistema.

Comparemos primero las funciones de distribucién obtenidas por medio de los dos métodos de
promediado tipo ¢ (a) y (b). Como puede observarse en los simbolos de cruces y diamantes de la
figura 2.5, los dos procedimientos llevan a la distribucién de Jiittner con el mismo pardmetro
para ambas especies, esto es

fo(v) = fi(v). (2.58a)

De la misma forma, comparando los histogramas obtenidos por el método de promediado tipo 7
en el colectivo (c), véase los tridngulos, y los de tipo trayectoria 7, los simbolos +, se deduce que
ambos métodos llevan a la misma distribucion. Pero esta distribucién de tiempo propio se distingue
de la funcién de Jiittner en un factor 1/[m~y(v)], esto es,

foo(v) = a7V f5(0) /(v) = fars(v). (2.58b)

Por tanto, estas simulaciones confirman la validez de la ecuacion (2.57) para el gas bicomponente
unidimensional. Por otro lado, las ecuaciones (2.58) proporcionan dos afirmaciones de ergodicidad
al nivel de las distribuciones de velocidad de una particula. Evidentemente, es necesario distinguir
entre los distintos pardmetros temporales cuando se habla de ergodicidad en sistemas relativistas.
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Ademas, de la ecuacion (2.58b) se deduce que la distribucién modificada de Jiittner (2.41) es preci-
samente la distribucién de velocidades de un gas en equilibrio cuando se utiliza la parametrizacion
del tiempo propio de las particulas. Este resultado no se conocia cuando se obtuvo por primera vez
la distribucion de Jiittner modificada [10, 12].

20— ————

Particulas ligeras

f,(v)-c

02l  Particulas pesadas %g |

. I . I . I . I .
0’OO 0,2 0,4 0,6 0,8 1

v/c

Figura 2.5: Funcién de distribucién de velocidades medidas utilizando el tiempo del marco pro-
pio del recipiente que contiene al gas y el tiempo propio de las particulas. Simbolos/métodos:
(a) t-promedios en el colectivo: ¢, (b) t-promedios sobre trayectoria: X, (c) T-promedios en el
colectivo: A y (d) T-promedios sobre trayectoria: +. Los resultados estan basados en una si-
mulacién con N; = 5000 particulas ligeras de masa m; y N, = 5000 particulas pesadas de
masa me = 2m,. Las lineas continuas se corresponden con las funciones de Jittner (2.40) con
B = 0,709 (m1c*)~! con las distintas masas de cada especie. Las lineas discontinuas muestran
la distribucion de Juttner modificada, ecuacion (2.58b), con el mismo parametro 5. Como las
distribuciones son simétricas con respecto al origen, sélo se muestra el eje positivo de velocidad.

Principio de maxima entropia De forma andloga, podemos establecer una correspondencia
entre las entropias (2.21) que definimos a partir de las densidades de referencia (2.22) y (2.31)
y los dos pardmetros temporales que acabamos de discutir. La densidad de referencia constante
(2.22) se corresponde con la parametrizacién temporal natural en el marco de referencia ligado al
recipiente que contiene al gas, mientras que la densidad (2.31) lo hace con la parametrizacién del
tiempo propio de las particulas.

Obsérvese que el inverso de la temperatura, /3, tiene el mismo valor tanto para la distribucion ¢-
estacionaria (2.58a) como para la 7-estacionaria (2.58b). Esto es lo que se deduce de (2.57), siendo
confirmado por las simulaciones presentadas en la figura 2.5.

Sin embargo, no ocurre lo mismo con la energia total del sistema, ya que cuando se mide simulti-
neamente en X, se obtiene el valor & = & (2.24), mientras que cuando se mide 7-simultdneamente
se obtiene &, (2.34). Esta diferencia entre la misma variable de estado termodinamica es una con-
secuencia de las distintas parametrizaciones temporales, pues la energia de cada particula estd
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medida en distintos puntos del espacio-tiempo siguiendo un criterio diferente en cada parame-
trizacién. Lo mismo sucede cuando se decide utilizar otra parametrizacién temporal, como por
ejemplo la coordenada temporal de un segundo marco de referencia que se mueva con una cier-
ta velocidad con respecto a X, siendo en dltimo dltimo término una consecuencia de la falta de
sincronia la relatividad especial) entre distintos observadores. Esta dificultad a la hora de definir
variables termodindmicas globales es el origen de las distintas teorias termodindmicas relativistas
y la confusién que hubo durante muchos afios sobre ellas, véase por ejemplo [55].

Aplicaciones Uno se podria preguntar si distintas parametrizaciones temporales tienen alguna
relevancia en la préctica. Por un lado, cuando se aplican técnicas de Dindmica Molecular en pro-
blemas relativistas, la parametrizacién en la coordenada temporal del marco de coordenadas en
reposo con el recipiente que contiene el gas es titil porque proporciona una herramienta adecuada
para la ordenacidn causal de los eventos de colision [76]. Por otro lado, las parametrizaciones con
el tiempo propio son muy comunes en relatividad especial porque el tiempo propio es intrinseco
a la particula y no depende del sistema de referencia elegido. Ademas, estas nos proporcionan un
marco de trabajo natural para la inclusién de procesos de decaimiento de particulas en simulacio-
nes relativistas, ya que las cuestiones de la vida media de las particulas se plantean en términos de
intervalos de tiempo propio. Esto sugiere la implementacién de algoritmos hibridos que combinen
esquemas de Dindmica Molecular para el movimiento de las particulas con procesos estocdsticos
de decaimiento, aniquilacién o creacion. Estos eventos incluyen reacciones quimicas que transfor-
man una o mds particulas en otras. Por ejemplo, en el caso mds sencillo, los intervalos de tiempo
propio entre sucesivos eventos de decaimiento pueden ser obtenidos a partir de una distribucién
exponencial cuya vida media sea determinada por la teoria cudntica de campos. Generalmente, las
reglas de creacidn, reaccién y decaimiento tienen que ser escogidas de acuerdo con las probabi-
lidades y restricciones (leyes de conservacion) que se derivan de las correspondientes teorias de
campos [75].

Las simulaciones de Monte Carlo basadas en la reproduccidon numérica de la ecuacién de Boltz-
mann [45, 57], pueden ser facilmente generalizables para incluir fendmenos cudnticos tales como
procesos de decaimiento. En este contexto, merece la pena mencionar que la distribucién de ener-
gia de una particula inestable al final de su vida (suponiendo que vive lo suficiente como para que
el equilibrio térmico sea relevante) viene mejor descrito por la funcidn de Jiittner modificada ¢y
antes que por la estandar de Jiittner ¢;.

2.5.2. Hacia una termodinamica relativista de tiempo propio

Desde que se formuld la teorfa de la relatividad especial, toda ecuacién con fundamento fisico ha
sido puesta a prueba para ver como se transforma para observadores que se muevan con veloci-
dades diferentes, prestando gran atencién a que la teoria verifique los principios de la relatividad
especial, vistiendo las ecuaciones o incluso modificindolas de forma que sean adecuadas para las
transformaciones de Lorentz. Una de las teorias que no ha llevado bien tal extension relativista ha
sido la termodindmica, la cual ha sido objeto de considerable estudio durante el siglo pasado.
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En este apartado estudiaremos el efecto de una parametrizacién de tiempo propio en las trans-
formaciones de Lorentz de varias cantidades, desde la distribucién marginal de momentos hasta
diversas variables termodindmicas de un gas relativista. Las parametrizaciones de tiempo propio
son muy comunes en relatividad especial porque el tiempo propio es intrinseco a la particula y no
depende de un marco de referencia especifico.

Ya hemos visto que la distribucién de Jiittner dada por la ecuacién (2.23),

¢3(p) o exp(—pp"), (2.59)

con p° = (m? + p*)¥/2, se corresponde con la distribucién de los momentos de una particula

de un gas relativista en equilibrio térmico en un recipiente, visto desde un marco de referencia
> en reposo con el recipiente. Esta densidad de probabilidad presupone que los momentos de las
particulas son medidas ¢-simultdneamente, es decir, en el mismo instante de tiempo con respecto al
marco en reposo Yo. Un observador en un marco de referencia ¥’ que se mueva con una velocidad
u respecto de X mediria (2.17), es decir,

V/

9(P') = 37 0a(p). (2.60)

donde ¢ es la distribucién de momentos medida ¢'-simultdneamente y V' es el volumen del gas
que se observa en ¥’ como consecuencia de la contraccién de Lorentz.

Es de esperar un comportamiento diferente cuando se consideran otras parametrizaciones tempo-
rales. Ya hemos visto que la parametrizacién con el tiempo propio de las particulas nos lleva a la
distribucién de Jiittner modificada (2.32),

¢3(p)
P

mi(p) o (2.61)
En el apartado anterior obtuvimos una deduccién (ver ecuacién (2.57)) de (2.61) basada unicamen-
te en las propiedades de transformacidn del tiempo propio de las particulas (2.53), que son validas
en cualquier marco de referencia inercial. Por consiguiente, en un marco de referencia inercial
arbitrario ¥’ se debe cumplir la misma relacién:

o5(p')

o (2.62)

Q%\'IJ (P/) S

donde ¢},; denota la distribucién T-estacionaria en ¥’. Combinando (2.60) y (2.62) se obtiene

0
oy (P) x I%QSMJ (p). (2.63)

Teniendo en cuenta (2.10) y el hecho de que las distribuciones de momentos estdn normalizadas

a la unidad (2.15) en cualquier marco de referencia, obtenemos la ley de transformacion para la
distribucion de Jiittner modificada,

A" ¢y (P') = dp o (p).- (2.64)
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Por consiguiente, para distribuciones de momento del tiempo propio es la medida de probabilidad
—y no la densidad de probabilidad en el espacio fasico— la que es invariante de Lorentz. La ley de
transformacion (2.64) es la misma que se obtendria en la mecdnica pre-relativista para la distribu-
cién de momentos bajo transformaciones de Galileo. En ese contexto, los efectos de confinamiento
mencionados en la primera seccion de este capitulo (véase el parrafo después de la ecuacién (2.17))
no estan presentes, ya que existe un parametro de tiempo universal entre los distintos observadores.
Dentro de la relatividad especial, el ejemplo mas sencillo de distribuciones ¢-simultdneas en las que
se cumple la ley (2.64) es la de un sistema de particulas que evolucionan libremente sin ningin
tipo de confinamiento (siendo la distribucion en el espacio fésico claramente no estacionaria). Por
tanto, la parametrizacién del tiempo propio puede ser utilizada para eliminar efectos indeseados de
confinamiento al nivel de las distribuciones de momentos.

En la referencia [77] se mostr6 que la ecuacién (2.62) proporciona una descripcion adecuada de
los resultados de simulacién de un gas bidimensional semi-relativista. En este articulo, también se
afirma que el principio de mdxima entropia es erréneo debido a inconsistencias encontradas en su
aplicacion a observadores mdviles. No obstante, esta afirmacién estd basada en la hipétesis de que
la densidad de referencia (2.31) se transforma como un escalar de Lorentz, lo cual es incorrecto.
La invariancia de la medida de referencia (2.33) significa que

dv =dv/ (2.65)

bajo transformaciones de Lorentz. A partir de aqui, escribiendo dv/ = p.(p’)d%p’ y utilizando
(2.10), se obtiene de las ecuaciones (2.33) y (2.65)

pr(p) = 1/p". (2.66)
Podemos utilizar estos resultados para calcular la funcional de entropia relativa en X'
_ d é-(p)
S[¢T|Pr = fd p¢‘r hl ~(p)
= — [ ¢ (p) In %) = S'w;\pf], (2.67)

donde ¢, es cualquier distribucion que se transforme como (2.64). Por tanto, la entropia asociada
con la funcién de Jiittner modificada es un invariante de Lorentz.

De esta manera, la forma correcta del principio de méxima energia para la distribucién de momen-
tos T-estacionaria ¢ en un marco de referencia arbitrario consiste en maximizar la funcional de
entropia relativa

Sttlotl = [ o) 2D (2.682)
bajo las ligaduras de normalizacion, energia y momento:
L= [l (2.680)
R RV (2.680)
Wy = [a ). (2.680)
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donde (-)! denota promedios en el marco de referencia >’ tomados a tiempo propio constante. El
principio de maximizacién de la entropia nos lleva entonces a

¢.(p')
i (P')
donde A\, £ y a son multiplicadores de Langrange. Estos vienen determinados por las ligaduras

(2.68b)—(2.68d), que llevan a (2.62). Nétese que los promedios 7-simultdneos ( - ), difieren de los
promedios ¢-simultdneos ( - );, pues se corresponden con distribuciones distintas.

In

+14+A+ " +a-p =0, (2.69)

Por dltimo, se pueden conectar los promedios (2.68¢)—(2.68d) en ¥’ con los tomados en el marco
en reposo con el gas Xy utilizando (2.64),

W) =W @°)r (P); = —ur (W) (), (2.70)
mostrando que, con una parametrizaciéon de tiempo propio, la energia del gas y el momento se
transforman como las componentes de un cuadrivector. Por contra, ya hemos visto que con prome-
dios definidos con medidas ¢-simultdneas, ecuaciones (2.50), la energia y el momento total del gas
en marcos de referencia distintos no estan relacionados por medio de transformaciones de Lorentz.
Esta discrepancia es uno de los motivos principales de la existencia de varias teorias termodina-
micas relativistas aparentemente contradictorias entre si, como la teoria de Einstein-Planck o la de
Ott, en las que se escogen diferentes definiciones de la energia y el momento total del sistema [55].
De forma similar a lo que sucede con la distribucién de momentos, el motivo de tal discrepancia
reside en la combinacién de confinamiento y el cardcter no local de las variables termodindmicas.
Una vez mds, en el intervalo de tiempo entre las observaciones en distintos marcos de referen-
cia, algunas particulas colisionan con las paredes del recipiente, lo cual lleva a una energia y un
momento total que contiene contribuciones de las paredes.

Acabamos de mostrar que se pueden superar estas dificultades utilizando una parametrizaciéon
del tiempo propio. Podemos entonces proponer una termodindmica relativista del tiempo propio.
Esta teorfa carece de las ambigiiedades de las formulaciones tradicionales definidas a partir de
promedios ¢-simultdneos. El precio que uno tiene que pagar es que las variables termodindmicas
estan definidas de forma 7-simultdnea, con lo que son dificiles de medir directamente por medios
experimentales. No obstante, este es un problema que no esta ausente en las teorias tradicionales
definidas {-simultdneamente, pues es virtualmente imposible medir directamente las cantidades
(no locales) que aparecen en ellas.
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Resumen

La funcién de distribucion del equilibrio para un gas relativista, desempefia un papel clave en la
descripcién de varios efectos en fisica de altas energias y en astrofisica, por mencionar algunos. Al
involucrar cantidades en distintos marcos de referencia las propiedades de transformacién son im-
prescindibles. En este capitulo veremos que una temperatura invariante es consecuencia natural de
la covariancia manifiesta de la teoria. Se presenta una derivacién manifiestamente covariante de la
distribucion de Jiittner y del teorema de equiparticion. En esta descripcion resulta necesario introdu-
cir un vector ©* cuya norma se identifica con el reciproco de la temperatura en el marco comévil,
al pedir que los resultados de la teoria cinética en equilibrio estén de acuerdo con la termodind-
mica. Este andlisis contiene, como un caso particular, las anteriores versiones no manifiestamente
covariantes.

41



3.1. Introduccion

3.1. Introduccion

La distribucién de velocidades en el caso del gas relativista en equilibrio, se remonta a F. Jiittner,
quien en 1911 obtuvo una distribucién consistente para particulas relativistas que no considera la
contribucién de particulas con velocidades superiores a la velocidad de la luz en el vacio, denotada
por ¢, y que si figuran en la distribucién de Maxwell. Esto se logré considerando la forma relativista
de la energia de las particulas en un principio de maxima entropia, obteniendo la ahora llamada
distribucion de Jiittner [1] que en el espacio de momentos es:

n VP22 tm2A

= e N
! 47rkTmch2(mc2/kT)e ' ’ 31)

donde m es la masa en reposo de cualquiera de las particulas que forman el gas, k es la constante
de Boltzmann y K es una funcién de Bessel modificada de segundo orden [2]. Las cantidades
restantes: la densidad de nimero de particulas n, la temperatura 7" y las componentes espaciales
del momento relativista p, estdn determinadas por un observador comévil con el gas.

El producto interno del momento relativista forma un invariante, lo cual relaciona la magnitud
del momento espacial con la energfa de la particula a través de (E/c)? — p?2 = m?2c?, la cual se
conoce como la condicién de capa de masa. En el régimen no-relativista |p| < mec, kT < mc?,
tenemos que f ~ firaxwen> donde furaxwen €s 1a distribucion de velocidades de Maxwell. Es decir,
las magnitudes de las velocidades de las particulas mayores que la velocidad de la luz ¢, son s6lo
un artificio de la aproximacidn no relativista como se puede apreciar en la Fig. (3.1).

fv)

\

Figura 3.1: Funcién de Distribucién de Jittner. Se grafica la distribucion (3.1) en funcién de la
velocidad para diferentes regimenes de temperatura. El color azul corresponde a mc?/kT > 1,
es decir, el caso no relativista, para éste puede apreciarse que la distribucion aproxima a la de
Maxwell-Boltzmann truncada. El color rojo es el caso ultra relativista mc?/kT < 1, puede verse
que conforme las particulas se acercan a la velocidad de la luz c, la distribucion tiene dos picos
centrados en cy —c.

La distribucién de Jiittner en la forma (3.1) puede no ser muy conveniente, ya que no es manifiesta-
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mente covariante, es decir, no estd escrita en términos tensoriales que muestran explicitamente su
comportamiento al investigar su descripcién en distintos marcos en movimiento relativo, es decir,
ante transformaciones de Lorentz. Para poder escribirla de esta forma son necesarias dos piezas
clave: la transformacién bajo cambio de marcos de referencia de la distribucién f y la de la tem-
peratura 7. Ambos han sido ampliamente considerados en la literatura [3, 4] y [5, 6, 7, 8, 9], para
la temperatura y la funcién de distribucién, respectivamente.

En el caso de la funcién de distribucion es necesario considerar al gas contenido en una caja, para
ello se multiplica (3.1) por la funcion caracteristica x que corresponde al recipiente contenedor del
gas, tal que y(x) = 1 para x dentro de la caja, y cero en caso contrario; la distribucién resultante
f(x,p) := x(x)f(p) se define en el espacio fase de una particula. De esta forma un observador en
el sistema de referencia donde el gas est4 en reposo, define fd®zd*p como el niimero de particulas
del gas en un volumen de d*z ubicado en x y con momento p en el intervalo d°p. Ademds f debe
ser invariante de Lorentz [9, 7, 10]. Esto se ve facilmente en el caso del equilibrio [10, 11]. (Para
el caso fuera del equilibrio véase [7]): para un gas simple, el niimero de particulas N es invariante,
por lo que N = [ duf, con du = d*xd®p, debe serlo también. Como dy es una medida invariante
de Lorentz debido a una compensacién entre las transformaciones del momento espacial (por la
relacién de la capa de masa) y la medida espacial, f debe también ser invariante. Ahora bien, como
X es invariante', entonces f también lo es. Por lo tanto una forma manifiestamente covariante
de f equivale a su invariancia manifiesta y, en particular, debe incluir el comportamiento de la
temperatura bajo las transformaciones de Lorentz.

Se ha estudiado la forma invariante de la distribucién de Jiittner desde diversas perspectivas [5,
8, 12, 13]. Se determiné mediante la introduccién de coordenadas esféricas en la pseudoesfera
asociados a la capa de masa en el espacio de cuatro momento relativista. Esto proporciond un
tratamiento elegante y fructifero que sin embargo no parece haber sido plenamente apreciado.
También, se han propuesto alternativas a (3.1) donde la covarianza de Lorentz se incorpora de
una manera diferente. En [14] Horwitz y colaboradores presentan un enfoque mecanico cudntico
que incluye un tiempo historico invariante, éste fue considerado para obtener una ecuacién de
Boltzmann covariante con una solucién estacionaria que lleva una relacion entre la temperatura y
el promedio de la energia diferente al usual en el caso ultra-relativista, mientras que en [15, 16]
un principio de maxima entropia se combiné con un enfoque de teoria de grupo que involucra una
cierta medida invariante, para obtener de nuevo una distribucién de equilibrio modificada, la cual
también se obtiene al considerar la no conservacion de particulas [17, 18]. Ambas alternativas han
sido criticadas por Debbasch [19].

Es reciente el estudio numérico de los gases relativistas, siendo las primeras simulaciones en dina-
mica molecular para un gas relativista con dos componentes en una dimension, las desarrolladas
por Cubero y colaboradores [20]. En este trabajo se consideran colisiones eldsticas entre particulas
con velocidades altas, de forma tal que en el algoritmo usual de Dinamica Molecular se reemplaza
el momento no relativista después de la colision por el correspondiente momento relativista que se
obtiene de la conservacion del 4-momento. En este caso la temperatura fue definida a través de un

"Consideremos dos marcos S, S’, con el contenedor del gas situado en S. Con una velocidad relativa v,
v = 1/4/1—v2/c2, la contraccién de Lorentz del volumen serd V' = y~1V lo que lleva a que [ d3z x/(2') =
[ d®z’ x(x), d*z’ = y~1d®z, lo que demuestra la invariancia de x.
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teorema de equiparticion, y demostré ser invariante bajo cambio de marcos de referencia [20]. La
importancia de este trabajo radica en que se obtuvo una concordancia entre las simulaciones y la
distribucidn de Jiittner (3.1), indicando asi que ésta es la distribucién relativista correcta (Ver capi-
tulo de Cubero en este volumen). El estudio del caso de dos dimensiones a lo largo de estas lineas
ha sido desarrollada por Montakhab y colaboradores [21] y Alino y colaboradores [22]; para tres
dimensiones espaciales en [23]. Para el caso de d = 3 Peano y su grupo realizaron simulaciones
adaptando al régimen relativista el método de Monte Carlo [18]. Sus resultados también indican
que la distribucién de Jiittner es la distribucién de equilibrio correcta para el gas relativista. Sor-
prendentemente, en cuanto a la temperatura, este tipo de andlisis nos lleva de nuevo a la discusién
de muchos afios sobre si un objeto en movimiento aparece mas frio o mas caliente [3, 4, 20, 21].

En este capitulo obtenemos la funcién de distribucién de Jiittner manifiestamente invariante al uti-
lizar coordenadas “cartesianas” en lugar de las coordenadas esféricas en el espacio de momento
relativista en (d+1)-dimensiones, esto fue hecho primero en [24]. Este enfoque evita la adopcién
de algtin marco particular, que de lo contrario se plantearfa la cuestién de la transformacién de
Lorentz de la temperatura. Unicamente se alude a la estructura comévil del gas al final del analisis
al relacionar la descripcion cinética con la termodindmica, en particular, para identificar la tempe-
ratura con la norma invariante de Lorentz de un vector térmico que ya habia sido introducido antes
con el nombre de vector de enfriamiento relativista, [8, 5, 12, 13] y el cual estd formado por el
producto del inverso de la temperatura comévil con la 4-velocidad hidrodindmica del gas, por lo
que la temperatura comdévil juega un papel andlogo a la masa en reposo de una particula [25]. Esta
interpretacion se investiga en relacién con el teorema de equiparticion, ya que la existencia del
vector térmico nos permite escribir una expresion manifiestamente covariante para este teorema.
En trabajos previos como los de Tolman [26] y Landsberg [4], se considera una version del teore-
ma de equiparticion que no es covariante manifiesta, obteniendo una expresion para la temperatura
que no coincide con el promedio de la energia cinética de las particulas sino con otra cantidad.
La versién covariante del teorema de equiparticién permitird interpretar la temperatura comévil
como parte de la energia total del sistema. Esta version se exploré primero en [27] en relacion
con la transformacién del mometno total del gas, que también se revisa en este capitulo. Dentro
de la discusion describimos el comportamiento de una distribucion Planckiana cuando se hace uso
de la temperatura invariante, asi como algunas de las dificultades para definir una temperatura no
comovil para un gas de particulas masivas, insistiendo en que la temperatura comévil invariante
parece ser la tinica posibilidad coherente para definir la temperatura de acuerdo a la teoria cinética
relativista estdndar.

3.2. Ecuacion de Boltzmann relativista

Consideremos un gas simple compuesto por particulas idénticas de masa m en un régimen rela-
tivista. Cada particula tiene coordenadas de espacio-tiempo y cuatro-momento, dadas respectiva-
mente por z* y p*. La evolucién de la funcién de distribucion de una particula f estd dictada por
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la ecuacion de Boltzmann relativista [6, 29, 28]

LOf  afKr

d®p
au+ o /(f1 —jlﬂF(rdQ (3.2)

donde f; = f(x, pt,t), * indica una cantidad evaluada después de la colisién; o es la seccién eficaz
diferencial del proceso de dispersion, mientras que §2 es el dngulo sélido. X* denota una 4-fuerza
externa mientras que I es el llamado flujo de invariante, F = \/(p/'p,)? — mic', y & 7’1
medida invariante en la capa de la masa. Estaremos interesados en el caso " = 0 correspondlente
a no tener fuerzas externas. Al lado derecho de (3.2) se le conoce como integral de colisién y se
obtiene al realizar un balance de las particulas que entran y salen por colisiones de cierta region
del espacio fase [29].

es la

Al multiplicar ambos lados de la ecuacién (3.2) por una funcidn arbitraria ¢(x, p) e integrar los
momentos con la medida ¢ ” se obtiene la llamada ecuacion de transferencia

0 d3p L 09 00T
ax,,/sopff—/f { x"+m’€@ -

1 d®py &3
Z/(sawl = @) (iF = 1if) Fod=t =5 (3.3)

La ecuacidn (3.3) es la ecuacion de balance cuando ¢ corresponde a una cantldad fisica.

Si utilizamos la funcién ¢ = —kc In (fh?) + 1, con h una constante con dimensiones adecuadas
para que el argumento del logaritmo quede sin dimensiones, obtenemos que:

asH

% = G (3.4)

donde S* es el 4-flujo de entropia y ¢ es la tasa de produccion de entropia que se demuestra que
nunca es negativa ¢ > 0, [29, 6].

En particular el estado de equilibrio se encuentra cuando no hay produccion de entropia [5, 6, 29,
8], que sucede cuando f*f*;, = f f1, o bien

Inf*+lnff=Ihf+Inf], (3.5)

lo cual implica que la integral de colision de (3.2) se anula. La funcién caracteristica y que aparecia
en f se cancela. La ecuacién (3.5) se satisface por las cantidades que se mantienen invariantes
durante la colisién®. En el caso relativista la ecuacién (3.5) se satisface por las componentes del
4-momento; en [29] se prueba que los invariantes colisionales estdn dados por:

Inf=— (A(as) + é,t(x)p“) & f=oa(z)exp (—éu(fﬁ)P“)- (3.6)

2Nétese que esto se cumple para interacciones donde se conservan tanto las componentes del momento espacial
como la energia, esto sucede en particular en las colisiones binarias elasticas.
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3.2. Ecuacion de Boltzmann Relativista

donde p* es el 4-momento de una particula del gas, ademds o = e Ay (:)# son independientes de
pt. La funcidén de distribucion de equilibrio se obtiene completamente exigiendo que, al sustituir
(3.6) en el lado izquierdo de (3.2) el resultado sea igual a cero. Esta sustitucion deja A indepen-
diente de 2* y 0,0,,(z) + 9,0, () = 0, cuya solucion es ©,(7) = wWu,z” + O, Y Wy = —Wyp
Estos corresponden a los diez vectores de Killing (6 de w,,z" y 4 de ©,,) bajo los cuales la métrica
espacio-temporal de Minkowski es invariante. Estos estan asociados con las transformaciones de
Lorentz y traslaciones espacio-temporales, respectivamente [30].

Como veremos el vector O, estd en la direccién de la 4-velocidad del fluido en su conjunto y por
lo tanto, hereda las simetrias de espacio-tiempo en forma de movimientos rigidos: las lineas de
mundo de los elementos del fluido vecinos mantendran su separacién siempre que se encuentren a
lo largo de vectores de Killing [5], restringiendo los movimientos a traslaciones.

Las funciones o y ©* se determinan al relacionarlas con cantidades fisicas a través de los momen-
tos de la distribucion. El primer momento corresponde al flujo de densidad de niimero de particulas
N*, mientras que el segundo es el tensor de energia-momento del gas, T+":

NH

d dSp
¢ / vy @3.7)

3
i c/p“p”f i—g) . (3.8)

Si se introduce la siguiente integral invariante, conocida como funcional generadora [5]

3
7 = / e*@ﬂpadff’, (3.9)
p

los momentos de la distribucién pueden escribirse como sus derivadas

0T
Nt = —ac— A
aca@# , (3.10)
0T
Nl
T ac({)@uaey . (3.11)

La funcional generadora puede evaluarse de diversas formas. Puede expresarse la integral en co-
ordenadas hiper-esféricas en la capa de masa [12, 5, 8]. Al ser Z un invariante, otra forma de
evaluarla es utilizando un marco préctico, por ejemplo uno en el que O* = (6°, ® = 0), [6, 29];
sin embargo, este enfoque plantea la pregunta acerca de cudl es la transformacion de Lorentz de la
temperatura. Seria deseable poder combinar el enfoque 4-dimensional, con el mds intuitivo y mas
facil de manejar donde se eligen las componentes cartesianas de ©#, de tal forma que sea posible
investigar el comportamiento de la temperatura bajo transformaciones de Lorentz.

Debido a que nuestro andlisis es el mismo independientemente del nimero de dimensiones espa-
ciales, estudiaremos el caso de general en d dimensiones espaciales.

46



3.2. Ecuacion de Boltzmann Relativista

3.2.1. Calculo de o

Consideremos un marco general no comévil con el gas de manera que las componentes espaciales
de ©#, es decir, ©, son distintos de cero. En un espacio d-dimensional, Z dada por (3.9), sélo re-
quiere de cambiar la medida de integracién de d°p a d?p. Es posible adoptar coordenadas esféricas
para la parte espacial del momento y escoger una direccién espacial particular de tal modo que el
producto interno se escribe como © - p = |O||p| cos 9.

En estas coordenadas tenemos que la medida de integracién es: d%p = |p|*~'d|p|dQ@, donde

d—2
Q) = (sind))*2(sin ) . (sing_p) ' didVy ... dVa_adip = [ [(sin ;)" dvdp

=1

, y los dngulos varian de 0 < ¢ < 27 y 0 < ¢; < 7, [31]. De esta forma Z puede escribirse como

d d—1
=254 / %(sin 191)(1_2(1’191 e_e“poele‘lp‘“’“917 (3.12)
donde .
27
Sy 1= ——+, (3.13)
L ()

es la hiper-superficie de una esfera unitaria (d — 1)—dimensional [31], que resulta de integrar sobre
los dangulos ¢ y d2@=1 excluyendo tnicamente a ;. Para integrar en ¥, es mejor utilizar la serie
de la exponencial que contiene el producto de componentes espaciales

ol _ 3 HP\kC'W ) (3.14)

k=0

De esta forma (3.12) puede escribirse como

— |© d—2 k —O0p° |p|*!tF
E —_ smﬂl cosV,“dd, | e ——d|p|. (3.15)
e k’ 0 P°

La integral angular restante en (3.12) es no trivial sélo para k = 2n,n = 0,1,2, ..., esta integral

esta relacionada con las funciones Beta, B (2"+1 d— 1)

OF"  (m+1 d—1 Inig=
T = SdlZ' | <"+ = )/e*@w” [p‘ﬂ—m%ﬂ 0. (3.16)

[2], de forma tal que

n=0

En (3.16) se hizo un cambio de la variable independiente de |p| por p° utilizando la relacién de la
capa de masa. Si ahora consideramos los cambios de variable® y° = p°/mc y 2y = mcOy, junto
con la forma integral para las funciones de Bessel modificadas de primera especie [2]:

/loo ¢ (22 —1)7F dp = (z)] F(l‘z(;;)f(j(a)v (3.17)

3Noétese que 4 = v, el factor de Lorentz es la nueva variable de integracién.
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3.2. Ecuacion de Boltzmann Relativista

la ecuacién (3.16) toma la siguiente forma

. onfd—1
O (41 d—1 ra1 (2)
T = Si, ZO (2n)!B 5 (me) Z—O X
I'(n+49
X MKM;,I (20). (3.18)

1

I (3)
En este punto, hacemos las siguientes consideraciones: (i) Utilizamos una expresion conocida de
la funcién Beta en términos de las funciones Gamma [2], (ii) introducimos el vector z# = mcO*,
junto con 3 = |z|/2% 0 < B < 1, que se sigue del hecho de que O es un vector tipo-tiempo. De

esta manera la ecuacion (3.18) puede reescribirse como

d—1

d T Kn @(Zo)
T =2 (me)™! <1> I R (3.19)

ny |
= 27!
La suma en (3.19) puede reducirse a una funcién de Bessel modificada al utilizar un teorema de
multiplicacion de las funciones de Bessel [32], a saber,

= (D' — 12’
2

K,(\z) =\ .

K, u(x), (3.20)
=0

con [A\? — 1| < 1. Finalmente esto nos lleva a

d—1
2

T = 2(me)t! (2%)

donde z = |/2z,. La férmula (3.20) es esencial para intercambiar la serie de funciones de Bessel
en (3.19) por una funcién de Bessel modificada tnica en (3.21). La ecuacién (3.21) se reduce al
resultado conocido [12, 5, 8, 6, 29] cuando d = 3. De (3.21) vemos que Z es s6lo funcién del
invariante z = mcO. Ahora podemos obtener el 4-flujo de particulas a partir de (3.10)

Kui (2). (3.21)

-1 M
NF = 2mictla (QE) * Kau (2) =, (3.22)
z
Podemos despejar el escalar v de la ecuacion anterior

d—1

/NN, <mc@> 2 . (3.23)

QC(mc)dK% (meO®) \ 27

o=

De la ecuacioén (3.22) se puede deducir que 2 y N* apuntan en la misma direccién. Notemos que

N# = NU"/c, donde N = /N#N,; en particular en el marco comévil U* — (¢, 0), y entonces

N = nc, donde n es la densidad de nimero de particulas en el marco comévil. Esto implica que
)

or = 2, (3.24)
C
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3.2. Ecuacion de Boltzmann Relativista

3.2.2. ©"y latemperatura invariante

Ahora buscamos identificar ©* con una cantidad termodindmica conocida. Tomemos como punto
de partida la forma de Gibbs de la segunda ley de la termodindmica para un sistema cerrado [33, 8],
que supondremos vélida en el marco comdvil

§U =T8S — PoV. (3.25)

Debemos relacionar las cantidades estadisticas definidas antes, como el tensor de energia-momento
(3.11) y el flujo de entropia (3.4) con la energia interna, U, la entropia, S, la presién Py el volumen
V' que aparece en (3.25). Para esto vamos a introducir la funcién de distribucion (3.6) y la ecuacién
(B.32), en la expresion para el tensor de energia-momento (3.11). Esto conduce a

N K (me®©) grer
w20 pyo_ 2
T o <77 7}(%1(”%@) o M) (3.26)

La presién comovil se puede obtener a partir del tensor de energia-momento en d-dimensiones
como ) N

ghuuTW = 67 (327)
donde el proyector ortogonal a la 4-velocidad hidrodindmica se define como h*¥ = np* —U U 2.
El flujo de la entropia d-dimensional correspondiente se puede reescribir de forma conveniente

como:

P=-

St = —k [In (ah®) N* —T™O,] . (3.28)

Es importante mencionar que las cantidades N*, T*” y S* son densidades, y por lo tanto no
dependen del tamaiio del sistema. Sin embargo, para incluir el hecho de que el gas esta confinado
dentro de una caja, es necesario utilizar la funcién caracteristica x(x) que se definié previamente.
En particular, integrando las cantidades antes mencionadas sobre d dimensiones espaciales

N = ¢ [ N'do,, (3.29)
b}

S = ¢! [ S*do,. (3.30)
)y}

G o= ! / T"do,, (3.31)
>z

donde do,, = n,d"z, con n,, un vector unitario normal a la hipersuperficie espacial X, y por lo tanto
un vector de tipo-tiempo. Recordemos que la tnica dependencia en z* es a través de la funcién
caracteristica y, que estd implicita en S¥, N* y T+,

Para calcular las integrales espaciales anteriores tomamos un hiperplano comévil con el gas de ma-
nera que su normal unitaria esté dada por n* = UT' = %. Como la 4-velocidad hidrodindmica U*
es una propiedad intrinseca del sistema, esta eleccién ofrece una forma verdaderamente covariante
de estas integrales [34]. Notemos que para una eleccién diferente como n* = 4%, que corresponde
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3.2. Ecuacion de Boltzmann Relativista

al caso de un hiperplano a tiempo fijo, la integral que define al momento total del gas (3.31) daria
un vector aparente en lugar de un verdadero vector de Lorentz*. Por lo tanto, el nimero de parti-
culas Ny la entropfa S son evidentemente escalares, mientras que G*, el momento relativista del
gas, es un vector de Lorentz. Integrando (3.28) junto con (3.29)-(3.31) conduce a

S =~k [N (ah?) —0,6"], (3.32)

Ahora podemos hacer contacto con (3.25) evaluando todas las cantidades involucradas en el marco
comovil. Para evaluar la entropia (3.32) en el marco comdvil es necesario considerar (3.24) que, al
multiplicarse por G* nos lleva a ©,G* — ©,G® = ©G". La diferencial de la entropia (3.32), en
el espacio termodindmico (O constante) se convierte en

NPG6N kO
35S = kO {5(}0 - —m} = [6(cG°) + PV, (3.33)
donde se hizo uso de (B.32), (3.27) y la relacién 6V = —A][\‘,’fv La comparacién de (3.25) con

(3.33) da lugar a identificar la norma del vector ©*

0= (3.34)

con la temperatura comévil 7'. Para esto es necesario interpretar la cantidad ¢cG° como la energia
interna relativista. Esta identificacion es posible debido a que en el régimen de bajas velocidades
se tiene que cG® = N'mc? + Upo—_rel, con Uye_e la energia interna usual del gas no relativista. Las
expresiones (B.32), (3.24) y (3.34) completan el andlisis de la funcién de distribucién manifiesta-
mente covariante que, expresada en términos de cantidades invariantes, IV, ©, m, ¢, ©*p,,, toma la
forma

fp) =

d—1
N mcO\ 2 "
2(:(mc)dK% (mcO) < 27 ) P (=6,"). (3:35)
La ecuacioén (3.35) para d = 1,2y 3 se reduce a las funciones utilizadas en [20, 21, 22, 23] res-
pectivamente. La ecuacién (3.1) se obtiene de (3.35) considerando d = 3 y utilizando el marco
comdvil al gas. Por otra parte (3.35) coincide con lo obtenido en [17] para dimension d arbitraria.
La distribucion relativista del equilibrio también se ha analizado dltimamente desde una mecéni-
ca estadistica relativista, utilizando el procedimiento de maximizacién de entropia [35] dando la
misma distribucién de Jiittner covariante.
Cabe destacar sin embargo, que en la deduccién de (3.35) no se hicieron hipétesis a priori sobre la
transformacién de Lorentz de la temperatura. Esta se encontrd al pedir que en el marco comévil,
se cumpliera la termodindmica del equilibrio.

4El carécter vectorial ante transformaciones de Lorentz del 4-momento del gas G* se estudiara en la siguiente
seccion.
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3.3. Momento de un Gas relativista

3.3. Momento total de un Gas relativista

En un trabajo cldsico de van Kampen [36], se establece que la energia y momento de un gas no
transforman como un vector verdadero ante transformaciones de Lorentz debido a que el gas, al
estar confinado en algin recipiente, no es un sistema cerrado ya que interactia con las paredes
de dicho contenedor. Este problema se ha retomado recientemente por Dunkel y colaboradores
en [23], haciendo notar que las propiedades de transformacion del momento total dependen de la
superficie de integracion que se elige en (3.31).

Para comprender esta afirmacién, uno puede preguntarse sobre el comportamiento de G* bajo
transformaciones de Lorentz. Para ello, una posibilidad es seguir la misma linea de razonamien-
to que en el caso del modelo de electrén clasico extendido dado por Rohrlich [34], [37]. Este
argumento aclard la controversia de Abraham-Lorentz sobre el momento relativista del electrén
clasico.

Con base en el andlisis de [37], el momento total P  del sistema compuesto por el gas y la caja
que lo contiene, es un vector de Lorentz conservado que se puede descomponer como la suma de
vectores de Lorentz verdaderos o aparentes. Un vector es verdadero si se comporta adecuadamente
ante transformaciones de Lorentz; un vector aparente no respeta las transformaciones de Lorentz.

P =G I = GW I, (3.36)
donde (u) indica que tales objetos son vectores aparentes, y 1I# es la contribucién de la caja al
momento total. Como en el caso del modelo clasico del electron, la diferencia entre verdadero
y aparente del 4-momento se establece tal que en el limite no relativista, las componentes de
G* coinciden exactamente con la energia y el impulso no relativistas del gas, mientras que las
componentes de G no, [37].

Los conceptos de vector verdadero o aparente, estdn relacionados con la hipersuperficie que se
elige al integrar el tensor de energia-momento 7*” en (3.31). Cuando se utiliza una hipersuperficie
cuya normal unitaria es %, donde U* es la velocidad hidrodinamica, es decir, se utiliza un marco
comovil con el gas, tenemos vectores de Lorentz verdaderos; cuando se utiliza una hipersuperficie
que se caracteriza con una normal arbitraria a tiempo fijo d}, tendremos vectores aparentes. En
el caso de vectores de Lorentz verdaderos, el recipiente que contiene al gas no es necesario para
garantizar el cardcter de vector verdadero de P* . aunque es necesario para explicar el equilibrio
del sistema. Asf elegimos utilizar la hipersuperficie cuya normal apunta en la misma direccion de
la velocidad hidrodindmica n* = & = &~

- =3 sustituimos esta eleccion en la definicién del momento
del gas (3.31), utilizando la expresién del tensor de energia-momento (3.26), obteniendo:

o N@u o K ais (mc®) .
T = PEE———— N .37
(‘)2 me K(z+1 (mc@) (3 3 )

2

Por otro al utilizar vectores aparentes solo la suma de las dos contribuciones del gas y del conte-
nedor forman un vector verdadero (3.36), por esta razén en ese caso la contribucion de la caja es
esencial. Podemos interpretar lo establecido en [23] y [36], sobre la forma en cémo transforman
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3.3. Momento de un Gas relativista

la energia y el momento, diciendo que ahi se utilizaron vectores aparentes en lugar de vectores de
Lorentz verdaderos. Con la eleccién de la normal n* = 8}y, aunque Ny S no se alteran, la integral
(3.31) del momento resulta un vector aparente que toma la siguiente forma

N K 423 (mce®) go

GW = = |me—2— —OF 0| | (3.38)

N

Es importante notar que (3.37) y (3.38) coinciden tnicamente en el marco comévil U = 0.

Ahora bien, segun el argumento en [23], el hecho de tener vectores aparentes se debe a que el gas
no es un sistema cerrado sino que interactda con las paredes del contenedor, por lo tanto el tensor
de energia-momento no puede ser una cantidad conservada Jd, 7" # 0. No se hace referencia a la
eleccién de la normal a la hipersuperficie.

tA

%/ l s, t=const.

X

Figura 3.2: Aplicacién del teorema de Gauss en la region €2 cuya frontera orientada esta formada
por hipersuperficies correspondientes a distintos observadores inerciales 92 = Y1 + 35 + 2.

De acuerdo a la argumentacién usual [11], si 7" se conserva sus integrales espaciales son inde-
pendientes de la hipersuperficie espacial > que se elija para dicha integracién debido al teorema
de Gauss:

0= / 0, T d*z = 7{ T do,, (3.39)
Q onN

donde (2 es una regién espacio-temporal cerrada con 9 una frontera orientable. Si la frontera se
descompone como en Fig. 3.2, entonces 02 = ¥; +X5+ X3, donde ¥, tiene una normal que apunta
en la direccion opuesta a la normal de ¥; y X3 es una superficie en infinito que no contribuye a
(3.39). Por consiguiente

/ T do(l) = — / T do?, (3.40)
Y P}

que implica que el momento del gas es independiente de la hipersuperficie de integracién. Si T+
no se conserva, las integrales espaciales correspondientes evidentemente dependerdn de la hipersu-
perficie que se elija como superficie de integracion. La expresion (3.40) nos dice que el momento
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del gas estard relacionado por una transformacion de Lorentz visto por observadores en los marcos
de referencia correspondientes a las hipersuperficies 31 y o

G =AY, G, (3.41)

donde A", es la matrix asociada a las transformaciones de Lorentz:

v =By 00

, - 00
- (3.42)

0 0 01

En este argumento no se ha hecho referencia a la eleccién de la normal a la superficie de integracion
(Cémo interpretamos entonces (3.40) a la luz de las distintas posibilidades de elegir la normal a la
hipersuperficie?
La eleccién de n* = 4% implica un proceso de medicién en superficies con distinta simultaneidad.
Imaginemos que T se conserva, d, 7" = 0. Nos preguntamos qué forma debe tener este tensor
tal que (3.40) involucre un proceso de medicién simultdnea en cada marco, es decir si do*(1) =
ShdVy don® = —61WdV’, donde dV y dV' son los elementos de volumen espacial medidos en
los marcos de referencia correspondientes a las hipersuperficies 3; y X, respectivamente, es decir,
los integrandos se escribirfan

TV = A, T dV". (3.43)

Al involucrar un proceso de medicion se requiere que (3.43) sea compatible con la contraccién de
Lorentz del volumen dV’ = v~1dV, lo cual implica que el tensor T*" debe cumplir que

AT = A", TV, (3.44)

es claro que la ecuacioén (3.44) no se cumple para cualquier tensor, en realidad impone restricciones
sobre la forma de T para que éste sea compatible con mediciones y con las trasformaciones de
Lorentz. La forma que tomaria este tensor, suponiendo isotropia espacial es

™ = JuruY, con T=T" en el marco comévil. (3.45)

Este corresponde al tensor de energfa-momento de un polvo. En esta interpretacion, el teorema de
Gauss no sélo implica cierta dependencia en las coordenadas espacio-temporales, sino también la
forma que toma el tensor si queremos que sea compatible con mediciones en marcos con diferente
simultaneidad. Asi para estudiar un gas con un tensor de energia-momento distinto, tendriamos que
imponer d,T"" = P, con P la contribucion de las paredes que introduce factores proporcionales
a la presion, de tal forma que al integrarlo cancelara términos en (3.38) para que el momento total
(3.36) tome una forma compatible con (3.45), [38]. Esta es la interpretacion seguida por Dunkel.
Sin embargo, como desde el comienzo se eligié utilizar como normal aquella que nos da vectores
aparentes que no estan conectados por una transformacién de Lorentz; por lo tanto parece que no
es posible sostener el argumento van Kampen y Dunkel, ya que no es el teorema de Gauss lo que
define el cardcter vectorial sino la eleccién de la normal.
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Por otro lado, podemos preguntarnos sobre la divergencia del tensor de energia-momento (3.26).
Recordemos que para calcular 7% es necesario considerar la funcién caracteristica x(z) que im-
plica que el gas estd Unicamente en cierta region del espacio V. En general éstd funcién puede

escribirse como
1, z €V,
x(z) = 3.46
w@={g 15y (3.46)
Para realizar el célculo de la divergencia consideremos un gas en una dimensién espacial d = 1, en
este caso, como se ve en [20], la funcidn caracteristica para una caja de tamafio L, puede escribirse
como

donde H(z) es la funcién escal6n de Heaviside definida como
1, >0
H(z) = { 0 z<1. (3.48)

La dnica dependencia en x del tensor de energia-momento entra a través de la funcién caracte-
ristica, por tanto la divergencia de 7" serd proporcional a la divergencia de x, que en d = 1

es:
d d
d—T’“’oc d—xm(w) =0(x)H(L —z) —0(L — x)H(x), (3.49)
x x
donde claramente podemos notar que la derivada de la funcién caracteristica es distinta de cero. Sin
embargo, del lado derecho aparecen distribuciones, por lo tanto el valor particular de la derivada

en (3.49) tiene sentido como funciones generalizadas, es decir, hasta realizar una integracién:
d
/d— T dz o< / [0(x)H(L —x) — 6(L — x)H ()] dz = 0. (3.50)
T

Es interesante hacer notar que el lado izquierdo de (3.50) es precisamente el lado izquierdo de la
ecuacioén (3.39), es decir, la aplicacion del teorema de Gauss para un gas en una caja d = 1 implica
que el momento total del gas no depende de la superficie de integracién que se elija.

Esto no concuerda con la eleccién de n* = §f, como normal a la hipersuperficie. Una eleccion
de la normal a la hipersuperficie de integracién compatible con (3.50), es utilizar una propiedad
intrinseca del sistema, es decir, a la velocidad hidrodindmica n* = U*/c. De esta forma no hay
ambigiiedad en las propiedades de transformacién en (3.40) y (3.41) y la interpretacion es directa,
el momento del gas es un vector verdadero, por lo tanto, estd relacionado a través de una transfor-
macién de Lorentz para distintos observadores inerciales. Ademads, es facil ver que este resultado
es valido para cajas cubicas en cualquier dimension espacial. El uso de una caracteristica intrinseca
al sistema como U* /¢, para definir la normal a la hipersuperficie de integracién esté relacionado
con las transformaciones activas y pasivas.

Por otra parte, en [23], Dunkel y colaboradores escogieron realizar las integrales sobre la hiper-
superficie invariante del cono de luz pasado de un evento con coordenadas espacio-temporales
(€9, £%). En esta hipersuperficie el momento del gas, segtn lo calculado en [23] es

N K (me®) 790 @¢ s
T = e[’“w(e‘ 5 )= (")) e
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Aunque, parece ser una manera accesible de definir experimentalmente magnitudes termodindmi-
cas medibles [23], esta propuesta depende de las coordenadas de espacio-tiempo del evento. Si el
evento estd en el origen del marco comévil del gas (o de un observador relativo), entonces (3.51) se
reduce a (3.38). Anticipamos esta dificultad debido a que se escogié un evento externo para definir
las cantidades fisicas para el sistema.

3.4. Teorema de equiparticion relativista

El Teorema de equiparticion de la energia, es un resultado en fisica no relativista, que relaciona a la
temperatura con el promedio de la energia cinética de las particulas que forman el gas. Los prime-
ros trabajos donde se extendio este resultado al dmbito relativista son los de Tolman y Landsberg
[26, 4] y una primera observacién que se extrae de ellos es que no puede darse la misma inter-
pretacion a la temperatura como promedio de la energia, como sucede en el caso no relativista,
ademads de que no estldn en un lenguaje manifiestamente covariante. Como hemos demostrado en
la seccidn anterior este enfoque revela la conveniencia de utilizar una temperatura invariante aso-
ciada con el marco comévil del gas. Por lo tanto, resulta interesante investigar el papel que juega
la temperatura invariante dentro de una formulacién manifiestamente covariante del teorema de
equiparticion relativista.

Las versiones del teorema de equiparticiéon de Tolman y otros [26, 39], se han utilizado como un
criterio para determinar la transformacién de Lorentz de la temperatura, sin embargo, estos in-
tentos ya habian sido criticados por Landsberg [4] quien hace énfasis en que pueden acomodarse
tanto la temperatura invariante, como una temperatura que transforme ante un cambio de marco de
referencia, una temperatura mévil. Recientemente Cubero y colaboradores [20] realizaron simula-
ciones numéricas que indican la existencia de una temperatura invariante sobre la base del teorema
de equiparticion relativista de [4], refiriéndose entonces a la temperatura invariante incluida en el
andlisis de Landsberg, pero dejando abierta la posibilidad de la existencia de una temperatura mo-
vil. En esta seccion daremos una forma manifiestamente covariante del teorema de equiparticién
que no sélo contiene una temperatura invariante, sino que incluye la versiéon de Landsberg de di-
cho teorema. Por otra parte en esta version, el teorema es claramente expresado en términos del
momento total del gas, de donde puede leerse que hay una parte cinética del momento total que es
la contribucién relevante al teorema de equiparticion.

Comencemos por reexpresar la funcional generadora Z (3.9) en el espacio de energia y momento
en (d + 1)-dimensiones [6]

I= 2/ e " § (pop” — mPc®) H(p") d*'p, (3.52)

donde H (p°) es la funcion escalén unitario de Heaviside que restringe (3.52) a las energias positi-
vas. La condicién de capa de masa se toma en cuenta a través de la distribucién delta de Dirac. Lo
siguiente es hacer una extension covariante del argumento original de Tolman [26], que conside-
raba unicamente la densidad de particulas, aqui hacemos esta extensién debido a que las derivadas
de la funcional Z se relacionan con cantidades fisicas, en particular la densidad de energia es la
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componente temporal de su primera derivada. Lo siguiente es integrar por partes d + 1 veces, una
por cada p”. Se descartan los términos de frontera en infinito y obtenemos

I R
T=-0 / P’ (€78 (pop® — m*e*)] HGP) d™ . (3.53)

Para integrar sobre p° aplicamos las propiedades de la delta de Dirac, que finalmente nos lleva a

1 o 2o o |
r-! / o mﬁ]) 10,5 p} & (3.54)

Sorprendentemente, y a pesar de que (3.54) contiene los componentes espaciales p;, (3.54) es una
cantidad invariante de Lorentz.

Para conectar (3.54) con las cantidades fisicas se inserta Z en (3.10) y (3.11) para obtener
c [ d% p\* | op" ,Op®
N = - [ — = =0, —p'—=— 3.55
i/ pof{p KPO B I (259

d’p pl\*, ;op" ,0p°p”?
TR — < / i o, B3 L) i g ) : ) ]

Integrando espacialmente de nuevo de (3.55) y (3.56) de acuerdo con (3.29) y (3.31) tenemos

_OpH
d = @M<<pl(,)];)i>> (3.57)
e} N 7apu (e iapa
o = 7o {{rg) (5] o359

donde se utilizé ((-)) = + [+ fxd’zd’p. Cabe mencionar que la ecuacién (3.57) es s6lo la
forma manifiestamente covariante del teorema de equiparticién correspondiente a la propuesta
por Tolman y Landsberg [26, 4], respectivamente, expresada utilizando la temperatura invariante
comévil T' = ¢/k©O, ec. (3.34). Podemos notar que a pesar de que (3.57) contiene la suma espacial
Pt 0‘2“ se llega a partir de la ecuacién manifiestamente covariante (3.52). Este argumento es vélido
también para los dos términos en el lado derecho de la ecuacién (3.58).

Cuando observamos que ambas ecuaciones (3.57) y (3.58) comparten un término comtin, esto
sugiere la forma como podria insertarse el momento relativista en una expresién del teorema de
equiparticién covariante. Para proseguir necesitamos determinar el primer término en (3.58), sin
embargo, esto lo podemos hacer comparando con la forma explicita el momento del gas calculada
en (3.37). Entonces, al igualar la proyecciéon ©,G* de (3.58) y (3.37) podemos identificar

0.0, // 0p" Kags (mcO) ,
d <<p op' P >> Kd;rl (Tnc(;)) mcO, (3.59)
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de donde finalmente llegamos a la siguiente expresion:

0,G" K (2)

N —z=Fy(z) =z —1—=z. (3.60)

Fu(z) se reduce a los valores usuales del teorema de equiparticién en los casos limite (ver fig. 3.3),

d
_ 9y < > 1,
Fa(2) { Py (3.61)
3.5
O OO -
2,5 —
<P 7
L e T =
s §
05 I | | | |
0 5 10 15 20 25 30

Figura 3.3: La grafica muestra F,(z) vs. z = mc?/kT para d = 3. F3(z) corresponde al cociente
entre el promedio de la energia cinética relativista por particula y la temperatura comévil. Vemos
que en los casos z > 1y z < 1 obtenemos los limites adecuados, mientras que para valores
intermedios de z, el cociente es de una fraccion de entre 3 < F3(z) < 3/2.

Es interesante notar que, en la misma forma que la energia de una particula con momento p* deter-
minado por un observador con velocidad Ul estd dado por Eq,s = p, Ul ., podemos interpretar
é@ G" como la energia del gas determinada por el observador comévil.

De la expresion (3.60), es claro que la temperatura y la energia no son simplemente proporcionales
como en el caso no relativista, la energia relativista resulta ser una funcién complicada de 7" y la

temperatura no es una medida directa de la energia cinética del gas. Sin embargo, de (3.60), la
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temperatura es Util como un parametro que determina en qué medida el sistema necesita o no, una
descripcion relativista. Ademads, a partir de (3.60) podemos reconocer 7" como el promedio de una
cantidad microscépica que es parte de la energia relativista como vemos en (3.60), que de hecho,

en el marco comovil conduce a | |2
c p
kT = — — 3.62
d << P >> (362

la ecuacion (3.62) es precisamente la expresion utilizada por Tolman [26] y Landsberg [4]. Esta
expresién se ha malinterpretado queriendo identificar a p° como una masa en movimiento. En el
limite no-relativista, podemos aproximar 7' como

2t =y - ((Z5))+. (269

donde X es la energia cinética no relativista.

Notemos que, si bien versiones del teorema de equiparticion relativista habian sido tratados con
anterioridad por otros autores [12, 40] su enfoque no era manifiestamente covariante. Su trabajo y
el nuestro coinciden en términos de la funcién F; (3.60), en particular al evaluar los casos limite
no-relativista y ultra-relativista. Cabe destacar que recientemente calculos numéricos adoptando el
método de Monte Carlo [18] confirman F,; como la energia cinética relativista en unidades de k7.

La expresion (3.60) se obtuvo multiplicando el momento relativista G* por ©,,, y restando la
energia en reposo total A'mc®O para obtener la energfa cinética promedio de las particulas del gas.
Es fécil ver que (3.60) puede reescribirse como

0,X" = NZFy(meO), (3.64)
Kt = GF — NmU, (3.65)

es claro que el momento relativista del gas tiene dos contribuciones. Podemos interpretar el término
XK* como un 4-momento andlogo a la contribucion cinética de la energia no relativista, es decir, la
parte cinética del momento total.

Si hubiéramos utilizado (3.38) como el momento del gas, tendrfamos que el producto ©,G () es
90
0,G" = N Fy(meO)—

o + Nmeo?, (3.66)

que sélo coincide con (3.60) en el marco comévil del gas donde ©° = O. Esto no es sorprendente
ya que G* es un vector aparente y no transforman correctamente bajo transformaciones de Lo-
rentz. Podemos explorar el teorema de equiparticion en el cono de luz pasado de un evento, como
se propone en [23]:

0,G" =N (F4(meO) + mcO) (%0 _ %g) ) (3.67)

Esta expresion depende del evento elegido, lo cual es algo inusual. Si el evento estd en el origen,
entonces (3.67) se reduce a (3.66), la ecuacion (3.67) coincide con (3.60) s6lo en el marco comévil.
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3.5. Discusion

El interés en combinar los principios de la relatividad en la teoria cinética va mas alld de los
fundamentos tedricos: las observaciones y experimentos recientes como por ejemplo en la fisica
de altas energias [41], en astrofisica [42] y cosmologia [43]. En todos estos casos se necesita una
descripcidn de sistemas relativistas de muchas particulas la cual involucra, por ejemplo, la ecuacién
de Boltzmann y la correspondiente distribucion del equilibrio [44, 45, 46]. Recientemente, se han
llevado acabo experimentos numéricos de dindmica molecular y del método de Monte Carlo cuyos
resultados apuntan a que la distribucién de Jiittner es la distribucion relativista correcta para el
equilibrio.

En este trabajo hemos obtenido una forma manifiestamente covariante de la funcién de distribu-
cion relativista de Jiittner (3.35), a partir de una nueva deduccion en la cual utilizamos coordenadas
cartesianas en un espacio de momentos de (d+1) dimensiones (d dimensiones espaciales). Esto fue
posible gracias al uso del teorema de multiplicacién de las funciones de Bessel (3.20) que sim-
plificé el tratamiento de una serie de funciones de Bessel [32]. En este formalismo del caracter
relativista de la temperatura no se establece desde un principio: Debido a la suposicién de que el
equilibrio en teorfa cinética relativista deberia estar de acuerdo con la termodindmica estdndar para
un observador comdvil con el sistema en reposo del gas, la pseudonorma invariante, ©, del 4-vector
©" (3.24), se convierte en © = ¢/kT, (3.34), siendo 7' 1a temperatura comévil del gas. La tempera-
tura es invariante de la misma forma que la masa en reposo de una particula puntual. Una discusion
similar a la que hay sobre el cardcter de T bajo transformaciones de Lorentz [3, 4, 20, 23], pero
en el caso de la masa de una particula puntual, plantea la cuestién de si tiene sentido distinguir
entre masa en reposo y masa en movimiento o relativista [25]. La respuesta que da Okun en las
referencias [25], es que sélo tiene sentido hablar de m la masa de la particula, siendo ésta una can-
tidad independiente del marco de referencia y asociada con la norma del 4-momento pp, = m?*c?.
La confusién entre ambos términos aparece cuando se utilizan indistintamente la definicién no re-
lativista y relativista del momento. Los experimentos conocidos que dicen medir la variacién de
la masa relativista, en realidad describen un experimento para determinar las expresiones relati-
vistas correctas para el momento espacial y la energia de particulas en movimiento [47]. Con la
temperatura pasa algo similar.

El enfoque que aqui presentamos muestra explicitamente a la simetria de Lorentz como una sime-
tria del sistema. Como sabemos las simetrias son importantes ya que estdn relacionadas con leyes
de conservacion (Teorema de Noether [48]). En mecanica estadistica no relativista la convencién
estdndar es considerar sistemas macroscOpicamente estacionarios, es decir, en un marco de refe-
rencia donde tanto su momento espacial y angular son cero y no aparecen en ningin momento en el
andlisis, es siempre en el marco comdvil al sistema donde se trabaja y se tienen resultados. Segin
Callen [48] la forma m4s apropiada de leyes de la termodindmica es aquella en donde aparezcan
manifiestamente todas las simetrias del sistema. En el caso relativista esto es claro y el formalismo
aqui presentado exhibe la simetria manifiestamente. Sin embargo, hace falta un experimento para
confirmar los resultados de el presente enfoque y discriminar entre las demads posibilidades existen-
tes en la literatura [3, 4, 20, 23]. Por ejemplo, de 1a misma forma que con la masa de una particula,
se requieren experimentos que determinen las expresiones para las componentes espaciales y tem-
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poral del vector térmico ©* para un gas en movimiento, ademads dichos experimentos deben dar un
sentido mds amplio al significado fisico de las componentes de ©O*. Para enfrentar este problema
hasta ahora s6lo contamos son experimentos y simulaciones numéricas [20, 21, 18, 23, 49] cuya
interpretacién depende de la expresion del teorema de equiparticion que se escoja.

En este capitulo también se escribié un teorema de equiparticién manifiestamente covariante da-
do por la ecuacién (3.60), en la que el promedio de la energia-momento del gas determinado por
el observador comdvil, estd dado por la funcién F; de la temperatura invariante, explicitamente
(3.60). En efecto, esta expresion resulta andloga a la expresion para la energia en el caso de una
particula puntual, donde la energia se obtiene mediante la proyeccién del 4-momento a lo largo
de la 4-velocidad del observador. En este caso tenemos el vector térmico ©# = ;ZU¥, con U la
4-velocidad del gas en su conjunto, que define un observador comévil el cual mide la temperatura
invariante 7'. Hay que hacer un comentario adicional sobre la diferencia entre nuestro enfoque y
algunos anteriores. Mientras que las versiones anteriores del teorema de equiparticion [4, 26] rela-
cionan la temperatura con una combinacidn peculiar de cantidades relativistas (Véase, por ejemplo
(3.57)), aqui esta combinacion se interpreta como una parte de (3.60) que relaciona la temperatura
invariante con el momento relativista promedio, G*. En resumen, la forma manifiestamente co-
variante de la distribucién de Jiittner conduce naturalmente a considerar la temperatura comévil
invariante para caracterizar el régimen de equilibrio.

En este punto es importante recordar que la distribucion relativista de equilibrio de Jiittner en la
forma (3.1) o (3.35) no considera el caracter cuantico ni el grado de degeneracién de las particulas
que forman el gas. Estas caracteristicas pueden tomarse en cuenta en una generalizacion a las
distribuciones cudnticas para bosones y fermiones como discutiremos mas adelante. Por esta razén
el régimen de aplicacion de (3.35) es limitado [50]. Sin embargo, la distribucién de Jiittner es muy
util como la base del desarrollo de soluciones fuera de equilibrio, asi como modelos que aproximan
el término de colisién®. Ademds, ha servido para estudiar sistemas més complicados como mezclas
de especies reactivas, ondas de choque y muy importante, el caso gravitacional [29]. Recientemente
se ha generalizado la distribucidén de Jiittner para un gas en un marco de referencia acelerado [51]
y en uno rotacién [52].

Como un ejemplo de la manera de aplicar nuestros resultados en casos conocidos, consideremos
la radiacion de cuerpo negro. Usualmente [44, 43, 11], se considera el cociente entre la intensidad
especifica [, y el cubo de la frecuencia v de los fotones. Dada la invariancia de Lorentz de esta
cantidad i—g [11], se sigue la invariancia de la distribucién de Planck

1, 1

A o1 (3.68)
De hecho, para dos marcos en movimiento relativo, debemos tener
w = h—yl7 (3.69)
KT kT’

donde las cantidades primadas se refieren a un observador que se mueve con respecto a la radiacion,
en particular, se sugiere que 7" es una temperatura no comévil. Dado que los fotones sufren un

5Ver los diversos capitulos que aparecen en este volumen.
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desplazamiento Doppler se sigue que
14
= ~¥(1 — B cosd), (3.70)

donde 6 es el dngulo entre el impulso del fotén y la velocidad del gas, mientras que (3 es la relacion
entre la velocidad del gas y c. La cantidad 7" adopta una forma anisotrpica

B T
(1 = Beosé)’
Alternativamente podriamos escribir una forma manifiestamente invariante para (3.68) al introdu-

cir el vector térmico, con lo que obtendriamos (e®+?" —1)~!. De esta manera podemos fijarnos en el
producto invariante ©,p*. Mediante la evaluacion en los dos sistemas de referencia mencionados

T (3.71)

anteriormente y utilizando que en el caso de fotones p’° = |p/|
hv 0o
ﬁz@opo(lfﬁcosé). (3.72)

Con la temperatura invariante comévil 7" los componentes de ©'* resultan ser 7= (c,U) y por lo
tanto (3.72) se reduce a (3.70). Esto demuestra la consistencia de adoptar la temperatura invariante
comdvil, a través del vector ©* en la descripcion de la radiacién del cuerpo negro, sin recurrir a
T', (ver ec. 3.71). Esta dltima expresion puede ser considerada s6lo como una cantidad auxiliar
por las siguientes razones: En primer lugar, las observaciones de la Radiacién del Fondo Césmico
de Microondas (CMBR) [53] revelan que en realidad hay un marco de referencia en el que este
presenta la estructura del cuerpo negro. Sin embargo, las mediciones involucran el brillo depen-
diendo de la frecuencia en lugar de una temperatura no comévil (3.71). En segundo lugar, en el
caso de las particulas masivas encontramos un obstaculo al intentar definir (3.71) (Véase, [54] y la
contribucién del J. Alfaro para este volumen). Para las particulas masivas tendriamos

T p|
=— 3, = — 3.73
v(1 = BpBcosd)’ Py p0’ (3.73)
que no tiene sentido fisico debido a la dependencia en el momento de las particulas. Sin embargo la
utilizacién de una temperatura comovil invariante es viable por la misma razén que el caso anterior
de los fotones funciona.

T/

Este trabajo se suma a las afirmaciones elaboradas sobre la base de un detector de Unruh-DeWitt
[55], que apunta a la imposibilidad de tener una transformacidn relativista de la temperatura para
la radiacién [56]. Un andlisis similar al presentado aqui se encuentra en un trabajo reciente de
Nakamura [57]. Ah{ se utiliza el vector térmico y se argumenta su utilidad en contraste con la
temperatura direccional, como en (3.71). En cualquier caso, todos estos resultados refuerzan la
idea de que la temperatura tiene sentido indiscutible en el marco comdvil.

Para estudiar de manera precisa la distribucién de Planck, deberiamos considerar el limite ultra-
relativista de la distribucién de equilibrio correspondiente a bosones, es decir debemos extender
el estudio para que contenga las estadisticas cudnticas, donde las aplicaciones mds interesantes se
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encuentran en sistemas cudnticos degenerados [6, 29]. Estas se toman en cuenta en la ecuacién
relativista de Uehling-Uhlenbeck [29, 58],

of  o(fKn) ., Bt n
n ) - * o il
p 8m”+m o = / ffi 1—0—695,)‘" 1+€gsf1
s h® h® &
—fh <1+e—j*> <1+e—f{‘)}FJQdQ%, (3.74)
s s p1

donde g; es el factor de degeneracion de espin y o, es la correspondiente seccion transversal que se
calcula a través de la teorfa cudntica de dispersion. Las demads cantidades son andlogas a aquellas
definidas en la ecuacion (3.2). El valor ¢ = —1 corresponde al caso de la estadistica de Fermi-
Dirac, ¢ = +1 a la de Bose-Einstein y € = 0 a la estadistica cldsica. De la misma forma que en
el caso clasico usual estudiado aqui podemos obtener la distribucién del equilibrio, anulando el
término de colision del lado derecho de (3.74), lo que lleva a la siguiente condicién

= —row o y= 9

h3 ~ N )
L+e- exp (A + O4p*) — ¢

In

(8.75)

donde A = A + Ing,/h3. De la misma forma en que identificamos la temperatura en el marco
comdvil, se ha mostrado que en el marco comdvil el escalar anterior es A = ﬁ, donde p es el
potencial quimico comdvil [29], de esta forma la distribucién resultante es

Feo gs/h?

= 3.76
S (3.76)

Donde se ha identificado la norma de ©* con la temperatura invariante en un sistema comovil con
el gas. Ahora bien, como la temperatura estd relacionada con la norma de un 4-vector podemos
pensar que el vector térmico puede factorizarse como A = ©*M,, donde introducimos

Mo = %uﬂ, (3.77)

cuya norma estd relacionada con el potencial quimico en el marco comévil MM, = u2/c?. En
particular para la estadistica de Jiittner ¢ = 0 obtenemos

M = k;;f In [ah%g; U, (3.78)
donde « estd definida por (B.32). La existencia de M“ implica que para aumentar el nimero de
particulas, es necesario considerar, ademds del potencial quimico, el movimiento del sistema como
un todo. Como para fotones 1, = 0, la discusion anterior sobre la distribucién de Planck se man-
tiene. La suposicion de la existencia de M debe estar de acuerdo con las posibles generalizaciones
a las leyes de la termodindmica.

Esta version manifiestamente covariante de la teoria cinética ofrece un formalismo que, ademads de
provenir de la dindmica de los constituyentes microscopicos, parece no tener ambigiiedades en la
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definicion de cantidades macroscépicas, como en algunos trabajos sobre termodindmica relativista
[8, 33,7, 59]. De este modo podemos discutir la posibilidad de generalizar la forma de Gibbs de la
primera ley de la termodindmica que en el caso no relativista estd dada por (3.25). Es claro que la
diferencial en el espacio termodindmico de la entropia (3.32), en un marco no comévil nos dard

N, N*

L no_
35 = k |€,0G" ~ N5

(8.79)
que se reduce a (3.25) en el limite no relativista en el marco comdvil utilizando la relacién
§V = —c¢(N'N*SN,)/(NVN,)3/?. Podemos considerar la ecuacién (3.79) como una generaliza-
cién manifiestamente covariante de la forma Gibbs de la segunda ley de la termodindmica obtenida
a partir de la teoria cinética relativista.

Es interesante mencionar, entre las generalizaciones relativistas a la primera ley de la termodina-
mica, se encuentran algunos trabajos, [7], [37], [59], [60] donde se introduce un vector de volumen
que apunta en la direccién de la velocidad del gas V# = VU*/c, tal que sunormaes V = /V,V~.
Ademds, se puede demostrar que 6V* = —(cN'GN,)/N”N,, y junto con el hecho de que ©* apun-
ta en la misma direccién que N, podemos factorizar el vector térmico en (3.79) de tal forma que
obtenemos

58 = kO, {50# + an} 7 (3.80)
C

que es una expresion utilizada por otros autores como una forma covariante de la expresion de
Gibbs para la segunda ley de la termodindmica [59]. Otras versiones de las leyes de la termodi-
namica relativista se encuentran, por ejemplo en [8], [33], [7], [57]. Sin embargo, ambas expre-
siones (3.79) y (3.80), provienen de una teoria microscopica, y puede considerarse que tienen una
base fuerte respecto a otras opciones que son una extrapolacion de la fenomenologia de la ter-
modindmica comévil. Por ejemplo, es facil ver que la introduccién de un potencial quimico y su
correspondiente verctor afladirian a (3.79)-(3.80) un término de la forma @”M,J&N .

Como hemos visto, es importante destacar que las propiedades de transformacién de las variables
termodindmicas dependen del caracter vectorial de G*. En ese sentido la versién manifiestamente
covariante puede jugar un papel importante para hallar una generalizacién adecuada relativista de
las leyes de la termodindmica. Sin embargo, lo que realmente dird cudl es la generalizacion correcta
es el experimento.
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Resumen

En este trabajo se presenta de una manera didéctica el estudio de la estabilidad de un fluido simple
relativista frente a perturbaciones lineales en los valores de las variables termodindmicas locales. Se
resalta el hecho de que las llamadas inestabilidades genéricas de Hiscock y Lindblom tienen como
causa el acoplamiento calor-aceleracion propuesto por Eckart en 1940. Finalmente se discuten las
alternativas para solucionar el problema de las inestabilidades genéricas privilegidndose el uso de
formalismos a primer orden en los gradientes.
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4.1. Introduccion

4.1. Introduccion

Desde hace mds de cien afios se sabe que los fluidos monocomponentes no relativistas presentan
estabilidad termodindmica frente a perturbaciones lineales a su estado de equilibrio termodina-
mico. Efectos disipativos tales como la viscosidad y el flujo de calor amortiguan la propagacién
ondulatoria de energia asociada a perturbaciones de densidad, temperatura y/o velocidad hidro-
dindmica, de forma tal que este tipo de fluctuaciones exhibe un decaimiento exponencial en el
tiempo [1]. Los tiempos caracteristicos correspondientes a este comportamiento son inversamente
proporcionales a los valores de los coeficientes de transporte y directamente proporcionales a la
separacion espacial entre los elementos constituyentes del fluido [2].

En 1985 [3], Hiscock y Lindblom mostraron que el fluido simple relativista carece de un limite no
relativista apropiado al considerarse las ecuaciones linealizadas de la termodindmica irreversible
relativista aceptada desde 1940 hasta esa fecha [4]. En consecuencia, el trabajo de Hiscock y
Lindblom dio lugar a un intenso debate sobre la forma adecuada de formular la teoria de transporte
relativista para un fluido simple [5].

En este contexto, los autores de la presente contribucién, junto con el Dr. Leopoldo Garcia-Colin
Scherer, hemos examinado la posibilidad de establecer una teoria estable para el fluido simple
relativista, utilizando exclusivamente ecuaciones constitutivas lineales, consistentes con el método
de Chapman y Enskog de la teoria cinética relativista [6]. Hasta ahora, los resultados han sido
alentadores. En el presente capitulo se presenta una sintesis didactica de los trabajos desarrollados
en esta vertiente desde el afio 2006, comenzando con el desarrollo fenomenolégico que conduce a
las inestabilidades genéricas de Hiscock y Lindblom, hasta establecer el esquema estable a primer
orden en los gradientes obtenido en el afio 2009. Por razones de espacio, el lector deberd remitirse
a las fuentes originales si desea consultar detalles inherentes a los desarrollos correspondientes al
material aqui contenido.

4.2. Ecuaciones fenomenolégicas

El presente andlisis tiene como punto de partida el tensor de esfuerzos-energia relativista, el cual
incluye efectos disipativos y esta dado por

ne 1 1
Ty = C—u”‘ug + phG + 15 + guaq/g + —q¢%ug (4.1)

2 2
donde n corresponde a la densidad numérica, € es la densidad de energia interna por particula,
u® es la velocidad hidrodindmica, p es la presion hidrostdtica local, 11§ corresponde al tensor de
viscosidades (tensor de Navier), ¢® representa al flujo de calor, y el proyector espacial estd dado
por hg = 05 + +u”ug. La forma de este tensor es consistente con la teorfa cinética relativista asf
como con la fenomenologia en el contexto de una descomposicién 3+1 en la cual se toman como
direcciones principales la velocidad «” y su hipersuperficie ortogonal determinada por h*”. Los
detalles de dicha fundamentacién pueden ser consultados en la Ref. [7].
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4.2. Ecuaciones fenomenoldgicas

Tanto el flujo de particulas, dado por
N = nu® (4.2)

como el tensor de esfuerzos-energia, Ec. (4.1), satisfacen ecuaciones de conservacion:

N& =0 (4.3)

Tg,=0 (4.4)

La Ec. (4.3) corresponde con la conservacion del nimero de particulas mientras que las cuatro
ecuaciones contenidas en la Ec. (4.4) dan lugar al balance de impetu y de energia total. El balance
de energia interna local puede establecerse a partir de la proyeccién de la Ec. (4.4) en la direccién
de la velocidad. Introduciendo entonces la Ec. (4.3) en u®T 5. = 0 se obtiene

. 1 .,
né + pb + ¢ + gul, + el =0 (4.5)

El dltimo término de la ecuacién (4.5) posee un origen estrictamente relativista y, como se vera mas
adelante, se encuentra estrechamente relacionado con las inestabilidades genéricas encontradas por
Hiscock y Lindblom.

Para el balance de entropia se considera el principio de equilibrio local, s = s(n, €), de forma tal

que:
. Js Js .
$= (%>€ n 4+ (a)n e (4.6)

donde s es la densidad de entropia y los coeficientes se calculan en equilibrio. Esta expresion se
compara a su vez con la estructura general

§=-5% 40 4.7)

donde S¢ es el cuadriflujo correspondiente a la variable termodindmica s y ¢ es la llamada pro-
duccién de entropia. La extension de la segunda ley de la termodindmica a procesos irreversibles
se da en términos de o como o > 0 [1].

Para el caso del gas ideal, los coeficientes de la Ec. (4.6) estan dados por

0

0s 1
$).-+

mientras que el flujo de entropia tiene la forma usual

5o = (4.10)

NS
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4.3. Sistema linealizado y anélisis de estabilidad

Introduciendo las Ecs. (4.8-4.10) en la Ec. (4.6) se obtiene la siguiente expresion para la produccion
de entropia
B q*h, (Tu + cz‘zau) Ha‘shﬁh%u;w 411
o= T2 - T ‘ (.11)
Como se menciond anteriormente, la segunda ley de la termodindmica requiere que la produccién
de entropia local o, correspondiente a la ecuacion (4.11), sea semidefinida positiva. La alternativa
propuesta por Eckart para que esto se cumpla corresponde a la ecuacion

T
q* = —rhy(T" + —a") (4.12)
c

y una ecuacién andloga para el segundo término cuya forma explicita no requiere ser especificada
en el presente trabajo [4]. Esta estructura corresponde a proponer, como en caso no relativista,
ecuaciones constitutivas que expresen o como una forma cuadrdtica en los gradientes. Sin em-
bargo es conveniente observar que en dicho caso la ecuacién andloga a la Ec. (4.11) sélo incluye
gradientes de las variables de estado y por lo tanto las ecuaciones constitutivas acoplan los flujos
disipativos a las fuerzas termodindmicas tinicamente.

En la siguiente seccidn se examinan las propiedades de estabilidad de la versién linealizada de las
Ecs. (4.3-4.5) en larepresentacion n, u® y 1" haciendo uso de la ecuacién constitutiva de Eckart, Ec.
(4.12), con el fin de mostrar que el origen del comportamiento patolégico encontrado por Hiscock
y Lindblom proviene del uso de la Ec. (4.12) y no del orden en los gradientes del formalismo.

4.3. Sistema linealizado y analisis de estabilidad

Para explorar el comportamiento del sistema relativista ante fluctuaciones espontdneas de las va-
riables de estado en torno a sus valores de equilibrio, se propone que éstas pueden ser escritas
como

n=ng+on (4.13)
u’ = ou” (4.14)
T =Ty+6T (4.15)

donde los términos con subindice cero corresponden a los valores de equilibrio local y los prece-
didos por § a las fluctuaciones de cada variable termodindmica. Nétese que el valor promedio de
la velocidad hidrodindmica se toma igual a cero. Esto se debe a que, por simplicidad, uno puede
considerar un fluido estético o bien el observador situarse en el marco de referencia comévil al
mismo. La Ref. [8] contiene una descripcion detallada de la fisica destras de dicha eleccidon asi
como una discusion sobre la validez de la misma.

Introduciendo las Ecs. (4.13-4.15) en el sistema de ecuaciones para el fluido, dadas por las Ecs.
(4.3-4.4), se obtiene un nuevo sistema para la fluctuaciones en el cual, para la aproximacién lineal,
se desprecian los términos de orden superior a uno en las mismas. Para que dicho sistema satisfaga
la hipétesis de regresion de fluctuaciones de Onsager debe tener soluciones que decaigan exponen-
cialmente en el tiempo esto es, que las fluctaciones espontdneas (que son de origen microscépico)
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4.3. Sistema linealizado y andlisis de estabilidad

alrededor de los valores de equilibrio decaigan siguiendo las mismas ecuaciones linealizadas de
las variables de estado. Dicha hipétesis es fundamental en la termodindmica irreversible lineal [1]
y ha sido corroborada por medio de experimentos de dispersion de luz en fluidos en equilibrio, en
el caso no relativista [2].

Para simplificar el célculo, se observa que la ecuacién de continuidad y el balance de energia
interna dependen de la velocidad hidrodindmica tnicamente a través de su divergencia 0 = uy,.
Por ello, es posible desacoplar el llamado modo transversal de las fluctuaciones en la velocidad al
calcular el rotacional del balance de impetu. En la Ref. [9] se estudia dicha ecuacién y se analiza
el efecto del acoplamiento calor-aceleracion sobre la estabilidad del modo transversal.

Por otra parte, calculando la divergencia de la Ec. (4.4) se obtiene un sistema de ecuaciones para
on, 8T y 06 (modo logitudinal) dado por

on +ngdd =0 (4.16)
N0 PO\ sp PO s PO 5o st Tooa
(% +62)59+T0 (07 )+ 22 ), — 0T+ 208) = 0 (4.17)
. ™ .
nCo0T + podt — k(0T + —5660) =0 (4.18)
’ C

donde se ha introducido también la ecuacién constitutiva (4.12) y se han ignorado los efectos
viscosos. Esto tltimo corresponde a considerar un fluido inviscido, lo cual no alterard los resultados
del presente andlisis dado que el mismo estd enfocado al grado de la ecuacién de dispersion del
sistema. Los detalles del cédlculo tomando en cuenta los efectos viscosos se pueden consultar en
las Refs. [6] y [10]. También se ha utilizado la ecuacién de estado de gas ideal pg = nokTj la cual
es valida a nivel local para un sistema relativista diluido.

Calculando la transformada de Fourier-Laplace del sistema dado por las Ecs. (4.16-4.18) se esta-
blece que el comportamiento de las fluctuaciones estd determinado por las raices de la ecuacién de
dispersion que a su vez estd dada por

PO 1) 1.2 2 (kg __ PO
det [ 8 (po -1 S)T+ s4°Po q (025 T(,) =0 (4.19)
(po — %) (noChs + kq?)

La primera columna de esta matriz corresponde a las fluctuaciones en el modo longitudinal de la
velocidad y la segunda columna corresponde a las fluctuaciones de la temperatura. Dicho determi-
nante es consistente con la idea de considerar una dependencia del tipo exp (iq[xg — st) para las
fluctuaciones en n, T'y ¢ de forma tal que valores reales de ¢ corresponderdn a oscilaciones en el
espacio mientras que el signo de s les dard un caracter creciente o decreciente en el tiempo. En la
Ec. (4.51) se ha introducido la notacién

5 1
Po = (.72 (’rl€0 + po) (4.20)

que es el factor que reemplaza a la densidad de masa en el caso relativista. Notese que para tem-
peraturas bajas, la densidad de energia interna serd dominada por el término de energia en reposo
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4.4. Flujo de calor y estabilidad del sistema

de las moléculas y por lo tanto py ~ ngm. Es importante recordar que esta cantidad depende de la
temperatura en el caso relativista de una forma no trivial. La forma explicita de esta dependencia
puede consultarse en la Ref. [7].

Regresando a la Ec. (4.53), tenemos que la respuesta del sistema a las fluctuaciones estadisticas
estd determinada por la solucién de la ecuacidn de cuarto grado

2 2 4
fZT~034+53+L~(17@>192+@(1+£)5+Lq~=0 (4.21)
€ Po 19Cnpo C"po Po Ch noCrpo
Para obtener una buena aproximacion a las raices de la Ec. (4.21) se puede seguir el método descrito
en la Ref. [10]. Es facil ver que, siendo el término cudrtico de orden ¢~*, en principio se pueden
conservar las raices conocidas de la ecuacién ciibica resultante de ignorar dicho término. Estas
llevan al espectro de Rayleigh-Brillouin no relativista con correcciones de orden c¢~2 en el ancho
de los picos y la localizacion de los mismos. Utilizando la informacién de estas tres raices es
posible estimar la cuarta como

) 2 K 2po
— +P—(1-= 4.22
o KTy 1 noChpo < 02/00) ( )

donde el primer término claramente domina y produce una raiz positiva y real. Esta cuarta solucién
predomina sobre las oscilaciones amortiguadas y lleva a un crecimiento exponencial de las fluc-
tuaciones. Este efecto fue observado inicialmente por Hiscock y Lindblom quienes concluyeron
que, al ser patoldgico el comportamiento de las fluctuaciones y presentar tiempos caracteristicos
extremadamente pequefios para su crecimiento (~ 107335), las teorias de primer orden debian ser
descartadas. Sin embargo, como se mostré en la Ref. [6] y tal como se ilustrard en la siguiente sec-
cidn, no es el orden en los gradientes de las ecuaciones constitutivas el problema en estas teorias
sino el acoplamiento del flujo de calor con la aceleracion hidrodindmica. Al expresarse el flujo de
calor en términos de gradientes espaciales la hipdtesis de regresion de fluctuaciones de Onsager se
satisface cabalmente.

4.4. Flujo de calor y estabilidad del sistema

4.41. Elementos de teoria cinética relativista

En la seccién anterior se mostré como, usando una ecuacién constitutiva que acopla el flujo de
calor con la aceleracién hidrodindmica, el sistema de ecuaciones para el fluido relativista lleva
a un crecimiento exponencial de fluctuaciones con tiempos caracteristicos muy pequefios. Dicha
ecuacioén se propone desde la fenomenologia relativista donde el procedimiento para establecerla se
basa en sugerir una relacién entre flujos y fuerzas termodindmicas que no contradiga la extensién
a procesos irreversibles de la segunda ley [4]. Sin embargo, existe un procedimiento analitico
para obtener estas relaciones desde el punto de vista microscopico. La teoria cinética permite
establecer explicitamente las ecuaciones constitutivas e incluso arroja expresiones analiticas para
los coeficientes de transporte involucrados en las mismas.
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4.4. Flujo de calor y estabilidad del sistema

Por lo anterior, en esta seccién se mostrardn algunos elementos fundamentales de la teoria cinética
relativista y los resultados relevantes para el problema de estabilidad descrito en la seccién 3. Los
detalles de estos calculos pueden ser consultados en las referencias que se incluirdn oportunamente.

La teoria cinética de los gases describe la termodinamica de un sistema de particulas indepen-
dientes fuera de equilibrio a partir de promediar las propiedades dindmicas a nivel molecular. Este
formalismo ha tenido gran éxito en el caso no relativista y tiene actualmente un grado de avance
considerable en el caso relativista. Para el caso de sistemas con una temperatura elevada, tal que
la energia térmica sea comparable con la energia en reposo de las moléculas, la dindmica a nivel
microscopico debe ser compatible con la relatividad especial en el caso de gases diluidos. Esto
significa que, para valores cercanos a la unidad del pardmetro relativista

z = kT /mc? (4.23)
consideraremos un espacio plano caracterizado por una métrica de Minkowski
ds* = dz® + dy® + dz2? — Pdt? (4.24)
donde la posicién y velocidad de cada molécula quedan determinadas por
zt = [T, ct] v* = (w) [W, ] (4.25)

En las expresiones anteriores, la primera entrada corresponde con las componentes espaciales y el
factor de Lorentz es s
v (w) = (1-w?/c*)" / (4.26)

La funcién de distribucién corresponde, de igual manera que en el caso no relativista, a la densidad
de particulas en el espacio fase de forma tal que f (z¥,v") d*zd®v expresa el nimero de particulas
en cada celda de dicho espacio. La evolucién de la funcién de distribucién estd dada entonces por
la ecuacién de Boltzmann relativista que, en ausencia de fuerzas externas, corresponde a [11]

qu,u =J (ff,) (427)

donde el lado derecho representa las variaciones en el nimero de ocupacién de cada celda del
espacio fase debido a colisiones. El operador J contiene una integral que involucra la funcién de
distribucidn antes y después de las colisiones individuales, asi como una probabilidad de transicién
de un estado microscdpico a otro. Esto implica que la Ec. (4.27) es una ecuacién integrodiferencial
con todas las complicaciones que ello acarrea. Existen varios métodos de solucién aproximados,
el estandar siendo el de Hilbert [12]. Sin embargo, para obtener la relacién entre flujos y fuerzas
no es necesario tomar en cuenta los detalles de las colisiones y basta con sustituir el lado derecho
por un término de relajacion tipo BGK [12, 11]

IO
J(ff) ~ Pt e (4.28)

T

donde f© es la solucién de equilibrio local y 7 un tiempo de relajacién caracteristico, del orden
del tiempo colisional. La hipdtesis de equilibrio local, que se introduce en los fundamentos de
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4.4. Flujo de calor y estabilidad del sistema

la termodindmica irreversible, permite establecer variables de estado en la cercania de un punto.
En el caso de la teoria cinética dichas cantidades se asocian con promedios sobre una funcién de
distribucién que corresponda al equilibrio local, en este caso f(©).

Las ecuaciones de balance en este contexto se obtienen multiplicando la Ec. (4.27) por invariantes
colisionales e integrando sobre el elemento de volumen en el espacio de velocidades, que para el

caso relativista estd dado por
" d®v
d'v = (4.29)
7 (w)
A partir de este procedimiento se encuentran las Ecs. (4.3) y (4.4) donde el flujo de particulas y el

tensor de momento-energia estdn ahora dados en términos de promedios como

NV = /U”fd*v (4.30)

™ :m/’u”v'“fd*v (4.31)

de donde, como se muestra a detalle en la Ref. [7], se desprenden las siguientes expresiones para
las variables de estado

n= / FOx (w) dv*, densidad numérica (4.32)
nu® = / fOry (w)w'dv*,  velocidad hidrodindmica (4.33)
ne = mc / fOy (k) K*dK*  energia interna por particula (4.34)

En estas ecuaciones K* es la velocidad peculiar (o cadtica), es decir la velocidad medida en un
sistema comdvil con cada elemento de volumen cuya velocidad hidrodindmica es u*. Esta cantidad
se define a través de la ley de transformacién

W= LUK (4.35)

donde L}, es una transformaci6n de Lorentz entre el sistema laboratorio y dicho sistema comovil

en el cual ¥ = {6, c} [8]. Nétese que las cantidades de las Ecs. (7.17-4.34) estdn ponderadas por

la solucién de equilibrio local de la ecuacién de Boltzmann que en el caso relativista es la funcién
de Jiittner, dada por

B
0 ____ " S 4.36
/ drcd 2K, (%)e (4.36)
0, utilizando la definicién de K*
o _ U 4.37
! A3z K, (%)6 (4.37)
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En las Ecs. (4.36-4.37) K, (1) es la funcién de Bessel modificada de segundo tipo de orden 7.
La metodologia anteriormente expuesta lleva también a las expresiones para los flujos disipativos:

¢’ =mc*hy / YK fOpd K™ (4.38)

™ = mhihY / KOKP fOpdK* (4.39)

donde se ha introducido la hipétesis de Chapman-Enskog para proponer la funcién de distribucién
como

f=f00+9) (4.40)
El segundo término en la Ec. (4.40) es la solucidn a primer orden en los gradientes de la ecuaciéon
de Boltzmann linealizada. Es usual introducir un pardmetro de orden, llamado el pardmetro de
Knudsen, que es utilizado para linealizar dicha ecuacién tomando en cuenta que la solucién de
equilibrio corresponde al orden cero en dicho pardmetro mientras que f(?)¢ es la solucién a primer
orden. La magnitud de este parametro se establece como la razén entre magnitud de los gradientes
presentes en el sistema y la longitud caracteristica del mismo. Es por ello que se le llama a f(©¢ la
distribucidn a primer orden en los gradientes y a la teoria se le asocia el término “de primer orden”.

De esta forma, para obtener la estructura de las ecuaciones constitutivas a primer orden en los gra-
dientes, basta con resolver la ecuacién de Boltzmann linealizada, dentro de la aproximacién dada
por la Ec. (4.28). Siguiendo estas ideas se obtiene ¢ y con ella se pueden expresar las integrales en
las Ecs. (4.38-4.39) en términos de los gradientes de las funciones termodinamicas locales. Este
método puede ser consultado en las Refs. [6] y [13], aqui sélo se dard un argumento sencillo y
directo para llegar al punto medular de esta seccidn, que es justamente la expresion del flujo de
calor que arroja la teorfa cinética a primer orden.

La version linealizada de la Ec. (4.27) con la aproximacion dada por la Ec. (4.28) esta dada por

(0) (0) (0)
PO S— {af T+ of of

or on et our Ul&}
donde se ha utilizado que la funcién de distribucion depende del espacio y el tiempo Gnicamente a
través de las variables de estado. Nétese que en la expresion anterior se encuentran tanto los gra-
dientes espaciales como las derivadas temporales. Siguiendo el método de Hilbert, las derivadas
temporales deben ser expresadas en términos de los gradientes espaciales utilizando las ecuacio-
nes de tranporte del orden anterior [12]. Esto corresponde a introducir las ecuaciones de Euler
relativistas que estan dadas por

(4.41)

(nu*), =0 (4.42)

(%Su“u,g + phg) -0 (4.43)
C el

Es importante resaltar que, al llevar a cabo este paso la aceleracion hidrodindmica es eliminada de
la solucion a primer orden. Ciertamente, dicha cantidad no corresponde con una fuerza termodi-
ndmica sino que es la derivada temporal de una variable de estado y por lo tanto debe ser manejada
de la misma forma que las derivadas temporales de la temperatura y la densidad de particulas.
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4.4. Flujo de calor y estabilidad del sistema

Por lo mencionado anteriormente, es claro que al introducir la Ec. (4.41) en la Ec. (4.38) y utilizar
las Ecs. (4.42) y (4.43) se obtiene

T JJ
" =—hb <LTT T + LnT o~ > (4.44)

donde la ausencia del gradiente de velocidad proviene del principio de Curie, el cual afirma que el
acoplamiento se d4 inicamente entre flujos y fuerzas del mismo rango tensorial. Los coeficientes
Lpry L, han sido calculados explicitamente en la Ref. [6] y corresponden con las expresiones

Lrr = nkf {(Z— (4 *28) 1) G%g G))

K <>>g<;>} .

1
(1 z
( +2 Ks(2) 2z z

o= ®TT {g ) (4 + ZE?)I (% 456 (é)) } , (4.46)

m
Es interesante observar que cuando z tiende a cero (limite de bajas temperaturas), Lt se acerca
a 31k TT que es la conductividad térmica en el caso no relativista para la aproximacién de BGK,
mlentras que L, tiende a cero .

2

La Ec. (4.44), obtenida de forma analitica a partir de la teorfa cinética, expresa el flujo de calor
acoplado con las fuerzas termodindmicas dadas por los gradientes de las variables de estado, de
forma consistente con la termodindmica irreversible lineal. En la siguiente subseccién se analizard
el efecto de introducir dicha ecuacién en lugar de la Ec. (4.12) en el sistema de ecuaciones de
balance.

4.4.2. Anadlisis de la ecuacion de dispersion

Veamos ahora cémo modifica la ecuacion constitutiva (4.44) a la relacion de dispersién encontrada
en la seccién anterior. La ecuacién de continuidad, Eq. (4.16), no contiene efectos disipativos por
lo cual no se ve alterada. Sin embargo, las ecuaciones de balance de impetu y energia tienen ahora
la siguiente estructura:

néeo Po m
(C )59+To(5T u+ e

1 L Lur ..
20 (5nmy,, - g(%dT ey nOT 5ity =0 (4.47)

. L Lo
nC,8T + podd — (ﬂaT 4=

) =0 (4.48)
o

Llevando a cabo el mismo procedimiento que en la seccién anterior se llega a la ecuacién de

dispersion
- 2
spo+q (B —E8) T (B5s — o)
et 2 L 2 =0
(Po = Lnrq?) (noCnS + 4 )

(4.49)
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que en este caso es una ecuacion ctibica en s dada por

2
3 q¢“Lrr ~ Po Lyr 5 2
Ao 1- — noCh
st Tcn’flgﬁo |:p0 ( ﬁ0(12> + c? (q o ):| y

2 2
qp k Lyrq Lpp Lprk
Tl = = == 1 =0 4.50
b { o e (ch ﬂ”cnﬁoq (4.5

Las raices de esta tltima expresion pueden ser obtenidas utilizando el método aproximado descrito
en la Ref. [10], como en el caso anterior. Para esta ecuacion se puede ver que existen dos soluciones
imaginarias y una real, lo cual lleva a un comportamiento cualitativamente equivalente al del caso
no-relativista. Se obtiene entonces un espectro tipo Rayleigh-Brillouin con modificaciones en los
pardmetros que lo caracterizan. Estas correcciones, asi como los detalles de este cdlculo se pueden
encontrar en la Ref. [10]. De esta forma se concluye que el comportamiento de las fluctuaciones en
ambos casos, utilizando la ecuacién constitutiva de Eckart y la obtenida utilizando la teoria cinéti-
ca, son radicalmente diferentes. La introduccién de un término de aceleracion en el flujo de calor
lleva a un comportamiento patolégico dado por un crecimiento exponencial de las fluctuaciones
mientras que el acoplamiento de ¢” con gradientes de variables termodindmicas predice un com-
portamiento cualitativamente similar al caso no relativista. El grado del polinomio que se obtiene
de la ecuacién de dispersion es lo que determina que en el primer caso se pierda el espectro de
dispersion mientras que en el segundo se obtengan correcciones en la localizacién y anchos de
los picos y se recupere el limite no relativista. Esta diferencia puede ser rastreada directamente al
término de aceleracion, el cual aumenta el grado en s de la transformada de Fourier-Laplace del
balance de impetu para fluctuaciones en el modo longitudinal de la velocidad.

4.5. Consideraciones finales

En esta contribucion se ha presentado una alternativa para preservar la estabilidad de un sistema
relativista disipativo y monocomponente sustentada microscépicamente. Es importante hacer notar
que existen formalismos propuestos por otros autores que el lector deberd contrastar con respecto
al enfoque aqui presentado. El mas socorrido de ellos corresponde a la introduccién de la ecuacion
constitutiva de Maxwell y Cattaneo para relacionar al flujo de calor con las fuerzas temodindmicas.
En su versién mds simple, dicha ecuacidén corresponde a la expresion

. T
.4+ §=—rhy (T + C—Qa”) (4.51)

donde 7, corresponde a un tiempo de relajacion introducido en las llamadas teorias extendidas de la
termodindmica irreversible. Estos tiempos necesariamente son del orden de los tiempos colisiona-
les. El efecto que el primer término del lado izquierdo de la Ec. (4.51) genera sobre la inestabilidad
de Hiscock y Lindblom es aparentemente satisfactorio. El resultado del cédlculo correspondiente
permite establecer la ecuacion de dispersion [14]:

KTo. 4 3 o K ( 2po > s @D ( k Kp 4
=) st ——(1- = |s+— |1+ )s+——=¢ =0 (452
( c*po ) noCrnfo 2o Po Cn noCrnpo
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Dado que el tiempo de relajacion excede por mucho el valor de *%}) para un fluido en condiciones
normales de presion y temperatura, la inestabilidad desaparece.

Existe un argumento elemental para cuestionar ampliamente la introduccién de la ecuacién de
Maxwell y Cattannneo como medio para solucionar el problema de la inestabilidad genérica que
se presenta en los fluidos relativistas descritos con la fenomenologia de Eckart. Es bien sabido que
la introduccién de tiempos de relajacién es completamente innecesaria en el estudio de sistemas
descritos apropiadamente por las ecuaciones de Navier-Stokes-Fourier. Esto implica que efectos
tales como el espectro Rayleigh-Brillouin deben ser perfectamente reproducibles aun en el caso
en el cual 7, = 0. La razén por la cual sistemas no relativistas tales como el agua a temperatura
ambiente son estables no es la introduccién de tiempos de relajacién que atenden el efecto del
coeficiente —%‘J en la ecuacién de cuarto grado (22). Es perfectamente conocido que la dindmica
de las fluctuaciones en este tipo de fluidos es bien descrita por una ecuacién de dispersion ctibica
[2].

Es interesante observar que la inestabilidad genérica también desaparece si se hace uso de la ecua-
cién constitutiva

o TV nv
.4+ q= —}Lﬁ (LTT T + LnTni) (453)
0 0

la cual lleva a la ecuacién de dispersion:

. 27 L,
st + %+ g hrr {ﬁo (1 Po ) 4 2ot (¢° — TLOC’n)} 52

TCrnopo  poc? c?
2 2
qp k Lyrq Lyr Lyrk
1o -1 =0 4.54
g - mE (GE ) i 459

de lo cual se desprende que atn en los casos en los cuales fuera necesaria la introduccién de
una ecuacién de relajacion para la descripcion de un fluido (por ejemplo en los casos de visco-
elasticidad), el acoplamiento calor-aceleracion es completamente prescindible en el estudio de la
estabilidad de las fluctuaciones hidrodindmicas del fluido. El formalismo relativista a primer orden
en los gradientes ha sido poco apreciado histéricamente y sus posibles aplicaciones atin estan por
explorarse.
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Resumen

Los neutrinos primordiales del fondo de Radiacién césmica (CNB) se desacoplaron cuando el
universo era muy joven, mucho antes que el fondo de fotones (CMB). Son muy complicados de
detectar hoy en dia, pero podrian llegar a tener una gran relevancia para el estudio del Big-Bang
por contener informacién a épocas muy tempranas. A la espera de la posibilidad de detectarlos
algun dia, resulta conveniente estudiar su comportamiento y ver si difiere de alguna forma con el de
los fotones. En este trabajo veremos que, por un lado, una violacién a Lorentz no produce efectos
relevantes. Pero por otro lado, a pesar de tener una masa muy pequefia, veremos que ésta afecta
fuertemente a como se veria si fuera una particula sin masa como los fotones. Por ejemplo, su
velocidad con respecto al sistema de referencia comdvil a la expansion del universo es 1065 [kfm] s
mucho menos que la velocidad de la luz. Esto implicard una distribucién mucho mas compleja
debido al movimiento planetario. Es por esto que trataremos de obtener una expresion para la
correccion del momento dipolar. Este trabajo fue desarrollado en [1].
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5.1. Introduccion

Desde el comienzo, los fotones y todos las particulas estaban acopladas formando un plasma que
fue evolucionando bajo la influencia de la expansién del Universo. Aun muy temprano en la vida
del Universo, los neutrinos se desacoplaron de este plasma. Desde ese momento, empezaron a evo-
lucionar de forma independiente del resto. Este fenémeno ocurrié también en los fotones en una
época mds tardia. Estos ultimos tienen una importancia enorme para poder determinar los pardme-
tros cosmoldgicos al estudiar la forma del espectro de potencias del CMB, ya que estos fotones
nos entregan una representacion muy precisa de las fluctuaciones de la materia al momento de
desacoplarse [2]. Los neutrinos podrian entregar informacién del mismo tipo, pero de una época
mucho mds temprana, lo que puede decirnos algo sobre lo ocurrido en épocas inflacionarias.

En principio uno podria pensar que los neutrinos tendrian un espectro similar al de los fotones, pero
ya desde hace algun tiempo se sabe que los neutrinos poseen masa. A pesar de ser muy pequeiias,
veremos que tendrd un efecto muy importante en su comportamiento a medida que evoluciona el
universo. En particular, estudiaremos la velocidad que tendran desde el momento de su desacoplo
hasta el dia de hoy.

Como ya dijimos antes, el fondo de radiacion césmica es muy relevante para determinar los para-
metros cosmoldgicos y es una de las grandes pruebas del Big-Bang [3]. Para poder estudiarlo es de
vital importancia conocer su distribucién. Es por esto que el otro fenémeno que estudiaremos serd
la distribucién de los neutrinos primordiales, en particular los efectos observacionales que tenga la
velocidad peculiar de la Tierra, llamado momento dipolar, ya que es vital para poder optimizar su
deteccidn.

Finalmente, incluiremos una pequefia Violacién a la Invarianza de Lorentz (LIV), representada por
una modificacidn a la relacién de dispersion de energia dada por [4]-[5]:

2 2 2 2.4
E = UpmaaP +m7c

Donde Ve = ¢(1 — @) es la velocidad mdxima de la particula. Esto quiere decir que cada tipo
de particula tendré su propia velocidad méxima. Ciertas cotas nos dicen que o ~ 10722 para los
neutrinos. La motivacién para usar una LIV viene de la posibilidad de que, en fendmenos de altas
energias como cerca del Big-Bang, efectos de Gravedad Cudntica traigan violaciones de este tipo

[4]-[8].

Hay que mencionar que una LIV podria tanto traer problemas fundamentales como resolver otros.
Por ejemplo, un problema seria el surgimiento de un sistema de referencia privilegiado, pero el
sistema de referencia isotropico a la expansién del universo es un candidato natural. Y un fenémeno
que podria solucionar es la deteccion de rayos cosmicos altamente energéticos, aunque las cotas
para este fenémeno ya son muy bajas [9]-[10].
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5.2. Velocidad de los neutrinos primordiales

Inicialmente los neutrinos se encontraban en equilibrio térmico con el resto de la materia. Para
que esto suceda, se debe cumplir que I'; > H, donde I'; es la tasa de interacciones de la especie
i, H o< T? es la constante de Hubble y T la temperatura. Mientras las especies de neutrinos se
mantengan en equilibrio, su distribucién, y la de cualquier especie fermidnica, estard dada por la
estadistica de Fermi-Dirac:

ful B T) = ——

ersT 41
A medida que sucede la expansion, la temperatura va disminuyendo hasta un punto donde '), < H
mientras que I';x, > H. Esto quiere decir que los neutrinos dejan de estar en equilibrio y se
desacoplan del resto de la materia. Llamaremos T, p a la temperatura de desacoplo de los neutrinos
que se obtiene al imponer I, ~ H(T'). Para ver que sucede con su distribucién haremos el siguiente
andlisis. A un tiempo ty, un observador ve en cierta direccién una cantidad dN = fd®rd®p de
neutrinos en un volumen propio d®r y con momentum entre 'y j + dp. Pasado un tiempo dt, los
neutrinos no han interactuado por lo que d/N permanece constante, pero el volumen propio en que

3
%) y el momentum ha disminuido en %.

Esto significa que f(£,T,,) se conserva en el tiempo. O sea, parat > tp (0 T, < T,,p) con tp el
momento en que se produce el Desacoplo, la funcién de distribucidn estd dada por [11]:

se encuentran ha aumentado en un factor (

R(t)

FIE@H), T(t)] = foal E@o), Top] = f [E (p<t>7D) ,TV,D} 5.1)

Donde el subindice D se refiere a la época del desacoplo. Ademds sabemos que el nimero de
neutrinos, la energia total y la energia por neutrino estan dadas por:

\%
N, = s [ ro.ma (52)
1%
B~ s | BT 59)
&, = % (5.4)

Donde:
E*(p) = vgel” +mPc!

Ahora se puede determinar la Funcién Distribucién que seguirdn después de desacoplarse. La
energia de los neutrinos se puede expresar como E(t) = U, p(t) (Usamos una expansién con

83



5.2. Velocidad de los neutrinos primordiales

cero orden en la masa ya que f depende exponencialmente de £ lo que reduce atin més su efecto)
y como pp = p(t)%?, obtenemos al usar (5.1):

1
[ 1)) = e (5.5)
e FsTv 41
ConT, =1, D% y i, = 0 por la baja interaccién que tienen con la materia. Esto significa

que la distribucién de los neutrinos, que se desacoplan mientras son relativistas, es de Fermi con
temperatura 7,,, o sea R, = cte. Evaluando en (5.2) y (5.3):

% / 1 3
N v — Vmazx,v d p
2mh)® ) et 4

E = 4 / E(p) d3p
e

YT rhp )

Naturalmente, la expresion de N, serd igual para cualquier instante de tiempo. Usando el cambio
de variable z = %22 obtenemos:
Blv
N BV kT’
v 4m2h3v3

max,v

(5.6)

Donde ¢(3) = 1,2021 es la funcién Zeta de Riemann. Podemos ver que, efectivamente, se mantiene
constante en el tiempo ya que V oc R3(t) y T}, o R™!(t). Para determinar E,, se debe tener una
expresion para F(p). En general, esta expresion es nuestra relacion de dispersién, pero como la
integral se vuelve muy complicada, analizaremos los casos extremos donde los neutrinos siguen
siendo relativista y cuando dejan de serlo. Por la simetria esférica, la velocidad es radial, por lo
tanto s6lo debemos determinar su médulo. EI médulo de la velocidad de una particula esta dada
por:

e
o

v

siendo € y p la energia y el momentum de una particula relacionados por nuestra relacion de
dispersion:
2

2 2 2.4
€° = Vpael” +Mm'c

Mientras la particula siga siendo relativista, al desarrollar la derivada hasta segundo orden en la
masa (¢ >> mc?), obtendremos que:

1 (me*\?
vy = Umaz,v (1 - E (%) ) (57)
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Donde podemos ver que sélo el orden cero en la masa de € mantiene el segundo orden en la velo-
cidad. Por lo tanto debemos usar E(p) = vpq.p al desarrollar E,.

Ahora, si la particula pasa a ser no-relativista, tendremos que la energia y la velocidad de una
particula a segundo orden en el momentum (PVpap,, K mc?) seran:

€, ~ mc + (LLZI’U)Q %
(95 Umaz,v 2 p €
v, = 87 =~ (77) — = Unmaz,v 2 (72 - 1) (58)
D c m mc

Donde vemos que, para mantener el orden en el momentum, los calculos deben ser hasta segundo
T4 maz,w \2 p?
orden en la expresién de E(p), o sea E(p) = mc? + (“mezx)” 2

c 2m*
5.2.1. Neutrinos relativistas

Como dijimos, para determinar F,, en este caso, debemos usar E(p) = ,,q.p. Con esto, obtenemos
la expresion:

gV (kpT,)*
B, = 2401303, (5:9)
Usando (B.8) y (5.9) en (5.4) y (5.7), obtenemos:
Tt
Ey = kaTV (510)
1 /180¢(3)myc®\ >
vy, = ’U,nam’u (1 — 5 (%TTBZ) (51 1)

Si definimos la velocidad relativa entre los neutrinos y los fotones del plasma como Av = v, — v,,,
nos queda:

) 1 2\ 2
0 B e ()

2 TntkpT,

Donde AVpez = Umazy — Umas,y = €0y lo que significa que este factor se anula si no existe
la violacién. Evaluando numéricamente y dejandolo en funcién de M, = m,c?, kgT, y o, nos
queda:
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5.2. Velocidad de los neutrinos primordiales

Av M, \? M, \?
— =, [1-5,04x 1072 - 4 x 1072 - 12
—=a ( 5,04 x 10 (k'BTu>>+5’O x 10 (kBT) (5.12)

Donde hemos separado la parte dependiente e independiente de la violacién de Lorentz impuesta.
Naturalmente, para que la aproximacion sea vdlida, se debe cumplir que kg7, >> M,,.

5.2.2. Neutrinos no relativistas

2
En este caso tenemos que E(p) = m,c® + (”—”) %, por lo tanto, al evaluar en E, usando
(B.8), obtenemos:

kgT,\" 1,
E,=Nm,c" |1 A
) m ( +3 (m’/ﬂ) [2> (5.13)
Con [, = fo er+1 dr = (1 — 2%) n!¢(n + 1). Entonces, evaluando en (5.4) y (5.8), se tiene que:
¢(5) (kBT )2
g, =M, | 1+ 15—~ (5.14)
( 2(3)
€(5) kBjjl/
Uy = Umaz,v 15—+ A
v Uma, O((B) M, (5.15)
Dando una velocidad relativa:
Av ¢(5) kgT, ¢(5) kgT,
— =y /15— 15—~ 5.16
e M, T ¢3) M, (518)

Donde hemos separado la parte dependiente de la violacién de Lorentz de la independiente y
¢(5) = 1,0369. Como la velocidad no puede ser mayor que su velocidad maxima, debemos aco-
tar para que valores de la temperaturas esta aproximacion es vélida. Se tiene que v, > Uz

si kgT, > éé‘é% M,,. Eso significa que la aproximacion es valida si kg7, < lgf') M,
0,28M,,.

5.2.3. Resultados huméricos y analisis

Sabemos que, cuando los neutrinos se desacoplaron del resto del plasma primordial, kg1, p ~ (2—
4) [MeV]y, actualmente, kg7, o = 1,68 % 10~* [eV]. Sumado a esto, por pardmetros cosmoldgicos,
sabemos que [12]:
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5.2. Velocidad de los neutrinos primordiales

> my, < 0,17[eV]

Que claramente nos dice que eran relativistas en el momento de su desacoplo. Como no existen es-
timaciones muy precisas sobre la masa de los neutrinos, usaremos m,, =~ 0,17[eV]. De esta forma
nos aseguramos que estamos dentro de los limites correctos para encontrar el mayor efecto posible
que se podria tener sobre la velocidad de los neutrinos. Considerando todo esto, podemos decir
con toda seguridad que los neutrinos primordiales ya no son relativistas en el presente.

Antes de discutir en detalle este resultado, analizaremos el efecto de la LIV. Para esto analiza-
remos las expresiones de velocidad relativista y no relativista. Si observamos estas expresiones,
podemos ver que, basicamente, ambas son proporcionales a v,,q,. . Esto significa que la diferencia
porcentual entre el caso con y sin LIV es siempre:

0,(0) — v, ()
0,(0)
Por lo tanto, es imposible que este LIV tenga un efecto importante en los neutrinos. Debido a esto,

continuaremos nuestros calculos usando oz = 0. Sin embargo, es posible que otro tipo de LIV que
altere la relacion de dispersion de energias de otra forma pueda tener un efecto relevante.

100% = @, 100% = 1 x 1072 %

Anteriormente mencionamos que nuestra aproximacion no relativista sélo es valida si % <
0,28. En el presente tenemos que kﬁfi ~ 1073 cumpliéndose la aproximacién no relativista. Debe-
mos recordar que usamos una cota alta para la masa del neutrino, asi que es caso de que la masa sea
100 veces menor (~ 2 x 1073 [eV]), el limite no es respetado. Sin embargo, tampoco corresponde
al limite ultra relativista, mds bien corresponde a un caso intermedio. Para mantenerse relativista
hasta el dia de hoy, es necesario tener una masa al menos 10000 veces menor (~ 2 x 107> [eV]).

En la Figura 5.3 se representa graficamente la evolucion de la velocidad de los neutrinos por la
expansién del Universo. Se definen las variables adimensionales z = kf:; ey = ¢, tal que al mo-
vernos hacia mayores valores de z nos movemos mas hacia adelante en el tiempo para una masa
dada de los neutrinos. Claramente, vemos que los neutrinos sufren una rapida desaceleracién desde
la época del desacoplo, para luego sufrir una desaceleracién cada vez menor, aproximdndose a una

velocidad cero.

Todas las estimaciones conocidas de la masa de los neutrinos indican que estamos en una zona
dominada por la aproximacién No Relativista. Las estimaciones mds pequefias estan entre 107 y
1073 [eV]. Recordando que nuestro limite superior es 0,17 [eV], veremos que en el presente nos
encontramos en la regién 0,6 < z < 1012, el cudl es un rango muy amplio. Evaluando numéri-
camente en (5.15), obtenemos v, = 3,55 x 1073¢ = 1065 [’“Tm], con una masa de 0,17 [eV]. Esta
velocidad serd mayor si usamos masas mds pequefias para el neutrino.
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5.3. Distribucién del CNB

Hasta ahora, hemos asumido que los neutrinos no son afectados por el potencial galdctico, o sea
son particulas totalmente libres y no son reliquias de la Via Lactea [13]-[14]. Para verificar este
punto, debemos considerar la relacién entre la energia cinética y la potencial de los neutrinos en la
Via Lactea. Esto es:

m,v®  GMm,
2 R

_ [2GM
SV R

Donde v seria la velocidad limite donde la energia potencial es comparable a la energia cinética.
Evaluando en M ~ 2 x 10*? [kg] and R ~ 4,7 x 10?° [m], la masa y el radio de la Via Léctea
respectivamente, obtenemos v ~ 754 [%7]. Como a lo menos v, = 1000 [“], nuestra suposicién

es aceptable al menos hasta el dia de hoy.

5.3. Distribucion del CNB

Para determinar la distribucién efectiva de los neutrinos (distribucion desde la Tierra), necesitamos
usar la ecuacion (5.5). Sumado a esto, necesitaremos para los célculos, la distribucién de fotones
después de desacoplarse, que es:

f.T) =

et —1

que corresponde a una distribucién de Bose-Einstein ultra-relativista con R7T = cte que, actual-
mente, corresponde a una temperatura de 2,73 [K]. Ademads, vimos en el capitulo anterior que una
violacion de Lorentz de la forma:

E? = ”U:,LWJ)Z +m2ct

no diferenciaba, de forma notoria, la energia y la velocidad de los neutrinos primordiales en compa-
racion a la relacion de dispersion usual (v, = ¢). Es por esto que las reglas usuales de relatividad
especial son vélidas como, por ejemplo, las transformadas de Lorentz tanto para las coordenadas
espacio-temporales como para las de energia-momentum. Por lo tanto, podemos comparar la dis-
tribucién entre el sistema inercial de la Tierra y el del sistema comévil a la expansion del universo
de la forma usual. Con esto, es posible demostrar que (Ver Apéndice):

f/(plvT/) = f(p>T) (5.17)

Lo que significa que la funcién distribucién es un invariante bajo Lorentz, lo cual es vélido para
cualquier tipo de particula. Ahora analizaremos algunos casos. Primero, el de los fotones del CMB
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5.3. Distribucion del CNB

para guiarnos, ya que su resultado es muy conocido. Luego veremos el caso de los neutrinos que
es lo que nos compete en este informe. Para esto, nos serd util la relacién:

E =~(E" — v cos(#')) (5.18)

-1

- ()
comévil a la expansion del universo. 6’ es el dngulo que se forma entre la linea de visién y la
direccién del movimiento de la Tierra [15]. Usando la expresion (5.18) determinaremos p’ como
funcién de p.

Donde v = y los términos primados se refieren a la Tierra y los no primados al sistema

5.3.1. Fotones

En el caso de los fotones del CMB, tenemos que £ = cp, por lo tanto, la expresion (5.18) se reduce
a:

1 —%cos(f))
_ —p
1= (%)
Reemplazando en (5.17), obtenemos:
i [ 1= % cos(0)
fw.n)=f|——=».7,

. 2
- ()
Como los fotones, después de desacoplarse siguen una distribucién de la forma:

1
fw = pe

eksTy — 1
podemos dejar nuestra expresién como:

FW.T) =f 'Ti
Prly) =1\ P 71— % cos(0)

Por lo tanto, la distribucién de los fotones detectada desde la Tierra f’ en una direccién especi-

fica, serd de la misma forma que la detectada en el sistema comévil al universo, pero con una
temperatura distinta dada por:

(e
; c
= T71 — Y cos(0)
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5.3. Distribucién del CNB

Si consideramos que v; < ¢, nos queda:

T, ~T, (1 +2 cos(@'))

Y~ %605(9’) (5.19)

Donde lo tltimo se conoce como el momento dipolar y es del orden de 10~%.

5.3.2. Neutrinos

En el caso de los neutrinos, tenemos particulas con masa. En la época actual, los neutrinos son No
.. 2 . . .

Relativistas, por lo tanto £ = m,,c*+ 3 para ambos sistemas de referencia en estudio. Evaluando

en (5.18) y usando la aproximacién v; < ¢ dejando hasta segundo orden en p’ y v, queda:

p? = p? — 2m,up’ cos(#) + m2u?

Evaluando en (5.17) se obtiene:

F@,T)="f <\/p’2 — 2m,vp’ cos(0') + m?,vf,T,,) (5.20)

A diferencia de los fotones, en este caso resulta imposible obtener una relacién entre 77, y T, pero
sabemos que la distribucién estd dada por (5.5). Aparentemente, s6lo podemos notar los efectos
graficamente. Para facilitar nuestro andlisis, serd util definir el nimero de neutrinos por dngulo
s6lido de momentum:

dN gV 1 I\, 12
= = T!)pd
0 (QWh);i,f (', T))p"dp

Con esto, podemos obtener la funcién distribucién del nimero de particulas:

gV
F(p,\T)) = nh) '@, T,)p"? (5.21)
En nuestro caso, I serd:
p/2
F'(p,T)
', T) /P2 2muvep cos(e)) fmEvZe
e kpTy +1

90



5.3. Distribucion del CNB

La(®) | Direccion de Observacion
1 A favor del Movimiento Terrestre.
0,5 | 60° deflectado del Movimiento Terrestre.
0 Perpendicular al Movimiento Terrestre.
—0,5 | 120° deflectado del Movimiento Terrestre.
-1 En contra del Movimiento Terrestre.

Cuadro 5.1: Direcciones de Observacion.
Valores de a(f’) usados en la Figura 5.4 con su correspondiente direccion de observacion.

5.3.3. Analisis

.. L. . . . . /e ,
Para nuestro andlisis, resulta dtil definir las variables adimensionales 2 = 22, a(¢') = 744 cos(0")
P P
and b = a(0). Con estos pardmetros nuestra distribucién queda como:

1.2

!
o e\/m272ax+b2 +1

(5.22)

Considerando una velocidad terrestre de v; ~ 300 [%], podemos ver que b ~ 1 para M, = 0,17
[eV]. Esto significa que —1 < a(#’) < 1. Este rango serd menor si usamos una masa menor para
el neutrino, pero la aproximacién No Relativista serd menos precisa.

En la Figura 5.4 se muestra F’; aqui hemos usado un valor de b ~ 1y algunos valores representa-
tivos de a (') (Ver Tabla 5.1).

Recordemos que la distribucién F” representa la cantidad de particulas que vienen de cierta di-
reccion con cierto momentum. Esto nos muestra la pérdida de homogeneidad y de claridad de la
distribucién. Vamos a captar muchos mds neutrinos si observamos hacia donde se dirige la Tierra,
pero la funcién de distribucién se altera mucho mds con respecto a la del sistema comévil. Si nos
alejamos de esta direccidn, el nimero de neutrinos detectados disminuye considerablemente, de
tal forma que los momentum pequefios son favorecidos.

Se puede demostrar que el méximo de la distribucién debe cumplir con la ecuacién numérica:

(2 Va2 — 20T ey + 02 — 22, + axm‘m> eV e 2mast 9 S12 D0t + 02 = 0
(5.28)

Es muy complicado encontrar una expresion general paral z;,., pero podemos estudiar los casos
extremos a(f) = by a(f) = —b donde b ~ 1 para M, = 0,17 [eV]. Evaluando en (5.23),
obtenemos:
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5.3. Distribucién del CNB

Tmaz(a@ = b) = 2,463
Tmaz(a = —b) = 2,091
Esto significa que la mayoria de los neutrinos tendrdn momentum:

/

p'c

2,091 <
' ~ kgT,

< 2,463
Esta informacion sera util al momento de construir un detector.

Ahora, si usamos una masa mas pequefia, la diferencia entre distintas direcciones en las distri-
buciones desaparece. En la Figura 5.5 y 5.6 podemos ver la distribucién a masas 10 y 100 veces
menor respectivamente, donde la aproximacion No Relativista atin puede ser valida. Para compa-
rar, la distribucion de fotones estd en la Figura 5.7 para diferentes dngulos de observacion.

Este efecto se debe a que una particula sin masa siempre ird a la velocidad de la luz, mucho mas
rapido que la velocidad terrestre, por lo tanto la Tierra puede considerarse practicamente en reposo
con respecto al sistema comdévil. Sin embargo, si esta particula adquiere masa, ésta serd sometida
a la desaceleracion producida por la expansion del universo (Ver Figura 5.3), haciendo para el caso
de los neutrinos, que estos tengan velocidades no mucho mayores a la velocidad de la Tierra v,.
Esto significa que el efecto del movimiento terrestre es muy importante y, a medida que pase el
tiempo, este efecto serd cada vez mayor hasta el punto que la velocidad de los neutrinos sea mucho
menor a v;. Esto se verd reflejado en un incremento enorme de la distribucién en la direccién a
favor del movimiento terrestre en comparacion a cualquier otra direccién.

Conclusion

Logramos demostrar que la pequefia masa de los neutrinos primordiales trae importantes modifi-
caciones a su velocidad. Sin masa, los neutrinos se mantendrian permanentemente a la velocidad
de la luz, c. Sin embargo, al tener masa, su velocidad es afectada por una fuerte desaceleracion
(Ver Figura 5.3), de tal forma que son No Relativistas en la actualidad. Como hemos desarrollado
una expresion para la velocidad con respecto al sistema comdvil a la expansion del universo, es
necesario usar la adicién de velocidades para determinar la velocidad promedio del neutrino rela-
tiva a la Tierra. Gracias a que el LIV estudiado en este informe no produce efectos importantes,
podemos usar libremente las transformaciones de Lorentz. La diferencia entre la velocidad con y
sin LIV es de ~ 10720 %, el cual es totalmente despresiable.

De la misma forma, la masa de los neutrinos también trae importantes cambios en su distribucion.
Desafortunadamente, a diferencia de los fotones, no es posible introducir un término similar al
momento dipolar ya que la temperatura dependeria de p’. O sea, a mayor masa mayor el efecto.
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5.3. Distribucion del CNB

Ademids, la distribucion es fuertemente favorecida en la direccién del movimiento Terrestre, pero
si nos alejamos de esta direccion el niimero de neutrinos se reduce. Este efecto serd cada vez ma-
yor, de tal forma que llegard un momento en que poco a poco los neutrinos tendran velocidades
menores a la velocidad de la Tierra, a tal punto que parecerdn estar en reposo y sélo recibiremos
los neutrinos que choquen con la Tierra a medida que esta dltima se mueva.

Para terminar, de lo dicho anteriormente, debemos destacar que la existencia de la masa de los
neutrinos tiene un efecto en la percepcion que tenemos de ellos. Basicamente se observa una dis-
tribucién en extremo no homogenea, con una direccién favorecida. Esto quiere decir que, para
poder detectarlos, se deben enfocar los detectores en esta direccion, que corresponde a la direccién
del movimiento de la Tierra. Una forma de liberarse de eso es ubicarse en puntos aproximadamen-
te en reposo como lo son los puntos de Lagrange, como lo hara el satélite Planck Surveyor que
observard el CMB [16]. Sin embargo, por la dificultad que implica el detectar neutrinos, probable-
mente los detectores deberdn instalarse en la superficie terrestre.
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Apéndice

Las reglas de relatividad especial nos dicen que las transformacions de Lorentz entre dos sistemas
de referencia son:

e L @
pP=pL+9 <p/\| + ?El)
E=(E +7-)

Donde el sistema de referencia primado se mueve a una velocidad ¢’ del no primado. Los términos
con los subindices || y L corresponden a las componentes vectoriales paralelas y perpendiculares
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5.3. Distribucién del CNB

a la velocidad ¥ respectivamente. Como estamos considerando una particula que se mueve en el
universo, nuestros sistemas de referencia primados y no primados seran, respectivamente, el de la
Tierra y el sistema comévil a la expansién del universo, por lo tanto ¥/ es la velocidad propia del
planeta Tierra. Por esto, desde ahora, la llamaremos %;.

Considerando que las particulas se mueven hacia la Tierra a lo largo de la linea de visién (Ver
Figura (5.1)), las transformadas de Lorentz pueden escribirse como:

! ! ! / ’Utxfl
rii=2; =) tut) t=q|t+ = (5.24)
v
pLi=pi pI=7 (pﬂ - Z;El) E=7(E —vp)) (5.25)
S s
5‘(1,1, £,
| | ]
I P I P
: :
| e | e
1 s | 7
e e
ﬁlz B AJI. 2 B \
@ ‘:t o _;\(u S ﬁ:l

Figura 5.1: Descripcion de ambos sistemas de referencia. S: Sistema de referencia comovil a la expansion del
Universo. La Tierra tiene una velocidad v; y el neutrino tiene momentum p. Entre ambos se encuentra el angulo de
vision 6. S’: Sistema de referencia de la Tierra. La Tierra se encuentra en reposo y el neutrino tiene momentum p'.
Se muestra el angulo de vision 6" medido desde la Tierra. El sistema de coordenadas de .S y S’ se relacionan por
las transformadas de Lorentz.

Donde 7 = 1,2 rotulan las dos coordenadas que se pueden obtener de la parte perpendicular a
U;. Serd util dejar las transformadas en forma diferencial considerando una medicién instantdnea
desde la Tierra, o seaat’ = cte o dt’ = 0, resultando:

vtdsci‘
dey;=dz' ; dzx)= de’H dt = v— (5.26)
: &
dpy;=dp,, dpj =~ (dp"‘ - %dE) dE = A(dE' — vdp)) (5.27)

Ahora, si cuando contamos el nimero de particulas desde la Tierra en una direccién especifica
de forma instantanea (dt’ = 0), observamos que, dentro de un volumen d>r’, se encuentran dN

—

particulas con valores de momentum en un rango [p’, d®p'], dN estaré dado por:
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5.3. Distribucion del CNB

dN = f'(p/, T d®p'd®’ (5.28)

Donde [’ es la funcién de distribucién de las particulas observadas desde la Tierra. Estas mismas
particulas, en el sistema de referencia comévil, se encuentran en un volumen dr y con valores
de momentum en [, d*p], pero en el tiempo dt dado por (5.26) (distinta de cero ya que dt’ = 0)
algunas particulas salen o entran de d*r. Es por eso que el nimero de particulas, en este sistema
estd dado por:

AN = f(p, T)dpd*r + f(p,T)d*pdS - dt (5.29)

Donde @ = 02% es la velocidad de la particula y dS es el diferencial de drea, con direccion normal,
por donde sale la particula. Ambas expresiones para d/N son, simplemente, una variacién de la
ecuacion de continuidad:

dp L
ngV-(pu)—O

Con p = f(p, T)d>p. Como dN debe ser el mismo en ambos sistemas, debemos igualar (5.28) y
(5.29). Entonces:

F, Td*p d>" = f(p, T)d>p <d37‘ + czdt]);S> (5.30)
Con (Ver Figura 5.2):
dr = dyy Ndxyy Ndry
dS = —(day Ndx 1310+ doy Adr i o811+ deig Adegad))

7= =& +pLaZia+pietis)

Donde A representa el producto entre diferenciales que es anti-conmutativo. Evaluando en (5.30),
usando (5.25) y (5.26), tendremos:

. . B
F'@, TP = f(p, T)d*pd’r' = (5.31)
Reemplazando (5.27) en d*p = dp, 1 A dp, » A dp), obtenemos:
d'p = dp', A, Ay (dpf = 5dE)

Pero sabemos que E'* = ¢2(p/ i,l +p' 1,2 +p' ﬁ) +m?2c*. Derivando, llegamos a la relacion E'dE’ =
AW adp'y  + ) odp 5+ p|dp/). Evaluando:
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}EJ.rl |
|
;\
: 1 Xm,Q
|
| I \1_
|
| |
| dSJ.r 2 - |
7 ods
: 7 S dz
- 1
| .
| P ds3,
| L
| I dz, i
|
|
~ A

Figura 5.2: Representacion del elemento de volumen d3r donde se muestra cada elemento de superficie. Se
puede ver claramente el sentido vectorial de p'y ds.

P
d’p = p'y 1 A dplz A dpi"y (1 - Ut)

Donde hemos usado que dp', ; A dp', ; = 0 por ser un producto anti-conmutativo. Usando (5.25),
d?p se reduce a:

E
d*p = d3p’—E/
Entonces, (5.31) se reduce a:

f'@,T) = f(p,T) (5.32)

Esto significa que la funcién distribucién es un invariante de Lorentz. En [17] se ha desarrollado
de un modo diferente, donde usan:

dN = f(p, T)d*pd®r

Naturalmente, no obtienen que f es invariante de Lorentz, lo cual, por lo recién presentado, asegu-
ramos que es erréneo.
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/: Meutrinos Relativistas.

/: Meutrinos Mo-Relativistas.

Figura 5.3: Representacion de la Velocidad del Neutrino (Ecs. 5.11 y 5.15). Comienza siendo dominado por la
expresion relativista (azul) para luego seguir la No Relativista (rojo). La expresién general debe ser una composicion
de ambas.
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Figura 5.4: Distribucién de los Neutrinos Primordiales en el presente (Ec 5.22) para distintos valores de a y b ~ 1

que corresponde a M, = 0,17 [eV]. La curva negra representa la distribucion en el sistema comovil.
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Figura 5.5: Distribucién de los Neutrinos Primordiales en el presente (Ec 5.22) para distintos valores de a y b ~ 0,1
que corresponde a M, = 0,017 [eV].
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Figura 5.6: Distribucién de los Neutrinos Primordiales en el presente (Ec 5.22) para distintos valores de a y

b ~ 0,01 que corresponde a M,

=0,0017 [eV].
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Figura 5.7: Distribucién de los Fotones Primordiales en el presente (Ec 5.22) para distintos valores del angulo de

observacion ’.
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Resumen

En este capitulo estudiamos una mezcla binaria inerte en el esquema de relatividad especial. Par-
timos de la ecuacién de Boltzmann covariante y obtenemos ecuaciones de balance en una repre-
sentacion donde el nimero de particulas por especie n;, n(;), la velocidad baricéntrica U y la
temperatura 7' son variables de estado. Para obtener informacién hidrodindmica compatible con
el régimen Navier-Stokes-Fourier de la ecuacién de Boltzmann usamos el bien conocido método
de Chapman-Enskog a primer orden en los gradientes. Mostramos que con una novedosa eleccién
de las fuerzas termodinamicas asi como la introduccién de un nuevo flujo termodindmico, flujo de
volumen es posible hallar la compatibilidad entre la Termodindmica Irreversible Lineal (TIL) y la
Teoria Cinética Relativista.
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6.1. Introduccion

La teoria cinética relativista tiene mas de un siglo en que ha sido objeto de estudio por diversos
autores. El primer trabajo relevante en esta direccién fue la deduccién de la funcién de distribu-
cién para un gas ideal relativista por F. Jiittner [1] en 1911. Para 1940, Lichnerowicz y Marrot
[2] escribieron la generalizacion relativista covariante de la ecuacién de Boltzmann. Como sabe-
mos, uno de los principales resultados de la ecuacién de Boltzmann sin necesidad de resolverla es
poder escribir ecuaciones de balance, obtenidas por R. Marrot [3] en 1948, quien también dio la
extension relativista del teorema H. Con resultados similares encontramos también el trabajo de
Taub [4]. A inicios de los afios sesenta, W. Israel [5] dio a conocer una teoria muy completa para
el gas ideal que inclusive permite calcular coeficientes de transporte. De ahi surgieron mdltiples
esfuerzos hoy condensados en dos tratados sobre la materia v. gr. la obra de S. de Groot et. al. [6]
y mads recientemente el libro de Cercignani y Kremer [7]. Ambas son referencias ineludibles para
cualquier lector interesado en el tema.

Por otro lado encontramos en la literatura [8, 9] el estudio de un fluido simple en relatividad es-
pecial, donde el concepto de velocidad cacdtica (omitido en el andlisis histérico) de una molécula
se propone como concepto fundamental en la teoria y permite obtener resultados transparentes. En
efecto, uno de los autores Leopoldo Garcia-Colin Scherer conjuntamente con Alfredo Sandoval
Villalbazo [10] hicieron notar que conceptos como la energia cinética y temperatura locales asi
como los flujos macroscépicos que generan las fuerzas termodindmicas son muy féciles de inter-
pretar y de calcular si no se ignora el concepto de velocidad cadtica. Esto ademds pone énfasis de
una vieja tesis de Eddington, quien afirma que todos los cdlculos de cantidades termodindmicas
deben hacerse en el sistema comovil [11]. Obviamente en este sistema sélo tiene sentido la ve-
locidad cadtica. Como se afirma y demuestra en la Ref. [8], la transparencia de los resultados es
inevitable.

Otro comentario que vale la vena hacer antes de iniciar con el andlisis de la mezcla binaria es
el hecho de que las variables termodindmicas se definen como invariantes ante transformaciones
de Lorentz. Esta propiedad aparecerd en el transcurso de este estudio y debe tenerse muy en cuenta.

Para estudiar una mezcla binaria inerte relativista, la motivacion surge fundamentalmente de la
estructura que tiene el flujo de calor para una sola especie. Como se puede ver en la referencia [8],
el flujo de calor covariante tiene la forma,

T n‘u} 7 6.4)

V— _phH | [ L,
a [TT + n

donde
R = g 4 C*QUMUV7 (6.2)

es un proyector que tiene la propiedad h:U” = 0y g es la metrica (en nuestro caso de Min-
kowski). Los coeficientes Ly y L,, son funciones de las integrales de colision. Los operadores () ,,
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representan gradientes, que en este caso estdn aplicados a variables elegidas como variables de
estado. En la Ec. (6.1) vemos dos términos, el primero es proporcional a T—T" que corresponde a la
ecuacion de Fourier que dice que un gradiente de temperatura genera un flujo de calor. El segundo
es un término proporcional al gradiente del nimero local de particulas “* cuyo coeficiente L,
tiende a cero en el caso no-relativista. Este ultimo efecto, inexistente en el caso cldsico, ha causado
controversia en la literatura [12]. En las referencias [13, 9] se ha mostrado con rigor matemati-
co que a primer orden en los gradientes del sistema, la ecuacién (6.1) es la relacién constitutiva
correcta para el flujo de calor de un gas ideal diluido fuera de equilibrio, contrario a versiones
fenomenoldgicas [14].

La pregunta que surge ahora de forma natural es, dada la estructura de los flujos vectoriales de una
mezcla binaria inerte no-relativista (Véanse los capitulos correspondientes a la una mezcla binaria
en las Refs. [15] y [16]), ;/qué significado tiene el ahora “efecto cruzado” que aparece en la Ec.
(6.1)? (Qué significado tiene el término proporcional a “£? Por simetria puede uno preguntarse
si también el flujo de masa genera un flujo de calor. Esto incluso llega a sugerir un teorema de

reciprocidad a la Onsager en sistemas de una sola componente.

Para responder esta pregunta nos remitimos buscar la congruencia de una mezcla binaria relativista
con la Termodinamica Irreversible Lineal (TIL) [16]-[17].

Como veremos, el hacer la teoria cinética de una mezcla binaria inerte relativista presenta varias
alternativas, un hecho que no es una novedad, pues en el caso no-relativista se ha mostrado [18] que
la eleccion de las fuerzas termodindmicas es un paso sutil y fundamental para hallar la compatibi-
lidad entre la teoria cinética y los cuatro postulados de la TIL. Recordemos que estos postulados
son [16]-[17]

1. Hipdtesis de equilibrio local

2. Extension de la validez de la segunda ley de la termodindmica a procesos irreversibles
3. Relaciones constitutivas lineales

4. Validez de las relaciones de reciprocidad de Onsager®

Nosotros construiremos la teorfa cinética para una mezcla binaria inerte relativista teniendo siem-
pre en mente que los resultados que obtengamos, sean consistentes con las cuatro hipétesis ante-
riores.

"Esta hipétesis supone que los flujos termodinamicos son combinaciones lineales de gradientes de variables
termodinamicas.

2Si tenemos un sistema con 7 flujos y n fuerzas termodinamicas, por la tercer hipétesis de la TIL, podemos
escribir a los flujos en una “matriz onsageriana” donde podemos agrupar a todos los coeficientes de transporte en
una matriz que segun esta hipétesis, debe ser simétrica
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6.2. El problema

Comenzamos con el estudio considerando a una mezcla de dos fluidos simples inertes. Usaremos
los subindices (¢) y (j) para distinguir ambas especies. Hay dos tipos de particulas y sus masas son
my;),myj). La ecuacién de Boltzmann que gobierna a la especie (4) es

vy faye = J (fofw) + T (fao fo) (6.3)

y otra andloga para la especie (j) que se obtiene de (6.3) simplemente intercambiando () por (5).
Aqui UZ‘) es la tetra-velocidad para alguna particula de la especie (4), y los términos de colisién se
escriben como

I (fofo) = / (Fo £y = For fy) Fian ZiindQuepdviy, (6.4)

para cualquier término del lado derecho de la Ec. (6.3). Las integrales se hacen sobre una diferen-
cial invariante de la velocidad definida como

(6.5)

donde v?j) es la componente temporal de vé;). Hay que notar ambas ecuaciones estdn acopladas a
través del término de colision J () fi)) = J (fi).f))-
Aqui los contenidos fisicos de todas las cantidades involucradas son esencialmente los mismos que

en los casos no-relativistas. Las cantidades sefialadas con una ’ indican que estén evaluadas en la
velocidad molecular después de una colisién binaria. Tenemos ademds un flujo invariante

1 1 2
Flijy = C?U?i)v?j) = E\/%(”%(” (u(’?)vm(j) — 02) - (6.6)

que tiende a la velocidad relativa en el caso cldsico. La seccién diferencial eficaz de colisién
invariante es X;;d€(;;), donde df)(;; es el elemento de dngulo sélido para colisiones binarias
entre particulas de la especies (¢) y () respectivamente. En (6.6), vé) Y v(; son la parte temporal
y espacial de Ué) respectivamente.

Es muy importante sefialar que tanto J{;;) asi como X(;;)d€(;;) satisfacen una simetria andloga a
aquella correspondiente a la del principio de reversibilidad microscépica [25, 26], es decir

(6.7)

N TN A I B
U Y) _’”<i>”<j>)

Ol e I Ll
El hecho de que tengamos dicha simetria genera un criterio de irreversibilidad termodindmica,
lo podemos entender enunciando el teorema H para una mezcla: Para algtin estado inicial de la
funcién de distribucién f(;), un gas gobernado por la ecuacién de Boltzmann tiende al equilibrio
local si y sélo si

HE <0, (6.8)

Ho—
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para todas las colisiones binarias tales que
fo ki = fato 6.9)

donde la funciéon H* se define como
H'=->" / vl foy (In fy — 1) dvfy. (6.10)
(4)

Esta formulacién del teorema H, obtenida en detalle para el caso de una componente en [6] se
puede asociar con la entropia local siempre y cuando la funcién f(;) esté escrita en términos de
variables termodindmicas. Este teorema expresa que la funcién definida en (6.10) es una canti-
dad que no puede decrecer. Por otra parte, resolver la ecuacién (6.9) e introduciendo informacién
termodindmica permite describir a la funcién de distribucién asociada con el equilibrio local. De
hecho, si elegimos a las variables que describen a la mezcla como el nimero local de particulas
para cada especie n(;),n;), la velocidad baricéntrica U* y la temperatura T’ e imponemos que €éstas
deben estar evaluadas tnicamente con una funcion de distribucién de equilibrio local uno puede
hallar que [6],

n( UBv;
f((g) = : (@) exp < (;B> . (6.11)
43z ICs (i) Z@)¢
2(i)
La Ec. (6.11) es la funcién de distribucion de Jiittner para el caso de mezclas, con z(;) = szz y

’H’L(.L)
Ky (z(l—)) es la funcion modificada de Bessel de orden 2. Dado que la Ec (6.11) es un invariante
relativista la podemos escribir en el marco comévil sin pérdida de generalidad

0 _ 0 exp (_&) 7 (6.12)
471'632(1-)]C2 (%) (i)

o\ —1/2
donde v, = ( — ’z—f) .

6.3. Ecuaciones de balance

A continuacién nos ocuparemos en hallar las ecuaciones de transporte para la mezcla. Como ya
hemos dicho, usaremos la representacion n;, n(;), U*, T. En las colisiones, la masa de las particu-
las, impetu y energia se conservan. Entonces nos referiremos a “invariantes colisionales” cuando
usemos las siguientes cantidades,

{m@,mavy}, (6.13)
claramente la energia estd contenida en la componente temporal del tetra-impetu i.e. mmvé). Co-
menzamos multiplicando m ;) con la Ec. (6.3) e integramos sobre todas las velocidades, tenemos

(TTL(,;)/?)%]‘.(i)dUzﬁi)) :O, (6.14)
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donde la operacién ()., representa una derivada covariante, sin embargo, como sélo estamos con-
siderando una métrica de Minkowski, ésta se reduce a un gradiente () ,. De la ecuacién de conser-
vacion (6.14) definimos el tetra-flujo covariante:

NG =ma) /v(c;)f<i)dv2‘i>, (6.15)
que es una cantidad conservada,
N(‘j);u =0. (6.16)
Si tomamos la contribucion de ambas especies, tenemos
(NG +NG)) = Na =0, (6.17)
por lo que el tetra-flujo covariante total
Na:N8)+N(OLj> (618)
se conserva.
Definamos la tetra-velocidad baricéntrica o hidrodindmica covariante de la mezcla U% como

N¢ = (n(i) + n(j)) Ue, (6.19)

donde la densidad de particulas total es n = n;) + n(;. Por lo tanto podemos escribir la tetra-
velocidad baricéntrica en términos de las tetra-velocidades hidrodindmicas de las especies,

nU® = n(i)U('f) + 7Z(j)U(O]-57 (6.20)
donde
TL(Z')U(O;) = my) /v%)f(i)dv(*j) (6.21)

segun la Ec. (6.15).

Dado que todo lo anterior le hemos hecho en un formalismo covariante, la Ec. (6.15) la podemos
escribir como,

NGy = L5370, (6.22)

donde Jg) es el flujo difusivo para la especie (i) y Lf es la transformacién de Lorentz del mar-
co que se mueve con el fluido en la velocidad baricéntrica U® (es decir una localidad) a un marco
arbitrario. Dicho marco, donde la velocidad hidrodindmica que se mide es {0, 0,0, ¢} es el ya men-
cionado marco comévil, y representa un concepto fundamental en teoria cinética. A la velocidad
molecular que se mide en el marco comdvil se le conoce como velocidad cadtica o térmica K 5),
para la especie (¢) y obedece una transformacién de Lorentz, a saber,

gy = LYK, (6.23)
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La validez de la ecuaciones (6.22) y (6.23) ha sido ampliamente justificada en la Ref. [8]; la
extension del caso de una componente al de la mezcla es trivial. Insitimos en el hecho de que
definir a la velocidad cadtica Eq. (6.23) es esencial en la teoria cinética pues permite aislar los
flujos disipativos de los efectos convectivos.

Notemos entonces que el flujo difusivo total se puede escribir como un promedio de las velocidades
cadticas:

JU=J + JG) = ma) /Kf?)fo:)dK(*i) +m) /K?j)f(j)dK(*jw (6.24)
3 .
donde dK <*Z.) = ¢ KIZ(") representa un diferencial invariante, equivalente al que esta definido en la

ecuacion (6.5). Al usar las ecuaciones (6.18), (6.19) y (6.22) se puede demostrar que
J(a;) + J(a]) = (0, O: 07 n) ) (625)

por lo que el niimero local de particulas queda definido como la componente temporal del flujo
difusivo, a saber

n=mng +ngG = /Vk(z) f(q;)dKz;-) + /’Yk(])f(j)dKij (6.26)

Es importante subrayar que la componente temporal de .J3;) es J(4¢) = ny;), que es el nimero local
de particulas de la especie (7) y legitima variable de estado. Por lo tanto, el flujo disipativo de masa
es un vector tridimensional.

Por otro lado, para hallar las ecuaciones de balance para el impetu y la energia multiplicamos a
mmvﬁ) con la ecuacién de Boltzmann e integramos en dfu(*i), resulta

</ m(i)vé) (’Ug)f@) dfuz‘i)> =0, (6.27)
donde la cantidad
Ba B *

se define como el rensor impetu-energia covariante para la especie (i), y es una cantidad que se
conserva

(T{j)“) —0. (6.29)
El tensor impetu-energia para la mezcla, tomando la contribucién de ambas especies es
Ba — P Bo
7 =T, + T, (6.30)
entonces,
(77) ., =0, (6.31)
implicando que 7% se conserva.
Con ayuda de la definicién (6.28) y la Ec. (6.30) podemos escribir,
a _ mPa Ba B « * B« *
Th — Ty + TG = ma /v(i>z)(i)f@)dv(i) + mj /v(j)v(j)f<j)dv(j), (6.32)
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y ademads por (6.31),
<m(i)/'uﬁ)’u3)f(i)dv2‘i) +m(]~)/vg)v(‘;)fmdvz‘j)) =0. (6.33)

Nuevamente, por las razones que hemos expuesto acerca de que el marco comdvil es de singular
interés en teorfa cinética podemos escribir a 7°* como una transformacién desde el marco comévil
a otro arbitrario de la siguiente manera,

Ba _ pBpa (qéd | gv¢
T — P (Tm n Tm) , (6.34)
es decir B
T°% = LOLT™. (6.35)
Aqui claramente
T o ﬁ « * /3 « *
TP = my; / KK fiydK Gy + m) / K0 Ky fi) dK ), (6.36)

estda medido en el marco comovil.

Para hallar una expresion irreducible del tensor impetu-energia, procedamos de la siguiente mane-
ra. Siguiendo las ideas de Steven Weinberg [27] y en apego a la idea fundamental del método de
Chapman-Enskog, es decir, escribir las cantidades que describen al sistema como una suma donde
el primer término esta asociado al equilibrio local y los demas a lo que estad fuera de equilibrio,
definamos

p 00 O Tl T2 T3 41
~ 0p 0 O T2 T2z T23 Q2
TP = + : 6.37
00 p O T3 T23 T33 (3 ( )
00 0 ne @ @ g 0
Si comparamos la Ec. (6.37) con (6.36) teniendo en cuenta a priori el desarrollo a primer orden en
los gradientes f(;) = f( © 4 f = ((Z (1 + p) ) como establece el método Chapman-Enskog,

podemos 1nmed1atamente 1dent1ﬁcar a la presidn hidrostdtica como
— _ a pra £(0) g7-x a rra £(0) 37-x
P =pa) + 06 = ma) / KKy fy dE G +me) / K Ky f i) 4K G- (6.38)
En nuestra notacion, los indices latinos son la parte espacial (corren del 1 al 3) de objetos tensoria-
les, mientras que los indices griegos corren del 1 al 4 donde el 4 es la parte temporal. La densidad

de energia por particula queda definida como

ne = ngyew) + ngey) = M) / K(l @) f(0 dK y +my /KJ)K f](.)))dK(*j> (6.39)
; * ; (0) 77+
= ) / (k) 5y +mo / (2,,) £,
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Por otra parte, las componentes del tensor 11%?, que estdn asociadas con los efectos disipativos y
contienen por tanto a las viscosidades, estdn dadas por,

e’

ﬁ(o;/; + ﬁ((ﬁ + T(Z-)Iaﬂ + T(j)Iaﬁ (6.40)

o 7B\ £(1) gpx o 1B (1) g7
Miyhag / (K 0K (i>) iy 4K Gy + mihag / (K o <j>) Fi) 4K
+7men hapZ™ + 75ym ) has T
donde () representa un tensor sin traza y 7% un tensor unitario.

Por dltimo el flujo de calor se puede escribir como
@ 4 — e 2RO K2 FOAKE 4 men?he K2 DK, (6.41)
9" =46 T 90 @€ g [ Ve )y A5 @) @O | Ve L)/ @) ¢ G)- :

Hay que notar que la componente temporal, es decir & = 4 del flujo de calor (que se define en el
marco comdvil) es precisamente la densidad de energia por particula Ec. (6.39). Asi que el flujo de
calor es un vector tridimensional.

Ahora, tomando la Ec. (6.37) y desarrolldndola con ayuda de (6.35) luego de unos pasos algebrai-
cos se obtiene que,

1 p 1
T = pg® + = (p + ne) UUP + — (ULEg" + UPLSq") + LALITH, (6.42)
c c
donde ¢g*” es la métrica de Minkowski y
1 T2 T3
" = T2 T22 T23

T3 T23 T33
0 0 0

(6.43)

o O o o

es el tensor de viscosidades.

La forma en que aqui hemos descrito la definicion para los flujos de calor e impetu es distinta
a aquella que usan los autores A. L. Garcia-Perciante y A. Sandoval-Villalbazo para el caso del
fluido simple relativista en la Ref. [8]. En el caso de fluido simple relativista, parten de la cons-
truccion de un tensor irreducible en términos de U* y luego identifican los flujos como cantidades
definidas en el marco comévil. En este caso lo hemos hecho “al revés”, es decir, primero definimos
los flujos termodindmicos en el marco comévil, y luego de forma natural con una transformacién
de Lorentz obtenemos el tensor irreducible (6.42). Las dos formas de proceder son completamente
equivalentes. De hecho, aqui podriamos partir de un tensor irreducible desarrollado con U* y llegar
a la ecuacion (6.42). Insistimos que las dos formas representan exactamente lo mismo en términos
fisicos.
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6.3.1. El flujo de volumen

Ahora, y a reserva de mostrar su utilidad después, introducimos una novedosa cantidad microscé-
pica que nos ayudard a demostrar que si se puede obtener la compatibilidad entre la Teoria Cinética
y la Termodindmica Irreversible Lineal.

Consideremos el movimiento de una particula del sistema cuando choca con otra. Luego de la
colision, la primera viajard una distancia A hasta que choque con alguna tercer particula; a A se
le conoce como trayectoria libre. Hay que recordar que el tiempo que dura una colisién es mucho
menor que el tiempo que tarda la particula en su trayectoria libre. Ahora bien, tomemos la longitud
A como una longitud caracteristica de una particula en una localidad suponiendo que es mucho
mads grande que el tamafio de la particula pero mucho mas pequefia que el tamafio de la locali-
dad. Construyamos ahora un volumen cuya longitud caracteristica sea A, por ejemplo una esfera
V= %77)\3 cuyo centro es la particula. La particula siempre se encuentra en el centro de la esfera,
véase la figura 1 a)

Caso clasico Caso relativista

Figura 6.1: a) En el movimiento clasico de una particula la longitud A define una esfera. b) En
el movimiento relativista, la esfera se ve deformada debido a la no invarianza de la distancia, se
tiene ahora una esfera oblata con semiradios Ay \'.
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6.3. Ecuaciones de balance

Si la rapidez de la particula es comparable con la de la luz, habra necesariamente una contraccién
en el volumen de la esfera en la direccion de su movimiento, es decir un semieje se vera contraido
N = Vi A, véase figura 1 b). En tal caso, tendremos una esfera oblata en direccién del movimiento
de la particula, cuyo volumen aparente serd V' = Vi %7‘(/\3. El cambio de volumen AV respecto
al caso no relativista es,

, 4
AV =V -V = ZX? (vkm - 1) , (6.44)

donde V' y V representan el volumen de la esfera en el caso relativista y no-relativista respectiva-
mente.

Este proceso es lo que da lugar a lo que de ahora en adelante llamaremos flujo de volumen o
Sflujo volumétrico. El sistema ahora tiene aparentemente, una variable de estado adicional. Para
explorar su significado, establecemos la ecuacién de transporte que lo caracteriza. Siguiendo el
método usual, multiplicamos la ecuacién de Boltzmann con la cantidad que corresponde al cambio

en el volumen microscopico %7‘[‘)\3 ('Yk(,) - 1) e integramos en las velocidades d K Eki)’ dando como
resultado,
(/ ('ch(i) - 1) Kg)f(i)dK(*i)> = / ("/k(l) — 1) (J(ii) + J(ij)) dK(*i) (6.45)
7 = Tyol-

La Ec. (6.45) resulta ser una ecuacién de balance para el cambio de volumen en el gas, es una
cantidad que no se conserva pues m,,; 7 0. Por consiguiente, el flujo de volumen por especie lo
definimos como,

Toy = / (%m - 1) Ky fo dK (), (6.46)
y para la mezcla hay que sumar sobre ()
Ty = Z/ (7’6(1) - 1) Kéli)f(i)dK(*i)- (6.47)
(@)

Notemos que en el limite no relativista, la integral del lado derecho de la Ec. (6.45) se hace
cero, lo que implica que no hay cambio de volumen, m,,, = 0. Ademds en ese limite tenemos

(7’%) - 1) — 0 por lo que fv@) = (. Hay que notar también que para la componente y = 4, es

decir la componente temporal del flujo de volumen, es proporcional a | (’yk — 1) Vi) [y AT
que es esencialmente e — n. Por lo tanto el flujo de volumen es un vector tridimensional.

Para continuar con el desarrollo, necesitamos las ecuaciones de Euler. Para la masa tenemos [28]

n(i)U;‘f, + ’fl(i) =0, (6.48)
donde () = U* (), Para el impetu
pUP +nPp, =0, (6.49)
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6.4. Método de Chapman-Enskog

donde hemos definido !
p= = (ne+p), (6.50)

por simple conveniencia, p tiende a la densidad de masa usual en el limite no-relativista. Por dltimo,
para la energia interna
né +pUq = 0. (6.51)

En nuestro caso, es decir un gas ideal tenemos que ¢ = e (7)) la energia interna depende de la
temperatura unicamente. De esto se desprende que e = C, T, y por lo tanto la Ec. (6.51) es una
ecuacion para la temperatura. El lector interesado en ver los detalles de la obtencién de las ecua-
ciones (6.48-6.51) puede consultar la Ref. [28].

6.4. Meétodo de Chapman-Enskog

En esta seccién aplicaremos las dos hipétesis asociadas con el el método de Chapman-Enskog con
las que se puede obtener el régimen Navier-Stokes-Fourier. Primero desarrollamos a la funcién de
distribucién como

oy =15 (1+ b)) (6.52)
donde fég) es la funcién de distribucion de equilibrio local descrita en la Ec. (6.11) y ¢(;) que

representa la existencia de los gradientes es la correccidn lineal de fg;). La segunda hipétesis co-
nocida como hipdtesis funcional implica proyectar la dependencia (z*,v*) de f(; a un espacio
termodindmico n;, U*, T, es decir fi) = fq (I# v |ng, U*, T). La idea es esencialmente hacer
el desarrollo (6. 52) en la ecuacion de Boltzmann (6.3). Del lado izquierdo de (6.3) aparecen de-
rivadas respecto a z y v® pero con ayuda de la hipétesis funcional se obtienen términos que son
derivadas de variables termodindmicas que luego se sustituyen con las ecuaciones de Euler (6.48),
(6.49) y (6.51). Luego de hacer un dlgebra engorrosa pero directa, la Ec. (6.3) se puede escribir
como,

’UZ.) [C% (1 + g(i)%f> UMU};} + vf;) [c42( )ﬁU V(i)ah® (py) + hj, In n(i)r,,}
—v) [9@ht;InT, | + [f » ke Uf*} (6.53)

Kz )(’2

=[C (@) +C (¢z IR

(i) (i)
- 2U”U(1;)u 1 s
e ZOLS (Z< >) 22K (m)

ademas el término de colisiones linealizado estd dado por

donde

g =1+

(6.54)

0 0 . *
C (¢0): 0)) / / FQIS (66)"+ 66 — 60y — ¢)) FunSapdQndvlyy  (6.55)

114



6.4. Método de Chapman-Enskog

(0) +(0) , . X
C (o) = / / fi) Fan (6" + dan” — iy — b ) Fan Deany dQan dvis - (6.56)

La ecuacién (6.53) es ahora una ecuacién integral covariante para ¢;, asi que vamos ahora a
concentraremos en el marco comévil y por el momento omitiremos los términos tensoriales de
orden 2 pues deseamos hallar los flujos vectoriales. Los términos no vectoriales no contribuyen a
los flujos vectoriales dada su simetria par. Para evaluar en el marco comdvil hay que recordar que
U* ={0,0,0,c} y que la velocidad molecular v(;) ahora es la velocidad cadtica K. El proyector
Ec. (6.2) en el marco comdvil toma la forma

1000
0100
o
=100 10 (6:57)
0000
Entonces, en el marco comovil la ecuacidn (6.53) se escribe como,
K(T) {_’Y"’(i) Z(,)ICZﬁPVm + (ln n(i))ym + {1 + % (’Yk’(l) - G(’i/))} (In T)‘m} (6.58)
=[C(¢w) +C (6. 0»)] »
donde
£ ()
Gu = 7;) (6.59)

< (5)

El paso siguiente en el procedimiento es muy sutil. En efecto, debemos elegir un posible arreglo
para la ecuacién (6.58) con el fin de introducir una idea preliminar de las fuerzas termodindmicas,
pues segun la TIL, la forma candnica de éstas es sélo a través de el cédlculo de la produccién de
entropia, como que veremos mds adelante.

Si bien hay varias maneras de proceder en el agrupamiento de la Ec. (6.58), en este capitulo s6lo
describiremos aquella que es consistente con las hipétesis de la TIL, el lector interesado en ver
otras posibilidades pero que no son compatibles con la TIL puede ver la Ref. [29]. Luego de unos
pasos algebraicos usando la ecuacion de gas ideal p = nkgT tenemos que la Ec. (6.58) se puede
escribir de la forma

Tom | _ ) | PG pom
(%(” G(’))[ p Pm” (6.60)

T
=[C(¢w) +C (6. 0»)] »
donde o .
; m;») Gy — MG m ng
dﬁr?:n(j)( W6 — 7O ())p, + N(iom CON Mo = ) (6.61)
P P N (3) n



6.4. Método de Chapman-Enskog

Viym = —Vijym = Van. (6.62)

m)

A reserva de hallar la solucién de (6.60), vemos a priori que estamos considerando tres fuerzas
termodinamicas, la fuerza de difusion dm>, la fuerza caldrica [ } y una nueva fuerza V;),,, cuyo

significado exhibiremos mas adelante. El planteamiento de la solucién no va mas alld que seguir
las ideas convencionales, entonces la solucién se escribe como

®(i) = O@)INHOMOGENEA + @(;))HOMOGENEA (6.63)
- _K(T)A/(l) (IIIT)ml - K )B V ym — K, )D/ dm +a +B( mK(l) +5 4K

donde B(;)m, B4 Y @iy son un vector y dos constantes arbitrarias que no dependen de la veloci-
dad. Los coeﬁc1entes indeterminados A g B WY D ) dependen de las velocidades cadticas y las
variables termodindmicas. Para hallar la solucién unica, se imponen las condiciones subsidiarias

z fYk(L
Z / f WD ¢ dwdKG =0, (6.64)
(z)K ()
y luego de un poco de dlgebra, andloga a la del caso de la mezcla no-relativista la solucién se

escribe como
b = =K@ Aw (0T, — K§ B Vigm — K Deodly). (6.65)

Ahora que conocemos la solucién (6.65) de la ecuacién de Boltzmann linealizada (6.60) proce-
demos a escribir los flujos vectoriales que hemos definido y todos sus coeficientes de transporte.
Luego los vamos a agrupar en una “matriz onsageriana” que nos va a permitir visualizar en un
forma esquemadtica cudl es la contribucion a los flujos vectoriales debida a cada fuerza termodina-
mica. Es importante sefialar que para los fines de este trabajo no es necesario calcular de forma
explicita los coeficientes indeterminados {A;), B(i), D) }-

Comenzamos sustituyendo la solucién (6.65) en el desarrollo de Chapman-Enskog a primer orden
(6.52) y luego en el flujo de masa (6.24) para la especie (7), tenemos

J(iym 1 (0) -2 Tm
= — I KA dK | ==
m(i) 3 / f(z) @ © () T
L[ 40 g0 .
g/f(z') K(aB(i)dK(z‘)V()

L[ 40 g . G
3 / T K&y Dy d Ky (6.66)

Aqui definimos los coeficientes de transporte, que son las integrales que aparecen multiplicando a

116



6.4. Método de Chapman-Enskog

cada fuerza termodindmica,

Lygsy = / f 0 K(l ) flujo de masa debido a 7T',, (6.67)
Loy = / j 0 K(1 dK*i), flujo de masa debido a V{;,, (6.68)
Lygsy = / f 0 ) K2 (l ) flujo de masa debido a dﬁfl) (6.69)

De igual manera, para el flujo de calor por especie Ec. (6.41) tenemos

d(i)ym o ) . Tm
( kT ) B 32( / 1) Vkm z‘)Ku)A(i)de { L ] (6.70)

(0) 2 *
_37@) / 18 (e = G ) K2y By Vi

(0) * i
/f(i) (’V’C(i) - G(‘)) [(v(Ql)D(l)d}((Z)dgn)7

B 32(1')
donde definimos
1 , ,
Loy = =— / 18 (e = Gy ) Ky AqdKG,  fujo de calor debidoa T, (6.71)
1
Lye = — / 79 (% - Gm) K} BdK{,, flujo de calor debido a V), (6.72)
1 ,
Loy = — / 18 (ykm - G@) K% DydK{,, flujo de calor debido a d) (6.73)
respectivamente.

Si ahora reescribimos en una “matriz onsageriana” al flujo de masa (6.66) y de calor (6.70) tenemos

q(iym Tm
2?)2 _ < qu(i) qu(i) LlIV(i) ) dfr‘? . (6.74)
“m Laqtiy Laay Lav)

@ Viiym

La ecuacién (6.74) tiene un serio problema, la matriz formada por las L’s no es cuadrada. Por lo
no tanto no puede satisfacer la cuarta hipétesis de la TIL, que se refiere a que dicha matriz debe
ser simétrica.

Para resolver este inconveniente, nos remitimos al flujo de volumen que hemos definido en la Ec.
(6.46); sustituimos ahi la solucion (6. 65) para obtener que

m n * T,m
Joy = / f@) Vrey ~ (zm)) Ky KA dK ()~ (6.75)
) n *
*g/fu) (1 = G (20))) Ky Kin By dK G Vi
1 (0) G Kn K dK d z m
3 foy (ke = (2)) i K @nDa
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6.4. Método de Chapman-Enskog

donde definimos tres nuevos coeficientes de transporte como

1
Lygsy = g/f((g) (7’%) - G(,L-)) K(Qi)A(i)dK(*i), flujo de volumen debido a T',,, (6.76)

1 . . .
Lyv 3 /f((;;) (7’% — G(i)) K(Qi)B(i)dK(i>, flujo de volumen debido a V{;, (6.77)

1 % . : i)m
Ly g 3 / f((g) (7’%) — G(i)) K(Qi)D(i)dK@, flujo de volumen debido a ™ (6.78)

Ahora bien, al incorporar el flujo volumen (6.75) en la “matriz onsageriana” (6.74) tenemos

m

qm o
%T qu(i) qu(i) qu(i) T
m(;) == qu(i) de(i) LdV(i) (i) , (6.79)
Tty Lvai) Lvaa) Lvve v

que es el resultado deseado, es decir que la matriz de las L’s sea cuadrada. Lo que sigue para
mostrar que dicha matriz es simétrica es un proceso en esencia idéntico a aquel que se hace en
el caso de la mezcla binaria cldsica. Aqui vamos a demostrar la identidad L,y = Lqaq) y deja-
remos las dos que faltan como ejercicio al lector. Tomemos la solucién (6.65) y sustituyamos en
la ecuacién de Boltzmann linealizada (6.60), dada la estructura independiente de las tres fuerzas
termodindmicas resultan tres ecuaciones diferenciales que son

(0) m 1 _ m m m
UORR o (o = G () = [€ (K Aw) +C (K Aw + KihAm)] (6.80)
para la parte caldrica. Para la parte volumétrica,
(0) grm m
TG (e = G (20)) = [C (K Ba) +C (K By + K(yBw)] . (6:81)
Y por dltimo la parte difusiva
0 m m m
FOER = [C(KgDgw) + C (K@D + Ky D)) - (6.82)
Ahora multiplicamos la Ec. (6.80) por K, ;) D(; € integramos en d K (i) resulta
J 5K z) L (= G () ) Ko DK
= =%, - T IS [K"? Ap + Ky Aw - KAy — K| x (689
K )D(l (i5) O (i5) dQ (51) dK{j)dK(*i) = {A, D}
Por otro lado, tomemos la Ec. (6.82), multipliquemos por K,,(; A; e integramos en d K (*2.), resulta
0 m *
J 1 K Ko AwdK G,
SOV it [K "Dy + K Doy = Ky D) — K{?)D(i)] X (6.84)
Km(l A Z)F”>O'(l])dQ ji)dK(*j)dK(*i) = {D, A}
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6.5. Produccion de entropia

Como el lector podrd notar, hemos definido los operadores {4, D} y {D, A}. Al analizar sus
contenidos, notamos que los integrandos satisfacen el principio de reversibilidad microscépica, vea
la Ec. (6.7). Al hacer una serie de cambios presentes en la demostracién del teorema H [29][30] en
las Ecs. (6.83) y (6.84) se puede probar que

{A,D} = {D, A}. (6.85)

Por otro lado, al ver el lado izquierdo de las ecuaciones (6.83) y (6.84) notamos que las integrales
son precisamente las que definen a los coeficientes Lyq(;) y Laq(;) respectivamente, por lo tanto

qu(i) = qu(i) . (686)

Con un procedimiento similar, se puede demostrar que Ly gy = Lav ) ¥ Lvqi) = Lqv (i), pero no
abordaremos los detalles aqui, queda como ejercicio para el lector interesado. Vale la pena decir
que el hecho de que efectivamente la matriz de las L’s es simétrica obedece en el fondo al principio
de reversibilidad microscépica. La simetria de dicha matriz es, parece, el dltimo resquicio de la re-
versibilidad microscépica. Es la huella macroscépica del hecho que las ecuaciones de movimiento
de las particulas sean reversibles.

La ecuacién (6.79) estd escrita por especie, pero al tomar la suma se genera otra matriz que contiene
a los coeficientes de transporte, por ejemplo Ly, = Lggi) + Lgq(s) Tepresenta la conductividad
térmica que estd asociada con la ecuacién de Fourier. El coeficiente Lyq = Lga(i) + Lqa(;) obedece
a un efecto de difusion térmica o efecto Dufour . Los coeficientes Lgy = Lgqi) + Lag(j) Y Laa =
Lgqeiy + Laagj) son los efectos de termodifusion (Soret) y difusién de Fick respectivamente. Dada
la estructura de las integrales, demostrar que la matriz de coeficientes de transporte es simétrica
implica el mismo procedimiento que el que hemos usado anteriormente.

Es muy importante sefialar que hay cinco coeficientes adicionales en la Ec. (6.79) cuyo significado
fisico es terreno inexplorado. Esos cinco coeficientes asi como el flujo de volumen son una sor-
prendente novedad en la teoria cinética relativista.

6.5. Produccion de entropia

Por ultimo, y para poner punto final al paradigma que comprende a la Termodindmica Irreversible
Lineal y a la Teoria Cinética Relativista, calcularemos la mal llamada produccién de entropia que
mads bien estd asociada al calor no compensado de Clausius, estos detalles también se pueden ver
en la Ref [30].

Definamos un tetra-flujo S* que asociaremos después con la entropia local [6][30],
St=—kp Yy / vl iy (In fo) — 1) dvfy. (6.87)
(i)
A la Ec. (6.87) se le conoce como el tetra-flujo de entropia y obedece una ecuacién de balance de
la forma,

St=o (6.88)
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6.5. Produccion de entropia

donde

=—kp Yy / (forfiy) In faydvlyy >0 (6.89)
(4),(5)

es lo que se conoce en la literatura como produccion de entropia'y J ( fa f(j)) estd definido en la
ecuacion (6.4).

Es muy importante subrayar que el identificar S* con la entropia local, S™ con el flujo de entropia
y o con el calor no compensado de Clausius no se puede hacer hasta que f;) esté determinada.
De hecho mientras f;) sea desconocida, a ninguna de las cantidades anteriores se le puede asociar
una variable termodindmica. También hay que notar que ¢ se le ha llamado desafortunadamente
produccién de entropia pues aparece como un término de produccion en una ecuacién de balance,
pero el nombre es incorrecto. La entropia en su estatus de variable termodindmica no se puede
producir.

Hay que notar que la ecuacion (6.89) es vdlida para cualquier solucién exacta de la ecuacién de
Boltzmann, y que no tiene significado fisico hasta que se introduzca en ella una forma para f;
que esté escrita en términos de variables termodindmicas.

Ahora bien, continuando con el analisis lineal, sustituimos el término de colisién de la ecuacion de
Boltzmann linealizada (6.55-6.56) en (6.89), obtenemos

= ks> oo ) 1 f(; @ 0 — o0 — ¢0)

I [£) (1+ 66)) | Fuon S d00 I A, (6.90)
Ahora, hacemos un desarrollo de In [ f((g) (1 + qﬁ(i))] alrededor de ¢(;) =
In [fu(; (1+ 6 )} In ) + 66 + 0 (6)” (6.91)
de tal manera, o se puede escribir como
o= —kp Z(i%(' S f((zo)f((u) b6+ oG — u) — D)) 6.92)

0 * *
(In £+ 60) ) i A0 Ky dK

Dado que f((g) asi como In f((io)) estdn dados en términos de los invariantes colisionales, la integral

que contiene a In f((g) vale cero, tenemos que,
= —kp Z / / FIS B0y + 66 = 6 — d5)) b Flan Zin Q5 dK () dK Gy,
(6.93)
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que con la ayuda de la ecuacion (6.55) y (6.56) se reduce a,

o=—kp Z / [C (¢@) + C (¢4, 04))] o) dK G- (6.94)

Finalmente sustituimos la Ec. (6.60) en (6.94), teniendo cuidado de incluir los términos tensoriales
(asociados con U,y,). Esto no representa pérdida de generalidad pues o es un invariante relativista,
se obtiene que

; 1 T
o = kY [ 1 [Kg;; {dszg # o (0 =6 ) 5 = (3 =6 (20) v@m}
(i) !

L (o .

°

donde 7(;) es la traza de K(T.)K(i)n y K(T.)K(i)n es obviamente un tensor sin traza. Ahora bien,
reescribamos la ecuacion (6.95) como

_ o I ) X
= 20 fK(i)¢(i>d3K + 20 [ Kz, (7’“@ ~Ga )¢> 9 aK Gy
o J K (vkmfciw AK ) Vigm (6.96)
+X0 ) e (K K ") 0 dKG U + 2 [ 000K Un.

En la ecuacién (6.96) identificamos la forma bi-lineal: fuerzas por flujos. Veamos el primer término
del lado derecho, el coeficiente que acompaiia a la fuerza de difusién d) es,

m

) p— m * m*
= / K@iowdKs = Jgy- (6.97)

i

En el segundo término del lado derecho de (6.96) vemos que multiplicando el gradiente de tempe-

* _ mryk(i) * G(‘) m *
Z / Vkm G<i>) SwdKG =2 { / Ko 2 0o = 20 | Kook

— 1<qm_h.J(T)>: mk (6.98)
k BT ® M(i) =7 ’
donde h(;) = y s la entalpia especifica por especie y G ;) estd definida en la ecuacion (6.59).
La forma del ﬂu]o de energia que aparece en ¢"* como el flujo de calor y una contribucién por
entalpia de mezclado estd plenamente justificada en los tratados fenomenoldgicos de la TIL (véase
por ejemplo [16] 6 [17]).
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El coeficiente de transporte asociado a la nueva fuerza V{;,, es simple y llanamente la definicién
del flujo de volumen Jy, Ec. (6.47).

Si ahora sustituimos las definiciones de los flujos adimensionales J(T)* (6.97), ¢™ (6.98) y Ji/' en
(6.96), obtenemos

g
ks

Lim

J"l* [d'm} _ q7n,* |: T

m 1 m n m
} =PV — T U, — U, (6.99)

Finalmente, en la ecuacién (6.99) podemos identificar cuales son los flujos directos asociados a
que fuerzas termodindmicas. El flujo difusivo masa es,

Jm* —

— m (0) *

=D / K@i\ fay 0@ dK G, (6.100)
(@)

que es el efecto directo debido a la existencia de la fuerza de difusion d,,. El flujo de calor o flujo

disipativo de energia
I3 )
m— he (6.101)
kT T Z < )

es el efecto directo asociado con un gradlente de temperatura, donde

G (6.102)
es la entalpia especifica [7].

Por ultimo, el flujo de volumen aparece como efecto directo de la fuerza termodindmica V,,, por
lo que ahora le llamaremos fuerza volumétrica.

Por otro lado tenemos los flujos tensoriales, la viscosidad volumétrica
i T = Z / Kp K@ ) 1) b (6.103)
y su traza es la viscosidad cortante

— _ n (0) *
T=Y =) / Koy Ky f iy 0y dK Gy (6.104)
D) (@

Podemos concluir que la estructura que hemos hallado para o cumple completamente con la forma
candnica para la produccion de entropia, es decir,

J:ZJiQXZ», (6.105)
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donde © es la contraccién a un escalar de un flujo J; con su correspondiente fuerza X; de acuerdo
con el teorema de Curie. La ecuacién (6.105) obtenida de primeros principios reafirma la segunda
hipétesis de la Termodindmica Irreversible Lineal, es decir la validez de la extension de la segunda
ley de la termodindmica a procesos irreversibles.

Para finalizar nuestro andlisis, podemos comentar que al hacer el limite al caso de un fluido simple,
el flujo de volumen aparece como un multiplo del flujo de calor. Esto se puede ver haciendo el
limite de masas iguales m; = m(;) = m y nimero de particulas n;y = ng) = n también.
Entonces el flujo de calor tiende a

]foT - Z;—c; | / K™ fAE, (6.106)
y el flujo de volumen
JU = /ykade*, (6.107)
entonces o L
k:% = ;]{/” (6.108)

Esto también se puede visualizar si vemos las expresiones completas para los flujos, es decir una
vez que se ha sustituido la forma para f. Primero notamos que en este limite la fuerza de difusién
desaparece i.e. d™ = 0y por otra parte el flujo de masa vale cero Jiij = Jij) = 0. Tenemos
entonces que

m T"L nm pﬂ’L
T = ~Lyy = — Lyy [ > ?] , (6.109)
' ’ T
th;Lt m nm p"L
=Ly —Lov | —— A1
k/’BT qu qV|:ﬁ p:|7 (6 0)
donde .
Lvg=—3 / FO (w = G(2)) K"K, AdK™, (6.111)
1
Lvv = =3 [ 1900 - G@) K"K, BaK, 6112
1
Loy =3 / O (9 — G(2)) K"K, AdK*, (6.113)
Ly = —% / 9 (v — G(2)) K"K, BdK*. (6.114)
Aqui nuevamente vemos que
ngt 1 m
= —J 6.115
]CBT > Vo ( )

Por lo que en el limite a fluido simple, el flujo de volumen tiende a ser un multiplo del flujo de calor.
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Tp

La Ec.(6.115) muestra claramente que el origen del término —* en el caso de un fluido simple es
de origen netamente relativista. Surge de reducir la mezcla binaria al caso de un fluido simple. A
su vez esto conduce a un problema no resuelto. ;Cémo puede justificarse su existencia de bases
estrictamente fenomenoldgicas? Atn en las versiones conocidas de la TIL en el marco de la teoria
especial de la relatividad este problema nunca ha sido tocado.

Por ultimo, es necesario subrayar que los nuevos coeficientes de transporte que aparecen en la Ec.
(6.79) requieren, conjuntamente con los nuevos efectos cruzados que implican, una interpretacion
fisica clara. Este problema asi como la evaluacién de todos los coeficientes de transporte caracte-
risticos de la mezcla, para modelos microscopicos estd pendiente aunque hoy algin progreso se ha
realizado en su evaluacién [9].
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Resumen

Usando la ecuacién modelo de Anderson y Witting, se analizan mezclas binarias de electrones con
protones y de electrones con fotones sometidas a campos electromagnéticos externos. Se determi-
nan las leyes de Ohm y de Fourier relativistas, asf como las expresiones generales de las conduc-
tividades eléctricas y térmicas relativistas para mezclas de gases ionizados. Se dan las expresiones
explicitas para los coeficientes de transporte, para los casos particulares: una mezcla no-relativista
de protones y electrones no degenerados; una mezcla ultra-relativista de fotones y electrones no
degenerados, una mezcla no-relativista de protones y electrones completamente degenerados, una
mezcla ultra-relativista de fotones y electrones completamente degenerados y una mezcla de pro-
tones no-relativistas y electrones ultra-relativistas completamente degenerados.

127
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7.1. Introduccion

El analisis de los gases ionizados no relativistas y relativistas mediante el uso de la ecuacién de
Boltzmann es un tema muy complejo, ya que hace referencia a un sistema de ecuaciones acopladas
no lineales integro-diferenciales para la funcién de distribucién. En la literatura se han propuesto
ecuaciones modelo mds simples para el término de colisién con el fin de superar las dificultades de
la ecuacién integro-diferencial de Boltzmann. Estas ecuaciones modelo simplifican la estructura
del término de colisién pero mantienen sus propiedades basicas. Para la ecuacion de Boltzmannno
relativista el modelo mds conocido es el modelo BGK que fue formulado independientemente
por Bhatnagar, Gross y Krook [1] y por Welander [2]. La primera extensién del modelo BGK no
relativista al caso relativista fue propuesto por Marle [3]. Aunque en el caso limite no relativista del
modelo de Marle se recupera el modelo BGK no relativista, para el caso de particulas con masa en
reposo cero, el tiempo de relajacion de la funcién de distribucién tiende a infinito. Esta deficiencia
fue encontrada por Anderson y Witting [4] quienes propusieron una nueva ecuacién modelo.

En este trabajo seguimos [5] y analizamos mezclas binarias de electrones y protones y de electro-
nes y fotones sujetos a campos electromagnéticos externos en el marco de la ecuacién modelo de
Anderson y Witting. Estos dos sistemas son importantes en astrofisica, ya que podrian describir
las enanas blancas magnéticas o liquidos cosmoldgicos en el periodo del plasma y en el periodo
dominado por radiacién. Mediante el uso de la metodologia de Chapman-Enskog determinamos
las leyes de Ohm y de Fourier en presencia de campos electromagnéticos y las expresiones gene-
rales de las conductividades eléctricas y térmicas para mezclas binarias relativistas no degeneradas
y degeneradas de electrones con protones y electrones con fotones. Ademds, damos expresiones
explicitas para estos coeficientes para las mezclas particulares: (a) una mezcla no relativista de
protones y electrones no degenerados; (b) una mezcla ultra-relativista de fotones y electrones no
degenerados; (c) una mezcla no relativista de protones y electrones completamente degenerados;
(d) una mezcla ultra-relativista de fotones y electrones completamente degenerados y (e) una mez-
cla de protones no relativistas y electrones ultra-relativistas completamente degenerados.

7.2. Ecuacion relativista de Uehling-Uhlenbeck

Consideremos primero un gas ideal cudntico simple en un espacio de Minkowski caracterizado
por el tensor métrico n°** con signatura diag(1,-1,-1,-1). En el espacio de fase generado por las
coordenadas espacio-tiempo (%) = (ct, z%) y cuatro-vector de momento (p®) = (p°, p) el estado
de un gas cudntico relativista esta caracterizado por la funcién de distribucién de una particula
f(z*,p*) = f(x,p,t), puesto que la longitud del cuatro-vector de momento estd dado por mc
tal que p° = +/|p|? + m2c2. El niimero de particulas al tiempo ¢ en el elemento de volumen d®z
alrededor de x estd dado por f(x,p,t)d>zd®p.

La evolucién en el espacio-tiempo de la funcién de distribucién de una particula f(x, p,t) = f en
el espacio fase estd dada por la ecuacién de Boltzmann (véase, por ejemplo [6, 7])

. Of OfK~

pes +m op

=0, (7.1)
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donde m denota la masa en reposo de la particula y K* es la fuerza de Minkowski la cual actda
sobre las particulas del gas. Ademds, Q es un término que toma en cuenta las colisiones de las
particulas. Para un gas relativista que obedece la mecanica estadistica cldsica este término esta
dado por

d*p.
Pxo .

Q= / (fif' = fuf) FodQ (7.2)
En la ecuacién anterior, hemos introducido las abreviaturas f, = f(x,p.,t), f' = f(x,p',1),
f« = f(x,p,,t), f = f(x,p, 1), donde p y p. denotan los moemntos de dos particulas antes de la
colisién binaria y p’ y p’. son los correspondientes momentos después de la colisién. Los cuatro-
vectores de momento pre y post colisionales estdn relacionados por la ley de conservacién de la
energia-momento p* + p§ = p'® 4+ p®. Ademds, F' = /(ppa)? — m*ct es el flujo invariante, que
en el limite no relatvista es proporcional al médulo de la velocidad relativa. La seccidn transversal
diferencial y el elemento de dngulo sélido que caracterizan la colisién binaria estdn denotados por
oy dS2, respectivamente.

El término de colisiéon Q para un gas cuyas particulas obedecen a la estadistica cudntica puede
motivarse de la siguiente manera. En primer lugar notemos que el elemento de volumen en el
espacio de fase d®zd®p es un escalar invariante, pero cuando los efectos cudnticos se toman en
cuenta en una descripcién semi-cldsica, dividimos el elemento de volumen por A3, donde h =
6,626 1073 J s es la constante de Planck. Por lo tanto podemos escribir d®zd®p/h3, que también
es un escalar invariante. El término d®zd®p/h® puede interpretarse como el nimero de estados
disponibles en el elemento de volumen d®zd®p. Para particulas con espin s hay més estados, que
corresponden a los valores que las componentes del espin puede tomar en un eje dado y tenemos
que introducir el factor de degeneracién gs. Por lo tanto el nimero de estados disponibles estd dado
por
dBzdp { 2s+1 para  m #£0;
donde gs =

h3 2s para m = 0.
En mecdnica cudntica, un sistema de particulas idénticas puede ser descrito por dos tipos de par-
ticulas: bosones y fermiones. Los bosones tienen espin entero, obedecer la estadistica de Bose-
Einstein e incluyen mesones (piones, kaones), fotones, gluones y los nicleos de nimero de masa
par como el helio-4. Los fermiones tienen spin semientero, obedecen a la estadistica de Fermi-
Dirac e incluye a los leptones (electrén, mudn, tau), los bariones (neutrones, protones) y los nicleos
de nimero de masa impar como el helio-3. La diferencia principal entre los bosones y fermiones en
la mecdnica estadistica cudntica se refiere al nimero de ocupacién de un estado. Cualquier nimero
de bosones pueden ocupar el mismo estado, mientras que los fermiones obedecen el principio de
exclusion de Pauli y un méximo de una particula puede ocupar cada estado.

9s (7.3)

Con el fin de incorporar las estadisticas de bosones y fermiones en el término de colisién, comen-
zamos por analizar a los fermiones y teniendo en cuenta que, debido al principio de exclusion de
Pauli, el espacio de fases estd totalmente ocupado si el nimero de las particulas en d®zd®p es igual
al nimero de estados disponibles fd3zd*p = g,d*xd>p/h3, de modo que f = g,/h>. Por lo tanto,
(1 — fh3/gs) da el nimero de estados vacantes en el espacio de fase. Si el nimero de particulas
que entran en el elemento de volumen d3xd>p en el espacio de fase, como consecuencia de una
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colisi6n binaria, es proporcional a f’ f! esta cantidad debe ser multiplicado por el niimero de esta-
dos vacantes que es proporcional a (1 — fh3/g,)(1 — f.h*/gs). Por lo tanto, debe considerarse la
siguiente sustitucién en el término de colisién de la ecuacién de Boltzmann:

h3 R
Y (L (RO 7.4
Sobre la base del mismo razonamiento tenemos que sustituir
f'h? fin?
ff*’—>ff*<1*7 177 ) (7.5)

para particulas que dejan el elemento de volumen d®>zd®p en el espacio fase.

Para incluir la atraccion aparente entre las particulas bosonicas — debido a las estadisticas de par-
ticulas indistinguibles sin restricciones en la ocupacion de un estado — el factor (1 — fh?/gs) debe
ser reemplazado por (1 + fh3/g,) . Por tanto, podemos escribir de ecuacién de Boltzmann (7.1)
y de las conclusiones anteriores, la ecuacion relativista de Uehling-Uhlenbeck (para la ecuacion
no-relativista de Uehling-Uhlenbeck ver [8])

Ka 3 8 3
o of +m3f :/ I lJrgfh 1+8fh
or™ op~ Js Js
11,3 11,3 3
—ff <1+5&) <1+5M> Foan®?: (7.6)
s s Dx0

donde ¢ se define a través de

+1 para la estadistica de Bose-Einstein;
€ = ¢ —1 paralaestadistica de Fermi-Dirac; (7.7)
0  para la estadistica de Maxwell-Boltzmann.

En el equilibrio, el numero de particulas que entran y salen del elemento de volumen en el espacio
fase debe ser igual el uno del otro, de modo que la cantidad dentro de los corchetes en (7.6) debe
desaparecer. De manera equivalente, In [ /(%) /(1 + £ f(W13/g,)] debe ser un invariante de suma (o
sumacional) —es decir, una fucnién que obedece la relacifon ¢ 4 1, = 1’ + /!, — donde f(*) denota
la funcidn de distribucion del equilibrio. Para invariantes sumacionales existe el siguiente teorema
(véase, por ejemplo [7]): Una funcién continua y diferenciable de clase C? (p®) es un invariante
sumacional si y s6lo si estd dada por ¢(p®) = A + B,p®, donde A es un escalar arbitrario y B, es
un cuatro-vector arbitrario que no dependen de p®. Por lo tanto tenemos

gs/hS

e (7.8)

f(()) _ N © _
In <71 oy —(A+ B%,), or fY=

donde a = —A — In(gs/h®).
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Para la determinacién de a y B® nos referimos a [7]. Aqui damos sélo los resultados que a = p/kT
y B* = U*/kT, donde 4 es el potencial quimico, 7' es la temperatura, k es la constante de
Boltzmann, y U la cuatro-velocidad (con U*U,, = c?). Por lo tanto, la funcién de distribucién de
equilibrio se escribe

U%pq )
e~ lcT+ W +1

@ 3
FO gie;‘ e U B L (7.9)

cuando € = 0y e = F1, respectivamente. Las funcién de distribucidn relativista de Maxwell-
Boltzmann distribution (7.9); fue obtenida por Jiittner [9] en 1911 y las funciones de distribucién
relativistas de Fermi-Dirac (+) y de Bose-Einstein (—) (7.9); fueron deducidas por él mismo [10]
en 1928.

La extension de la ecuacién de Uehling-Uhlenbeck para una mezcla de r constituyentes es directa.
Introducimos la funcién de distribucion de una particula para cada componente de la mezcla f, =
f(x,pa,t) (a=1,...,7) que debe cumplir la ecuacién

(DL sy O fub ;
gl s e =3 f (1“95)(1”;)

! 3 17,3
7fbfa, <1+ afa ) (1+5b h )
9s 9%

Arriba se supuso que la fuerza externa que actda sobre las particulas de carga eléctrica q, es de
naturaleza electromagnética. En este caso la fuerza de Minkowski es

(7.10)

Ko = daposles, (7.11)
c My

donde F* es el tensor de campo electromagnetico.

Ahora introducimos los momentos de la funcién de distribucién, que son los cuatro-flujos parciales
de particulas N y el tensor de energia-momento parcial. Estos se definen a través:

d3p, d3p,
Ny = C/p;“ a pp ; T = C/papafa b (7.12)

Pao

Las cantidades correspondientes para mezclas son

T

Z o TP =T (7.13)

a=1

En el andlisis de los gases ionizados también es importante introducir el cuatro-vector de carga
eléctrica J°, que se define en términos de los cuatro-flujos parciales de particulas NS y de las
cargas elécticas parciales q,, como

= Z q, N (7.14)
a=1
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Las ecuaciones de balance para el cuatro-flujo de particulas y para el tensor de energia-momento de
la mezcla se obtienen multiplicando (7.10) por c y cpg, respectivamente, y sumando las ecuaciones
resultantes, produciendo

1 - 1
N> =0, 9577 = —F°’ Nog = —F*" Js. 7.15
5 c ; 9aNap = ZFJ5 (7.15)
La ecuacidn (7.15); es la ley de conservacién del cuatro-flujo de particulas de la mezcla. La ecua-
cién (7.15),, cuando se compara con la ecuacion de balance para el tensor energia-momento del
campo electromagnético 7% tiene un signo contrario del lado derecho. Sin embargo, si se de-

nota el tensor de energia-momento de (7.15), por un indice pt — que se refiere a las particulas —

obtenemos la ley de conservacion (see Landau and Lifshitz [11]):
Oa(Ty!’ +Tad) =0, (7.16)

em

lo que significa que la suma de los tensores de energia-mometo de las particulas y del campo
electromagnético satisfacen una ecuacién de conservacion.

7.3. Descomposiciéon de Landau-Lifshitz

La descomposicién del cuatro-flujo parcial de particulas y del tensor parcial de energia-momento
procede mediante la introduccién de la cuatro-velocidad U y el proyector A*? definido por

1
AP = B _ ?U“Uﬂ tal que A*Us = 0. (7.17)
c

En la descripcion de Landau-Lifshitz [12] el uatro-flujo parcial de particulas y el tensor de energia-
momento parcial pueden descomponerse de acuerdo con

N = U+ Jo = 2oL (7.18)
nh
5 1 alta
T«?ﬁ = péaﬂ) — (pa + wa)Aa‘d + 72Ua <q§ + haJif - qﬂ)
c nh
1 B o « nahu. o €allg arrf
42U (g5 4 R = elage ) 4 Cllagrags (7.19)
2 nh e
Arriba hemos introducido las siguientes cantidades para la componente a de la mezcla: densidad de

ndmero de particulas n,, flujo difusivo J¢', desviador de la presién pé“ﬂ >, la presion p,, la presion

fuera de equilibrio w,, el flujo de calor ¢, la energia por particula e, y la entalpia por particula
hq = €4+ Ppa/nq. Las cantidades correspondientes para la mezcla estdn dadas en términos de sumas

n= Z” P = XT:PS“”7 p= Zp w = Zw (7.20)
a=1 a=1 a=1 a=1

T

ne = inaea, = Z(qé" + hoJS), nh = inaha. (7.21)
a=1 a=1

a=1
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La suma de (7.18) y (7.19) sobre todos los constituyentes de la mezcla llevan a las siguientes
descomposiciones del cuatro-flujo de particulas y del tensor de energia-momento de la mezcla

N® = pU® — q;— 7% = pl? — (p 4+ @) A + U, (7.22)
1 C

gracias a la constriccién de que s6lo existen (r — 1) flujos de difusion parciales que son linealmente
independientes para una mezcla de r constituyentes, a saber,

> Jr=o. (7.23)
a=1

También podemos definir el cuadrivector de corriente eléctrica /* en términos de los flujos de
difusién parciales JZ' y de las cargas eléctricas parciales g,, como

"= "q,J (7.24)
a=1

Nos referimos a los trabajos de de Groot y Suttorp [13] y de van Erkelens y van Leeuwen [14]
y descomponemos el tensor de campo electromagnético F*? en una parte que es paralela a la
cuatro-velocidad U“ y otra que es perpendicular a ella, es decir,

1
FoP = 3 (FUUP — FPOULU®) + AZFPA]. (7.25)
Ademis, introduciendo los tensores £y B definidos por
1
EY = ;F"ﬁUm B = —ASF1A], (7.26)
podemos escribir el tensor de campo electromagnético como

F*% = = (E*U" — EPU®) — B*". (7.27)

o=

Si consideramos un marco local de Lorentz en reposo donde (U%) = (c, 0), las ecuaciones (7.26)
implican que
(E*) = (0,E), B = B0 —q, BY = —¢é"F By, (7.28)

y podemos identificar £ con el campo eléctrico E y B*® con la induccién de flujo magnético B.

Debido al hecho de que F*? es un tensor antisimétrico FogU® UP =0, se siguen de (7.26) y (7.27)
las relaciones

EU® =0, BasU? =0, y B — _RBhe, (7.29)
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7.4. Método de Chapman-Enskog

Dado que estamos interesados en derivar las leyes de Ohm y de Fourier para una mezcla binaria
de electrones y protones y de electrones y fotones, tenemos que hacer algunas simplificaciones a
nuestro modelo, las cuales se enumeran a continuacion:

1. el cuadrivector de corriente eléctrica (7.24) para una mezcla binaria de electrones (a = ¢) y
protones (a = p) puede ser escrito como

I* = —2eJ7, (7.30)
dado que la relacién entre los flujos de difusion es J& = —J y que las cargas eléctricas
estdn dadas por q, = —e, g, = e, donde e denota la carga elemental. Por otra parte, se ana-

lizard el llamado plasma Lorentziano [15] donde las colisiones entre los electrones pueden
despreciarse en comparacion con las colisiones entre los electrones y protones. Un plasma
Lorentziano debe cumplir la condicidn de que la masa de un constituyente sea mucho mayor
que la masa del otro constituyente. Aqui tenemos que m,/m, ~ 1836, donde m. y m, deno-
tan las masas del electrén y del protén respectivamente. Ademads, supondremos un sistema
localmente neutral donde g.n. + q,n, = 0, que implica que 1. = n,;

2. el cuadrivector de corriente eléctrica (7.24) para una mezcla binaria de electrones (a =€) y
fotones (a = ), se reduce a
1% = —eJg, (7.31)

dado al hecho de que la carga eléctrica de los fotones es cero (qﬂ/ = 0). Ademds, las colisio-
nes entre electrones también se puede despreciarse en comparacién con las colisiones entre
electrones y fotones, que es la dispersiéon de Compton;

3. los flujos de calor parciales de los protones y de los fotones son insignificantes en compara-
cion con el flujo de calor parcial de los electrones, de modo que se puede escribir a partir de
(7.21)5 que el flujo de calor de la mezcla se reduce a

q" = ¢ + (he — hy)JZ, con  b=p,". (7.32)

Por simplicidad vamos a adoptar la ecuacién modelo de Anderson y Witting [4] para los electrones
en lugar de utilizar la ecuacién de Uehling-Uhlenbeck relativista (7.10). Por lo tanto, teniendo en
cuenta las consideraciones anteriores, escribimos la evolucién espacio-temporal de la funcién de
distribucién de los electrones como

a0fe B eFaﬁ fe — Upea

Pe Jrz™ ¢ e ope T 2y

(fo — F), (7.33)

donde 7., con b = p o b = ~y es el tiempo libre medio entre colisiones de electrones-protones o
electrones fotones, respectivamente. En la ecuacion anterior féo) es la funcién de distribucion de
equilibrio de los electrones

2 1

O = = . ; (7.34)
T e (o T 1
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7.4. Método de Chapman-Enskog

al considerar que los electrones obedecen a la estadistica de Fermi-Dirac. Arriba, 7' denota la
temperatura de la mezcla, p. el potencial quimico de los electrones y el factor 2 se refiere al factor
de degeneracidn de los electrones.

Una vez que se conoce la funcidn de distribucién de equilibrio de los electrones es posible calcular
los valores de los campos en el equilibrio: la densidad del nimero de particulas 7., la densidad de
energia n.e. y la presion p. definidas por

ne = %UQNS - %Uac/ "j<0>d Le (7.35)
C > Peo
o 0)® Pe d pC
Neee = U UsT2? = —U Usc [ poplf! (7.36)
Peo
pe = —gAaﬁTf‘f = —3Ausc / peplfd L2, (7.37)

El célculo se realiza como sigue: consideramos un sistema de Lorentz localmente en reposo donde
U® = (c,0) de manera que la densidad numérica de particulas de los electrones (7.35) se reduce a

2 1 )
ne= | — |2 sinwdxdid|p.|, 7.38
n /}L3exp(—1if;+f:;“)+lp| inydxdid|pel, (7.38)

donde hemos introducido las coordenadas esféricas 0 < ¢ < 7,0 < x <27y 0 < |p,| < 0.
Ahora, cambiamos la variable de integracién mediante la introduccién de una nueva variable ¥
definida a través de

CPe0
kT

|pe| = mecsinh ¥, tal que = (. cosh?, (7.39)
donde ¢, = m.c/kT es el cociente entre la masa en reposo del electrén m,.c? y la energia térmica
del gas KT'. Cuando (. > 1 el gas de electrones se comporta como un gas no relativista, mientras
que (. < 1 se comporta como un gas ultra-relativista. El cambio de variables y la integracién de
(7.38) en los angulos x y ¥ conduce a

mee\3 [ sinh? ¢ cosh ¥dv 87 3
- o) ). 7.4
= 8w ( h ) /0 exp(—pr + Cocoshd) +1 3 (mee)” Tor(Ge pic) (7.40)

En la ecuacién anterior, hemos introducido el potencial quimico de electrones uf = p./kT en
unidades de k7' y la integral J,,,,,(Cc, t%) definida por

o0 sinh™ ¥ cosh™ ¥dv
nm\Ge;s ) = . 7.41
T (Ce: 112) /0 exp(—px + (. coshdd) + 1 (7.41)
Siguiendo la misma metodologia obtenemos que
8m 5 N 8m
neee = 5gmec Jon(Cesttl), P = 53me Tao(Cer 117). (7.42)
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Ahora vamos a determinar a partir de (7.33) la funcién de distribucién fuera de equilibrio de los
electrones, mediante la adopcién de la metodologia de Chapman-Enskog. Para ello, se busca una
solucién de la forma
fe= 1+ ¢, (7.43)
donde la desviacién de la funcidn de distribucién de equilibrio se considera que es una cantidad
pequefia, es decir, |¢.| < 1. Si insertamos (7.43) en la ecuacién de Boltzmann (7.33) obtenemos
(0) a
gafe CFaBpe,Bafe EF&ﬁpeﬁ 8¢c — U Pea ¢e7 (744)
Jdxe ¢ ope ¢ Oope CTep

donde no hemos tenido en cuenta el término d¢./Jdx®, ya que no es nuestro objetivo para la ob-
tencién de las ecuaciones constitutivas que son funciones de las derivadas de segundo orden (las
ecuaciones Burnett). La ecuacién anterior se puede escribir como

Le

-2 exp( 7+ Ue pm) 1 o . Uﬁ
e [exp( ’i‘% + U"‘Pm) + 1]2 g(pe Ua) D (ﬁ) + T DT

+peU5 {VQT_ 7DUQ} I |:Eoz_ kT Ga (/te)}

kTQ kKT kKT
PeaPep arrp U'pey MeC [ WeTeh
———=VU" = 1 B*p, e 7.45
kT v } 271 { + Ulpes ( B ) P B(’) } ¢ ( )

donde no consideramos el término E“d¢./OpS, ya que también se refiere a un término de segundo
orden. Ademas, en la ecuacion anterior se ha introducido la frecuencia de ciclotron de electrones
we = eB/m, — donde B es el médulo de la induccién de flujo magnético — y los operadores
diferenciales D = U%9, y V® = A% 9;.

En este trabajo estamos interesados en la derivacién de las leyes de Fourier y de Ohm, por lo que
nos podemos limitar a las fuerzas termodindmicas que son cuatro-vectores, es decir,

kKT

la primera siendo una combinacién de un gradiente de temperatura y una aceleracion, mientras que
la segundo se refiere a una combinacién de un campo eléctrico externo y un gradiente del potencial
quimico de los electrones. Por lo tanto, se obtiene a partir de (C.1) que la desviacién de la funcién
de distribucidn se puede escribir como

T T .
VoT = {V“T - —QDU“} y &= {E“ _ M e (“—)} , (7.46)
C (§]

. pEUﬁ « Oé
¢can{kTQVT T } (7.47)

Hasta términos en (w.7.;/B)?, el cuadrivector A estd dado por

e | Upea
= (—f= + S2e=) 2 A1 { ap _ MeC (wereb) Bos
W o (55 + ) + 0 [ U

2
mecC weTeb)Q "
B*BY

+(U6peé> ( B v

Des- (7.48)

136



7.5. Las leyes de Ohm y de Fourier

La ecuacién (C.2) junto con (C.3) representan la desviacién de la funcién de distribucién de los
electrones como funcién de las fuerzas termodindmicas que son cuatro-vectores. Utilizaremos la
funcién de distribucién (7.43) en la siguiente seccion con el fin de determinar las leyes de Ohm y
de Fourier.

7.5. Las leyes de Ohm y de Fourier

La determinacion del flujo difusivo J¢ y del flujo de calor ¢& de los electrones procede observando
que (7.12), (7.18) and (7.19) conducen a

hb n . d3p
e - et = AGNP = AS [ el ., 7.4
ple T gt = Aale 5/Cp6f peo | (7.49)
hyhe - nyhy a a By a 3 dgpe
h, JE + 7nh qa = ABU’YTe 7= A,@'U'Y CpepzfeTo (750)

Al insertar la funcién de distribucién de los electrones (7.43) junto con (C.2) y (C.3) en (C4)y
(C.5) y laintegracién de las ecuaciones resultantes, implica un sistema de ecuaciones para J& y ¢&
que se utiliza para determinar el flujo de calor de la mezcla de (7.32) y el cuadrivector de corriente
eléctrica (7.30) o (7.31). A partir de este sistema de ecuaciones se deducen las leyes de Fourier y
de Ohm

q“ = AQ’BVBT-F Taﬂgﬁ, 1% = O’aﬂgﬁ + QQBVBT., (7.51)

respectivvamente. Arriba A8 es un tensor asociado con la conductividad térmica, o®? es el tensor
de conductividad eléctrica, mientras que los tensores Y7 y Q% est4n relacionados con efectos
cruzados. Podemos representar las expresiones generales de los tensores antes mencionados como

{Aaﬁ>Taﬁ7Uuﬁ7Quﬁ} = {@1751701@1}77&5+{@27bz7027d2}3aﬁ
+ {a37b37037d3}B‘1'yB,€7 (752)

donde los coeficiente escalares a; hasta ds son los siguientes:

1. Coeficientes asociados con A*?

8Tm2cTh hy
— 207%™ Tebln o 0 g 7.
a, STRINE (-741 mec2j40> ) (7.53)
STm2cTh hy WeTeb
— e~ €077 e ___ 2 _7° 7.54
2 3h3h, kT <j4° mec2‘74*1> ( cB ) (7.54)
8Tm2cTph hy WeTeh\ 2
_ e o o AN 7.55
s 3h3 Ik T? <‘74*1 o i (cB ) (7.55)
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2. Coeficientes asociados con T#

b = —%‘:Z})ﬁc <-.74.0 - % 4.—1) ) (7.56)

3. Coeficientes asociados con aaﬁ
o= z,fzz;,f;l (f = ,ﬁi?w ). e
T D [ R

4. Coeficientes asociados con Q7
o R (7 )
5 i v
i — _SWWLC;hZ:fZ:IEi; e <J4 i+ nbhb ‘74 2) (w;lgeb)Q' (7.64)

En las ecuaciones anteriores 7, representa la derivada parcial de (7.41) con respecto al potencial
quimico de los electrones ;> = fi./(kT') en unidades de £7'. Ademds, se ha introducido la abrevia-
tura ¢, = m.c?/(kT) que se refiere a la relacion entre la energfa en reposo de los electrones m..c?
y la energia térmica de la mezcla k7. Notemos que en todas las ecuaciones anteriores se tiene que
considerar Z = 1 para las mezclas binarias de electrones y protones y Z = 0 para las mezclas
binarias de electrones y fotones.

El tensor de conductividad térmica \*° se obtiene eliminando £ de (C.6); mediante el uso de
(C.6), asumiendo que no hay corriente eléctrica. Por lo tanto, se obtiene una relacion entre £ y
VT de (C.6), que se puede utilizar para escribir la ley de Fourier como

¢® = XPVsT, where A% =en®® 4 e,B* + egBMBf. (7.65)
Hasta términos en [w. T/ (cB)]? los coeficientes escalares e; hasta ez son
o — bid 2 —bi(erdy — cody) — byerd
e = ajcy 1 17 ey = a2Cy 1(c1dy 202 1) 2C1 17 (7.66)
Cq (&)
€3 = (J,;gC?—bl[dl( —(’1(’;) —(’1(’2(12] —Fl(b1d3+b dl) —Flbg(ﬁldz—(’gdl) (767)
cf
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7.5. Las leyes de Ohm y de Fourier

Con el fin de obtener una mejor interpretacion fisica de los componentes de los tensores, es habitual
en la teorfa de los gases ionizados descomponer las fuerzas termodindmicas V,7T y &, en partes
paralela, perpendicular y transversal a la induccién de flujo magnético. Para lograr este objetivo
seguimos a van Erkelens y van Leeuwen [14] e introducimosel dual B*? delo tensor de induccién
de flujo magnético tensor B*? definido por

. 1
Bes — 560‘676ng. (7.68)

Uno puede verificar facilmente a partir de (7.68) y (7.28) que en un sistema de Lorentz localmente
en reposo las tinicas componentes no nulas de B*? son B% = ¢B’, dado que BY = 0y B = 0.
La descomposicion deseada de las fuerzas termodindmicas en partes paralelas V' T &jl; perpen-
diculares V¢ T, £¢ y transversales VT, £ es

L BSap 7 -1
o« = _RBY¥R,F F¥=——" BBy F, 7.69
I (%BWSBWS) By s 1 (%BV&BMS) By ( )
1
F = ————BYF;, (7.70)
(387B,5)"

donde F© es la abreviatura de £* o VT . En un marco localmente en reposo de Lorentz (7.69) y
(7.70) se reducen a

Fl=Fl=F=0, Fi=+ (B F)B (7.71)

B2
—[(B-F)B-(B-B)F], F, = E(]—' x B), (7.72)

gracias a la relacién \/ BYB,;/2 = ¢v/B - B = cB. De las ecuaciones anteriores es facil verificar
que F| es paralela a la induccién de flujo magnético B, | perpendicular al mismo, mientras que
F es perpendicular a ambos F |y F .

Ahora, mediante el uso de la siguiente relacion

(eB)*n*? = BB — B*'B?, (7.73)
las leyes de Fourier y de Ohm se pueden reescribir en términos de F| “1 * y F7. De hecho,
si sustituimos (7.73) en la ley de Ohm (C.6), y la ley de Fourier (7.65); y hacemos uso de las

definiciones (7.69) y (7.70), se sigue que el cuadrivector de corriente eléctrica, y el flujo de calor
se pueden escribir, sin los términos de efectos cruzados, como

I = 0| + 0.EF + 0El s ¢ = NVIT + ALVST + A VET, (7.74)

respectivamente. En las ecuaciones anteriores los escalares son llamados las componentes parale-
las, perpendiculares y transversales de los tensores, y sus expresiones se denotan por

g| = €1, UJ_:01—63(CB)27 Ut:CQ(CB)7
A = e1, AL = e; —e3(cB)?, At = ea(eB).
De las férmulas anteriores obtendremos los componentes paralelas, perpendiculares y transversales

de las conductividades eléctricas y térmicas para las mezclas binarias de electrones y protones y
de electrones y fotones.

(7.75)

139



7.6. Conductividades eléctricas y térmicas

7.6. Conductividades eléctricas y térmicas

7.6.1. Electrones no-degenerados

Aqui vamos a analizar dos casos importantes, a saber: una mezcla no-relativista de protones y
electrones no degenerados y una mezcla ultra-relativista de fotones y electrones no degenerados.
Notamos que el potencial quimico de los electrones en el caso no degenerado debe satisfacer la
condicién de que e #¢ > 1.

1. Una mezcla no-relativista de electrones y protones se identifica por dos condiciones m,,/m, >
1y (. = m.c®/(kT) > 1. En este caso los coeficientes de transporte son

2 = 2 5
oy = Slerlle <1 - %) oy = CTanelTs) (1 - ?) ., (7.76)

Me Me e
(5 (1 2)] o
A = 5k T 1epnen (1 _ i) 7 | A = 5k2TT€P”S”(“€T€P) <1 - 15) . (7.78)
2men, G 2men, 2
po= ETt (02 ey (1-2)]

Las primeras correcciones relativistas a los coeficientes de transporte estdn relacionadas con
el término 1/¢, y si fijamos nuestra atencién en los términos dominantes sin las correccio-
nes relativistas, las conductividades eléctricas pueden ser escritas a partir de (7.76) y (7.77)

como:
0—762%’7”6 or = o) (WeTep) oL N ——

= p— t = 0| (WeTep), L~1+(%T€p)2

ya que hemos considerado w,7., < 1. Las expresiones para las conductividades eléctricas
(7.80) son bien conocidas en la teoria de los gases ionizados no degenerado y no relativista-
(véase, por ejemplo, Cap [16]) y muestran su dependencia en la induccién de flujo magnético
Ba través de la frecuencia de ciclotrén de electrones w,. Por otra parte, las conductividades

térmicas (7.78) y (7.79) sin las correcciones relativistas se vuelven

a__ (7.80)

kT T unen

A
)\H = /\t = )\H(we’i'ep), )\L ~ I

N — 7.81
14 (weTep)? (7.81)

2meny,

Notese que la expresion para la conductividad térmica paralela es bien conocida en la teoria
de los gases no relativistas que se desprenden de una ecuacién modelo tipo BGK.

2. Una mezcla ultra-relativista de fotones y electrones no degenerados se caracteriza por la
condicién ¢, = m.c?/(kT) < 1. En este caso los coeficientes de transporte se reducen a

2Ty (3ne + 4ny) _ 2T e (e + 2n) (WeTer ) Ce

12nkT 12nkT (7.82)

(I”:O'L:
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4/<7(:27'67nen
3ne +4n,,’

N\ = 8kC? oy Men? (WeTery ) Ce
’ (3ne + 4n,)?
Inferimos, de estas ecuaciones, que las conductividades eléctrica y térmica, paralelas y per-

pendiculares coinciden, mientras que las conductividades eléctricas y térmicas transversales
son cantidades pequeiias, ya que son proporcionales a (..

A =AL= (7.83)

7.6.2. Electrones completamente degenerados

Todas las conductividades térmicas desaparecen en el limite de electrones completamente degene-
rados, dado que este comportamiento esta conectado con el resultado bien conocido de la mecédnica
estadistica de que la capacidad calorifica de un gas completamente degenerado desaparece. Para las
conductividades eléctricas existen tres casos importantes que deben analizarse que son: una mezcla
no-relativista de protones y electrones completamente degenerados, una mezcla ultra-relativista de
fotones y electrones completamente degenerados y una mezcla de protones no-relativistas y elec-
trones ultra-relativistas completamente degenerados. Procedemos a analizar las conductividades
eléctricas para estos casos.

1. Una mezcla no relativista de protones y electrones completamente degenerados se identifica
por (. > 1y pr < mec, donde pr denota el moemnto de Fermi de los electrones. Aqui
tenemos que

o) = 871'(327'617])?, 1_ p% 7 - SWGQTCpp%(WCTcp) 1_ ])?y . (784)
3m.h3 2m2c? 3m.h3 m2c?
8meTe,ph pa 9 3p%
=—F—1|1- — 1— . 7.85
oL 3m.h3 2m2c? (weTep) 2m2c? (7.85)
Fijemos nuestra atencion en los términos dominantes de las conductividades eléctricas
87T€2Tepp3F o
o =—>, 0r = 0 (WeTep ), o —, 7.86
I 3m.h3 t H( 1)/ L 1+ (weTep)2 ( )

dado que el término pr/ (m.c?) es una cantidad pequefia y la condicién w7, < 1 se cumple.
Estas ecuaciones muestran la dependencia de las conductividades eléctricas en la induccién
de flujo magnético B a través de la frecuencia de ciclotrén de electrones we.

2. Una mezcla ultra-relativista de fotones y electrones completamente degenerados se caracte-
riza por las condiciones (. < 1y pr > m.c, y las conductividades eléctricas para este caso

son
8T Ter P 4kTn
_ e CNePp (4 v 7.87
=9It 12nkTh3 NeCPF ( )
2 p? 4KTn.,
o) = 8T€* TenyMeLeC(WeTey ) D 1+ kTn., . (7.89)
12nh3 NeCPr
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Se deduce de las ecuaciones anteriores que las conductividades eléctricas paralelas y per-
pendiculares son iguales entre si, mientras que la conductividad eléctrica transversal es una
cantidad pequefia ya que es proporcional a (..

3. Una mezcla de protones no-relativistas y electrones ultra-relativistas completamente dege-
nerados, también es un caso importante, ya que podria describir una estrella enana blanca.
Aqui las condiciones que se satisfacen son m,,/m. > 1y pr > m.cy las conductividades
eléctricas se escriben como

(7.89)

8T TepCDh <1 3 mﬁcQ) oy — 812 TepCk T (weTep)PF

= oL = Ty 22 3n3

mostrando que las conductividades paralelas y perpendiculares coinciden y que la conducti-
vidad transversal es una cantidad pequefia, ya que es proporcional a (, < 1.

]
nm

Anexo: Integrales

1. Caso no-degenerado

En este caso e > 1 de modo que las integrales 7,,,, se reducen a
o *
T (Ces i) = / e~ Ce o Hhe Ginh™ o cosh™ ¥, (7.90)
0

y las integrales 7 (., p12) = J2,, pueden expresarse en términos de funciones de Bes-
sel modificadas de segunda especie K,,(¢.) = K, y sus integrales Ki, (¢.) =Ki, (véase
Abramowitz y Stegun [17] paginas 376 y 483) de la siguiente manera:

Th = S 1) T = K, T2 = (K 9
_ v _ . — 3 — , = — Kiy), .
41 24-6 4 2 40 4<-e 3 1 4-1 Ce 2 2
. ehe ) ) . 3ete )
._7472 = T(Kl + K11 — Klg), j473 = T(Klg — K14). (792)

Ademas, el potencial quimico de los electrones esta dado por

3
My L 7.93
‘ 8rm2ckT K, (7.93)
2. Caso completamente degenerado
Las integrales 7,,.,, en este caso se reducen a
Ip p 2
Tom = / sinh” ¢ cosh™ ddv), with 9p = arcoshy /1 + < F ) , (7.94)
0 mec
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donde pr es el momento de Fermi momentum de los electrones. Las integrales 7., son

. 5 5 ( o ) 3
° Pr Pr . MeC

mMeC
1 3
T =~ <p7F> ) j4.72:

(G M )
¢ {1 () } N [1 . (7”
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Resumen

Consideramos la evolucién dindmica, no perturbativa, de fluidos auto—gravitantes y conductores de
calor en el marco de la Teoria de la Relatividad General. Logramos una descripcién hidrodindmica
completa y elegante de dichos fluidos mediante el formalismo “1+3”, que reduce las ecuaciones de
campo de Einstein a un sistema de primer orden de ecuaciones de evolucién y vinculos transversos
sobre variables hidrodindmicas covariantes relacionadas a la 4—velocidad. Aplicamos este formalis-
mo al caso del gas ideal con simetria esférica, logrando un sistema de ecuaciones cuya intrgracion
no requiere métodos numéricos sofisticados. Suponiendo condiciones cercanas al equlibrio térmico,
exploramos las consecuencias dindmicas de utilizar varias ecuaciones constitutivas sugeridas en la
literatura para el flujo de calor. Los resultados obtenidos son facilmente generalizables y aplicables
a cualquier sistema térmico.
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8.1. Introduccion

8.1. Introduccion

Todo sistema térmico auto—gravitante y relativista es estrictamente una fuente de campo de la
teoria de la Relatividad General. El estudio de la dindmica de estos sistemas (i.e. 1a hidrodindmica)
consiste en resolver las ecuaciones de campo de dicha teoria (las ecuaciones de Einstein), acopladas
a las leyes de balance y conservacion de una teoria termodindmica fenomenoldgica o de la Teorfa
Cinética Relativista. Si el sistema térmico evoluciona mediante procesos irreversibles asociados a
la conduccién de calor y/o a la viscosidad, es necesario acoplar las ecuaciones de Einstein a una
teorfa termodindmica que especificamente describa estados fuera del equilibrio térmico (asi sea
cercanos a éste, ver [1]). Para mayor detalle sobre el estudio de sistemas térmicos disipativos en
Relatividad General, se recomienda al lector consultar la abundante literatura existente sobre el
formalismo general [2, 3]. En particular, las referencias [4, 5] proporcionan resefias extensas del
tema.

Las ecuaciones de Einstein son un sistema muy complicado de ecuaciones diferenciales parcia-
les, no-lineales, de segundo orden en las funciones métricas (potenciales gravitacionales). Aunque
existen soluciones analiticas compatibles con sistemas térmicos disipativos (ver resefia en [6]), és-
tas suelen corresponder a condiciones excesivamente idealizadas (que podrian ser affsicas), como
por ejemplo, suponer que sélo actda un efecto disipativo y una cinemdtica restringida: conduccién
de calor sin viscosidad y 4—velocidad sin corte (shear—free) [7, 8, 9, 10] o viscosidad sin conduc-
cion de calor y 4—velocidad sin 4-aceleracion [11, 12, 13, 14, 15, 16]. Aunque estos trabajos han
logrado resultados interesantes, es razonable suponer que el estudio de fluidos en condiciones fi-
sicas mas realistas necesariamente requiere utilizar métodos numéricos, cuya aplicacion requiere
a su vez la conversion de las ecuaciones de Einstein en un sistema de ecuaciones de evolucion
y vinculos de primer orden. Sin embargo, los formalismos numéricos de primer orden mas so-
corridos (como por ejemplo el método ADM) estdn basados en foliaciones o descomposiciones
del espacio—tiempo en “espacios” 3—dimensionales (hipersuperficies tipo—espacio o “spacelike”)
evolucionando en un “tiempo” dado por una direccion tipo—tiempo (“timelike”). En general, es-
tas decomposiciones no son Unicas y no son covariantes (i.e. no pueden ser definidas en forma
independiente de la eleccion de coordenadas).

El formalismo 143, derivado inicialmente por Ehlers [17], y extendido y aplicado por Ellis, Bruni,
Dunsby y van Elst [18, 19] (ver resefias en [20, 21]), transforma las ecuaciones de Einstein en un
sistema de ecuaciones de evolucién y vinculos de primer orden, pero en forma covariante, ya que
describe la evolucién de objetos tensoriales asociados a un campo vectorial de 4—velocidades u® y
al tensor de momento—energia 7. Al proceder de esta manera, no es necesario descomponer al
espacio—tiempo en “tiempo” y “espacio” a través de las coordenadas, ya que el vector u® determina
(en total independencia de la eleccién de coordenadas) la direccién tipo—tiempo de la evolucidn,
definiendo como tiempo universal al tiempo propio que parametriza a las curvas integrales de u®.
Las tres direcciones espaciales quedan determinadas como direcciones ortogonales a u* en forma
covariante a través de un operador tensorial, h,;, que proyecta a todo tensor en estas direcciones.
Este formalismo es particularmente ttil para formular las ecuaciones hidrodindmicas asociados a
sistemas térmicos, ya que las cantidades tensoriales que involucra tienen una interprtacién cine-
mdtica y fisica inmediata, y su evolucién sucede en un marco comévil con una 4—velocidad, u¢,
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8.2. Termodinamica de fluidos relativistas conductores de calor

que puede ser indentificada con la velocidad hidrodindmica macroscépica asociada a velocidades
microscépicas carcateristicas de los sistemas térmicos.

Curiosamente, el formalismo 1+3 sélo ha sido utilizado en la literatura (ver resefias en [20, 21])
para estudiar sistemas hidrodindmicos en el contexto cosmolégico y perturbativo, sobre un “back-
ground” dado por el modelo cosmolégico homogeneo Friedman—Lemaitre—Robertson—Walker (FLRW).
En el presente articulo consideramos su aplicacién no—perturbativa a sistemas térmicos con con-
duccién de calor pero sin viscosidad, lo cual es una situacién idealizada (pero no afisica) que
simplica considerablemente el tratamiento matemadtico. Para simplificar atin més el estudio de flui-

dos relativistas auto—gravitantes con conduccidon de calor, supondremos que €stos son fuentes con
simetria esférica, por lo que las ecuaciones de evolucion y vinculos entre tensores del sistema 143

se reducen a ecuaciones diferenciales entre escalares covariantes.

El estudio termodindmico de sistemas relativistas disipativos fuera de equilibrio es un tema adn
abierto a desarrollo tedrico. Aunque se ha logrado derivar ecuaciones constitutivas para los flujos
disipativos que cumplen con requisitos de causalidad de sefiales térmicas y estabilidad de solucio-
nes, estas ecuaciones se han obtenido asumiendo una corriente de entropia construida en forma
empirica afiadiendo términos de mayor orden (segundo, tercero, etc) en los flujos disipativos (la
teoria a primer orden lleva a las ecuaciones constitutivas de Eckart que violan la causalidad). Entre
las tareas aun pendientes estdn el lograr una mejor verificacion experimental y observacional de las
predicciones de estas ecuaciones constitutivas en laboratrios “en tierra” y en sistemas astrofisicos,
asi como su justificacidn a partir de primeros principios a través de la Teoria Cinética Relativista
y la Mecénica Estadistica (se sugiere ver el enfoque critico presentado en [5, 10]).

En el presente articulo consideramos la ecuacidén constitutiva de segundo orden para el flujo de
calor (la ecuacion constitutiva de la Termodinamica Irreversible Extendida [1] o de Israel-Stewart
[2, 3, 4, 5]). También examinamos la ecuacién constitutiva de Maxwell-Cattaneo que surge al
truncar la ecuacion completa a segundo orden. Al acoplar dichas ecuaciones constitutivas (cuya
estructura es de ecuaciones de evolucion) al sistema 1+3 (equivalente a las ecuaciones de Einstein)
podemos examinar las condiciones en las cuales la ecuacion truncada es una buena aproximacion.
Asimismo, obtenemos sistemas de ecuaciones de evolucién auto—consistentes y completos para
variables hidrodindmicas y cinemadticas covariantes, cuya integracioén no requiere métodos numéri-
cos sofisticados. Por otra parte, el acomplamiento de las ecuaciones dindmicas 1+3 con ecuaciones
constitutivas dadas como vinculos (la de Eckart [?, 3, 4] y otras propuestas en la literatura [22])
conduce a sistemas mucho mas complicados y dificiles de integrar, lo cual es consistente con el
hecho de que estas ecuaciones constitutivas sélo son vélidas en condiciones de limite de campo
débil (tanto cuasi—newtonianas como relativistas).

8.2. Termodinamica de fluidos relativistas conductores de ca-
lor

Un sistema térmico auto—gravitante que conduce calor y cuya viscosidad es despreciable es des-
crito por los siguientes tensores métrico y de momento—energia de un fluido “imperfecto” en un
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8.2. Termodinamica de fluidos relativistas conductores de calor

marco comévil: [4, 20]

ds? = —N?(dz®)? 4 2go; dz®da’ + gijdxidxj7 (8.1)
T% = puu’+ph® + 2¢""u? (8.2)
w = N7t 4, hap = UgUp + Gab, (8.3)

donde 2° = ct, x* = a', 2% 23, p, p son la densidad de materia—energia y la presién de equilibrio
y ¢* es el vector de conduccién de calor (los paréntesis (“*) en (8.2) denotan simetrizacién en los
indices a, b). El tensor (8.2) debe satisfacer las ecuacién de balance V,7% = 0, donde V, es la
derivada covariante. Si suponemos vorticidad nula (V,u, = V,u,), la proyeccion en direcciones
paralela y ortogonal a u” de la ley de balance toma la forma:

u VT = 0 = i+ (p+ )0+ Vag" + 2itag" =0, (8.4)
heaViT® = 0 = hljy+o0aq"+ Vep+ (n+ p)ite =0, (8.5)

donde /i = u®V, i es la derivada convectiva y V, = hPV,, es el gradiente espacial, mientras que

los pardmetros cinematicos ¢ (expansion), i, (4—aceleracion) y o, (corte o sisayadura o “shear”)
estan definidos por:

6=V, i =u'Vit 0w = Vet it~ ha (8.6)

Supondremos ademas que el fluido satisface la ecuacion de Gibbs, la ley de balance de entropia y
de conservacion del nimero de particulas:

1
Tds = d (ﬁ) +pd (7) , 8.7)
n n
Van® = 0, n®=nu", = n+nd=0, (8.8)
Xa
VS > 0, S*=8nu*+ (8.9)

T )

donde n, S, T son la densidad del numero de particulas, la entropia por particula y la temperatura
de equilibrio, mientras que X“ es un vector que se anula en condiciones de equilibrio térmico, por
lo que debe estar formado por combinaciones algebraicas de ¢, y u® tal que se cumpla S >0 (su
forma especifica sera discutida mas adelante).

Las evolucién dindmica del sistema térmico en cuestién se obtiene mediante la solucién de las
ecuaciones de campo de Einstein G = kT (con k = 87(G/c*) para la fuente (8.2), acopladas
con las ecuaciones de balance (8.7)—(8.9) y con las condiciones de integrabilidad dadas por (8.4)—
(8.5). Sin embargo, el sistema formado por las ecuaciones de Einstein mas las ecuaciones (8.7)—
(8.9) estd incompleto, ya que es necesario asumir una ecuacion de estado entre las variables de
equilibrio que sea aplicable al sistema térmico a estudiar, asi como una ecuacién constitutiva para
Ga-
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8.3. Ecuaciones constitutivas.

La ecuacion constitutiva (o de transporte) del flujo de calor g, debe relacionar a éste con las va-
riables de estado térmicas y cinemdticas. En un contexto relativista, dicha ecuacién deberia ser
derivada (idealmente) mediante la Teoria Cinética Relativista, sin embargo, es mds sencillo seguir
un enfoque fenomenoldgico basado en suponer una forma empirica del término X en la corriente
de entropia (8.9), sustitutir ésta en las ecuaciones de balance (8.7)—(8.9) y exigir que se cumpla
(8.9), para al dltimo utilizar la Teorfa Cinética para obtener la forma funcional de los coeficientes
fenomenolégicos que resultan (ver detalle en [1, 2, 3, 4, 5]).

La hipdtesis mds sencilla con respecto a X es considerar a este término como una funcién lineal
X®* = q“, lo cual conduce (a través de (8.4)—(8.9)) a la ecuacién constitutiva para el flujo de calor
que fue derivada por Eckart en 1940:

o = —\ [mT n Tua] , (8.10)

donde A = A(n,T) es el coeficiente de conduccién calorifica, el cual es una cantidad fenome-
noldgica caracteristica de cada sistema térmico y debe ser determinado por la Teoria Cinética. La
ecuacion constitutiva de Eckart es una generalizacion relativista de la “ley de Fourier” (g, o @GT),
a la que afiade el término 1, que se puede identificar con la “inercia del calor” de la ley de Tolman
[3, 4], la cual proporciona la 4—aceleracién necesaria para que un sistema térmico inhomogéneo
esté en equlibrio termodindmico (y por lo tanto, no esté en caida libre). Sin embargo, (8.10) es un
vinculo algebrdico para ¢,, no una ley de evolucién de las sefiales térmicas asociadas con g,. Por
lo tanto, adolece del mismo problema de causalidad que la ley de Fourier: predice una velocidad
infinita para estas sefiales ([2, 3]).

Para remediar el problema de causalidad consideramos una corriente de entropia S en (8.9) que
contenga términos de hasta segundo orden en las variables disipativas (g, en nuestro caso), lo cual
lleva a la forma
3(gpg") u®
2 7
donde § es un coeficiente fenomenolégico. Tomando en cuenta (8.4)—(8.9), esta suposicién empi-
rica conduce para fluidos sin viscosidad (ver detalles en [4, 5]) a la siguiente ley de evoluciion de
la entropia por particula:

X = ¢+ (8.11)

nT S =i+ (p+p)f = —Vaq® — 20, ¢°, (8.12)

y a la ecuacidn constitutiva de Israel-Stewart (o de la Termodinamica Irreversible Extendida):

erhl o+ qa+ A (VT + Tita) + 372 [V (575 0') | g =0, (8.13)

donde 7 es un tiempo de relajacion, el cual indica la escala de tiempo en la que un sistema térmico
alcanza el equilibrio cuando cesan las sefiales disipativas. La ecuacion de Eckart (8.10) surge como
el caso particular 7 = 0, en la que el sistema recobra el equilibrio instantineamente. A menudo
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en la literatura se considera la ecuacion constitutiva de Maxwell-Cataneo que resulta de truncar
(8.13) al eliminar el dltimo término en paréntesis en el lado izquierdo:

Thl Gy + ga + X (mT n Tua) —0. (8.14)

Hay condiciones especificas en las que la ecuacién truncada (8.14) es una buena aproximacion
a la ecuacidén general (8.13), por ejemplo, como se muestra en [4, 15, 16] si TH <« 1 para la
viscosidad volumétrica y de corte (shear) en el contexto cosmoldgico (H = 6/3 es el factor de
expansion Hubble). Por otra parte, la ecuacién de Eckart es una buena aproximacién en condiciones
cuasi—newtonianas, en las que 7 es mucho menor que los tiempos macroscopicos caracteristicos
y las derivadas temporales son despreciables en comparacion con gradientes espaciales, es decir:
AT/At < 1y 74~ ATAq/At < VT.

8.4. Espacio-tiempos con simetria esférica

El estudio dinamico de fuentes dadas por (8.2) se simplifica considerablemente si asumimos si-
metria esférica. En este caso la métrica, la 4—velocidad y el tensor de proyeccion vienen dados
por:

ds? = —N2c2dt? + B%dr? + Y2 (d9* 4 sin® 9 de?), (8.15
u* = N7 687 hap = uquy + gap = gl](;(ll(siv i,j=r, v, ®, (8.16)

donde N, B, Y (y todos los escalares y componentes de tensores propios) dependen de (¢, r). El
vector de conduccién de calor es

ta=Q0d,  Q=Q(r). (8.17)
mientras que los pardmetros cinemdticos asociados a la 4—velocidad en (8.6) toman la forma:
0 = B + 2y (8.18)
B Y’ '
N/
i, = A6, A=—, 8.19
i g i~ (8.19)
1(B Y
b= xé t=—(5-2], 2
o, €os A AR (8.20)
donde €% = 3R — e,e?, siendo ¢* = B¢ un vector unitario ortogonal a u®. Para todo escalar ®
tenemos
. by, 109
d = uWd,=—=—— 8.21
CReTN T Neor (6.21)
v IBvE r 8¢ -
V& = &0, =0,0, = a—da, (8.22)
’ r
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que son, respectivamente, la derivada convectiva y su transversa o gradiente espacial (radial) con
respecto a u®. Otras cantidades importantes son el tensor eléctrico de Weyl: E,, = uu?Clepg,
donde C\.q es el tensor de Weyl, y un escalar invariante de la simetria esférica [23]: la funcién
de masa—energia M = (Y/2) RZi, donde R% es tensor de Riemann. Para la métrica (8.15) estas
variables son

B = (8.23)

Ee,
Y o Y/Q
o) {Y -5 1. (8.24)

M =
donde &£ es una funcién complicada de N, B, Y y sus derivadas, la cual puede ser expresada en
forma compacta en términos de M y p como

£ = % - gu, (8.25)
En el enfoque tradicional, ya sea por métodos analiticos o numéricos, se resuelve las ecuaciones
de campo de Einstein G, = kT, acopladas a (8.7)—(8.9), para la fuente (8.2) y la métrica (8.15)—
(8.16) y habiendo asumido ecuaciones de estado y constitutivas dadas. Conociendo las funciones
métricas se calcula y obtiene todas las cantidades fisicas (dindmicas y termodindmicas), cinemati-
cas y geométricas descritas anteriormente. Sin embargo, éste no es el método mds recomendable
para sistemas hidrodindmicos.

8.5. Ecuaciones de evolucion del formalismo “1+3”

El formalismo “1+3” [17, 18, 19, 20, 21] lleva a un sistema auto—consistente de ecuaciones de
evolucion y vinculos para p, p, qa, 0, ta, 0ap, Fap que son cantidades tensoriales (por lo tanto
covariantes) asociadas al tensor de momento—energia 7% y la 4-velocidad u® de un fluido en el
marco comdévil. Dichas ecuaciones y vinculos son completamente equivalentes al sistema formado
por las ecuaciones de Einstein y las leyes de balance y conservacion. Para un fluido conductor de
calor descrito por la fuente (8.2) obtenemos las siguientes ecuaciones de evolucién

9> &

6 = -3 - 5(# + 3p) + Vi + dqu, (8.26)
i = —(p+p)0—Vag" — 2iag", (8.27)
Gy = —%90@ + ity + Vatiny = 05,08¢ — Eab, (8.28)
hlgy, = fgf)qa — 0apq” — Vap — (ft + p)ita, (8.29)
E(a,;,) = —0F — g [(/z +Pp)0ap — @«,qm} + 300, Evye — ady), (8.30)
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8.5. Ecuaciones de evolucion del formalismo “1+3”

junto con los vinculos:

~ 2~ K
Vot = gvaef?]m (8.31)
ViEL = [ Van— g+ 30ud] (8.32)

donde hemos supuesto que la vorticidad es nula (i.e. @aub = @bua) y los indices (44 denotan
simetrizacion y sustraccion de la traza.
Tomando en cuenta que en espacio—tiempos con simetria esférica todos los vectores y tensores
propios definidos en la seccidn anterior (g, qa, Oup, Eap) €stdn univocamente determinados por
los escalares covariantes A, @, 3, &, el formalismo 143 aplicado a fuentes (8.2) con simetria
esférica se reduce a un sistema de ecuaciones escalares de derivadas temporales y radiales para los
siguientes escalares:

w,p,Q,0, A% M, (8.33)
donde hemos usado (8.25) para reemplazar £ por M (el efecto de esto es reemplazar una ecuaicén
de evolucién por dos vinculos). El sistema 1+3 (8.26)—(8.32) se reduce a las siguientes ecuaciones
de evolucién:

: 2 &K s 1 2y B , 9
) Q B/ 2yl )
= — =~ (= = 124, .
it (u+p)9+32 B+ v + Q+ ) (8.35)
Q = =—0Q—p —(n+p)A, (8.36)
: 2 M s 1 B Y
¥o= 4 - 4 p— A=+ =] A -4
305 Y3+6H+382{ <B+Y) }
(8.37)
. 9
Yy = Y(§+E>, (8.38)
. 0
B = B 5—22 , (8.39)
sujetas a los siguientes vinculos:
Y 0 K
Y = 35— ——+-Q= 4
30+ 3+2Q 0, (8.40)
Y 0 2 Y2
M = —|Y? |-+ 1— — A1
[ Gy -3 =
M = guYQY’—s—%Q(@—s—SE) Y3, (8.42)
N' = NA, (8.43)

Nétese que (8.25) permite eliminar £ por M en toda ecuacién, ademds, obtenemos ecuaciones
especificas a la simetria esférica y que no aparecen en el sistema (8.26)—(8.32): el vinculo (8.43)
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surge de la definicién (B.57) y permite determinar la funcién métrica N que aparece en las de-
rivadas convectivas (8.21) en los lados izquierdos de las ecuaciones de evolucién, también, fue
necesario utilizar (8.18) y (8.20) para obtener las ecuaciones de evolucién (8.38)—(8.39) para po-
der obtener las funciones métricas B, Y, las cuales aparecen en (8.34), (8.35), (8.37) y en los
vinculos (8.40) y (8.41).

8.6. El gas ideal monatomico no-relativista

Para aplicar las ecuaciones 143 de la seccién anterior a un sistema térmico especifico, considera-
mos al gas ideal monatémico no-relativista de particulas de masa m caracterizado por la siguiente
ecuacion de estado

3
w=mc’n+ inkT, p =nkT, (8.44)

donde k es la constante de Boltzmann. Si asumimos la conservacién del nimero de particulas,
n definido arriba satisface la ley de evolucién dada por (8.8), por lo que la ecuacién de evolu-
cién (8.35) para i se desdobla dos ecuaciones de evolucién, para n y para T'. Las ecuaciones de
evolucion (8.34)—(8.39) son ahora:

. 1 2y B
g = -m>-"(1 —ox? g (A A+ A2 4
o ( + 6) + 35 T g )tAT (8.45)
= —3Hp, (8.46)
. 2¢ (B 2Y @
= —2H — — +2A 47
Ié] ﬁ+3B2(B+Y+Q+ > (8.47)
. ﬁ’ 5
= — — 4
3 ﬁ( 7 2/5 (8.48)
: M kp 3 1 B Y
Y= 2HY 4+ —+-Z (142 — A =4+—=] —A - A
+ y3+6(+2ﬂ)+332{ ()2
(8.49)
Y = Y(H+Y), (8.50)
B = B(H-2Y), (8.51)
mientras que los vinculos (8.40)—(8.43) toman la forma
Y’ K
Y = 3 —-——-H+-=-0Q= .52
3 v + 2 Q=0, (8.52)
B Y ) 9 Y/Q
M = 5 [Y (H+X)"+1- 52| (8.53)
! K 3 2y K 3
M = 5P 1+§ﬁ YY+§pe(H+E)Y, (8.54)
N = NA, (8.55)
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donde hemos introducido las siguientes variables

kT 0
p = mcin, f=—, H=_2, €= @ :Q. (8.56)
mc? 3 me®n  p

Este sistema es atin incompleto, ya que no ofrece una expresion (ecuacién de evolucién o vinculo)
para determinar al escalar de la 4—aceleracién A. Sin embargo, atin falta considerar la ecuacién
constitutiva para ¢,.

8.7. Ecuaciones constitutivas causales

La ecuacion de transporte “completa” a segundo orden en S* dada por (8.13) se reduce para
espacio—tiempos con simetria esférica a la siguiente ecuacion de evolucion para el escalar ():

Q

T

Q=-Q (g - 22> - % (T' + TA) (1+V)=0, (8.57)

donde ¥ es el tltimo término del lado izquierdo de (8.13) (de modo que ¥ = 0 conduce a la
ecuacion trunucada (8.14)):

A ooT

U =_ [ P —— ]

TH+T ( ST T ) (8.58)
En términos de las variables (8.56), las ecuaciones (8.59) y (8.58) toman la forma
5
¢ = 2(H—Z)e—56(6’—&-&4)—;(1—&-\1/), (8.59)
e (B 2y & p

v = H—-—|— — 4+ —+2A .

7{6 BQ(B+Y+e+p+ )}, (8.60)

donde hemos utilizado la expresién que resulta de la Teoria Cinética para el coeficiente de conduc-
cion calorifica del gas idea no-relativista [4]

5k
T 2me?

pBT. (8.61)

y sustituimos (8.44) y las ecuaciones de evolucion (8.46)-(8.47) en (8.58). Como el lado izquierdo
de (8.59) es idéntico al lado izquierdo de (8.48) (la ecuacién de evolucidn del sistema 1+3 para
el escalar ¢ = )/p), al igualar los lados derechos de ambas ecuaciones obtenemos el siguiente
vinculo:

2 0 /
A 1+¥(1 - B)+ %} + € {2 (E— %) — %] + 4 [In (pﬁe*w/?)}

62

pB?

+ [In (BY?ep)]’ + gﬂﬂ’ =0, (8.62)
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el cual define a A en términos de las variables térmicas (p, 3, €), cinemdticas (H, 3), métricas
(B,Y) y sus gradentes radiales (pero que no contiene derivadas convectivas temporales). El vincu-
lo (8.62) nos permite eliminar a una de las ecuaciones (8.48) o (8.59). Como (8.48) es mas sencilla
que (8.59), podemos considerarla como la ecuacién de evolucién de e (i.e. (Q), en la cual A propor-
ciona (a través de (8.62)) toda la informacion fisica contenida en la ecuacidn constitutiva (8.59).

Sustituyendo ¥ = 0 en (8.59) obtenemos la ecuacién truncada de Maxwell-Cattaneo (8.14) para
espacio—tiempos esféricamente simétricos:

5
¢=2(H - %)e— A8 + 5A) - < (8.63)
Si procedemos como lo hicimos anteriormente con la ecuacidén completa, igualando el lado derecho
de (8.63) con el lado derecho de (8.48), obtenemos una expresién andloga a (8.62):

58 0 1 PR B
A {1 + 2 (1- B)} +e {2 (§ + E) — ;} + B n(pB)] + 555 =0, (8.64)
la cual conduce también a un vinulo para definir A como funcién de variables térmicas (p, 3, €)
y cinemdticas (H, X) y sus gradientes. Evidéntemente, (8.64) es mucho menos complicado que
(8.62), ya que no depende las variables métricas. Al igual que con la ecuacién completa, podemos
considerar a (8.48) como la ecuacién de evolucion para e, en la cual A sustitutida al resolver (8.64)
confiere la informacion fisica contenida en (8.63).

Ya sea que utilicemos la ecuacién constitutiva completa (8.59) o la truncada (8.63), sélo faltarfa
obtener o sugerir una forma funcional para el tiempo de relajacidn 7 para que el sistema 1+3 quede
completamente determinado. Este punto serd tratado mas adelante.

8.8. Ecuacion completa vs ecuacion truncada

El gas ideal no-relativista que hemos considerado es simplemente el gas ideal relativista asociado
a la distribucion de Jiittner [4, 5] en el régimen dado por la aproximacién

Bk, (8.65)

la cual es vélida ! en practicamente cualquier contexto astrofisico en el que pueda ser aplicada la
ecuacién de estado (8.44): por ejemplo, para una masa nucleénica m ~ 10~2* gm, y tomando en
cuenta que £ = 1,38 x 10~ *%ergs/K, serfa necesaria una temperatura de 7' ~ 10'® K para que
3 ~ 1. Incluso en temperaturas de interiores estelares 7' ~ 108 K tenemos § ~ 1075,
Tomando en cuenta que (8.65) implica e >’/ ~ 1y que nos permite despreciar los términos
cuadrdticos 32, los vinculos (8.62) y (8.64) toman las siguientes formas

58 €

A[1+7+@}+e{2(2—2f1)

1 , € P
2] ) + s [ (BYQ)) + 395 o,

Sin embargo, la condicién (8.65) no implica que los gradientes de temperatura 3 sean cantidades pequefas.
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(8.66)

50

Alte Z] vel2tmem - 2|+ sy + Fo5 =0 (867)

.
las cuales basicamente difieren por la presencia en (8.66) de los términos que contienen al coefi-
ciente cuadrdtico €2/, que debe ser una cantidad pequefia, pese a que (8.65) implica 1/ >> 1.
Aunque la magnitud de €2/3 en comparacién con 3 depende de que tan cercana sea al estado de
equilibrio la evolucidn del gas, las condiciones de procesos disipativos cercanos al equilibrio tér-
mico implican necesariamente que Q/p = ¢ < 1y Q/p < 1,porloque €2/3 = (Q/p)(Q/p) < 1
se debe cumplir. Sin embargo, la presencia de estos términos cuadréticos claramente indica que la
ecuacion constitutiva completa (8.59) es mucho mads sensible a las desviaciones del equilibrio, por
lo que su rango de aplicabilidad debe se mucho mds amplio: mientras que estos términos cuadra-
ticos deben ser absolutamente despreciables muy cerca del equilibrio, en estados menos préximos
al mismo podrian ser importantes aunque sean pequefios.

Mientras que la ecuacién constitutiva completa se deriva rigurosamente al asumir una forma cua-
drética covariante en S, la ecuacion truncada de Maxwell-Cattaneo se obtiene “a mano” como
una simplificacién ad hoc, por lo que (como vimos anteriormente) debe tener menor versatibilidad.
Las condiciones en las que la ecuacidn truncada (8.63) es una buena aproximacién a la ecuacién
completa (8.59) son descritas (comparando ambas ecuaciones) por

U<l (8.68)

las cuales, tomando en cuenta (8.60), se traducen en el cumplimento de las siguientes dos condi-
ciones:

(a): ™K % y b): ex 1. (8.69)

Como mencionamos anteriormente, la condicién (b) indica proximidad al equilibrio térmico, la
cual es una condicién usual en la Termodindmica relativista de procesos irreversibles. Sin embargo,
la condicién (b) es menos general, ya que implica que el tiempo de relajacion de la sefial disipativa
sea mucho menor que el tiempo caracateristico de la expansion del gas (~ 1/H).

Tomando en cuenta que (a) en (8.69) también implica 3 < 1/7, si las dos condiciones (8.69) se
cumplen, ambas ecuaciones constitutivas (8.59) y (8.63) toman la misma forma,

€

. )
e=—<-28(8+pa), ®.70)
T 2
por lo que sus correspondientes vinulos (8.66) y (8.67) también coinciden en una sola expresion:

5 r9
A [1 " ﬂ ~ S48 lm(eB)) + 588 =0, ®71)

la cual proporciona el vinculo que determina A en el sistema 143 bajo condiciones compatibles
con (8.68).
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Es evidente que las condiciones (8.69) se cumplen (por lo que la ecuacidn truncada es vélida) para
un gas en evolucidn cercana al equilibrio y cuasi-newtoniana, ya que para un elemento de volumen
V ~ 03 tenemos Al/At < ¢, lo que conduce a
Al AT

HAT =~ o AL < 1, (8.72)
por lo que la condicién (a) de (8.69) es vélida para gases ideales en condiciones ambientales en
los que el flujo de calor se da en forma estrictamente hidrodindmica através de las colisiones de
las particulas, lo cual justifica suponer que (al menos cualitativamente) A7 es comparable a los
tiempos de recorrido libre de éstas (que es muy breve en comparacion con el tiempo caracteris-
tico de evolucion At). El mismo criterio se puede aplicar a gases ideales en sistemas astrofisicos
no-relativistas, tales como gases interestelar e intergaldctico, asi como en varios sistemas en un
contexto cosmoldgico (incluso relativistas).

En un contexto cosmoldgico (mds o menos equivalente a un laboratorio en expansion) existen
situaciones especificas (en condiciones relativistas) en las que el flujo de calor también se da a
través de colisiones caracterizadas por tiempos de colisién menores que el tiempo caracteristico de
expansion césmica (inverso del factor de Hubble) que es proporcional a 1/H = 3/6, por lo que las
condiciones (8.69) se cumplen.

Sin embargo, el punto principal que vale la pena remarcar es que hay situaciones en las que la
ecuacion truncada (8.59) no es una buena aproximacién. En particular, esto sucede cuando se viola
la condicién (a) en (8.69) en un contexto cosmoldgico y en sistemas astrofisicos relativistas, tales
como supernovas o nucleos activos galacticos. De hecho, es importante remarcar que las mismas
condiciones para la validez de las ecuaciones constitutivas truncadas han sido deducidas para la
viscosidad volumétrica (ver resefia en [4]) y para la viscosidad de corte (“shear”) en [12, 15, 16].
Dichos trabajos también identifican las condiciones en las que estas ecuaciones no son vélidas.

8.9. El tiempo de relajacion

Tomando en cuenta que los vinculos (8.62) y (8.64) (asi como sus formas aproximadas) determi-
nan A, atn falta obtener una forma funtional para 7 para que el sistema 1+3 dado por (8.45)—(8.39)
(mds los vinculos (8.40)—(8.43)) quede completamente determinado. Aunque 7 es una cantidad
mesoscdpica que no puede ser obtenida como una funcién analitica de los potenciales termodi-
namicos, es posible inferir formas aproximadas o “funciones de prueba” en base a argumentos
fisicamente plausibles [3, 5, 10] (ver tratamiento numérico de diferentes “funciones de prueba” en
[12]).

La conduccién de calor hidrodindmica se da a a través de colisiones. Aunque 7 no es igual al tiempo
de colisidn ¢, es posible suponerlo como proporcional a éste, al menos del mismo orden de
magnitud. Como mencionamos en la seccién anterior, la conduccion de calor mediante colisiones
sucede en condiciones ambientales cuasi—estaticas en condiciones compatibles con la ecuacion
truncada (8.63), sin embargo, hay condiciones en las que es necesario utilizar la ecuacién completa
(8.59). A continuacion examinamos diferentes escenarios fisicos:
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8.9.1. Contexto cosmolégico

La Cosmologia proporciona un ejemplo muy util para ilustrar la conduccién de calor hidrodina-
mica: la era radiativa en la que la radiacién y la materia visible estin térmicamente acopladas,
formando un plasma radiativo en el que se puede intentificar varias interacciones colisionales [24].
Dicho plasma puede ser descrito como un fluido hidrodindmico cuasi-homogeneo y cercano al
equilibrio térmico, cuya ecuacién de estado no es (8.44), sino la de una mezcla interactiva de
bariones y fotones:

3 3
o= mycny (1 + 555) + M, (1 + 5&) + agT*, (8.73)
2 2 1 4
p = mpc Py + mec neSe + gaOT , (8.74)

donde los subindices ; y . corresponden a bariones y electrones, 8, = kT'/(myc?), . = kT /(m.c?),
ap es la constante de Steffan—Boltzmann y 7’ es la temperatura comun de la mezcla. Para obtener
el sistema 1+3 asociado a esta mezcla es necesario sustituir la ecuacion de estado (8.73)—(8.74) en
las ecuaciones dinamicas (8.34)—(8.43).

Considerando que el factor de Hubble, H~! = 3/6, proporciona una medida covariante de las
escalas de longitud y tiempo caracteristicas de la expansion césmica, la condicién necesaria para
la existencia de los procesos radiativos es t.oq < 1/H. Como podemos suponer que ¢, debe estar
correlacionado con 7, podemos expresar esta condiciéon como
1 1
Cteon ® — xeT < —, (8.75)
noy H
donde oy es la seccién eficaz (~ 10~2°cm™2 para la dispersién de Thomson). El tiempo de colisién
de otros procesos radiactivos toma una forma andloga con diferentes secciones eficaces.

Es importante remarcar que si suponemos que 7 = t.y, entonces la condicion (a) de (8.69) se
cumple al inicio de la era radiativa, lo cual es compatible con (8.75). Mientras que se cumpla
teon < 1/H el fluido radiativo estard cercano al equilibrio, por lo que también se cumple la
condicidn (b) de (8.69) y podemos utilizar la ecuacién constitutiva truncada (8.63). Sin embargo,
como t.on y 1/H siguen diferentes leyes de evolucién, conforme procede la expansion césmica
t.on debe “alcanzar” a 1/ H (aunque se siga cumpliendo (8.75) para que pueda existir la interaccién
colisional). Esto sucede hasta que ocurre el “congelamiento” de las colisiones en un tiempo tfeeze
en el cual:

cteon = CT =~ E, (876)

de modo que los componentes de la mezcla radiativa se desacoplan y la descripcién hidrodina-
mica deja de ser vélida para tiempos cOsmicos t > fgeese, €0 los cuales la conduccién de calor
como fendmeno térmico disipativo pierde sentido en la ausencia de colisiones. Es evidente que la
desviacion del equilibrio térmico es mucho mayor en las interacciones en tiempos cercanos pe-
ro anteriores a tfeese, €0 los cuales se cumple aproximadamente (8.76). Por lo tanto, para estos
tiempos se viola (al menos) la condicién (a) de (8.69), por lo que para estos tiempos cdsmicos la
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ecuacion truncada (8.63) no es vdlida. Sin embargo, como esta dltima es un caso particular de la
ecuacion completa (8.59), el procedimiento correcto es utilizar la ecuacién completa para describir
las condiciones dadas por (8.75) y (8.76) en toda la era radiativa. Este resultado ha sido obtenido
también con modelos analiticos para la viscosidad de corte [15, 16].

El proceso hidrodindmico descrito anteriormente también es aplicable a un gas de particulas masi-
vas, no-relativistas, débilmente interactuantes (WIMPS) que evoluciona desde un estado cercano
al equilibrio hacia su desacople cuando se cumple la condicién (8.76). Dicho gas puede ser des-
crito corréctamente por la ecuacién de estado (8.44) y es un modelo popular de la materia oscura
fria. En [16] se examina el proceso hidrodindmico de un gas de WIMPS para la viscosidad de corte
(shear).

8.9.2. Explosion de una supernova.

La conduccién de calor también puede ocurrir mediante la difusion (o transporte) radiativa de uno
de los componentes de una mezcla de gases, en particular un componente como los neutrinos que
fluyen hacia afuera del nicleo estelar a velocidades relativistas o ultra—relativistas (“free strea-
ming”’) con recorridos libres medios grandes. Esto sucede en el contexto de una supernova, en el
cual tenemos una mezcla interactiva de bariones, electrones, fotones y neutrinos que puede ser des-
crita por una ecuacion de estado similar a (8.73)—(8.73), pero con los neutrinos tomando el lugar
de los fotones. La conduccién de calor para esta mezcla es principalmente debida a las colisiones
durante el flujo relativista de los neutrinos, no a las colisiones entre los demads particulas [8, 9, 25],
por lo tanto, el tiempo de relajacion relevante a la conduccién de calor es 7, que es proporcional
a los tiempos colision largos ¢, d e las interacciones de los neutrinos (con electrones y nucleones),
y no guarda relacién alguna con los tiempos de colisidn cortos #.,; de las interacciones entre las
otras particulas. Se cumplen entonces las siguientes condiciones

T, & t,, B, ~1, (8.77)

donde 3, = kT, /(mc?) se refiere a los neutrinos, que son particulas muy relativistas. Para modelar
este problema se considera el coeficiente de conduccién calorifica de una mezcla radiativa de
particulas relativistas (neutrinos) y no-relativistas:

4 ‘
A= gangchtl,. (8.78)

donde b = (7/8)N,, siendo N, el “sabor” de la especie de neutrino. Para 7, es posible sugerir
formas empiricas tales como [8, 9, 25]
£

L= 8.79
e =4 (8.79)

donde 1/H proporciona la escala de longitud (o tiempo) del flujo de la mezcla de materia y neu-
trinos, no de la expansion césmica, mientras que & es una funcién “de prueba” que depende de las
variables térmicas. En particular se suele proponer [8, 9, 25] la ley de potencias: £ ~ T, donde
w es una constante arbitraria que puede ser ajustada para describir el régimen difusivo.
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8.10. Ecuaciones constitutivas como vinculos

La ecuacion constitutiva (8.13) y su version truncada de Maxwell-Cattaneo (8.14) tienen la estruc-
tura de ecuaciones de evolucion, por lo que se acoplan en forma natural a las ecuaciones dindmicas
del formalismo 143, proporcionando un vinculo para la 4—aceleracién. Ecuaciones constitutivas
dadas como un vinculo que define a () conducen a una una ecuacién de evolucién sumamente
complicada para A, lo cual obedece al hecho de que suelen ser suelen ser aproximaciones validas
en ciertas condiciones o casos limite.

8.10.1. Ecuaciones constitutiva de Eckart

Aunque la ecuacién constitutiva de Eckart (8.10) viola el criterio de causalidad, es interesante
examinar como se podria acoplar al formalismo 1+3. Esta ecuacién no tiene la estructura de una
ecuacion de evolucion, sino la forma matematica de un vinculo:

€= —g B%er (E, + A) , (8.80)

donde hemos supuesto dependencia funcional de A en (8.61). La consistencia con el sistema 1+3
requiere sustituir (8.80) en (8.48), lo cual conduce a la siguiente ecuacion :

. . !

26 7 (B i P 3

R R R R O R
la cual proporciona una ecuacion de evolucion para A una vez que se sustituye una forma funcional
para 7 (como por ejemplo (8.75) o (8.79)) y se eliminan los términos B y B’ usando la ecuacién de
evolucioén (8.47). Sin embargo, (8.81) es en realidad una ecuacién sumamente complicada debido
a que al evaluar (' es necesario obtener los gradientes del término que multiplica a e en (8.47).
Esta complejidad obedece al hecho de que la ecuacién de Eckart es adecuada para un regimen

cuasi—newtoniano, por lo que se obtiene un resultado un tanto artificial al acoplarla a un sistema
completamente relativista como (8.45)—(8.51).

=

)
2[)’CT

No es dificil mostrar que la ecuacién constitutiva de Eckart (8.80) es una aproximacién adecuada
al régimen cuasi—newtoniano. En dicho régimen el coeficiente métrico /N toma la forma

2
NzlJr—? 3;<<1 (8.82)
C C

donde ¢ es el potencial gravitacional newtoniano, por lo que podemos escribir la ecuacién de
Eckart (8.80) como
5 o g 2¢
e:—§/)’ cT <E+? , (8.83)
donde usamos el hecho de que A = N'/N =~ 2¢//c?>. Como en este régimen las derivadas tem-
porales son despreciables en comparacion con las mismas cantidades y los gradientes espaciales,
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tenemos A
CTERT—— K€ —, — (8.84)

por lo que las ecuaciones causales (8.59) y (8.63) se reducen a (8.80). Es conveniente remarcar que
aunque 3 — 0y 7 — 0 son condiciones suficientes para e = 0, éstas son condiciones matemdticas,
ya que estas variables no son estrictamente cero, incluso en procesos cuasi—newtonianos, por lo que
la condicion fisica para e = 0 es el vinculo conocido por la ley de Tolman:

s B 24
FrANT S

la cual es consistente con la Teoria Cinética del gas ideal no-relativista en equilibrio térmico
[4, 5]. El tratamiento dindmico adecuado para fluidos conductores de calor con esta tltima ecuacién
constitutiva debe ser llevado a cabo con el sistema 143 en la aproximacién post—newtoniana del
mismo, lo cual no haremos en el presente articulo.

=0, (8.85)

8.10.2. La ecuacion constitutiva de Sandoval et al.

Sandoval, Garcia—Persiante y Garcia—Colin han derivado [22] una ecuacién constitutiva causal,
obtenida mediante el formalismo de Chapman—Enskog en el contexto de la Teoria Cinética Relati-
vista del gas ideal clasico relativista (distribucién de Jiittner) en condiciones cercanas al equilibrio
térmico. Esta ecuacion constitutiva también tiene la estructura de un vinculo algebrdico, pero que
(en contraste con (8.80)) no depende de la 4—aceleracién:

B
B

donde Ly(83) y La(B) estén definidas por las ecuaciones (19)—(21) de [22] en términos de com-
plicadas expreciones que involucran funciones de Bessel. En en régimen no-relativista 5 < 1 (el
cual es consistente con la ecuacion de estado (8.44)), y considerando términos hasta orden O(/3),
estas expresiones son: Ly & 5/2+53/4 + O(5%) y Ly &~ —53/2 + O(?), por lo que (8.86) toma

la forma , ,
r(1+2)3-5%).

la cual al ser sustituida en (8.48) conduce a:
i B(, . B By B\ (BY (Y
?*g( *T?)* (“5) (5) *ﬁ(z>
ﬂ’ 3
=5 ( ﬂ) — (1 + 55) A, (8.88)

que es un vinculo para A una vez que sustituimos una forma funcional para 7 y eliminamos las
derivadas 3, 3, p, ¢ mediante las ecuaciones de evolucién (8.46) y (8.47). Al igual que la ecua-
cion (8.81) que surge de la ecuacién de Eckart, la ecuacién (8.88) conduce a una expresiéon muy

€= —gtr {Lm@) ; w)f; } , (8.86)

5
75[7’207
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complicada para A (aunque ahora es un viculo). Sin embargo, la ecuacion constitutiva (8.86) puede
ser una aproximacién valida en un limite de campo débil asociado a Relatividad Especial, en el
cual los gradientes espaciales son depreciables en comparacion con las derivadas temporales, por
lo que (8.47) se reduce aproximadamente a:

B~ —283H, (8.89)

y por lo tanto, (8.88) pasa a ser

5 T B By , _ rB 3
75[1’2(27' {;721{ (2+§f 7) 72H(1—/5)] =-p3 (;+[—3) - <1+§[3) A, (8.90)

lo cual representa un vinculo mucho menos complicado que (8.88). El tratamiento dindmico de la
conduccién de calor de un gas ideal bajo la ecuacidn constitutiva (8.86) tendria que ser realizado
en la aproximacion de campo débil relativista, lo cual no haremos en el presente articulo.

8.11. Integracion del sistema 1+3

La integracion numérica del sistema 1+3 dado por (8.45)—(8.55) no requiere métodos numéricos
sofisticados, ya que las derivadas temporales y espaciales estdn efectivamente desacopladas. Para
llevar a cabo este proceso de integraciéon numérica, necesitamos primeramente transformar todas
las variables en cantidades adimensionales. Como f3, €, B, N ya son adimensionales, redefinimos
las variables dimensionales p, H, 3, A, Y, M, 7 de la siguiente forma

A
A=h—, y=~hyY, m=h,M, (=hgr,

Sz
S|

(8.91)

donde h es una constante arbitraria con unidades de longitud inversa ([h;] = cm™!) que define
una longitud caracteristica. También necesitamos utilizar coordenadas temporal y radial adimen-
sionales:

n = hsct, x = hr, (8.92)
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con lo cual transformamos las ecuaciones de evolucién (8.45)—(8.51) en las siguientes ecuaciones
adimensionales:

Mo _ _pp O 9 2, A [2un By Ax
N - H 5 1+26 28 +332 y B + 1 +Al, (8.93)
Q, _
~ = 3HQ, (8.94)
Bo _ _ 2e (B' Zyn  Dx | ex
N = Q’HBJrBB2 B+ +Q+€+2A , (8.95)
En _ (% Bx) 5
N - /)’(Q + 5) 1+2B A, (8.96)
So _ _ 2_m O 3 A By, Ux _ Ax
N = 2HS+ S y3+2<1+2ﬁ>+32{3+1 ~ Al,
(8.97)
Yn _ |
N y(H+S), (8.98)
B, B
N - B(H -2S5), (8.99)
mientras que los vinculos (8.52)—(8.55) toman la forma
Yx 3
Sy = —38?—7{7){%-5&26:0, (8.100)
Y 2 K
_ Y e _Ix
mo= g {y (H+S) +1 BZ}’ (8.101)
3 3 9 3 3
my = 59 1+§ﬁ yy,X+§Qe(H+8)y, (8.102)
N, = NA, (8.103)
— B [In(Q —(5/2
4 S Bm@R, — (/288 104

1+(5/2)p

donde la expresion para A en (8.104) viene del vinculo (8.71) que resulta de las ecuaciones de
transporte (8.59) y (8.63) cuando las condiciones (8.69) son validas (evidéntemente, podriamos
haber considerado el vinculo (8.62) que es més general y mds complicado). Podemos suponer (por
simplicidad) que el tiempo de relajacién (¢) es igual a un tiempo de colisién dado por (8.75) con
una seccion eficaz dada, por lo que

1 K kmc?/(3hs)  8wGm/(3c¢*hy)

= = 8.105
hsoon oo oo ’ ( )

donde K proporciona una relacién entre la escala caracteristica h,, la masa y seccién eficaz del
proceso colisional.
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8.11.1. Condiciones iniciales

El sistema (8.93)—(8.105) estd completamente determinado. Para su integracién necesitamos pres-
cribir condiciones iniciales dadas por las variables H, €2, 3, ¢, S, A, y, B, m, N evaluadas en
una hipersuperficie marcada por un tiempo inicial arbitrario 7 = 7, el cual puede ser dado sin
perder generalidad por 1 = 0 (el subindice o denotara evaluacién en 1 = 0). Para tal efecto, y con-
siderando los vinulos (8.100)—(8.105), es evidente que s6lo es necesario prescribir las funciones
iniciales:

HO(X)7 QO(X)7 [7)0(X)7 EO(X)v (8106)
ya que las demds funciones iniciales se obtienen a partir de (8.100)—(8.104), una vez que haga-
mos una eleccién de la coordenada radial (que siempre es posible re—definir). En particular, es
conveniente definir esta coordenada tal que Y = r, o en términos de (8.91):

Yo(X) = X (8.107)

Teniendo a la mano (8.105), (8.106) y (8.107), obtenemos directamente Ay(x) por medio de
(8.104), para obtener immediatamente después Ny(x) por integracion de (8.103) en n = 0. El
siguiente paso es obtener Sy(y) resolviendo la ecuacién diferencial (8.100), con lo cual podemos
después integrar (8.102) para obtener mg (). Por dltimo, la comparacién de la forma obtenida de
mo(x) con la que surge de (8.101) conduce a una ecuacién algebréica para obtener By(). Una
vez obtenidas las funciones iniciales, la integracion del sistema puede ser llevada a cabo mediante
el método Rungekutta a 4-5 orden para derivadas temporales y el método de derivadas finitas para
los vinculos. Este trabajo se encuentra en proceso de elaboracién y serd sometido a publicacién en
el futuro cercano.

8.12. Comentarios finales

Hemos examinado en este articulo la evolucién dindmica de fluidos auto—gravitantes conductores
de calor en el marco de la teoria de la Relatividad General. Consideramos, en vez de las ecuacio-
nes de Einstein, a un sistema equivalente de primer orden: las ecuaciones evolucion del formalismo
1+3, basado en cantidades covariantes asociadas a propiedades cinematicas y fisicas de los fluidos
que se definen en foma covariante con respecto a los tensores u® y T%. Aplicamos este formalismo
a un gas ideal no-relativista con simetria esférica y consideramos varias ecuaciones constitutivas
para el flujo de calor que han sido discutidas en la literatura: la ecuacién causal de Israel-Stewart
(o de la Termodindmica Extendida) [1, 2, 3, 4, 5], cuya estructura es de una ecuacién de evolu-
cioén y construida con una corriente de entropia de segundo orden en el flujo de calor, asi como
las ecuaciones constitutivas a dadas como vinculos (la de Eckart [4] y la de Sandoval et al [22]).
Exploramos el acoplamiento de las ecuaciones dindmicas del sistema 143 con estas ecuaciones
constitutivas y examinamos las consecuencias dindmicas de estas tltimas, tanto en un contexto
cosmoldgico como en condiciones ambientales y en modelos de explosion de una supernova. Es
evidente que el acoplamiento al sistema 1+3 es m4s directo y natural para las ecuaciones constitu-
tivas de Israel-Steward que para las ecuaciones constitutivas de Eckart y Sandoval et al. lo cual se
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debe a que estas tltimas sélo son adecuadas en los limites de campo débil (newtoniano y de Rela-
tividad Especial). Por dltimo, hemos descrito la definicién de las condiciones iniciales y propuesto
una estrategia para la integracién numérica del sistema 1+3. Aunque nos hemos concentrado en
el gas ideal no—relativista, la metodologia que hemos seguido es facilmente aplicab le a cualquier
otra ecuacién de estado térmica, por lo que esperamos en el futuro aplicar el contenido del pre-
sente articulo para integrar numéricamente las ecuaciones dindmicas acopladas a una ecuacién
constitutiva adecuada para varios sistemas térmicos de interés astrofisico y cosmoldgico.
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Discos de acrecion enfriados por neutrinos
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Resumen

La energia gravitacional liberada durante procesos de acrecidn sobre objetos compactos provee la
luminosidad que hace brillar algunas de las fuentes mds poderosas en el Universo. Su estudio, en
términos de morfologia, el contexto de la poblacion de progenitores, la hidrodindmica y la ecuacién
de estado en distintas condiciones de densidad y temperatura, es relevante si queremos compren-
derlas mejor. Aqui presento una revisién de lo que sucede en particular cuando sistemas compactos
acretan a ritmos tan elevados, el llamado régimen hipercritico, que la principal fuente de enfria-
miento son los neutrinos emitidos en el fluido, ya sea por reacciones térmicas, o por interacciones
débiles. Estos discos probablemente producen los destellos de rayos gamma cosmoldgicos, uno de
los fendmenos mas estudiados en astrofisica de altas energias en los ultimos 40 afios, y podrian
también producir las fuentes mds brillantes en ondas gravitacionales, en principio detectables en la
préxima decada.
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9.1. Introduccion

9.1. Introduccion

Las estrellas pasan la mayoria de su vida sobre la secuencia principal, identificada inicialmente
por Hertzprung y Russell (ver por ej. Kippenhahn & Weigert 1994). En esta etapa, la generacién
de energia en sus interiores debida a la combustiéon de Hidrégeno en Helio evita el colapso gra-
vitacional. Lo que sucede al agotarse el Hidrégeno en las regiones internas de la estrella depende
esencialmente de su masa inicial. Para estrellas con masas menores a 8 masas solares, se sucede
un ciclo de oscilaciones de la estrella. Cada ciclo inicia con la ignicién de un nuevo combustible, y
termina al agotarse. De Hidrégeno se pasa al Helio, luego al Carbono y al Oxigeno. Al concluir las
recciones, el nicleo de estas estrellas se sostiene contra el colapso gravitacional mediante la pre-
sion de degeneracion de los electrones. Este mecanismo fue identificado por S. Chandrasekhar en
1931, y llevo a la realizacién de que deben existir objetos extremadamente densos (p ~ 107g cm™)
en el universo, producto de las etapas mds avanzadas de la evolucién estelar. El primer objeto de
este tipo en ser identificado fue Sirius B, con una masa de 0.9 M, y un radio de 5000 km. A esta
clase de estrellas se les conoce como Enanas blancas (EB). La ecuacién de estado de la materia a
las densidades relevantes al estudio de las EB se conoce con precision, incorporando correcciones
debidas a la relatividad general, a la mecdnica cudntica y a los detalles de la composicién quimica
de la estrella.

En el caso de las EB, existe una masa limite (conocida como la masa limite de Chandrasekhar),
mas alla de la cual la presion de degeneracién de los electrones es incapaz de evitar el colapso
gravitacional de la estrella. Este limite es M¢, ~ 1,4M. Las estrellas que inicialmente poseen
una masa menor a 8 masas solares en la secuencia principal dan lugar a nicleos de C, O de menos
de 1.4 masas solares, ya que las reacciones nucleares mencionadas arriba requieren de cada vez
mayor temperatura para producirse (que a su vez requieren de una mayor masa). Si la estrella tiene
inicialmente mds de 8 masas solares, las reacciones nucleares prosiguen mds alld del Oxigeno, y
se va formando un niicleo de Néon, seguido por Magnesio, Silicio, y Hierro. El Hierro es el ele-
mento mas estable, y fusionarlo constituye una reaccién endotérmica, por lo que al constituirse en
el centro de la estrella un nicleo de hierro con masa superior a M, la estrella colapsa, pudiendo
producir una explosioén de supernova (Mezzacappa & Fuller 2006). En el centro se llega a densida-
des superiores a la nuclear (p,,,,. ~ 10**g cm~%) y puede formarse una Estrella de neutrones (EN).
Las capas exteriores de la estrella rebotan sobre el nicleo y son eyectadas al medio interestelar en
una explosién de supernova. Una EN es similar a una EB, sélo que el mecanismo que proporciona
la presion es la repulsion nuclear. Los neutrones y protones estdn en condiciones de degeneracion,
y como son 1800 veces mds masivos que los electrones, las EN son mucho mas compactas, con
densidades del orden de p,,,., masas del orden de una masa solar y radios del orden de 10 km. Las
EN fueron propuestas tedricamente en 1934 por Baade y Zwicky, pero la confirmacién observa-
cional de su existencia no llegé sino hasta 1967, cuando fueron descubiertas por Bell y Hewish.
Hoy en dia se conocen mds de 2000 estrellas de neutrones en nuestra galaxia, principalmente bajo
la forma de pulsares (Lorimer 2008).

La ecuacién de estado para las EN no se conoce con tanta precision como en el caso de las EB,
pero existe también una masa limite més alld de la cual la presién de degeneracion de los neutrones
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es incapaz de evitar el colapso. Hoy en dia se estima que M,,,, ~ 2 — 3M, y esto es objeto de
estudio intenso por grupos que combinan conocimientos de fisica nuclear, relatividad general y
astrofisica (Lattimer & Prakash 2007, 2010)

Para estrellas que derivan en un remanente central con masa superior al limite para una estrella
de neutrones, el colapso lleva a la formacién de un Agujero Negro (AN). La idea de la existencia
de los agujeros negros se remonta por lo menos a las ideas de Laplace, quien los propuso en un
contexto Newtoniano. Después de la formulacion de la teoria de la relatividad general en 1915 por
Einstein, K. Schwarzschild propuso en 1916 una solucién para un sistema con simetria esférica,
estdtico. Esta contenia la solucién al problema externo a una distribucién de materia, sin rotacién ni
cargas eléctricas, que hoy conocemos como la métrica de Schwarzschild. Los primeros estudios de
colapso gravitacional se deben a Oppenheimer y Snyder (1939), quienes estudiaron la contraccién
de una nube de polvo sin presion. En realidad no fue sino hasta los 60s que se empezd a estudiar
de manera seria a los agujeros negros como objetos reales, y s6lo recibieron su nombre en 1968
(debido a J.A. Wheeler).

La evidencia en favor de la existencia de los agujeros negros es necesariamiente indirecta, pero
hoy en dia es comunmente aceptado que estos objetos existen, en una gran variedad de sistemas
astrofisicos. Aquellos producidos por colapso gravitacional de estrellas con M ~ 15M, dan lu-
gar a agujeros con masas alrededor de 8 masas solares (en las tltimas etapas de su evolucién las
estrellas eyectan grandes partes de su envolvente al medio interestelar). Estos son los llamados
agujeros negros estelares. Una segunda clase consiste de agujeros negros supermasivos, que ocu-
rren en los nicleos de galaxias, con M ~ (105 — 10%) M, y son producto de una larga historia de
aglomeracién de gas en las regiones centrales de las galaxias, y de fusién entre galaxias. Aqui con-
sideraremos agujeros negros primordialmente de la primera categoria, aunque algunos resultados
pueden ser relevantes para todos los casos.

El estudio de los objetos compactos en astrofisica se volvié importante con el desarrollo de la
astronomia de rayos X, en los afios 60, especialmente con el descubrimiento de los pulsares (men-
cionado arriba) y de las fuentes galacticas de rayos X, como Cygnus X—1. La evolucién de sistemas
binarios con objetos compactos es hoy una de las disciplinas de mayor interés en astrofisica, con
relevancia para los estudios de evolucion estelar, poblaciones estelares, y digandsticos de genera-
cién de chorros colimados y posiblemente relatividad general (Postnov & Yungelson 2006). En
cuanto a los agujeros negros supermasivos, nuestra propia galaxia contiene uno en su centro, Sgr
A, con una masa estimada en 3.6 millones de masas solares (Ghez et al. 2008).

9.2. Los discos de acrecion como un fendmeno astrofisico
Los objetos compactos (EB, EN y AN estelares) frecuentemente se encuentran en sistemas bina-
rios, como la mayoria de las estrellas (Eggleton 2006). La interaccion entre ellos y sus estrellas

compaiieras dd lugar a algunos de los fendmenos mds interesantes en astrofisica. La transferencia

171



9.2. Los discos de acrecion como un fendmeno astrofisico

de masa se da principalmente a través de dos mecanismos. En el primero, la compaiiera puede pro-
ducir un fuerte viento que expulsa gas de sus capas superiores al exterior. Parte del gas es capturado
gravitacionalmente por el objeto compacto y puede acretar sobre €l. En el segundo, la separaciéon
entre las estrellas es tan pequefla comparada con su radio que una de ellas arranca material a la
otra, y se produce un chorro de material a través del punto interior de Lagrange en el potencial
comun efectivo, que cae sobre la estrella compacta. Dado que el momento angular especifico de
este gas es distinto de cero, no puede caer en forma radial, sino que es desviado y forma un disco
al circularizar su 6rbita por efectos disipativos.

La acrecidn sobre objetos compactos fue considerada como una manera eficiente de transformar la
energia gravitacional en radiacion inicialmente por Salpeter (1964) y Zeldovich (1964) de manera
independiente. En la mayoria de los casos se espera que el momento angular no sea completamente
despreciable, asi que en las regiones mds cercanas al objeto central se formard un disco. Para que la
acrecion ocurra es entonces indispensable el transporte de momento angular de las partes internas
hacia el exterior (Abramowicz et al. 2010), para que la masa pueda moverse a radios menores.

Hay varios pardmetros que son fundamentales para determinar en que forma ocurre la acrecién
sobre un objeto compacto. En primer lugar el momento angular del gas en torno al objeto compacto
determina la geometria de la acrecién sobre éste. Si el momento angular es bajo, se tendrd acrecién
esférica (o casi). Este caso fue resuelto en el limite hidrodindmico no viscoso originalmente por
Bondi en 1952, ignorando los efectos de los campos magnéticos y considerando un objeto en
un medio inicialmente homogéneo, en reposo. El caso de un objeto en movimiento uniforme fue
calculado por Bondi y Hoyle en 1944. Por el contrario, si el momento angular del gas es alto, se
formara un disco de acrecién en torno al objeto central, con una curva de rotacién cercana a la
de orbitas Keplerianas. Si el disco adicionalmente se enfria en forma eficiente serd delgado (su
altura H < R). El modelo estandard para este caso se debe a Shakura & Sunyaev (1973), que
ademds propusieron en ese trabajo una férmula para caracterizar los procesos de viscosidad en
el disco, que se presumen responsables del transporte de momento angular. Sin especificar los
detalles del mecanismo de transporte, la parametrizacién (llamada viscosidad o)) de Shakura &
Sunyaev permitié avanzar en el estudio de sistemas conteniendo discos, haciendo predicciones
detalladas con respecto a la luminosidad y el espectro de radiacién emergente del disco. Trabajos
tedricos y numéricos mds recientes indican que probablemente los campos magnéticos presentes en
el gas puedan producir una viscosidad efectiva que lleve al transporte de momento angular (Balbus
& Hawley 1991, Hawley & Balbus 1991, Hawley 2000, Stone & Pringle 2001), con valores de
« equivalentes entre 0.01-0.1 (Balbus & Hawley 1998). Adicionalmente, ha quedado claro que
en una variedad de sistemas, los procesos puramente hidrodindmicos pueden ser importantes en
determinar la evolucién del disco. Por ejemplo, en sistemas donde el enfriamiento es poco eficiente
(los llamados ADAFs o Advection Dominated Accretion Flows, la acumulacién de energia interna
por disipacion lleva inmediatamente a discos que no son delgados (H ~ R) y donde por lo tanto
pueden darse efectos como conveccidn y circulaciones a grandes escalas. Entonces, es importante
entender la hidrodindmica de fluidos en torno a objetos compactos.

En segundo lugar, la intensidad del campo magnético de la estrella central puede ser importante
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para determinar la evolucion del sistema. Para el caso de estrellas de neutrones con campos mag-
néticos fuertes (B ~ 10'* — 10'2G), el campo se vuelve dominante y controla el flujo del gas a
una distancia de varios cientos de radios estelares. El gas sigue las lineas de campo magnético y
alcanza la superficie de la estrella inicamente cerca de los polos magnéticos, donde se produce la
mayor parte de la emision (Pringle & Rees 1972, Ghosh & Lamb 1978). Si el campo magnético es
mds débil (B < 10'°G), el disco puede extenderse hasta la superficie del la estrella, y la emisién
proviene principalmente de las regiones internas del disco, y de la superficie de la estrella (éste es
el caso considerado por Shakura & Sunyaev).

Evidentemente el estudio detallado de sistemas con las caracteristicas descritas arriba requiere de
la incorporacién de la teoria de la relatividad general, procesos magnetohidrodindmicos, transporte
de radiacidn, y una ecuacién de estado detallada para el fluido, todo esto en tres dimensiones, ya
que frecuentemente no hay simetrias en el sistema que permitan una simplificacién inmediata en
este aspecto. No es posible hoy en dia realizar esto de forma simultdnea, asi que se hacen ciertas
suposiciones dependiento del problema que se quiera resolver. Detallaremos algunas de éstas para
los casos particulares que se presentan mas adelante.

A continuacion damos estimaciones sencillas en cuanto a la luminosidad y regiones espectrales en
las cuales se esperaria que se encontrara la emision de sistemas con objetos compactos (Frank et
al. 2002).

Para una estrella de masa M y radio R, se libera una energia AE = GMm/ R cuando una masa m
es acretada en su superficie, por la liberacién de la energia potencial gravitacional. Para pardmetros
tipicos de una estrella de neutrones, M = 1M, R = 10 km y entonces obtenemos del orden de
10% erg por gramo de material, o 10 % de su energia de reposo. Las reacciones nucleares que
convierten al Hidrégeno en Helio liberan 0.7 % de la energia de reposo, por lo que es evidente que
la acrecién representa una forma de extraccion de energia importante. También es claro a partir de
la ecuaci6n utilizada arriba, que cuanto més compacto sea el objeto (M /R pequefio) més eficiente
sera la acrecion. Para agujeros negros los nimeros son en principio comparables a los de estrellas
de neutrones, mientras que para enanas blancas, la combustion nuclear es mds eficiente por un
factor de 20 aproximadamente. De cualquier manera la acrecién sobre enanas blancas puede ser
importante, y de hecho domina la luminosidad cuando no se producen reacciones nucleares sobre
su superficie.

La luminosidad estd limitada por la presién de radiacion que ejercen los fotones emitidos por el gas
caliente cerca del objeto central, sobre el gas que intenta acretar. Para una opacidad proveniente de
dispersion sobre electrones (Thomson), este limite es

LEdd = 47TG]\J’/TLPC/UT
1,3 x 10%(M/Mg) erg s~}
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donde o es la seccién de dispersién de Thomson (Iimite de Eddington). Ello implica que en un
estado estacionario la tasa de acrecion estd limitada. Si toda la energia gravitacional del gas que es
acretado es liberada en radiacion, la luminosidad de acrecion es

Lie = GMM/R
1,3 x 1033 M5(M /M) (10%m/R) erg s~
1,3 x 10%My6(M /M) (10km/R) erg s~ .

Las unidades representan valores tipicos para enanas blancas y estrellas de neutrones, de manera
que las tasas de acrecién (en unidades de 106 g s71) quedan limitadas a 10° y 102 respectivamente.
Tipicamente, en sistemas binarios, las tasas de transferencia de masa son justamente de 10719\,
por afio, asi que Mg = 1y se tienen luminosidades de 10%* y 106 erg s—! respectivamente,
bastante por debajo del limite de Eddington.

Veamos ahora en que region espectral es emitida la radiacion. Para ello basta considerar una fre-
cuencia tipica v y definir T,,4 = hv/k. El valor exacto de 7,4 estard entre aquel de cuerpo negro,
Ty = (Laeo/4mR?0)'/* en el caso de que la fuente sea Gpticamente gruesa y se logre el equilibrio
térmico, y Ty, = GMm,/3kR, en el caso de que el gas sea Opticamente delgado y la energfa
potencial gravitacional se convierta directamente en radiacion. Para los valores tipicos de estrellas
de neutrones, se obtiene Ty, ~ 5 x 101 K (kTy, ~ 50 MeV) y T, ~ 107 K (KT, ~ 1 keV),
suponiendo L,.. >~ Lg44. Estas temperaturas y energias corresponden a rayos X, hasta rayos gam-
ma. Para enanas blancas se obtienen limites de 5 eV y 100 keV respectivamente, suponiendo
Leee =~ 103%erg s71, asf que esto implica emisién en el 6ptico, ultravioleta y rayos X suaves.

9.3. La acrecion hipercritica y los destellos de rayos gamma

Los destellos de rayos gamma (GRBs, por sus siglas en inglés: Gamma Ray Bursts) probablemente
se originan por acrecién a tasas muy elevadas sobre agujero negros recién formados (Woosley &
Bloom 2006, Nakar 2007, Lee & Ramirez-Ruiz 2007, Gehrels et al. 2009). Los hay de dos cla-
ses si uno considera su duracién (Kouveliotou 1995): largos (mds de dos segundos, tipicamente
10 segundos) y cortos (menos de dos segundos, tipicamente 0.2-0.4 segundos). Actualmente se
tienen observaciones multifrecuencia (rayos X, optico, radio) de estos objetos y sus remanentes
(afterglows), pero sdlo para los destellos largos (ver una revision despues de la revolucion a final
de los 90s en este sentido por van Paradijs et al. 2000). Ello ha establecido que se encuentran a
distancias enormes (corrimientos al rojo z que van de algunas décimas hasta 8), y que por lo tanto
liberan enormes cantidades de energia, tipicamente 10* — 10°2 erg si uno supone que la emisién
es isotropica. Adicionalmente, en varios casos se ha establecido de manera convincente una aso-
ciacion GRB-supernova (Woosley & Bloom 2006). Ello apoya la idea, propuesta originalmente
por Woosley (1993) de que los GRBs son de alguna manera una supernova “fallida”, que produce
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mucho mayor emision, mds energética y por menor tiempo. La propuesta de Woosley involucraba
una estrella masiva con rotacién, de manera que después del colapso una gran cantidad de material
formaba un disco de acrecién en torno a un agujero negro recién formado por el colapso del nicleo
estelar. En los ultimos afios este modelo ha recibido mucha atencién, iniciando con el trabajo de
MacFadyen & Woosley (1999), y se ha desarrollado de manera importante. Hoy en dia se considera
como una explicacién bastante robusta para los destellos largos. Por otra parte, desde 2004 inici6
la operacion del satélite SWIFT, disefiado en gran medida para resolver el caso de los destellos
cortos. No ha decepcionado, encontrando contrapartes en rayos X y el visible para una muestra de
estos eventos, demostrando que también son de origen cosmoldgico, aunque de poblaciones este-
lares distintas y mds diversas que los de larga duracién (Nakar 2007, Lee & Ramirez-Ruiz 2007,
Gehrels et al. 2009). La discusion que sigue en cuanto a los procesos de acrecion se centra a veces
mas en los progenitores de eventos cortos, aunque mucho de ello sigue siendo aplicable a eventos
largos, simplemente porque el régimen hidrodindmico y termodindmico que resulta es bastante
similar.

Es posible que los GRBs sean el producto de acrecién violenta sobre agujeros negros recién for-
mados para todos los casos. Este régimen suele denominarse como “acrecion hipercritica”, y serd
discutido mas adelante. Los destellos largos podrian provenir del colapso de estrellas masivas con
rotacion (para obtener un disco de acrecion) y los cortos de fusiones binarias de objetos compactos
(Paczynski 1986, 1991, Eichler et al. 1989). Estos son sistemas formados por dos estrellas de neu-
trones (como el pulsar de Hulse Taylor (1975), PSR1913+16 o el descubierto en 2003, PSR0937,
Burgay et al (2003)), o una estrella de neutrones y un agujero negro. Dados los periodos orbitales
observados en estos sistemas (8 y 2.5 horas respectivamente), asi como resultados de calculos de
sintesis de poblaciones estelares, se espera que una fraccién importante de estos sistemas fusionen
debido a la pérdida de energia a ondas gravitacionales. Las tasas de formacién esperadas coin-
ciden relativamente bien con el ritmo al que se observan los GRBs, de manera que esto parece
factible (Kalogera et al. 2004). Al hacerlo emitirdn un potente destello de energia gravitacional
y electromagnética. La interaccidon hidrodindmica en un caso asi es complicada, y su investiga-
cion requiere de estudios numéricos tridimensionales de alta resolucién, y el mayor detalle fisico
posible (relatividad general, magnetohidrodinamica, microfisica detallada, entre otros).

Varios grupos han investigado en detalle el producto de las fusiones binarias formadas por agujeros
negros y estrellas de neutrones, con varias simplificaciones, y complicaciones, que han permitido
realizar avances significativos (ver Shibata & Taniguchi 2011 y Faber & Rasio 2012 para una
revision reciente de estos temas). Tipicamente los resultados de las simulaciones tridimensionales
muestran que la estrella de neutrones es rdpidamente destruida por fuerzas de marea cuando la
separacién orbital es de unos cuantos radios estelares, y se forma un disco de acrecién grueso
y caliente en torno al agujero negro. El primero contiene unas cuantas centésimas a décimas de
masa solar y el segundo aproximadamente 4-6 masas solares, y los resultados dependen del tipo
de objeto, el cociente de masas, el momento angular (spin) de los mismos y la ecuacién de estado
que se utiliza para modelar a las estrellas de neutrones.

Con ello se tiene entonces un conjunto de condiciones inciales que pueden ser utilizadas para in-
vestigar la evolucién del disco a largo plazo (las simulaciones en 3D duran solamente unos 10-20
tiempos dindmicos, equivalentes a 20-40 ms por restricciones computacionales), es decir, al menos
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un segundo (comparable con la duracién de un destello corto). La estructura estacionaria de estos
discos fue inicialmente estudiada en forma analitica por varios autores (Popham et al. 1999, Nara-
yan et al. 1991, Kohri & Mineshige 2002), no siempre en forma completamente autoconsistente,
pero resultaba necesario llevar a cabo un estudio numérico detallado de la dindmica de los mismos
sin las simplificaciones intrinsecas a los primeros.

La produccién del destello en si requiere que la energia de la acrecién sea transformada de alguna
manera en un flujo relativista con factores de Lorentz I' ~ 300, para explicar las observaciones
(Mészaros & Rees, 1992, 1993). El argumento es que la variabilidad temporal en la fuente produ-
ce un flujo relativista variable, donde capas con distintos factores de Lorentz interactian entre si a
grandes distancias de la fuente. Los choques producidos en estas interacciones generarian los rayos
gamma. Los mecanismos correspondiente pueden explicar muchos detalles de las observaciones,
pero hay incégnitas atn sin resolver (por ejemplo como se da la generacidon de rayos gamma de
muy alta energia observados en varios destellos, Gonzalez et al. 2003, Fraija et al. 2012, Sacahui
et al. 2012). Esto probablemente se logra mediante la produccién de chorros colimados a lo largo
del eje de rotacién, que extraen la energia del disco de acrecién, ya sea por procesos hidrodindmi-
cos (vientos producidos por radiacién y/o neutrinos) o magnetohidrodinamicos (del mismo campo
del disco o extrayendo la energfa de rotacion del agujero negro mediante el proceso de Blandford
& Znajek (1997)). Hoy en dia los grupos que investigan estos mecanismos suelen considerar que
algin mecanismo no especificado deposita una cierta energia a un ritmo dado en las regiones pola-
res, y a partir de esto se calcula la evolucion subsecuente de los chorros generados. De manera que
no se tiene atin una solucién completamente autoconsistente de la generacion y propagacion de los
chorros que producen el destello en si. Un primer paso es obtener de manera consistente la energia
liberada por el proceso de acrecion mientras el disco en si estd evolucionando. Esto permitird hacer
célculos mads realistas de la produccién de los chorros generados. La retroalimentacion de éste con
el disco presenta un problema de un orden mas complicado.

9.4. Escalas tipicas y ecuacion de estado en el régimen hi-
percritico

Para la duracion tipica de un destello corto (unos cuantos segundos a 1o mas), la luminosidad en fo-
tones es miles de veces la de un nicleo activo de galaxias, donde se supone opera un agujero negro
supermasivo, y supera el limite de Eddington para fotones en mds de 10 érdenes de magnitud. Pero
estudiando el argumento dado arriba para este limite, es claro que si la particula responsable de la
interaccion tiene una seccion eficaz mucho menor, el limite puede cambiar sustancialmente. En el
limite hipercritico, esta particula es el neutrino, y no el fotén, modificando asf la restriccién y per-
mitiendo flujos de energia hasta 16 érdenes de magnitud mdas grandes. Asi, el limite considerando
la seccién de interaccion para produccién de pares por neutrinos es

E, \ .
LEdd,u =8 X 1053 <m> (Af/]\/[o) erg s 1, (91)
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donde F, es la energia de los neutrinos, y la tasa de acrecién asociada suponiendo una eficiencia
de 100 % para la conversién de masa a energia en neutrinos es,

. E -2
Mgaa, = 0AM/M) | ei— ) Mos™h 9.2
Edd, A(M /M) (5OMCV) ©S (9-2)
Para que el objeto en cuestion logre deshacerse de esta energia hace falta que transcurra un tiempo
dado por:
M E, \°
tEdd,u = 2,5 < > S. (93)
Edd. 50MeV

Por otro lado, el tiempo requerido para que la masa cambie sustancialmente por acrecion en este
régimen es ~ (L/Lgqq, )" X (eficiencia)™' X tggq, - El tiempo dindmico cerca del horizonte de
eventos para un agujero negro es un multiplo de R,/c, donde R, es el radio caracteristico del
objeto central, dado por

Ry = GM/c* ~ 1,5 x 10°(M /M) cm, (9.4)
(el radio clasico de Schwarzchild) y es entonces mucho menor que tgad,, -

Para escalar la densidad en la vecindad de un agujero negro acretando a este ritmo, consideramos

Miaa,
dm R2e

E -2
, = ~ 10 (M /M) —2— -3 .
pEdd,: O ( / O) (501\46\/) g cm (9 5)

Bajo estas condiciones, la profundidad 6ptica de Thomson (dispersion por electrones libres) es
Tp ~ gy, Ry ~ 1010 (9.6)

y entonces los fotones son completamente incapaces de salir y enfriar el fluido. Finalmente, se
puede definir una temperatura de Eddington como aquella de un cuerpo negro con luminosidad
Lgq4,, de una esfera de radio Ry,

Liad 1/4 , E —1/2
Toady = | — =) ~5x 10" (M/My)™V* | 2= K, 7
pad, <4WR§O—SB> 5x 107 (M/Mo) 50MeV ’ ©.7)
o
E —1/2
kTgaa, ~ 45 (M/M)~'/4 / MeV 9.8
Edd, (M/Mpg) 50MeV eV, (9.8)
y una intensidad de Eddington para el campo magnético
Lidan 12 16 11 L, -
Brady = | -2 ) ~3x 10"(M/M )" [ =] G. 9.9
Bdd, ( R2c ) X A0M/Mo) ™ Soniev ®:9)

Por dltimo y a modo de comparacién como lo hicimos anteriormente, la temperatura térmica que
tendria el material que acreta si su energia potencial gravitacional fuera convertida a energia interna

es
GMm,

Ty =
" U3kR,

~3x 102 K. (9.10)
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Aunque aqui hemos considerado el caso particular de creacién de pares para la opacidad, los
nimeros no cambian mucho si se toma en cuenta por ejemplo dispersién coherente de neutrinos
sobre nucleones libres para el régimen dado.

Queda claro entonces que para acrecion sobre un agujero negro estelar de unas cuantas masas sola-
res, o una estrella de neutrones se tienen densidades y temperaturas tan grandes (p ~ 10! g cm~3,
T ~ 10 K) que: (i) los fotones estdn completamente atrapados; (ii) los neutrinos son la principal
fuente de enfriamiento del gas. Este dltimo punto es importante: atin cuando los neutrinos no sean
capaces de proporcionar la energia suficiente para producir un destello de rayos gamma, como ha
sido considerado por varios estudios, el hecho de que sean el mecanismo que permite el enfria-
miento del gas los convierte en un ingrediente fundamental para entender el comportamiento del
fluido.

Este régimen es el denominado “hipercriticoz requiere tasas del orden de las dadas arriba. En
primera instancia se considero para el caso de la explosion de supernova de 1987, SN1987A por
Chevalier (1989) y Houck & Chevalier (1991). Para el caso de binarias de rayos X o niicleos activos
de galaxias, las tasas de acrecion nunca llegan a estos valores y se mantienen por debajo del limite
de Eddington para fotones. Pero durante la formacién de estrellas de neutrones y agujeros negros
estelares, en el colapso de niicleos masivos al término de la evolucidn estelar si es posible lograrlos.
De hecho, cuando la densidad alcanza p ~ 10''g cm~2 incluso se vuelve necesario considerar
efectos de opacidad a neutrinos, ya que no les es posible escapar libremente (la profundidad 6ptica
correspondiente alcanza 7, ~ 1).

9.5. Régimen termodinamico y ecuacion de estado

Tipicamente la mayor parte de la masa en estos discos estd en las regiones mds internas, a distan-
cias menores a 4 X 107 cm del agujero negro, que cuenta con unas 3-5 masas solares. Son densos
y calientes, y la temperatura es tan alta que los ni estén fotodesintegrados (10° g cm™ < p <
102 g em™3; 10° K < T < 10" K). Incluso debido al bloqueo de reacciones 3 inversas puede
haber una neutrionizacién sustancial, y el nimero de electrones por barién, o fraccién de electro-
nes, Y,, puede ser bastante menor a Y, = 1/2. En términos del enfriamiento, las capturas de pares
eT sobre neutrones y protones libres dominan para densidades mayores a 10'° g cm~2. De ma-
nera que el gas estd formado basicamente por una mezcla en equilibrio estadistico nuclear (EEN)
de particulas o, neutrones, protones, pares e*, fotones (atrapados), y neutrinos. La abundancia de
pares depende del grado de degeneracidn, que se puede medir a través del potencial quimico de
los pares e*, 7)., comparado con la temperatura, k7. Las capturas de pares y la aniquilacién de los
mismos siempre produce (anti-)neutrinos del electrén, (7, )v., pero otros procesos, en particular la
interaccion libre-libre de nucleones, y el decaimiento de plasmones, producen neutrinos del py 7,
U,y Vr.

Queda claro de lo anterior que dar seguimiento adecuado a la evolucidn del disco requiere de una
ecuacion de estado que tome en cuenta todos estos aspectos, al menos en forma aproximada. Ade-
mds, el campo gravitacional puede ser intenso, y se vuelve relevante considerar los efectos de la
relatividad general. Por tltimo, el sistema estd sujeto a variaciones y posibles inestabilidades di-
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ndmicas, algunas de ellas provenientes directamente del colapso del nicleo de la estrella o de la
fusién de objetos compactos, de manera que un andlisis que supone estado estacionario necesaria-
mente se quedara corto en algunos aspectos que pudieran tener consecuencias observables.

En los estudios que hemos llevado a cabo, consideramos una ecuacién de estado donde la presion
estd dada por

P=Pu+PFPus+P+P, (9.11)
donde P, es la presion asociada a los neutrinos, Praq = aT"/3, Pyas = (1 + 3Xyue) pkT'/(4my) y
Xiue es la fraccién por masa de nucleos fotodesintegrados e ideales. Una solucién aproximada al
EEN entre nucleones libres y particulas « es

T 9/8 p —3/4 100K
Xnuc = 22,4 (m) <W) exp (-872 T > y (912)

donde no hemos considerado la presencia de niicleos mas pesados, como el Fe. El parametro de
degeneracion de los Fermiones puede variar considerablemente, asi que utilizamos una expresién
cerrada muy conveniente (de Blinnikov et al. 1996) que es vélida para degeneracion arbitraria (pero
que requiere considerar Fermiones relativistas, asi que supone p > 105 g cm™?),

P ot [ 2RO + Ly ©.13)

127 (fhic)

y calculamos la fraccién de electrones Y, = n,/(n, + n,) mediante

pYe 1 3 2 2

T =N Ny = e | o (KT)7) 9.14
m, n ny 37T2(hC)3 [ne + NeT ( ) ] ( )
Estas formulas se reducen a los limites bien conocidos cuando la temperatura es baja (k7' < 7.,
que da P o p*/3 para un gas de Fermi frio) y cuando es alta (kT >> 7., que da P o< T para pares
e relativistas). Automaticamente queda incluida la posibilidad de pares en el limite relativista, y
no es necesario modificar el factor 1/3 que lleva el término que corresponde a los fotones.

Los cambios en profundidad 6ptica a neutrinos también afectan la composicion a través de la frac-
cion de electrones Y,. Consideramos la aproximacion que hizo Beloborodov (2003), y calculamos

Y, con
1 Q/2 — e
Y. =- it - A
5 + 0,487 < T > (9.15)
en el limite épticamente delgado para degeneracién moderada (aqui Q = [m,, — my|c?), y
1- }/e Ne — Q
= A
Y. exp < T ) (9.16)

para el caso Opticamente grueso. La tdltima expresion se sigue de hacer el potencial quimico de los
neutrinos igual a cero en la reaccion e + p <> n + v, y aplicar estadistica de Maxwell-Boltzmann
para los nucleos, que no son degenerados, mientras que la primera es consecuencia de pedir equili-
brio en la tasa de reacciones de capturas de pares e* sobre los neutrones y protones. Para interpolar
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suavemente entre ambas, usamos un factor de atenuacion exponencial de la misma profundidad 6p-
tica, exp(—7,) (Lee et al. 2005). Asi, nimericamente resolvemos la ecuacién de energia para la
energia interna por unidad de masa, dada por

Po+Paa+ P, 143X, 3kT

u=3 P + 1 . (9.17)
y el equilibrio /3, que se reduce a
Vo= 1T 4 X [AF(R) + By(n), (9.18)
donde
A= % 10,487 (Q/ii:;") , (9.19)
B=1+exp <77k_TQ> (9.20)

y f(TV) = eXp(fTu); g(Tl/) = (1 - eXp(fTu))'

Para cerrar el sistema, utilizamos la conservacién de carga, dada por la ecuacion 9.14.

Utilizamos las tablas de Langanke & Martinez-Pinedo (2001) para capturas, y ajustes analiticos
para aniquilacién de pares (Itoh 1996) para calcular las emisividades de neutrinos.

El dltimo ingrediente necesario es la determinacion de la profundidad éptica a neutrinos, 7,,. Para
ello consideramos tnicamente y como guia la dispersion coherente de neutrinos sobre protones y
neutrones libres, y particulas a.. Las secciones de interaccién son

1 B, \?
ON = 10’0 mecz s (921)
Y 2
L, 2 12
O = 09 5 | [4sin® O], (9.22)
MeC

donde oy = 1,76 x 104 cm~2, Ay es el dngulo de Weinberg y E, es la energia de los neutrinos,
que es aproximadamente igual a la energia de FermiEr de los electrones ligeramente degenerados.
La profundidad ptica se estima entonces como 7, = H/l,,, donde H es la escala local de altura en
el disco y [, es el camino libre medio de los neutrinos. En las regiones internas de discos masivos,
se puede llegar incluso a tener 7,, ~ 102, lo cual muestra que dichos efectos pueden ser importantes.

El enfriamiento efectivo es entonces la emisividad local, modulada por un factor exp(—7,) para
tomar en cuenta la difusién. La luminosidad total en neutrinos es entonces

LV - /P_l(fIﬂ” + Qplasmon + Ljpair + QCap) eXp(_Tv)d”L- (923)

La transicién de transparente a opaco ocurre en 7,, = 1, que corresponde a p ~ 10''g cm=3. La fo-
todesintegracion enfria el gas a una tasa gpnor = 6,8 x 10'8(d X ¢ /dt) erg s™' em™3, que se incluye
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en la ecuacion de energia Por ultimo, el momento angular se transporta a través de la prescripcion
a de Shakura & Sunyaev (1973), incluyendo todos los términos del tensor de esfuerzos en simetria
azimutal (Lee & Ramirez-Ruiz 2002).

Desde un punto de vista numérico, hemos estudiado la evolucién de esta clase de discos en simetria
azimutal (r, z), cuando después de una fusién binaria, un disco de masa My ~ (1072 — 1071) Mg,
se forma alrededor de un agujero negro de masa Man =~ (5 — 10) M, y en su interior opera una
viscosidad a =~ (1073 — 1071) que transporta momento angular. Las ecuaciones de Navier-Stokes
son discretizadas con el metodo Monte Carlo conocido como “Smooth Particle Hydrodynamics”,
o SPH (ver Monaghan 1992, y Rosswog 2009 para articulos de revisiéon del método). Es un for-
malismo Lagrangiano que permite seguir con buen detalle la evolucién de esta clase de sistema
de manera adaptativa en tiempo y espacio (para mayores detalles de nuestra versidn particular, ver
Lee & Ramirez-Ruiz 2002). En términos generales, lo que las simulaciones muestran es que: (i) la
energética global de los discos permite una liberacion de energia capaz de explicar un destello de
rayos gamma; (ii) la duracién del evento, medida a través del intervalo durante el cual la luminosi-
dad de acrecién es comparable con la observada en un GRB, se ajusta a la observada para eventos
cortos; (iii) la duracion del evento esta claramente relacionada con el tiempo de Kelvin—Helmholtz
de enfriamiento del gas (el disco nace dindmicamente caliente en virtud del sistema que lo produ-
jo), y con la escala de tiempo asociada al transporte de momento angular; (iv) el comportamiento
termodindmico del disco, y en particular la nucleosintesis, y la eyeccién de masa a través de vien-
tos, puede tener consecuencias observables (que detallamos mds adelante, Roberts et al. 2011);
(v) la formacion de colas de marea durante la interaccién binaria que produjo el disco en primera
instancia, puede dar lugar en principio a episodios secundarios de acrecién (Lee et al. 2009), que
produzcan rafagas a menor energia observadas en GRBs (ver Gehrels et al. 2009).

Tal vez pareceria que la descripcién dada arriba es bastante completa, pero es claro que hay ain
asuntos pendientes que son relevantes para lograr un entendimiento mas detallado de los procesos
en estos discos. En primer lugar, hemos supuesto que las reacciones consideradas alcanzan todas el
equilibrio. Esto es razonable para la fotodesintegracion, pero no necesariamente para las reaccio-
nes débiles, particularmente en las regiones de menor densidad y/o para discos poco masivos (con
masa menor a ~ 107 My). Segundo, el tratamiento de los neutrinos dista mucho de constituir un
estudio completo de transporte de Boltzmann, como se ha hecho en algunos casos en el contexto
de explosiones de supernova en una dimensién, pero al menos en lo cualitativo toma en cuenta
la transicién opaco/transparente que sucede en el disco si la densidad es lo suficientemente alta.
Lo maés relevante que no estd incluido podria ser la retroalimentacién de los neutrinos en no s6lo
enfriar el gas, sino en transportar energia y depositarla en una regién distinta a través de interac-
ciones como dispersioén no-coherente. Este punto puede resultar muy importante para entender la
generacion de flujos relativistas que a fin de cuentas producen la emisién observada en el destello
de rayos gamma. Esperamos tratar algunos de estos problemas a futuro.
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9.6. Consecuencias observables y conclusiones

En los tdltimos 15 afios ha quedado claro que para entender los eventos que producen los destellos
de rayos gamma a mayor detalle, es necesario un estudio cuidadoso de los procesos microfisicos y
termodindmicos que ocurren en el interior de los objetos que los producen. La mejor manera que
conocemos de liberar grandes cantidades de energia en un plazo corto es la acrecién sobre objetos
compactos, y todos, o casi todos, los modelos viables hoy involucran ya sea un agujero negro, o una
estrella de neutrones con un intenso campo magnético, o ambos. Se ha dado una revolucién en su
entendimiento sobre todo a partir de la observacién de la transformacién de la emisién pronta, en
rayos gamma, al “Afterglow.? menor energia, y de modelos que buscan entender a mayor detalle
la emision secundaria que se produce, y puede dar indicios mds claros del evento mismo. Un
ejemplo importante en este sentido tiene que ver con la formacion de las colas de marea referidas
en la seccién anterior. En el sistema binario, por ejemplo de un agujero negro y una estrella de
neutrones, que después forma el disco, en el momento que la estrella es destruida por las fuerzas
de marea se forma una larga cola de material a grandes distancias. Una parte de ella sigue ligada
gravitacionalmente al objeto central, pero otra, que puede llegar a contener 10~2M, alcanza la
velocidad de escape y es eyectada al medio interestelar (Lee & Ramirez-Ruiz 2007). El material en
esta cola es rico en neutrones, y en el se produce nucleosintesis, en particular a través del proceso-r
de captura de neutrones, formando elementos pesados (por ej., Roberts et al. 2011). Dado que el
sitio astrofisico donde se da el proceso-r, y que explicaria las abundancias cdsmicas observadas
no se ha identificado ain por completo, este mecanismo es una opcién interesante que vale la
pena explorar. Ademads de la contribucién nucleosintética, el proceso mismo y los decaimientos
radioactivos que se dan en los dias que siguen a la eyeccion producirian una sefial parecida a la de
una supernova, pero a menor energia. Estos eventos se conocen como “kilonovasz podrian marcar
el sitio de los GRBs unos 3-5 dias después del evento principal. Su caracterizacién y bisqueda
apenas inicia.

Al mismo tiempo, la relacidn entre el evento en si, y la galaxia que lo alberga y su poblacién estelar
es de gran importancia, ya que es necesario que los modelos de los progenitores sean viables desde
el punto de vista de su demografia. En ese sentido los destellos largos probablemente vienen de
una poblacién fundamentalmente distinta a los cortos: los primeros ocurren en galaxias con mucha
formacion estelar, y estdn asociados al colapso de estrellas masivas (Fruchter 2006, Woosley &
Bloom 2006); los segundos tienen un origen mds diverso, y parecen estar en general asociados
a galaxias con muy poca formacion estelar, indicando una poblacién mds vieja (Berger 2011). La
diversidad es buena y mala, porque da lugar a muchas posibilidades, con lo cual es dificil identificar
certeramente un caso particular de progenitor que pueda funcionar.

Hoy en dia, los primeros observatorios de ondas gravitacionales, LIGO y VIRGO estan empezando
a funcionar (Abadie et al. 2012) y se espera que en los préximos 5-10 afios tengamos las primeras
detecciones directas de ondas gravitacionales. En virtud de las fuentes probables, ya sea por colap-
so de nucleos estelares masivos, o por fusiones de binarias con objetos compactos, la observacion
en un nuevo espectro seguramente daria confirmacion directa de los modelos propuestos, o llevaria
a alguna opcidn ain mds interesante. El circulo que abarcaria aspectos de relatividad de lo mas pe-
quefio a lo mds grande, y de lo especial a lo general, cerraria uno de los capitulos mds interesantes
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de la astrofisica contemporéanea.
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Resumen

La descripcién del comportamiento de la velocidad del sonido en un condensado es un aspecto de
la teoria de gases ultrafrios que ofrece la posibilidad de investigar propiedades fisicas relevantes
en este tipo de sistemas. Es por ello que la obtencién de un modelo que permita hacer compatibles
los resultados experimentales con los célculos tedricos es de primordial importancia en este am-
bito. Actualmente el método mds socorrido para calcular la rapidez del sonido en un condensado
estd fundamentado en la teoria de campo medio. Este modelo requiere de varias suposiciones, entre
ellas el asumir que el gas es suficientemente diluido. Sin embargo, los resultados experimentales no
coinciden con los célculos en aquella regién en donde la coincidencia deberia ser mejor. En el pre-
sente trabajo se muestra la posibilidad de emplear la llamada ecuacién de Zaremba—Nikuni—Griffin
para hacer compatible teoria con experimento. Se deducird la rapidez del sonido para un conden-
sado y se aplicard para el caso de un sistema conformado por d&tomos de Sodio y, adicionalmente,
se mostrara que permite resolver la discrepancia antes sefialada. Ello nos permitira concluir que la
ecuacion de Gross—Pitaevskii si bien permite deducir de manera correcta el orden de magnitud de
dicho pardmetro no es capaz de ir mds lejos en este aespcto.

187



10.1. Introduccion

10.1. Introduccion

Laidea acerca de la condensacién de Bose—Einstein tiene ya una larga historia [1], sin embargo fue
hasta el afio de 1995 que su confirmacién experimental tuvo lugar [2, 3]. Este lapso entre formula-
cién tedrica y deteccion experimental tiene su razén de ser en las dificultades experimentales que
deberieron vencerse para poder constatar la existencia de los condensados de Bose—Einstein. La
posibilidad de producir estos sistemas en el laboratorio abre nueva ventana de oportunidades en la
fisica, la cual nos permite explorar fenémenos cudnticos a nivel macroscrépicos. Las propiedades
de estos sistemas son muy diferentes a la de los gases ordinarios, liquidos, o sélidos, es por ello
que su estudio es relevante. Por ejemplo, en un condensado los dtomos ocupan el mismo estado
cudntico y ello implica que el sistema se puede describir mediante, por ejemplo, una teoria tipo
Hartree—Fock, esto como un caso de la, asi llamada, teorfa de campo medio. En este aspecto, aun
cuando los gases son diluidos, las interacciones juegan un papel primordial y, en consecuencia, una
comprensién mds profunda de las interacciones interatomicas podria lograrse a través del analisis
de la dindmica de los condensados de Bose—Einstein. Este caso recién mencionado nos muestra las
opciones que los sistemas en cuestién nos ofrecen.

En el dmbito de gases cudnticos un tépico fundamental es el asociado con el estudio y andlisis de
las excitaciones colectivas o de bulto. Para el caso de fluidos cudnticos es factible dividir los modos
colectivos en dos diferentes categorias, a saber, modos hidrodindmicos y aquellos modos carentes
de colisiones. El primer caso se encuentra relacionado con la descripcién de la dindmica, dentro
de lo conocido como campos medios auto—consistentes. La tiltima posibilidad aparece como una
consecuencia de la presencia de interacciones entre las particulas que constituyen el condensado
[4]. Un minucioso estudio de estas excitaciones colectivas permite atisbar en algunas de las ca-
racteristicas fisicas de dichos sistemas. Por ejemplo, en el caso de alguno dtomos alcalinos, como
son el 8" Rb 0 22 Na, el tamafio del condensado depende, criticamente, de la existencia de fuerzas
de dos cuerpos de tipo repulsivo. Si bien las interacciones en un condensado son un evento poco
frecuente su papel en la definicion de las propiedades din’amicas no debe ser minimizado. La re-
levancia de las interacciones en este aspecto puede entnderse recordndo que en un condensado se
tiene un campo medio coherente muy grande [5]. Como otra situacién interesante mencionemos
que la densidad central de un condensado con interacciones es mucho mayor que aquella asociada
a un sistema en el cual las interacciones estdn ausentes [6].

En el presente trabajo nos enfocaremos en la rapidez del sonido en un condensado. La relevancia de
esta caracteristica fisica en conexién con propiedades del condensado se mencionard mds abajo, en
este momento nos abocaremos unica y exclusivament a comentar la discrepancia actual existente
entre modelo tedrico y resultados experimentales, la cual es bastante peculiar, pues se presenta en
la regién de valores para la densidad en la cual una de las aproximaciones que definen el modelo
de campo promedio se cumple de mejor manera [7, 8].

Existen varias maneras de deducir la rapidez del sonido en un condensado. Por ejemplo, se puede
tomar como premisa inicial el Hamiltoniano de N—cuerpo, en el formalismo de segunda cuanti-
zacion, para después diagonalizarlo mediante la aproximacion de Bogoliubov. De esta manera de
calcula la energia del sistema y al derivar respecto del volumen se deduce la presién y asi, para
finalizar, con esta dltima variable obtener la rapidez del sonido [9]. De manera adicional, se pue-
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10.1. Introduccién

de partir de la ecuacién de Gross—Pitaevskii, e incluir el limite conocido como de Thomas—Fermi
para, posteriormente, poner la ecuacién en la forma de dos ecuaciones hidrodindmicas (una de
ellas describe las fluctaciones en la densidad y la restante la rapidez). Para obtener la ecuacién
que proporciona la propagacién del sonido se elimina de estas dos expresiones antes mencionadas
la rapidez, y ello nos permite quedarnos con una ecuacuén diferencial para las fluctuaciones de
la densidad [10]. En cualquier caso un elemento fundamental en la deduccion de dicha rapidez
radica en el empleo de la teoria de Campo Medio [11], la cual recurre a varias aproximaciones,
una de ellas impone la condicién de que sélo las colisiones de dos particulas son relevantes para
la descripcién de la dindmica del sistema en cuestion. Este modelo estd basado en la, asi llamada,
ecuacion Gibbs—Bogoliubov—Feynman [12, 13]. Este formalismo permite, siendo una idea basada
en un mecanismo de minimizacion, el uso de diferentes tipos de eigenfunciones asociadas a las
particulas que conforman el gas. En algunos casos se recurre a las eigenfunciones de una particula
atrapa en un pozo de potencial infinito [9], en tanto que en otras situaciones la eleccién recae sobre
las eigenfunciones relacionadas con un oscilador arménico tri—-dimensional isotrépico [14]. La ra-
z6n detras de esta eleccion radica en el hecho de que si bien el proceso, por estar relacionado con
un formalosmo de minimizacién, permite el empleo de cualquier conjunto completo de eigenfun-
ciones, las eigenfunciones de un oscilador arménico isétropo tridimensional contienen parte de la
simetria de la situacion fisica, por lo menos la relacionada con la trampa del condensado [15].

En el presente trabajo se calculard la rapidez del sonido en un condensado de Bose—Einstein re-
curriendo a la ecuacién generalizada de Gross—Pitaevskii, la cual recibe también el nombre de
ecuacion de Zaremba—Nikuni—Griffin (ZNG) [5]. La idea de ir mds alla de la ecuacion de Gross—
Pitaevskii (GP) radica en que, como se mostrard abajo, el modelo asociado a GP parece que pro-
porciona el 6rden de magnitud de dicha rapidez de manera correcta, sin embargo, los detalles finos
(como la discrepancia entre teorfa y experimento a bajas densidades [7, 8]) parecen estar fuera del
alcance de GP. De manera adicional, la ecuacién de GP es vdlida sélo a temperatura nula, y si bien
los experimentos se sucitan a muy bajas temperaturas, nunca se llevan a cabo a 7" = 0. Es decir, al
considerar GP se tiene ya una aproximacién, la cual en el presente trabajo no incluiremos.

Antes de pasar a formular matematicamente nuestro modelo explicaremos brevemente cual es el
elemento clave que, como conjetura, en este instante ponemos a consideracién del lector, y que
nos permitird encontrar una explicacion a esta ya comentada discrepancia. La rapidez del sonido
en un condensado es un pardmetro fisico que depende, crucialmente, de la interacciones entre las
particulas que constituyen el gas. Para ello basta recordar el modelo mas simple que explica dicha
rapidez [9, 15]. A muy bajas temperatura, lo cual se sucita para el caso en que un gas bosénico
presenta condensacidn, las interacciones entre particulas estdn, principalmente, descritas por la
disperion de onda s, [9, 15]. Este pardmetro queda definido mediante la variable conocida como
longitud de dispersién. Concretando, se tiene que la rapidez en cuestidn (c) tiene la siguiente
dependencia funcional (siendo « la longitud de dispersion, m la masa de los constituyentes del
gas, y, finalmente, n la densidad promedio de particulas)

c= E\/47r(m. (10.1)
m

Esta expresion prueba que si ¢ = 0, entonces no hay sonido en el condensado. De lo mostrado
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10.2. Rapidez del sonido en un condensado

en [7, 8] se desprende que, a bajas densidades, la predicién tedrica es simepre menor al resultado
experimental. Esta tdltima afirmacién podemos reformularla en forma de pregunta: ;qué interac-
cién debemos agregrar para incrementar el valor teérico de la rapidez y que pueda ser compatible
con los postulados contenidos en TCM? En GP se tienen interacciones de dos cuerpos que involu-
cran, Unicamente, a particulas condensadas, es decir, interacciones de dos cuerpos entre particulas
condensadas y no condensadas, o no condensadas con no condensadas, no son tomadas en cuenta.
Como se hard ver abajo, ZNG permite incorporar, sin abandonar la condicién de interacciones por
pares, un nimero mayor de subsistemas del condensado interactuando entre si. En particular, en
nuestro caso nos restringiremos a introducir la interaccién entre condensado—condensado (como es
usual en GP) pero, adicionalmente, condensado—nube térmica (parte no condensada). Probaremos
que este formalismo permite explicar la discrepancia mostrada en [7, 8]) y que de manera colateral
nos permitira deducir una espresion para la rapidez del sonido la cual serd funcién del punto del
condensado en el cual la medicién se lleve a cabo. Es decir, la expresion final proporciona una
rapidez que no es constante en el condensado. La eleccién recard sobre la ecuacién conocida como
ZNG [5]. Siendo que TCM implica Gnicamente interacciones por pares, toda nueva interaccion
debera de ser contemplada dentro de este ambito.

Mostraremos una rapidez del sonido que serd funcién de la distancia al centro geométrico de
la trampa. Mds puntualmente, probaremos que la velocidad crecerd conforme nos alejemos del
centro de la trampa. Es decir, los efectos de la trampa sobre las particulas aumenta al alejarse
éstas del centro gedmetrico de la trampa. En otra palabras, la interaccion con la trampa define de
manera importante el comportamiento de la rapidez del sonido en un condensado, por lo menos
en el sentido que podremos explicar algunas sutilezas surgidas del trabajo en laboratorios. Este
resultado nos proporcionard una explicacién a la discrepancia previamente sefialada. En particular
aplicaremos nuestro modelo al caso de un condensado de sodio, y veremos como es posible hacer
compatibles experimento con modelo tedrico.

Independientemente de poder resolver el problema actual entre predicciones tedricas y resultados
experimentales es importante tener un buen modelo en torno al andlisis de la rapidez del sonido
en un condensado. Las razones detrds de esta afirmacidn se pueden entender recordando que el
estudio de este pardmetro permite analizar el papel que juegan las excitaciones de momento en la
determinacion de algunas propiedades fisicas [16, 17]. Otro punto interesante que involucra una
relacién causal entre rapidez del sonido y la presencia de interacciones estd asociada al hecho de
que la relacion de dispersion para las excitaciones elementales depende criticamente del tipo de
interacciones entre los constituyentes del gas [14]. en otras palabras, un andlisis de la relacién de
dispersién nos permite tener una mejor comprension sobre las interacciones entre dtomos.

10.2. Rapidez del sonido en un condensado

10.2.1. Rapidez del sonido y ecuacion de Gross—Pitaevskii

En esta parte mostraremos que el formalismo de GP dificilmente podra resolver la discrepancia
contenida en [7, 8]). Consideremos el Hamiltoniano asociado a un sistema de /N—cuerpos con
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potencial externo V|, y de interaccion entre dos cuerpos V.

) R 1
H=-7 z; < a|V?B > alas + 3 > <8l Vy,e > alahasa.

a,B,.€

£ <al Vg (I8 > dlas,
<alVp o= [V, <al Vgl >= [ u(Vio (st

<, Bl Viy,e >= / PRSPV (P (Fue(F)r.

Aqui usaremos las eigenfunciones asociadas a un oscilador arménico isétropo tri-dimensional.
Usualmente se considera, para el cdlculo de la rapidez del sonido, sélo a la parte condensada. En
esta parte tomaremos la parte de energia cinética asociada a la nube térmica. Se debe enfatizar
que no se introducird nube térmica en la dos udltimas integrales. Es decir, las colisiones continuan
despreciando los efectos de la nube térmica.

Para determinar el nimero de particulas en estado base y estados excitados se recurrird a las si-
guientes expresiones [15]

NO:N[1(£)3+§\/§], (10.2)
Ne_N[(;;)g—i@] (10.3)

De esta manera se obtienen
oo =2 () 35
S -5

32
vl

o] T2
< 0,0]V]0,0 >= /0 r*V(r) exp{— 5 }dr.
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m o0

2
r
= 7‘2V('r') exp{—l—Q}dr.

Finalemente, la energia del condensado se puede escribir como

E(T):BihQN[l— (1)3+§ GLN} N

2mV2/3 T, 3V Vr
5h2 T\3 8 [a’N
oV [(?) 3 Vn] +
2wah? 4 |[a3N
N? {3 — 2y —}
mV 3V Vrm

La presién y rapidez del Sonido en el condensado son facilmente calculables

h? 3

- mV5/3N 3mV°/3N [(i)

N

P(T)

17 [a3N  2rah? a*N
2! N2 -2
sVve NP V”}
5h2 10R? T3
2/ i
(1) = m2y/2/3 + 3m2v2/3 [(Tc)

68 a3N N 47rah2 3 /a3N}
15V Ve om2v Vr
Para el caso de sodio podemos estimar nuestra prediccion con los siguientes valores: N = 5 x 105,
n=10"m=3,T, =2x107K,m = 352x10"2"Kg,l ~ 107%m,a = 2,75 x 10 °m, T = 0,97...
cs =22 x107%m/s.
El resultado experimental indica [7, 8]
=5,1x10"%m/s.
El 6rden de magnitud es correcto, pero no checa con los resultados teéricos. En esta situacion he-
mos empleado un modelo que es, en cierto sentido, equivalente a la ecuacién de Gross—Pitaevskii.

En nuestro caso se ha incluido, en la energia cinética la contribucién de la nube térmica, hecho que
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estd ausente en Gross—Pitaevskii. Sin embargo, como se menciond en el momento oportuno, nues-
tro cdlculo no incluye interacciones por pares, por ejemplo, entre dtomo condensado y un dtomo
no—condensado.

Parece que la compatibilidad entre experimentos y teoria se podria conseguir incluyendo las in-
teracciones, como elemento toral, en la descripcion del condensado. Ya hemos mencionado la
relevancia de las interacciones dentro de la explicacién de la rapidez del sonido en un condensado
de Bose—FEinstein. En realidad, la presencia de interacciones, en la descripcién de la rapidez de
propagacion de perturbaciones, es un factor presente inclusive en fisica cldsica. Para ilustrarlo, y
asi proporcionar un argumento mas sélido a nuestra siguiente propuesta, recordemos que en el
caso de una cuerda ideal, al provocar una perturbacién con una amplitud suficientemente pequefia
la rapidez de propagacién de dicha pertubacidn es [18]

c=+T/u. (10.4)

En esta tltima expresion 7'y x4 son al tension en la cuerda y la densidad lineal de masa. La tensién
es un parametro que cuantifica la interaccion entre las partes que constituyen la cuerda. Ademads,
el resultado muestra que a mayor tension, mas rapido se propaga el fendmeno. Este argumento,
y el previo en relacién con un condensado y la relacién causal interaccién—rapidez del sonido,
nos permiten conjeturar que, tal vez, la discrapancia antes comentada [7, 8] podria resolverse
incrementando en niimero de interacciones en el condensado. Para finalizar esta argumentacion,
agregaremos que, si bien las colisiones en un gas diluido son poco frecuentes, las interacciones
binarias en un condensado son muy importantes en la determinacién de respuestas colectivas, y
ello es debido a que en un condensado el campo medio coherente es muy grande.

10.2.2. Rapidez del sonido y ecuacion de Zaremba—Nikuni-Griffin

Como ya ha sido previamente mencionado consideraremos un modelo que contenga mds interac-
ciones que aquellas contempladas en GP. La eleccién cae sobre la ecuacion conocida como ZNG
[5]. Puesto que TCM implica, de manera inexorable, inicamente interacciones por pares, toda nue-
va interaccion deberd de ser restringida a este dambito. De manera adicional, la ecuacién de GP es
vélida s6lo a temperatura nula, y si bien los experimentos se sucitan a muy bajas temperaturas,
nunca se llevan a cabo a T' = 0. Es decir, al considerar GP se tiene ya una aproximacion, la cual en
el presente trabajo no incluiremos. En nuestro modelo tedrico no se asume el caso de temperatu-
ra nula. Sin embargo, es importante recalcar que el modelo requiere tempeaturas suficientemente
altas, esto significa, 7" > 0,47 [5].

Comencemos con al ecuaci6n diferencial que gobierna la dindmica de un operador cudntico de
campo (¢ (7 1)).

ih

0p(Ft) _ {_ h2v?

ot oo Ve (] 0 0) 07 0) + 9B (FOBE R (108)
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10.2. Rapidez del sonido en un condensado

Donde aqui se tiene V., (7) es potencial asociado a la trampa, y g = 4amwh?/m, siendo m la masa
de los atomos del condensado y a la longitud de dispersion.

La deduccién de la ecuacién para la funcién de onda del condensado requiere de tomar un pro-
medio con respecto a un ensemble fuera de equilibrio con rompimiento de simetria (¥ (7, t) =<
@ZA)(F', t) >). Adicionalmente, y de acuerdo a las ideas de Bogolibov y Beliaev, se separa la com-
ponente del condensado del operador cudntico de campo [5] 1(7,t) =< ¢(F.t) > + ¢(F.t), con
la condicién < ¢(7,t) >= 0. Al llevar a cabo estas operaciones se obtiene la siguiente expresioén
conocida com ecuacion de Zaremba—Nikuni—Griffin [5]

o (7t h2v?
ih g; ) = [_ + Vtrap(F) + gne(7it) + 2g7( t)]

2m 2
+gs(7, 6)U (7, t) + gb(T, t) (10.6)

Aqui n.(7,t) = |U(7 ) es la densidad de la parte condensada; 7i(7,t) =< ¢ (7 t)¢(F, )
la densidad de la nube térmica; s(7,t) =< ¢'(7,t)@(7,t) > la densidad anémala; y b(7,t) =

o (P ) (T 1) (7 1) >

No esta de mas sefialar que esta expresion contiene la informacion sobre la nube térmica, es decir,
sobre aquella porcién del gas que no estd condensada. La presencia de interacciones hace, que atin
a temperatura nula, la parte no condensada no sea nula [9, 15]. Una aproximacién que si ha sido
empleada es la de interacciones s6lo por pares. Esta suposicion es uno de los postulados de TCM
[13].

Como primer caso a estudiar despreciaremos la densidad anémala y el término asociado a la fun-
cién de correlacién de tres campos, es decir, b(7,t) = s(7,t) = 0. Es factible probar que los
términos despreciados son de orden cuadritico en a/l, es decir, b(7,t) = s(7,t) =~ a/l. Cla-
ramente las densidades de la parte condensada y no condensada no tienen este comportamiento.
Podemos entonces concluir que como primera aproximacién los elemntos considerados son de
mayor importancia que los dejados fuera.

Ademés n.(7,t) y n(7,t) no dependen de t. Esto ultimo se entiende como una consecuencia de
tener equilibrio termodindmico, pues las densidades del condensado y de la nube térmica no son
funcién del tiempo. Bajo estas condiciones ZNG se reduce a

LOU(ED) [7 2V
ih a 2m

No existen teoremas que garanticen la existencia de soluciones de ecuaciones como la tltima. S6lo
se tienen teoremas de existencia para ecuaciones de la forma [19].

+ Visap (7) + gne(7) + 297(7 1) (7 1), (10.7)

ih

OU(F,t) [7E2V2
ot 2m

Este comentario nos conduce a buscar una solucién a nuestra ecuacion en forma perturbativa. La
idea es aqui encontrar un pardmetro pequeilo, el cual nos sirva para poder hacer un desarrollo

+ gl WD w7 D). (10.8)
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10.2. Rapidez del sonido en un condensado

asintético. Consideraremos como potencial atrapante aquel asociado a una trampa tipo oscilador
armonico isétropo tri-dimensional. Esta eleccién se fundamenta en el hecho de que las trampas
experimentales pueden, con gran grado de precision, aproximarse mediante potenciales tipo osci-
ladores tri—-dimensionales [15]. Es decir

2
mw<

o (10.9)

Virap(T) =

Aqui se tiene que el origen de coordenadas coincide con el centro gedmetrico del condensado.
Buscaremos soluciones estacionarias, es decir, asumiremos

U(7,t) = exp{—iut/h}o(7). (10.10)

Supondremos ademds que la densidad condensada esta descrita las eigenfunciones del estado base
asociado a la trampa arriba mencionada, en tanto que la densidad de la nube térmica tiene una des-
cripcién dada por la eigenfuncion del primer estado excitado conectado con la trampa empleada.
Esto es

ne() = B, () = |17 (10.11)

Siendo ®,,(7) las eigenfunciones del oscilador arménico isétropo tri-dimensional [20].

La ecuacién ZNG se transforma en (i es el potencial quimico)

Vv?  mw?
o (r) = [—?m + 3

P2+ gn(7) + 207(7) 0(7) (10.12)

Notese que los términos de esta tdltima ecacién involucrados con las densidades del condensado y
de la nube térmica ambos tienen como elemento fundamental a la constante g, la cual es propor-
cional a la longitud de dispersion, a. Por otro lado, toda densidad involucra dividir la cantidad en
cuestion entre el volumen que ocupa el sistema. En nuestro caso, el volumen queda definido por la
unica cantidad de distancia que aparece en conexién con un oscilador arménico [20]

= % (10.13)
V=10 (10.14)
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10.2. Rapidez del sonido en un condensado

Con esta observacion llegamos a la conclusién de que nuestra ecuacion tiene la siguiente estructura

mV?  mw?

po(F) = | =G + ot + T 6.

Pero experimentalmente sabemos que

a/l <1. (10.15)

Usaremos este pardametro (a/l) como elemento para nuestro desarrollo asintético. La idea es con-
siderar a las dos densidades como términos perturbativos y emplear la teorfa correspondiente para
encontrar las correciones, tal como se hace en mecdnica cuantica [21].

La correccién a primer orden (en a/l) de la funcién de onda de la parte condensada es

2 7"2

(1) _ N alN r
0 =\ {1+ gy (47 ) fewol-gp) (1016)
La densidad del condensado es
n{V () = @2 (10.17)

La correcién a primer 6rden al potencial quimico p es

a) _ 3K [ 1 47mh2N}

2m

VaE T v (10.18)

12
Notese que la correccidn a primer 6rden de la funcién de onda de la parte condensada involucra
al segundo estado excitado asociado a un oscilador arménico isétropo tri-dimensional, pero no al
primer estado excitado, el cual lo hemos supuesto conectado con el estado a orden cero de la nube
térmica.
Para calcular la rapidez del sonido en estas condiciones recordemos que dicha cantidad esta dada
por la expresién [5]

_ N o

s = . 10.1
¢ mV on (10.19)

Con esta expresion se obtiene para nuestro caso en particular la siguiente rapidez del sonido para
el caso de un condensado confindo mediante una trampa tipo oscilador arménico tri-dimensional
isétropo
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_ /2 6mralN 2aN r? 6
RARRTYTEYE [ C(2r)PRViB 97TV1/3< 2 )
b= I e ([1]°) (10.20)
T T ex - . .
3v2s 3y 1P

Este ultimo resultado es lo que deseabamos deducir, donde se debe tener que 0 < r < [.

10.3. Discusion y resultados

En el presente trabajo se ha mostrado que los modelos que consideran, en un condensado, s6lo
interacciones entre dtomos de la parte condensada permiten deducir de manera correcta el érden
de magnitud de la rapidez del sonido. Sin embargo, también se ha hecho patente que dificilmente
pueden proporcionar los detalles sutiles que permitan resolver la discrepancia contenida en algunos
resultados experimentales [7, 8]. Es decir, GP parece no dar respuesta a la inconsitencia antes
mencionada.

Posteriormente se hizo notar la importancia que tiene el concepto de interaccién en la propagacién
de algunas pertirbaciones, y entre ellas se mencionaron la rapidez del sonido en condensados [9] y
de perturbaciones en una cuerda [18]. Este hecho nos permitié conjeturar que la solucién buscada
podria estar mds alld de GP. Se dedujo ZNG, la cual es una generalizaciéon de GP, y se hizo ver
que contiene varios tipos de interacciones que estdn ausentes en GP. Por ejemplo, ZNG considera
interacciones entre los dtomos condensados y los no condensados. Se hizo ver que GP asume
que se estd a temperatura nula, y que ademds todos los constituyentes del gas se encuentran en
el estado condensado. Se argument6 que ambas suposiciones no son, estrictamente, ciertas en un
experimento, pues no es factible conseguir temperatura nula [22], segtin la termodindmica clésica,
y ademas, aunque dicha temperatura fuese alcanzable, la presencia de interacciones hace imposible
que todas las particulas del gas se condensen [9].

La eleccion hecha recayé sobre la ecuacion conocida como ZNG [5]. Esto se ha llevado a cabo
sin abandonar TCM, es decir, incluyendo tnicamente interacciones por pares. No hemos asumi-
do temperatura nula, pero el modelo si requiere temperaturas suficientemente altas, esto significa,
T > 0,4T. [5]. Se considerd solamente la densidad de la parte no condensada, esto implica que
otras dos cantidades, la densidad andmala y la funcién de correlacion de tres campos se hicie-
ron nulas. Es factible probar que los términos despreciados son de orden lineal en a/l, es decir,
menores que las densidades de la parte condensada y no condensada. En otras palabras, como pri-
mera aproximacion la ecuacion que hemos resuelto contiene los elementos fisicos mds relevantes.
La ecuacién asumi6 equilibrio termodindmico, pues las densidades involucradas se han supuesto
iondependientes del tiempo. Esta tdltima simplificacién nos ha permitido buscar soluciones esta-
cionarias a la ecuacién final. Empleando un método asintético, en el pardmetro a/l hemos resuelto
nuestra versiéon de ZNG. Considerando que a 6rden cero en nuestro parametro el condensado y la
nube térmica se encuentran, respectivamente, en el estado base y primer estado excitado de un os-
cilador arménico tri-dimensional isétropo, se ha mostrado que a primer orden la funcién de onda
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de la parte condensada adquiere una contribucién proveniente de la funcién de onda del segundo
estado excitado. De manera adicional se ha encontrado la modificacién del potencial quimico.

La dltima ecuacién deducida ha sido la rapidez del sonido en el condensado. Una mirada a esta
expresion nos sefiala que dicho parametro depende de la zona en la cual se realice la medicion.
Esto puede constatarse notando que depende de la variable r, siendo el origen de coordenadas
coincidente con el centro gedmetrico del condensado. Nétee que la velocidad del sonido es funcién
s6lo de potencias pares de r. Esta observacion implica que tenemos una simetria en relacién con la
inversion de los ejes coordenadas. Es decir, si hacemos los cambios de variables © — —x,y — —v,
0 z — —z, larapidez no se ve modificada. Algo esperado, pues no podria depender de la eleccién
de nuestros ejes coordenados.

Este factor nos podria, como una posibilidad, explicar la discrepancia entre teoria y experimento,
en relacion con la medicién del sonido en un condensado de sodio [7, 8]. Efectivamente, la veloci-
dad empleada como resultado tedrico en los dos trabajos experimentales es constante a lo largo y
ancho del condensado. Es decir, el experimento fue contrastado contra un cdlculo en el cual la ra-
pidez del sonido del condensado es un pardmetro independiente del punto de medicién. En nuestro
resultado dicho factor no es constante. Si a densidades bajas la deteccion de la rapidez del sonido
se hizo en una zona diferente a la de aquella relacionada con el caso de altas densidades, entonces
nuestro resultado explica la discrepancia tantas veces aqui comentada.

Pasemos ahora a encontrar los cambios en la rapidez para el caso de un condensado de sodio. Para
ello tomaremos los datos mencionados en [7, 8].

/2p alN

W = 375 X 1073771/57 W ~ 1072. (1021)

Para el caso en el cual la rapidez del sonido se midiese en el centro de la trampa, lo cual equivale
a considerar » = 0, se deduce

cs(r=10)=3,45x 10"m/s. (10.22)

Si ahora nos desplazamos cerca del final del condensado (aqui como primera aproximacion se
puede considerar que en los tres ejees el condensado tiene un tamafio igual a [), por ejemplo,
r = (0,8)l el resultado cambia notablemente

cs(r=(0,8)1) = 6,54 x 10°m/s. (10.23)

El cambio porcentual, respecto a ¢,(r = 0), es notable, casi del 90 por ciento.

[es(r = (0,8)]) — cs(r = 0)]/cs(r = 0) x 100 = 89,5 (10.24)
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Es evidente que la deficiencia comentada, los datos tedricos yacen en los primeros modelos debajo
de los casos experimentales, ahora si se aproximan mejor. En otras palabras, nuestro caso parece
resolver el problema que nos ha ocupado a lo largo de este trabajo. Un punto merece ser men-
cionado en relacién con el comporatmiento de la rapidez con respecto a la variable r. Puede verse
que como funcién de r nuestra expresion es una funcion estrictamente creciente. Este hecho podria
parecer contra intuitivo, pues la densidad decrece al aumentar r, recuérdese que la densidad es pro-
porcional a las eigenfunciones de un oscilador arménico tri-dimensional e isétropo. Sin embargo,
no debemos dejar caer en el olvido que, ademds de este comporatmiento, tenemos un factor de gran
peso en la definicién de la dindmica del condensado, a saber, el hecho de que, si bien la interaccoén
entre dtomos no cambia, los efectos de la trampa sobre las particulas aumenta al alejarse éstas del
centro geémetrico de la trampa. Si aceptamos el argumento sefialado anteriormente, en el sentido
de que a mayor interacion la velocidad de propagacién de una sefial crece, entonces podemos en-
tender este hecho, pues la interaccidn entre trampa y particulas se vuelve mds importante conforme
los constituyentes del gas se alejan del centro de la trampa. Es decir, la interaccién con la trampa
define de manera importante el comportamiento de la rapidez del sonido en un condensado.

Este resultado puede ser comprendido desde una perspectiva diferente, a saber, aquella que involu-
cra las fluctuaciones de la densidad. Efectivamente, nétese que nuestros resultados implican, entre
otras cosas, que la densidad del condensado decrece conforme nos alejamos del centro geométrico
de la trampa, para constatar esta afirmacién basta recordar que la densidad queda descrita como
una funcidén proporcional a una combinacidn lineal de las eigenfunciones de un oscilador arméni-
co tri-dimensional is6tropo. Estas funciones son decrecientes al aumentar r [20]. Sin embargo, la
propagacién del sonido no estd relacionada directamente con la densidad, sino con fluctuaciones
de ésta. Es decir, nuestro resultado prueba que la densidad decrece al alejarnos del centro de la
trampa. Sin embargo, también nos conduce a concluir que las fluctuaciones en la densidad aumen-
tan, y este factor se deriva de las caracteristicas de la trampa en cuestion. En otras palabras, las
fluctuaciones en la densidad aumentan conforme la intensidad del potencial confinante crece, y
por ello la rapidez del sonido es una funcién monétona creciente de 7.

Pasemos ahora a discutir los dos téminos despreciados en nuestro modelo, es decir, la densidad
andémala y la funcién de correlacion de tres campos. Los dos estdn relacionados con factores de
amortiguamiento inducidos por colisiones en el movimeinto del condensado [5]. Es en este punto
en donde laecuacién de Boltzmann surge. Para ilustar este aspecto mencionemos, brevemeente,
que la funcién de correlacién de tres campos estd relacionada con la funcién de distribucién de
particula individual, y que este pardmetro es parte fundamental de la ecuacuén de Boltzmann [23].
Este comentario nos permite concluir que todo intento por encontrar una generalizacion relativista
de la ecuacién de Zaremba—Nikuni—Griffin requiere, como condicién inicial, la version relativista
de la ecuacién de Boltzmann. En este contexto existen ya varias resultados [24], si bien no existe
todavia un consenso en cuanto a la validez de las propuestas existentes.

En cuanto a las posibilidades que el cédlculo de este trabajo ofrece en relacion con pruebas de
precisién en gravitacion comentemos la opcién de el Principio de Equivalencia Fuerte (PEF) [25].
La idea es calcular los efectos que el campo gravitacional podria tener sobre la rapidez del sonido
de un condensado. Con dicho célculo se procede de la siguiente manera. De acuerdo con PEF un
condensado en caida libre debe tener una rapidez del sonido igual a la de un condensado en el cual
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el campo gravitacional estd ausente [25]. Efectivamente, segiin PEF, en un sistema de referencia
en caida libre las leyes de la fisica quedan determinadas por la relatividad especial, es decir, todo
se sucita como si el campo gravitacional no existiese. De esta manera al comparar el resultado del
experimento contra el cdlculo se podria tener una manera de poner a prueba PEF. Pero para poder
tener esta posibilidad es necesario determinar los efectos del campo gravitacional sobre la rapidez.
En el caso de un campo gravitacional homogéneo el potencial quimico se veria modificado, pues
la energia de las particulas que constituyen el gas se modificaria por este término adicional. De
manera similar, la densidad de particulas mostraria ahora un valor mayor en las parte mas bajas
del condensado, debido a la presencia del campo gravitacional. En otras palabras, tanto potencial
quimico como densidad incluirdn, como parte de sus pardmetros, el valor del campo gravitacional,
aqui considerado en su situacién mas simple, a saber, un campo gravitacional homogéneo. Siendo
la rapidez del sonido en el condensado funcién de la derivada del potencial quimico como funcién
de la densidad debemos esperar una dependencia del sonido en términos del campo gravitacional
homegéneo. En otras palabras, se espera tener una herramienta experimental, por lo menos en
principio, para poner a prueba PEF. Por supuesto, queda como pregunta abierta la factibilidad de
la propuesta, y para ello se requiere conocer la incertidumbre experimental en la medicién de la
rapidez. Otra manera de poner a prueba PEF radica en recurrir a la expresion relacionada con
el potencial quimico, véase (18). La presencia de un campo gravitacional homogéneo implicaria
modificar (18) de la siguiente manera

321 1 Awah®N
pv = [

2m

En esta tdltima expresion L es la altura, respecto a la superficie terrestre, a la cual se encuentra
localizado el condensado. Recordando que la temperatura de condensacién es funcién del potencial
quimico [23] entonces es evidente que detectando la temperatura de condensacion se podria poner
también a prueba PEF, por lo menos en principio. Es decir, la rapidez del sonido en un condensado
permitir obtener dos herramientas de precision, independientes entre si.
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Apéndices

Ferencz Jiittner

Ferencz Jiittner nacié en Breslau' en 1878. Realizé sus estudios en la Universidad Friedrich-
Wilhems de Breslau, donde también trabajo tiempo después y desde donde firma la mayoria de
sus trabajos. Present6 la defensa de su doctorado en enero de 1902 con la tesis titulada “Beitrd-
ge zur chemischen Auffassung des Losungsvorganges” (Contribuciones a la concepcién quimica
del proceso de solucién). Hizo contribuciones en varias areas de la fisica tales como difusién en
sistemas con reacciones quimicas?, en la teorfa de la relatividad Jiittner estudi6 las colisiones rela-
tivistas en marcos de referencia en movimiento®. En 1922 calcul el campo gravitacional estitico
para el caso esféricamente simétrico de algunas variantes de la teoria geométrica de Weyl, la cual
intentaba unificar la gravitacién y el electromagnetismo®. También contribuyé a los fundamentos
conceptuales de parte de la teorfa cudntica’.

La contribucién mds importante de Ferencz Jiittner se concentra en sus tres trabajos en relaciéon
con los gases en equilibrio en la teoria de la relatividad. Los dos primeros aparecieron en 1911
en los “Annalen der Physik und Chemie” (cuyas versiones en espafiol se incluyen en el presente

"Provincia de Silesia, actualmente Wroctaw en Polonia, pero que perteneci6 a Bohemia, parte del Imperio Austro-
Hulngaro, Prusia y Alemania en distintas épocas.

2F. Jittner, Reaktionskinetik und Diffusion, Z. Physik. Chem. 65 595 (1909).

SE Juttner, Die gesetze des Stosses in der Lorentz-Einstenschen Relativtheorie, Zeitschrift fir Mathematik und
Physik 62 410-433 (1913).

4F. Juttner, Beitrdge zur Theorie der Materie, Math. Annalen 87 270-306 (1922).

SE Juttner, Begriffliche Grundlagen und Begriffsbezeichnungen der Quantentheorie, Zeitschrift fur Physik A Ha-
drons and Nuclei 109, 139-146 (1938).

203



A. Apéndices: Ferencz Jiittner

volumen), donde estudian los gases relativistas en equilibrio, en un marco en reposo y uno en mo-
vimiento®. El siguiente trabajo de 1928 estudié los gases relativistas que obedecen las estadisticas
cuanticas de Bose-Einstein y Fermi Dirac, que se habian propuesto en 1924 y 1926 respectivamen-

te’.

Siguiendo el consejo de Max Planck, con quien Jiittner se encontraba en Berlin en una estancia
posdoctoral, abordé el problema y encontrd la distribicién de un gas en equilibrio formado de par-
ticulas relativistas, a través de un proceso de maximizacién de la entropia. Planck se habia dado
cuenta de que, dado el principio de la relatividad especial acerca de la constancia de la velocidad
de la luz, serfa necesaria una modificacién a la funcién de distribucion de velocidades de Maxwell-
Boltzmann ya que en esta distribucién no hay un limite para las velocidades de las particulas, las
cuales pueden, en principio tener velocidades infinitas.

Entre las caracteristicas de la distribucién encontrada por Jiittner, se encuentra que existe un limite
natural para la velocidad de las particulas dado por la velocidad de la luz. Ademds, existe una tran-
sicién suave entre los regimenes no relativista y ultra relativista, en el primer caso se aproxima la
distriuciéon de Maxwell-Boltzmann, mientras en el segundo se tiene una distribucién angosta cen-
trada en la velocidad de la luz. Es interesante mencionar que en sus trabajos Jiittner no estuvo muy
alentado con los resultados obtenidos ya que parecian no tener aplicaciones; ciertamente menciona
que dichos resultados son esencialmente tedricos y que ain no se conocia sistema alguno donde
aplicarlos.

Fue Miembro de la Sociedad Alemana de Fisica de 1921 hasta 1945. Ademads de Berlin, Jiittner
también trabajo en la Facultad de Fisica de la Universidad de Munich.

Muri6 en 1958 a la edad de 80 afios.

SF. Jittner, Das Maxwellsche Gesetz der Geschwindigkeitsverteilung der Relativtheorie. Ann. Physik und Chemie
34, 856 (1911). F. Juttner, Die dynamik eines bewegten Gases in der Relativtheorie. Ann. Physik und Chemie 35,
145 (1911)

F. Juttner, Die relativistische Quantentheorie des idealen Gases. Zeitschr. Phys. 47 (1928) 542.
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B.1. La entropia de un gas monoatémico estatico en un estado arbitrario

A partir de la entropia S de un gas monoatémico ideal que estd en un determinado estado utilizando
su definicién general

S = klnW, (B.1)

donde W es la probabilidad del estado, para calcular y deducir las propiedades termodindmicas
del gas, hay que tener en cuenta una cierta base mecanica. Hasta ahora siempre se ha elegido la
mecdnica Newtoniana. Desde el punto de vista del principio de la relatividad especial de Albert
Einstein, ésta (la mecdnica newtoniana) es s6lo un limite de una mecénica mds general, y podria
ser de interés investigar la entropia de una gas en reposo 2 y con la ayuda de esto calcular la ley
de distribucién de las velocidades en el estado de equilibrio suponiendo la validez de la mecédnica
relativista; asi se podrian deducir conjuntamente expresiones para la ecuacién de estado del gas y
la dependencia de la energia, entropia y la energia libre con la temperatura (los calores especificos,
ecuaciones adiabdticas).

Es un placer para mi expresar mi mds cilido agradecimiento a Hrn. Geheimrat * M. Planck por su
amable sugerencia de este trabajo y por su benevolente asesoria.

B.1. La entropia de un gas monoatomico estatico en un esta-
do arbitrario
De los conceptos de la mecdnica relativista [1], para describir la teorfa cinética de los gases hay que

considerar en primer lugar las componentes del momento (impetu) £, 1, ¢ de una particula material
que se mueve con velocidad

g = iz+yr+ 22

con masa (en reposo) m

E=myx, n=my, (=mj, (B.2)
donde

T U z

r= — U: — 3:7~
N AN

son los componentes reducidos del momento (impetu) por unidad de masa. c es la velocidad de la
luz.

2N. T. Marco inercial comovil.
3N. T. Puesto en el gobierno aleman que fungia como consejero particular.
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B.1. La entropia de un gas monoatémico estatico en un estado arbitrario

Ademds, para una particula puntual de masa m es importante la expresién para la fuerza viva *:

L = —(/——. (B.4)

Para calcular la probabilidad W para un estado arbitrario de un gas monoatémico ideal en reposo
es conveniente escoger como variables, para describir el estado del sistema, las tres coordenadas
z,, 2 y las tres componentes reducidas del momento (impetu) r, 1, 3 de cada molécula las cuales
se pueden pensar como particulas masivas puntuales con masa (en reposo) m y velocidad variable
q.

Se utilizan las ecuaciones Hamiltonianas de la teoria de la relatividad [2] para el movimiento de
las particulas puntuales, asi que por el teorema de Liouville, en el espacio de seis dimensiones de
las coordenadas z, y, 2,1, 1, 3, el tamafio de un elemento de estado arbitrario estd definido como

dw = dxdydzdrdyds, (B.5)

no cambia en el tiempo, si cada punto del elemento de estado se comporta segun las leyes de la
mecdnica relativista. Por lo tanto, se puede identificar la probabilidad dI¥ de que un punto del
estado x, vy, 2,1, 1), 3 se encuentre en el elemento de area dw.Aqui dw se elige como una macrodife-
rencial (como la llamé Planck), esto es, tal que contenga muchos puntos aunque sea una cantidad
pequeiia. Si se eligiera como en la mecénica usual

do = dadydzdidjd: (B.6)

como elemento de drea entonces bajo las leyes de la mecdnica relativista para el movimiento de
los puntos x,y, z, £yZ que estdn en este elemento de drea, este elemento de drea cambiaria en el
tiempo. Por lo tanto, la probabilidad dWW de encontrar un punto en la regién do no se puede medir
a través de la magnitud de do; mas bien la probabilidad esta dada por el elemento dw que esta
vinculado con do [3] (cf. siguiente sec. B.3).

El estado del gas, que no necesariamente debe ser el estado de equilibrio, cuando uno conoce el
nimero de puntos de estado x, y, z, ¢, 1, 3 en el elemento de area dw.

Sea este nimero representado por la expresion
dN = F(z,y, 2,1, 9, 3)drdydzdrdyd; = Fdw, (B.7)

donde F es la funcidn de distribucién. De nuevo interpretamos d/N como una cantidad grande, esto
es una macrodiferencial. El nimero total de moléculas del gas entonces es

N = / Fdw. (B.8)

“4N. T. La expresion fuerza viva era utilizada en el siglo 19, por ejemplo por Joule y Helmholtz, para referirse a la
energia. El término energia fue introducido por Lord Kelvin y Rankine alrededor de 1850 ya que es valido en todas
las &reas de la Fisica.
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B.2. La ley para la distribucién espacial y de velocidades en equilibrio termodindmico

Para calcular la probabilidad I del estado F' hay que dividir el area de estados de seis dimensiones
en elementos de drea que tengan la misma probabilidad, es decir, con la misma drea dw. Entonces
como es habitual [4] se obtiene la probabilidad W del estado F' de N moléculas:

Nl {[Fdw}!
- THFd)} THE dw)}t

Entonces, para la entropia S del estado F', utilizando la ecuacion (B.1) y la férmula de Stirling, se
obtiene la expresion siguiente:

w

(B.9)

S = const. — k/Flanw. (B.10)

Para velocidades ¢ de las moléculas del gas que son pequefias en comparacién con la velocidad de
la luz ¢ se puede aproximar

r=2, 9=y, 3=2% dw=do,

F(%Zh%%‘)d) =F($7y7z7¢;l./7"3) = .

Por lo tanto S se aproxima por la bien conocida expresion Sy de la teoria usual de los gases:
So = const. — k‘/gplngpda. (B.11)
En relacidén con lo anterior la expresion
H = k/Flanw7

representa la generalizacion relativista de la funcién H de Boltzmann, que como se sabe es

/(plngpd(r.

B.2. La ley para la distribucion espacial y de velocidades en
equilibrio termodinamico

Ahora consideremos el equilibrio termodindmico de un gas en reposo cuyo nimero de moléculas
es

N = /Fdw7 (B.12)
asi como el volumen

V = /dxdydz (B.13)
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B.2. La ley para la distribucién espacial y de velocidades en equilibrio termodinamico

y su energia total esta dada por (cf. ec. (B.4))

E:/LFdw:mc (B.14)

1
2 / — Fdw.
2
V1-5
La funcién de distribucién F en equilibrio no puede ser arbitraria ya que en equilibrio se tiene que

cumplir con la condicién de médxima entropia dada por la ecuacién (B.11) junto con las restriccio-
nes de tener /N moléculas en el gas con volumen V' y energia £ constante, esto es

(5S)E,v,1v =0

De acuerdo con la ecuacién (B.11), F' también tiene que cumplir con
/(lnF+ 1)0Fdw = 0,

con las condiciones adicionales (B.12) y (B.14)

/6Fdw =0, /\/11_7(1

0Fdw = 0.

La solucién

F = ae V&, (B.15)

es la funcién de distribucion del equilibrio buscada; mas adelante (Sec. B.4) debemos determinar
las constantes v y 3 a través de las cantidades N, V' 'y E.

Debido a que F' es independiente de x, y, 2, la distribucion espacial de las moléculas en estado de
equilibrio es uniforme.

Cuando los valores de ¢ son pequefios en comparacién con ¢, para los cuales dw se aproxima a
do, entonces a través de un desarrollo en serie de F' se obtiene el valor aproximado ¢ del estado
estacionario:

(i)
p = «ae ©

que también es

o = o =B (# i +2%) (B.16)

es decir, la ley usual de Maxwell para la distribucién de las velocidades. La funcién F' en la
ecuacion (B.15) representa la generalizacién relativista. En esta funcién cuando se fija ¢ = ¢ se
obtiene /' = 0y para ¢ > ¢, F' se vuelve imaginaria, mientras la expresion aproximada ¢ en (B.16)
para ¢ = oo tomaria el valor ¢ = 0, por lo tanto permitirfa velocidades de las moléculas superiores
alas de la luz.
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B.2. La ley para la distribucién espacial y de velocidades en equilibrio termodindmico

Mientras la expresion usual ¢ se puede descomponer en tres factores, cada uno dependiente de
cada componente de la velocidad:

o 12 7/6/:1‘:2 75/,!]2 76/22
p = ae e e ,

ésta es una propiedad que juega un papel importante en la teoria, en contraste la descomposicién
andloga de la funcién general

(B.17)

no es posible. Se puede hacer una descomposicion de factores muy complicada introduciendo otras
variables de estado para la funcion transformada; se refiere a esto en otro contexto (en sec. B.6).

La forma mds simple de F' se obtiene a través de la ecuacion (B.4), a saber
__B_q
F = ae ma”. (B.18)

A través de la introduccién de los momentos (impetu) reducidos

2 2 2
P+
@ oytgr = S :7712 SIS (B.19)

uno llega a una identidad entre p y la velocidad ¢ de 1a masa puntual que es fécil de confirmar:

(B.20)

En consecuencia se obtiene otra forma sencilla para F':
2
F = aeViHa, (B.21)
Escrito de este modo

F o= aeVTEE (B.22)

se puede dar cuenta que F' tampoco se puede descomponer en tres funciones individuales de r, 1),
Y-
Esta es la forma mds adecuada con el elemento de drea subyacente dw es en realidad

) R
AN = Fdw = a e PV dzdydzdrdyds.

En el caso de la Mecénica usual las diferencias entre las distintas formas de F' (B.15), (B.18),
(B.21) desaparecen.
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B.3. La funcién de distribucién f que pertenece al elemento de drea usual do

B.3. La funcidén de distribucion f que pertenece al elemento
de area usual do

También es posible determinar el estado del gas a través de las variables de estado z,y, 2, &, 9, 2
en lugar de z, vy, 2,1, 1, 3, es decir, aquellas que se refieren al elemento de area habitual

do = dxdydzdzdydz, (B.23)

y por lo tanto se puede calcular posteriormente la funcién de distribucién f(z,y, z, 2,9, ) de la
teorfa de los gases usual, dada por la ecuacién

AN = / fdo. (B.24)

Usando el determinante Jacobiano de las variables originales con respecto a las nuevas variables,
aplicando la teoria de transformacién de integrales multiples, la relacidn entre los elementos de
area si no toma en cuenta el signo, serd

do — dwns)

o, y, 2)

Para calcular el determinante hay que usar las ecuaciones (B.3):

T U z
r=— U = 3=
w w w
donde se utiliza la abreviatura
2
q
w = 1-— ﬁ (B.25)

a través de las cuales se obtiene que,

Or Lo 29 O .. O Ly
= x°+ )y mr = =LY, L= =Lz,
SR dy  Aw? A T

- = - etc.
or  cw? ’

de donde el Jacobiano se convierte en,

5 o o y .
+ c*w Ty TZ
d 1|7 -
I RN
(9, 2) cw i3 g 32 4+ Rw?

El c4culo del determinante simétrico del lado derecho, da como resultado ctw? (% 42+ 32 +c2w?),
o con respecto a la definicién de w es simplemente c5w*; y entonces

or,m,3) 1 1

=

oz,y,z) wd (\/17_22),
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B.4. Determinacion de las constantes « y 5 que aparecen en la distribucion F

Consecuentemente, la relacién entre los correspondientes elementos de drea estd dado por,

dw = —— (B.26)

La comparacién de (B.7) con (B.24) lleva a la nueva funcién de distribucién

f = B (B.27)

)

Especialmente en el estado de equilibrio es, de acuerdo con (B.15):

1 _

ae c

;o= . (B.28)
(=)

Para valores de ¢ mds pequeifios que ¢, la funcién f de (B.28) se convierte en la funcién usual
de Maxwell ¢ de la ecuacién (B.16), cuando se considera el crecimiento rdpido de la funcién
exponencial en comparacion con el de una potencia.

B.4. Determinacion de las constantes o y 5 que aparecen en
la distribucion F

Se pueden determinar las constantes « y 3 que aparecen en la funcién de distribucion de Maxwell
generalizada F' del estado de equilibrio a través de los valores de las cantidades N, V' 'y E del gas.
Sea la forma de F’ dada por

B8

F = ae mal, (B.29)

debido a que esta forma también aparece en la teoria usual, si se reemplaza L por la expresion
(m/2)q* en lugar de la que corresponde a la teorfa relativista (aunque con una interpretacion dis-
tinta de las constantes).

Dado a que la forma de la funcién también es invariante bajo esta transicién entonces lo mismo
sera vélido para algunas de las siguientes férmulas. La deduccién de la ecuacion (B.18) también
puede hacerse mas simple de forma invariante.

De las ecuaciones (B.12), (B.13) y (B.14) se sigue que, debido a que aqui F se refiere al estado de
equilibrio y por lo tanto también independiente de z, y, z:

N:/Fdxdt)d@ E= V/LFd;dt)dg.
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B.4. Determinacion de las constantes « y 5 que aparecen en la distribucion F

A través de ambas ecuaciones se puede calcular ay 3.
La segunda de estas ecuaciones, de acuerdo con la ecuacién (B.29),

LOF

LF = —mc—
mcaﬁ,

se puede escribir mas facil
E = fmCZVE/Fddd
= V9B raynag.
Si se define una funcién M () a través de la integral sobre el 4rea total de las variables r, 1, 3

M(B) = / e~ me L dvdyds, (B.30)

que de acuerdo con (B.29) es igual a
/F drdydy = abM(B).

Asf pues, las dos ecuaciones para determinar «v y 5 toman la siguiente forma:
N =VaM(B), E = —mc®V aM'(B),

donde la prima en M significa la derivada con respecto a su argumento. Por consiguiente, primero
se calcula 3 de

M(B)
M(3) ~—  Nme (B.31)

=

y a continuacidn se calcula « explicitamente de

N
= VI (B.32)

Las discusiones de este parrafo son todas invariantes en el sentido que ya se ha explicado ante-
riormente. En la teoria habitual la integral M (/5) se puede calcular de una manera elemental y se
obtiene una funcién algebraica sencilla (7/3)*/?; entonces (B.31) se vuelve lineal en 3, con lo que
se conoce « y 3 de forma explicita. En cambio en la teoria relativista la integral M (3) representa
una funcidn trascendente de orden superior y (B.31) es una ecuacidn trascendental para 3. Por

tanto, no se puede obtener a 'y 3 de forma explicita.

Ahora, a través de (B.32), se puede representar F sélo por 3
N B_1,

= e mc2,

VM(B)

(B.33)
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B.5. La entropia en equilibrio termodinamico

B.5. Laentropia en equilibrio termodinamico: La ecuacién de
estado de un gas monoatémico ideal en reposo y la de-
pendencia en la temperatura de su energia total y de la
entropia (calores especificos y ecuaciones adiabaticas),
asi como de su energia libre

Uno puede ahora determinar facilmente la entropia S del gas en reposo en el estado de equilibrio
y utilizarla para deducir la termodindmica. A través de la ecuacion

S = const.— k /Flanw7 (B.34)

que es vdlida para un estado arbitrario F' se sigue, para el estado de equilibrio, por (B.18) y consi-
derando (B.8) y (B.14):

S = const.+k {%E — Nlnoz} . (B.35)
me

Mediante ecuacion (B.32) también se puede expresar .S sdlo por 3 sin «; si ademds se agrega a la
expresion —kN In N de la constante, se sigue:

8

Nmc?

S = const. + kN { E+InM(B)+In V} . (B.36)

En la teoria usual de los gases en donde es posible calcular 5 directamente se obtiene, como es
sabido, una expresion de la misma forma pero explicita:

So = const. + kN {g InE+In V} . (B.37)
Ahora, a través de la definicion termodindmica de la entropia
dE + PdV
1S = ——
‘ T

se deducen las importantes relaciones

as 1 oS P
=) ==, ([Z£) ==. (B.38)
or /), T ov), T
Hay que utilizar estas relaciones con la ecuacién deducida para S (B.36), comenzando con la
segunda férmula.

Puesto que de (B.31), S es s6lo dependiente de E'y no de V, se concluye a través de (B.36):
95\ _ BN
v /g v
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B.5. La entropia en equilibrio termodinamico

por lo tanto (B.38):
PV = ENT. (B.39)

Debido a que la cantidad 3 se omiti6 en la diferenciacion, y como ésta implica la diferencia entre
las teorfas, entonces se tiene que en la teoria generalizada de los gases las leyes de Boyle y de
Gay-Lussac también son validas. Ademads la constante del gas es independiente del caracter del
gas, porque m no aparece en (B.39); asf la ley de Avogrado también mantiene su validez. Asi, la
ecuacion de estado de un gas ideal monoatdmico en reposo es valida también en la teoria de la
relatividad.

Por lo tanto, determina as{ la constante universal k£ de una manera conocida aplicando (B.39) a [V,
moléculas de un mol que ocupa un volumen V; (constante de Loschmidt®) y comparando

PV = RT (B.40)
con la forma relacionada usual del volumen molar:

kN, = R. (B.41)

Ahora se debe usar la segunda férmula (B.38). A través de (B.36) se obtiene, tomando en cuenta

(B.32)
aS B B M'(B) E dp
<8E>V B kN{ch2 - (]W(ﬁ) T Nme? ) dE |’
o bien simplificado,
o5\ _
OE ), mc?’

2
mc
= —. B.42
8= o= (B.42)
Ahora, la cantidad § exhibe un significado muy concreto, mide la temperatura absoluta del gas.
Con (B.31) se obtiene que,

y debido a (B.38):

()

()

E = —Nmd (B.43)

En la teorfa habitual de los gases la ecuacién (B.42) es también vdlida; porque en (B.31) /3 se
vuelve lineal, como se menciond antes, también la dependencia de E se vuelve lineal en 7, y se
obtiene la siguiente expresion simple:

Ey = gNkT. (B.44)

5N. T. También llamado nimero de Avogadro.
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B.5. La entropia en equilibrio termodinamico

En la ecuacién (B.43) estd contenido este resultado curioso:

En la teoria de la Relatividad la energia de un gas monoatdmico ideal en reposo ya no es pro-
porcional a la temperatura, sino una funcioén trascendente de la temperatura.

Esta es una perfeccién del gas segiin la definicién de Clausius [5] que requiere, salvo de otras
dos propiedades (que se mencionan a continuacién), de esta proporcionalidad, que en un sentido
estricto, no es posible en la teorfa de la relatividad.

Es fécil ahora formular las leyes que tienen que obedecer los calores molares medidos en calorias,
a volumen constante C,, y a presion constante C,, para un gas monoatémico.

Sea F la energia de N, moléculas de un mol y a el equivalente mecanico del calor, entonces se
obtiene que a través de la ecuacion de definicion

wc, — OB\ _dEd
v \or ), dr

y en seguida usando (B.43)

g, =

Nim?c* 1 d*1In M(B)
ak T dps? P

o explicitamente:

- . . (B.45)

Esta funcion de la temperatura aparece en lugar del valor constante C,,, de la teoria habitual de
gases monoatémicos, la cual se puede obtener de una manera andloga por (B.44):

1dBw 3Nk 3R

Cho=-2200 S8 _ 2R
07 4 dT 2 a 2a

3,0. (B.46)

Se sigue ahora de la primera ley de la Termodindmica, s6lo bajo ambos requisitos para la idealidad
de un gas, también vélidos en la teoria de la relatividad, que obedece la ley de Boyle-Gay-Lussac-
Avogadro y que su energia interna es sélo dependiente de la temperatura y no del volumen, que

c,-C, = = (B.47)

Debdido a (B.45) C,, asi como C,/C, en la teoria de la relatividad son dependientes de la tempera-
tura, mientras que, como es bien sabido, para un gas monoatémico se obtiene de (B.46) los valores

constantes: - c 5
250, -2 (B.48)

Cw=57=5 Cwo 3
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B.5. La entropia en equilibrio termodinamico

Debido a que C, cambia con la temperatura, tampoco se aplican las férmulas simples para los
procesos adiabaticos.

Para deducir estas ecuaciones que son vélidas aqui, es util formular la entropia como funcién de la
temperatura utilizando (B.35), (B.42) y (B.43),

> 2 M (55
S = const.+kN<{InM (%> _me r

T +InV ». (B.49)

k
KT M (me)

Esta formula es la generalizacion de la ecuacion habitual que se deduce a través de (B.37) y (B.44):
3
So = const.+ kN 3 InT+InV ;. (B.50)

Si se fija S = const. entonces se obtiene la ecuacion para el cambio de estado adiabatico para un
gas monoatdmico ideal:

—————> +InV = const.,

o bien:

MV = const. (B.51)

Esta es la generalizacion que se sigue de la férmula (B.50):

T3V = const. (B.52)

A través de combinar (B.51) con la ecuacion de estado usual (B.39) se obtienen otras dos relaciones
para el cambio adiabatico de estado,

m62
™ (35)

; y W1C2
oo [5355

= const., (B.53)

M (25
g Nme2
o [ s

mientras (B.52) lleva a la férmula usual correspondiente:

V = const., (B.54)

T5/2
P

= const., (B.55)
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B.5. La entropia en equilibrio termodinamico

(PV)*?V = const., ) PV = const. (B.56)

La energia libre A del gas ideal monoatémico en reposo, también tiene que tomar una forma
diferente en la teorfa de la relatividad, segiin su definicién usual ©

A = E-TS. (B.57)
Debido a (B.35) y (B.42) la ecuacién vélida es,
E
S = const.+ = —kNlna,
T
entonces se obtiene
A = kENTIna — const.T. (B.58)
Con esto el coeficiente a toma un sentido claro [6], porque In «v es proporcional a la energia libre

del gas, si no consideramos la funcién arbitraria const. T. Dado que el coeficiente 3 es inversa-
mente proporcional a la temperatura, también se puede escribir:

1
A = chZ%fconst.T; (B.59)

donde se reconoce que A depende directamente de o'y /3.
Utilizando (B.58), (B.32 y (B.42) se obtiene, cuando se usa const. T para kN In N'T' — const. T

mc?
A = const.T —kNT {111 M (ﬁ) + an} , (B.60)

es decir, la generalizacién de la férmula usual que se sigue de (B.44) y (B.50), en la cual fue
substituida %N kT — const.T" por la correspondiente const. T es:

Ay = const.T—kNT{glnT—i—hlV}. (B.61)

Finalmente se puede introducir la temperatura en la ley de la distribucion (B.33) a través de (B.42):

N
= (B.62)
VM (5%)
esta formula corresponde a la ecuacién habitual,
N m \3/2 _mg
= —|—= T, B.
LTS (27rkT> o (B.63)

8En la literatura alemana A se usaba para la energia libre de Helmholtz usualmente denotada por F.
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B.6. Evaluacién de la integral definida M (3)

B.6. Evaluacion de la integral definida M ()

Para pasar ahora a una discusién mas precisa de las ecuaciones que se obtuvieron para las cantida-
des termodindmicas de gas monoatémico ideal en reposo en la teoria de la relatividad, se intentara
reducir la funcién M (), que aparece en las férmulas a través de funciones conocidas.
Debido a

s

M(B) = / e~ m P drdyds (B.64)

que M () estd dada por esta integral definida, hay que extender el intervalo de integracién dado
a todos los valores de las componentes del impetu reducido r, 1, 3, donde 3 es un pardmetro. De
acuerdo con (B.3) para la velocidad ¢ = 0, también r = y = 3 = 0, asi que el impetu reducido
es p = 0; en cambio, para la velocidad de la luz ¢ = ¢, depende de la direccion de los ejes coor-
denados, por lo menos una de las componentes r, 1), 3 toma el valor £oo, por lo tanto el momento
siempre es p = oo (de acuerdo con (B.20)); entonces hay que integrar M (f3) en todas las variables
r, 1, 3 desde —oo hasta +o0.

Si se toma en cuenta que a partir de (B.4) y (B.20) se sigue

L 2
= - 1+%, (B.65)

se puede escribir claramente:
+o00o +oo +o0o P
M) = / / / e VI drdyds. (B.66)

Aqui se interpretan r, 1), 3 como coordenadas ortogonales de un punto P del estado en un espacio
tridimensional usual y se introducen coordenadas esféricas donde el punto de origen O es un polo.
El vector de radio O P que es dado obviamente a través de (B.19) por el valor absoluto del impetu
reducido

P = Ve2+92 432 (B.67)

mientras es Util escribir el elemento de espacio en una forma mas compacta:
drdydy = dr = p*dpdw, (B.68)

donde dw es un dngulo espacial infinitamente pequefio con O como vértice.

Entonces (B.66) se convierte en una doble integral,
0 2
M(B) = / / e VI E Pdpduw. (B.69)
0 J(w)
A propésito, en esta férmula es por lo demds implicita una transformacioén de la funcién de dis-
tribucién F' tal que depende sélo de una de las variables independientes del elemento de drea (ver

antes B.2).
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B.6. Evaluacion de la integral definida M (§3)

Si se integra (B.69) con p fija, en toda la esfera unitaria y tomando en cuenta que

/ dw = 4r
(w)

entonces se obtiene una expresion mdas simple para la integral;
o0 | p2
M(B) = 477/ e VI E pap. (B.70)
0

Finalmente se introduce,
p = csinhp, (B.71)

donde el angulo real hiperbdlico p (mds precisamente el sector) varia de p = 0 hasta p = oo
también varia de 0 a co. Entonces se obtiene que

M(B) = 4rc® / e~ Peoshp ginh? p cosh pdp. (B.72)
0

Antes de realizar el dltimo paso del calculo, se desea ahora dar brevemente la interpretacion de las
ya citadas transformaciones que se realizan en el enfoque de Minkowski en el espacio de cuatro
dimensiones de las coordenadas z,y, z,{, donde [ = ct. En este marco, a pesar del uso de las
funciones hiperbdlicas se usaran las expresiones Euclidianas.

Mientras que al inicio de esta seccién d7 significaba el elemento de volumen del espacio tridimen-
sional habitual, asf como dw el dngulo de la apertura del cono 7 en la direccion desde O hasta Py
p significaba la distancia O P, ahora se pasa uno por (B.71) al espacio de cuatro dimensiones. Aqui

se interpreta

dr .o
i sinh” p cosh pdp dw = d) (B.73)
como un elemento de angulo sélido tridimensional donde O es el vértice que apunta en el espacio
de cuatro dimensiones z, ¥, 2, [, de O hasta P’ que tiene coordenadas r, vy, 3, L /mc las cuales son las
componentes del rectangulares del “vector de movimiento” 0. La magnitud de éste estd compuesta

por sus componentes de la siguiente manera:

W= (L) g2 22— 2

En particular p es el dngulo desde el eje temporal, el eje polar, hasta 2J o también la direccién df).
Debido a esta interpretacion entonces (B.65) es

L

— = ccoshp (B.75)
me

N. T. Angulo sélido.
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B.6. Evaluacién de la integral definida M (3)

la componente temporal U, del vector de movimiento y
p = csinhp (B.76)

es la componente complementaria U,,. del mismo, es decir, es la proyeccién U en el espacio
usual. Hay una relacién fisica mds sencilla para p que la relaciona con ¢ segtin la ecuacién (cf.
(B.4)):

¢ _ tanh p; (B.77)
c

debido a las férmulas tanh 0 = 0, tanh oo = 1, se reconoce en reposo que tanto ¢ = 0 como p = 0
corresponden al reposo, pero para la velocidad de la luz ¢ = ¢ se transforma en el valor p = oo del
“angulo de la velocidad” [7].

Resumiendo, se puede decir que en la integral (B.30) usando (B.68) y (B.71) el vector de movi-

miento
L
Ty = <F7 ‘%57 7) ’
mc

lo hemos expresado a través de sus componentes polares tetra-dimensionales con respecto al eje
temporal como eje polar 8. La integracion triple que en (B.72) ha sido reducida a una forma més
simple, se relaciona ademds con df2, exceptuando el factor ¢, es decir, a la superficie tridimensio-
nal de una esfera unitaria (o considerando ¢?, a la superficie de una esfera de radio |U| = ¢). A
propdsito aqui, debido a que nuestras férmulas tienen forma hiperbdlica, la superficie es la integral
J dQ = oo, como es de inmediatamente claro de la interpretacién original de d€2 como un elemento
dr del espacio Euclidiano dividido por c.

Después de este andlisis intermedio se debe ahora finalizar la reduccién de la integral (B.72). Dadas
a las férmulas

sinh? p = cosh?p — 1, 4 cosh® p = cosh 3p + 3 cosh p

8 Las ecuaciones detalladas para introducir las componentes (hiperbdlicas) polares cuatro-dimensionales o co-
ordenadas [hipér-]lesféricas se expresan:
t = csinh p sin A cos p,

H = csinh p sin A sin p,

3 =csinhp cos A,

L
— = ccoshp,
me

y ademas
drdydz = 3dQ,

dQ) = sinh p? cosh p sin Adpddp
= sinh p? cosh p sin Addpdw.

Estas férmulas permitirian llegar por un camino més corto de (B.30) a (B.72) si desde el principio se quiere utilizar
el espacio cuatro-dimensional como una herramienta matematica.
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B.6. Evaluacién de la integral definida M (3)

se obtiene que,
.19 1
sinh® pcoshp = 1 (cosh 3p — cosh p)

y por lo tanto,
M(B) = nc {/ e Beoshr cosh 3pdp — / e Beoshe cosh p dp} .
0 0
Ahora para (3 real y positivo

/ e*ﬁcoshp cosh np dp — gin+1 H,(ll) (Z/B) 7
0

donde HT(,,I) es una clase de la funciones de Bessel cilindricas, a saber, /as funciones cilindricas de
primera clase de orden n de Hankel °. Mientras estas funciones son complejas en cada argumento
real, las funciones de orden impar son reales para argumentos imaginarios positivos i3, aquellas de
orden par son imaginarias puras, asi que el lado derecho de la tltima ecuacién es necesariamente
siempre real (mds precisamente, positivo). Para /3 infinito positivo, HL se anula.

La condicién en cuestién para 3 se cumple por la convergencia de M (/3) que es fisicamente nece-
saria. Por lo tanto se obtiene:

2
M) = S {ad o) - 1 (i8)} (B.78)
En general se utilizan ahora las férmulas recursivas [8]
2n
e HD, = ZHD

donde x es el argumento comun. Por lo tanto se obtiene la funcién buscada de una forma mas
simple:

g2t i3 (i8)

M(p) = 3

(B.79)

9Cf. E. Jahnke und F. Emde, Funktionentafeln, Leipzig 1909.
Aqui se encuentra en la pag. 170 la férmula derivada por Heine (aqui aparece una forma adaptada a nuestro caso)

2 [ g
HP (—if) ="+ 2 / e =B eoshe coshnp dp, (A1)
T Jo

donde [ es real y positivo; ademas en la pag.95
H7<12) (fL') — 8i(n+1)7r1;17(11) (,’L’(i”r)

oparax = —if}:
HP(=iB) = (-1)" TV HD (ip). (A2)

A través de la combinacion de las formulas (A1) y (A2) sigue la expresiéon que aparece en el texto.
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B.7. Las funciones termodinamicas relativistas de un gas monoatémico ideal

Por el uso de la férmula recursiva una vez mas

2
HY ;H{l) - H,
la ecuacién (B.79) conduce a
231 W) (; (D)
M(B) = 2r% E{—2Hl (i) + B H (25)}. (B.80)

Las funciones que aparecen aqui de los dos 6rdenes mds bajos iH((,i’B ) y fol)(i’B ) estdn tabuladas
(lo que para —i H1 (i(3) hasta el momento no es el caso) '°; estas disminuyen monoténicamente de
+00 a 0 para § creciente de 0 hasta +oo. Ademds, M () es siempre positiva y decrece de forma
constante hasta 0.

Por lo tanto, se puede considerar M () como una funcién conocida ya que por (B.78), (B.79) y
(B.80) se reduce a las funciones de Bessel.

B.7. Las funciones termodinamicas relativistas de un gas mo-
noatomico ideal en reposo como funciones cilindricas
de Hankel de la temperatura

Utilizando la forma més sencilla de M () (B.79) se desea especificar de forma explicita las funcio-

nes termodindmicas calculadas en B.5, para un gas monoatémico ideal en reposo, desde el punto
de vista de la teoria de la relatividad.

Debido a (B.31), la energia toma la forma

1w 3
E — chz{ﬁ—M}, (B.81)

donde la prima que se encuentra en Hél) significa derivacion por el argumento, es decir, por i3, o
por su andlogo (B.43),

(VY (e
ke iHY (Zﬁ)

E = Nmé#{ — - ——~ 2 1 B.82
mc me2 Hél) (Z%) ’ ( )
La entropia (B.36) se convierte en
i Hy"' (ip) 1
S = cte.+ Nk{—f—2—-"L +In (—iH2 (zﬁ)) —Infg+InV 3, (B.83)
;" (if)
5 (1

10Jahnke-Emde p. 134-138. Las tablas para los valores de 3 = 0,2 hasta 3 = 12,0. Véase también las curvas
asociadas a estos dos valores S.134
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o de acuerdo con (B.49)

me2? Hél)l (Z%> mc?
S = cte.+ Nk{ ————~—Z 41 (—z‘HQ“) (zﬁ)) +InT +1nV %(B.84)

Conforme con (B.60) la energia libre seria:

1 Nmc?

— - o _
A = const. 3 3 {ln ( iH, (z[ﬁ)) Ing+1In V} (B.85)
o bien:
o [ .mc?
A = const. T —kNT ¢In | —iH, T +InT+mnV,. (B.86)

- _ . P . 1 NI
A propésito se pueden reescribir estas ecuaciones asi como (B.80), s6lo con H. f ) y Hé ), si se
utiliza, ademas de la férmula de recursiéon mencionada antes, otra mas '

dH (x n
D B0 @)+ H @)

Sin embargo, aqui sélo se desea dar la expresion para la energia que permita usar directamente las
tablas de las funciones involucradas,

, 6+ %) HY (iB) — 381 H" (iB)

E = Nmc
8 (20" (i9) - pi B (18))

(B.87)

B.8. Discusion numérica: los valores de [ y la relacion entre
la teoria relativista de los gases y la teoria usual

Asi como en la mecdnica relativista se convierte en la mecanica newtoniana para pequefias velo-
cidades, también la teoria relativista de los gases tiene que convertirse necesariamente en la teoria
usual de los gases para velocidades moleculares promedio pequeiias, es decir para bajas temperatu-
ras. Para tener un panorama mads preciso es necesario hacer una discusién numérica de las férmulas
que fueron deducidas en las secciones anteriores. En este marco se puede limitar al andlisis de F,
ya que C,, S, A etc., dependen directamente de su comportamiento.

En primer lugar se quiere determinar la magnitud de los valores numéricos de

2
ﬁzmc

/ ﬁ)

" Jahnke-Emde p. 165.
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ya que 3 es el argumento principal en todas las férmulas. Se tiene [9]

c=3x100  p=1346 x 1071028
s grad
entonces
9 as M
= 10% —.
b= 35107

Aunque el pardmetro 5 que depende de la temperatura es un niimero puro (también por lo que res-
pecta a la temperatura), no es por ello una funcién universal de la temperatura sino es proporcional
al peso molecular del gas. Debido a que ( serd en general muy grande, escogemos al helio como
ejemplo, ya que entre los gases monoatémicos tiene el menor peso molecular, a saber, He = 3,99
(comparando con O = 16,000). Para el vapor de mercurio monoatémico cuyo peso atémico es
Hg = 200,0, entonces /3 seria 50 veces mds grande que para el Helio a la misma temperatura.

La masa de la molécula de helio es
3,99

= 6175 x om Y = 846 x 107y,

m

donde 6,175 x 10?3 es el valor de la constante de Loschmidt N; [10] que fue introducida antes (cf.
(B.41)). Por lo tanto para el He se tiene que

13
5 - 4,32 ; 10 7
y se obtiene la siguiente tabla general:
T (°abs) B
0 00
3 1,44 x 1013
300 1,44 x 104
6000 0,72 x 10°
1 Billon 43,2
43,2 Billones 1
1 Trillon 432 x 1071
00 0

Se reconoce que para las temperaturas accesibles en experimentos el parimetro J tiene un valor
muy grande para todos los gases monoatémicos: Incluso si se tuviera en consideracién las tem-
peraturas calculadas de algunas estrellas fijas de mds de 20000, en este intervalo 5 no bajaria por
debajo del valor de mil de millones, para ningtn tipo de materia.

En este intervalo de temperaturas y mucho mads alld, se podrian ciertamente utilizar entonces las
representaciones asintéticas de las funciones cilindricas. Para 5 grande [11] es vélido que

(&

—iHP (if) = ——%,(28),
1
Va8
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donde
4.22-1 (4-22-1)(4-22-9)
28) = 1
52 (28) t e T 21(85)? +
_ o, 15, 105
N 83 12842

es una serie semi convergente '2. Entonces (B.79) se convierte en (cf. al final de sec, B.4)

-8
(&
M(B) = ZS/QWS/QWSQ (28). (B.88)
Para la energia, de acuerdo con la ecuacién (B.31)
dln M
E = —Nm(gindﬁ (ﬁ)7

que por (B.88) es también

InM(B) = const.—f— glnﬁ +1n.5; (25);

por lo tanto, se obtiene la siguiente expresion asintética de la energia:

. 20,3 1 M}
E = Nmc {1—!—25 S5 ds . (B.89)

Si se considera primero S muy grande entonces se puede formar aproximadamente
S5»(28) = 1
Se obtiene entonces que a través de (B.89):
E = Nmd 1+3 (B.90)
= C 55 ) .
o bien
9 3
E = Nmc + ENkT. (B.91)
La comparacion con la expresion £ de (B.44) lleva a:
E = Nmc + E. (B.92)

En efecto a través de las temperaturas accesibles en nuestros experimentos F se vuelve aproxi-
madamente una funcion lineal de la temperatura, a saber, la expresion usual E, hasta un término

2N. T. Se refiere a que la serie converge sélo para ciertos valores del parametro (3.
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aditivo constante Nmc?. Esta dltima que, a diferencia de Ey, depende de la naturaleza del gas, hay
que considerarla como la energfa interna que también posee el gas'® a T' = 0.

En efecto, si se desea ahora obtener la desviacién del comportamiento lineal de la funcién de la
energia o bien, si se quiere calcular la energfa para 5 no tan grandes, se debe usar la ecuacién
(B.89) completa. Como

dSs (25) 15 105

B 8B eapE

se obtiene la siguiente representacion asintdtica, explicita y mds precisa de la energia (para 3
grande):

3 15 15
E = Nm{1l+—+—— - = B.93
mr{ +25+852 853+ } ( )
o bien
3 15 N k2 15 Ni3
FE = Nm+NkT+——T*-— T3+ ... (B.94)
2 8 mc? 8 m2ct

De (B.93) se reconoce que la relacién entre la primera correccion de E'y el valor principal Ey estd
dado por

15 3 5

85228 4B
Para Helio se observa que
T-29%x1072%;

por lo tanto para este gas el valor verdadero E — N'mc? por ejemplo, a temperatura ambiente es
més grande por aprox. 1072 %, a 6000 lo es por aprox. 2 x 1078 % y a 1/10 de billén de grados,
por aprox. 0,3 % del valor aproximado Ej. Para vapor de mercurio estas correcciones son todavia
50 veces mds pequefias.

La ecuacién (B.92) y entonces la suposicién de Claussius (véase sec. B.5) es por lo tanto com-
pletamente valida, por razones practicas, para cualquier gas monoatémico hasta alcanzar una
temperatura de 1/10 de billén de grados, de modo que, en la préctica, también para los calores
especificos, los procesos adiabéticos etc. se aplican las férmulas usuales.

Por otra parte, si para el helio se sobrepasa la temperatura de 10 billones de grados, para el vapor
de mercurio 500 billones de grados, entonces la ley lineal (B.92) pierde completamente su validez
en estas regiones extremas, ya que [ se vuelve (comparar con la tabla anterior). En este caso la
dependencia de £ en la temperatura estd dada por las funciones cilindricas de acuerdo con (B.81)

13Véase M. Planck, Ann. d. Phys. 26. p. 1-34. 1908. Basado en la expresion (B.4) del texto para L, que nos lleva
para valores pequefios de ¢
m -
L=mc®+ qu‘
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o (B.87). Ademds, las representaciones asintéticas (B.93) no son vilidas en este caso; éstas tienen
un sentido especifico sobre todo en la region de temperatura intermedia, por ejemplo, para helio de
1/10 de billén hasta aproximadamente 1 billén de grados, debido a que los términos de correccién
son significativos aunque /3 todavia es grande.

Si se consideran varios gases monoatémicos con la misma temperatura, se sigue que sus energias
E son diferentes debido a la desigualdad de sus pesos moleculares m y a que sus pardmetros /3 son
distintos. La ley de la distribucion uniforme de energia por tanto nunca es valida en un sentido
estricto en la teoria relativista de los gases ideales monoatémicos'*. Si se restringe a temperaturas
menores a un billén de grados, se puede reemplazar (B.81) por (B.94), entonces se toma en cuenta
que en el término principal Ejy el factor de masa m se cancela, mientras esto no es el caso con los
demds términos. Entonces, para este intrevalo de temperaturas se puede decir con mayor precision
que para el término principal la ley de distribucién uniforme de energia es valida, mientras que
para la energia interna y los términos de correccion no.

Al mismo tiempo, los términos de correccion de primer orden se comportan inversamente pro-
porcionales a la primera potencia, aquellos de segundo orden inversamente proporcionales a la
segunda potencia del peso molecular etc. (véanse los ejemplos numéricos para He y Hg). Ahora, si
se restringen atin mds, a saber, temperaturas menores a 1/10 de billén de grados, entonces la dis-
tribucién uniforme de energia es practicamente vélida, debido a que sélo se considera Ej, evitando
la energfa interna constante.

Si se comparan finalmente gases de distintos pesos moleculares con sistemas de resonadores con
distintos nimeros de vibracidn, como introdujo Planck en su teoria de la radiacién, entonces se
reconoce que, estrictamente, estas dos estructuras no exhiben una distribucién uniforme de energia
para ninguna temperatura. Los resonadores muestran aproximadamente este comportamiento (la
distribucién uniforme) entre ellos, para temperaturas altas y nimeros de vibracién no demasiado
grandes [12], los gases muestran una distribucion uniforme entre ellos para temperaturas bajas (en
el sentido explicado antes), los resonadores y los gases ambos muestran una distribucién uniforme
para temperaturas intermedias (es decir, para temperaturas altas en nuestros experimentos usuales).

Berlin, Enero 30, 1911.
(Recibido, 5 Febrero 1911).
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C.1. Resumen de las férmulas bdsicas para el potencial cinético

Desde el punto de vista de la teorfa de relatividad de H. Lorentz y A. Einstein no estd permiti-
do hacer una descomposicion aditiva de la energia de un sistema fisico en movimiento, es decir,
descomponerlo en un término que dependa tinicamente de la velocidad, la energia del movimiento
progresivo y un segundo término sélo dependiente del estado, es decir, del volumen, la temperatura,
de un término de naturaleza quimica y de la energia interna. En consecuencia, se ha vuelto nece-
sario reformular la dindmica general de los procesos reversibles como las justificé H. v. Helmholtz
[1] usando el principio de minima accién, donde hasta ahora se hizo la suposicién la descompo-
sicién de la energia. Esta muy importante y complicada tarea la ha realizado M. Planck [2] al
sustituir la hipdtesis sobre la energia por el principio de la relatividad en sus investigaciones sobre
el principio de minima accién. Mediante la aplicacién de los resultados obtenidos por €1, ahora es
posible, dado que se conocen las variables de estado de un sistema en reposo, que cumplen con
el principio de relatividad, se pueden entonces determinar directamente las mismas variables para
un sistema en movimiento. Asi, Planck ha deducido las cantidades dindmicas de la radiacién de
un resonador 2 a través de las cantidades en reposo, dado que éstas cumplen con el principio de la
relatividad, por lo que ésta es una deduccion hecha de una manera mucho mas facil de la que fue
realizada originalmente por K. V. Mosengeil.

Dado a que el autor ha obtenido recientemente las funciones termodindmicas de un gas monoato6-
mico ideal en reposo basado en la mecdnica relativista, debe aqui formular la dindmica de un gas
en movimiento utilizando la dindmica general de la relatividad, como fue desarrollada por Planck.

C.1. Resumen de las formulas basicas para el potencial ciné-
tico

A partir del ya considerado gas monoatémico ideal, compuesto por N moléculas con masa m
y que se encuentra en un estado estacionario, determinado por el volumen V, la temperatura 7'
y los componentes de la velocidad z, 7, 2 a lo largo de los tres ejes de z, y, 2, de un sistema de
coordenadas rectangulares lineales en reposo. La magnitud ¢ de la velocidad esta dada entonces
por
¢ = PP+t +

De acuerdo con las consideraciones anteriores el potencial cinético { de los gases es una funcién
deq, VyT:

H = H(q,V,T).

Se sigue entonces gracias a H. v. Helmholtz, que la magnitud G de la cantidad de movimiento del
gas, a través de cambios reversibles de estado por el principio de minima accién 3:

0H
= A
3q G, (C.1)

2N. T. En un lenguaje mas moderno hablariamos de un cuerpo negro, en aleman Schwarzképerstrahlung.
3El signo de H se escogié como lo hizo Planck, al contrario de Helmholtz.
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C.1. Resumen de las férmulas bdsicas para el potencial cinético

para sus componentes &,, &, &,

oH & OH )
L=6,=G-% L=6,=G-¢
dk @ )] v ¢ (C.2)
OH __ _ 2 .
{ 5 =06.=G- 4,
ademds para la presién p y la entropia S del gas
0H 0H
ov P o =Y ©9
finalmente, para la energfa total £
oOH OH
E=¢q—+T——-H= TS - H. 4
q aq + T oG +TS (C.4)

Ademas, tomando aqui en consideracion la siguiente expresion para la funcién de Gibbs R, funcién
de calor a presién constante, estd dada por la relacién,

R=E+pV. (C.5)

Debido a (C.3) y (C.4) se obtiene su representacién completamente simétrica

0H oH OH
=¢—+V—=4+T—-H=qG+Vp+TS—H. C.6
q8q4f v T 17 G+ Vp+ (C.6)
Entonces Helmholtz procedié de tal manera que dividié el potencial cinético H en dos partes del
modo siguiente *

1
H:§Mf—A,

donde se tiene que, como para una masa puntual, M es aqui la del gas y A su energia libre, que se
supone independiente de ¢. Por la forma en que la funcién H depende de ¢ se sigue de aqui que de
(C.1) hasta (C.6) son las expresiones de la mecdnica y termodindmica usuales.

Por otro lado, si se cumple toda la fisica del principio de la relatividad, entonces este requisito
comprende otra forma general de la dependencia del potencial cinético H en q. Esta forma fue de-
terminada por Planck. Para indicar como es, se deben primero explicar las siguientes expresiones.
Se entenderd H, como la funcién de dos variables V' y T', la cual se transforma en la funcién H de
tres variables ¢, V' y T'; cuando se fija ¢ = 0, entonces [ es el potencial cinético del gas en reposo.
Ademds H{ representa a la funcién de tres variables ¢, V' y T', la cual se vuelve una funcién de
ambas variables V' y T, cuando se sustituye V por V' 'y T por T”, donde

AL ©7)

P a?
Vi-a 1=

4H. v. Helmholtz, Crelles Journ. 100. p. 155. Las ecuaciones (6) y (6a); él fija (excepto por el signo)

H=L-A,

donde L es la fuerza viva del movimiento perceptible de las masas gravitacionales.
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C.1. Resumen de las férmulas bdsicas para el potencial cinético

Aqui cdenotala velocidad de la luz. Consecuentemente se definirdn més tarde po, So, Eo, - - - , pb, Sy Eo, - - -

Mas atin, debido al principio de la relatividad, el potencial cinético debe tener la siguiente forma:

q2
H=\[1- % H, (C.8)

Esta expresion debe aparecer en lugar de aquella de Helmholtz, la cual, si se utilizaran las expre-
siones anteriores tendria esta forma:

1
H= 5Mq2 + H,. (C.9)

Siguiendo la ecuacion (C.8) en la teoria de la relatividad el potencial cinético H del sistema en
movimiento es conocido, si se conoce el potencial cinético del sistema en reposo. De este modo
se pueden deducir, sin problemas, las demads variables de estado de un sistema en movimiento a
través de (C.1) hasta (C.6). En la teoria antigua la ecuacién correspondiente fue realizada en (C.9),
a la cual se vuelve aproximadamente la ecuacién (C.8) para velocidades ¢ pequefias respecto ¢
bajo ciertas restricciones. De acuerdo con (C.8) el principio de relatividad requiere que H sea una
funcién homogénea de grado uno de tres variables

Segun el teorema de Euler es en consecuencia la ecuacién (C.8) la integral general de la siguiente
ecuacion diferencial lineal parcial de primer orden [4]
OH OH & —q¢*0H
T —+V——-———"———-H=0. C.10
or "oV T T ¢ oq (€10
Esta misma, también puede reescribirse usando (C.1) y (C.3) de esta manera:

2_ 2
TS+vp-—H=""14

G, (C.11)

o por (C.6), en la forma mds simple [5]:
¢="2p. (C.12)
C

Esta ecuacion (C.12), que es equivalente tanto a (C.8) como a (C.10), hace, en la teoria de la
relatividad, a la cantidad de movimiento dependiente de su energia, y entonces es una funcion de
q V' y T,y conserva en general la existencia de una masa constante. Si se introduce una masa
transversal M, una masa longitudinal M, (isotérmica-isocdrica) y simplemente la masa en reposo
M a través las definiciones usuales:

G oG G
My=—, M=—, M=|(— = (M), = (M), , (C.13)
T TN g <q>q0 (M) = (M)
entonces se obtiene, a través de (C.12), las cantidades:
R OR R
My=—, M :AfL"'_giv M==] (C.14)
c2 ¢ dq c?
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C.2. Dinamica general de un gas ideal monoatémico en movimiento

C.2. Dinamica general de un gas ideal monoatémico en mo-
vimiento

Después del panorama dado en la seccién anterior sobre las férmulas fundamentales, se debe ahora
deducir a través de las mismas, la dindmica de un gas ideal monoatémico en movimiento a partir
de la termodindmica en reposo, como se sigue de la teoria cinética relativista de los gases.

Dado que, segtin (C.3) el potencial cinético H, del gas en reposo es igual al valor negativo de su
energfa libre Ag:
Hy = —Ay, (C.15)

entonces se puede encontrar de inmediato, en la investigacion mencionada por el autor [6], el valor
de Hj en:

2
Hy = kNT {m (-iHé” G%) +InT +1n V) } L OT. (C.16)

Aqui, k es la constante de la definicion general de la entropia [4]:

S =kInW + const,;
H2(1) son las funciones cilindricas de Hankel de primera clase y de segundo orden, ¢ es la unidad
imaginaria y C' es una constante arbitraria.

Como es bien sabido, a través (C.16) se sigue que, de acuerdo con (C.3), (C.4) y (C.5), las demas
funciones termodindmicas de un gas en reposo ° son,

ENT

y (1)/ 'TII,(JZ
me? s (Z kT ) ) [ .me?
SO = kN 7ﬁm+ln (7ZH2 (Zﬁ)) +1DT+1HV
2 kT
+EN + C, (C.18)
ing (i)
Ey = ENT — Nmdc? (C.19)
H(1> '7",[12
2 (Z kT )
zHél)/ (z%)
Ry = 2kNT — Nmc? 7 (C.20)
H2 (ch )

A través de (C.8) y (C.7) se obtiene inmediatamente por (C.16), el potencial cinético del gas en
movimiento con velocidad ¢:

2
me* /1 — 4%

H=kNT I |—iH" i T

2
+InT+nV —In (1 — q—Q) +CT. (C.21)
c

SF. Jiittner I. c. p. 866, ecuacion (26) y p. 876 ecuacion (53%) y (522). Ademas, las expresiones Sy, . .., Eg, no
significan lo mismo en el trabajo anterior, que [aqui] arriba, sino los valores para temperaturas bajas.
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C.2. Dinamica general de un gas ideal monoatémico en movimiento

De aqui se obtienen por medio de (C.3), (C.1), (C.4), (C.5) y (C.13), las variables de estado gene-
rales:

kENT

—_— (C.22)

3 2 Lo P
mc%/l—‘j—le? (7’ kT ) ) mc? l—f—;
- +1In —iHé Ni— || +mT + WV

kT
@
—In (1 — 7) } + kN + C, (C.23)
c
2 1— ‘1
7H —
2 N ( kT )
G = ——kNT - 4 _ (C.24)
c2 ( _ %) 142 ch 1- ‘17
¢ '2 2 kT
1 + ﬁ N 2 ZH / ( mce wk/;*T
E = < pNT — (C.25)
- = 1——H1)(m621%2)
kT
. (1)/ me? 174—2
o U, (Z 7 >
B 2kNT B Nmec ‘ (C.26)

. (1) mc? 1,%)
ZH j—Y 2
v (2
]\Iz = > - mt 2 | (027)
02(1—%2) 1-% Ho (z%)
1) .mc? 1*:*2 . <1>// me? 17:72
+ q2 N 7Hé> <7/ = 2) - ZH2 (Z /i :

=
|
/N
—
|
WV [
v
l\J
T~
=
'ﬂ
=
NIE
W
N—
w
2T
=
N
-~
3
0!\7
-
K
k)
N———
|
~
|
‘L\‘Qm
z[ -
=
7N
3
0I\D
N
K
N
N———

ay [ .me1-% :
1Hy T
- — 7 (C.28)
1 .mc —
Hé ) (l kT ?)
: (l)/ "ITLCZ
2kNT tHy Z*)
M= m(l)im” (C.29)
¢ Hy (i%)
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C.2. Dinamica general de un gas ideal monoatémico en movimiento

Como se reconoce en (C.22) el gas en movimiento tiene la misma ecuacién de estado que en
reposo. El principal interés que ofrecen las férmulas deducidas es que son buenos ejemplos para
las discusiones generales de la introduccion del primer parrafo. Entonces la expresion de la energia
(C.25), en la cual las variables independientes ¢ y 7" aparecen en una manera complicada (aqui V'
no aparece), muestra que en una descomposicién de la energfa®, s6lo dependiente de la velocidad
y en una energia interna que s6lo depende de la temperatura, en la teoria de la relatividad no es
de hecho posible. Ademads, las cantidades mecdnicas, el momento (fmpetu) GG, asi como las masas
M, y M, estan determinadas por (C.24), (C.27) y (C.28) no sélo por la velocidad sino también
por la temperatura. La masa en reposo M por (C.29) no es una constante sino una funcién de la
temperatura. También la correlacién estrecha entre la funcién de calor R en (C.26) y las variables
mecdnicas de estado G, M, M; y M es inmediatamente evidente y corresponde exactamente a las
férmulas (C.12) y (C.14) deducidas anteriormente.

La dindmica de un gas monoatémico ideal constituye asi una contraparte interesante de la radiacién
de un cuerpo negro. La posibilidad de tratar con éxito aquel [sistema] sencillo de materia y de este
sistema energético a través del principio de minima accidn, estd basado en que en ambos casos se
tiene una visién mas profunda del mecanismo interno del sistema.

Se quiere sefialar brevemente que la férmulas anteriores para el valor de H, también se pueden
obtener por especializacion de las ecuaciones generales de Planck [8].

A través de la notacion que se indicé antes, particularmente tomando en cuenta la ecuacion (C.7),
se tiene en general que

P = o, (C.30)

y de esto, por ecuacién (C.17), se sigue inmediatamente (C.22).
A través de la relacién

S=5) (C.31)

directamente de (C.18) se sigue (C.23).
De la ecuacién
2

1
E= Ey + 1

se obtiene la férmula (C.25), debido a (C.19), (C.30) y (C.17).
La ecuacion

Vh, (C.32)

R=——"R), (C.33)

conduce, por (C.20), al valor (C.26). Seria mds conveniente si se siguiera una deduccién conjunta
de G, M;, M; y M a través del valor recién obtenido de R (Cf. arriba pag. 153).

8N. T. Fuerza Viva. Ver Nota 4 del capitulo anterior.
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C.3. Reduccién de la dinamica del gas para bajas temperaturas y velocidades pequehas

C.3. Reduccion de la dinamica del gas para bajas temperatu-
ras y velocidades pequenas

Para temperaturas bajas, es decir, para velocidades promedio de las moléculas del gas pequeifias
en comparacion con la velocidad de la luz, es decir, hasta 1/10 de billén de grados [9], en lo que
sigue, el argumento de las funciones de Hankel que aparece en la primera parte de la seccién 2

.mc?
i—,
kT’

siempre tendrd un valor muy grande. El argumento mds general que aparece en la segunda parte

de la seccién 2, a saber es
2
mcy /1 —%

hr

también toma valores muy grandes, no sélo para temperaturas bajas, sino también, simultineamen-
te, para velocidades ¢ pequeflas comparadas con c.

Para i3 grandes se puede expresar aproximadamente [10]

2
—iHM(iB) = \/;6—5,3—1/2, (C.34)

asi que ’

In [—z‘Hﬁl)(i[j)] = 8- %mﬁ +1n \/g

De la misma manera, las férmulas de la dindmica del gas se reducen® a expresiones sencillas
solamente de funciones elementales si se refieren a un gas en reposo para temperaturas bajas, y
andlogamente, si se refieren a un gas en movimiento, para temperaturas bajas y al mismo tiempo
velocidades pequeiias. Estas cantidades aproximadas se sefialardn con una barra, por ejemplo H,
H.

Si en la ecuacién (C.16), se substituye, usando (C.34), la constante arbitraria C' de la relacién
kN 2k

In—— =D,
2 Tme?

C+

por la nueva constante D, se llaga a la ecuacién aproximada:

Ho=EkNT (g InT +1n v) — Nmc® + DT. (C.35)

’Se quiere llamar la atencién que en varias férmulas de arriba aparece el cociente diferencial logaritmico de
primer orden (ec. (C.18) hasta (C.20), (C.23) hasta (C.27), (C.29)) y de segundo orden ec. (C.28), de la funcién de
Hankel.

8N. T. Literalmete Jiittner usa la palabre degeneracién, aqui utilizaremos reduccién, para evitar confusiones con
los gases cuanticos en Mecanica Estadistica.
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C.3. Reduccién de la dinamica del gas para bajas temperaturas y velocidades pequefias

Esta expresion es equivalente al negativo de la ecuacion de la energia libre de un gas monatémico
ideal, como se obtiene en la teoria cinética usual. Por lo tanto, se obtienen inmediatamente, a través
de (C.35), por diferenciacién de acuerdo con (C.3), (C.4) y (C.5) (o también por (C.17), (C.18),
(C.19), (C.20) considerando (C.34)), las cantidades conocidas de un gas en reposo:

ENT

el C.36

Po V ) ( )

So = kN (glnT +1n V) + gkN + D, (C.37)

E, = gkNT+ch2, (C.38)
=4

Ry = %k:NT+ch2. (C.39)

Como es evidente de (C.38) [11], en estas férmulas N'mc? significa la energfa interna, para el cero
de la temperatura absoluta, de un gas en reposo.

La expresién aproximada H para el potencial cinético de un gas en movimiento se obtiene por
(C.35) através de (C.8) y (C.7), o también por (C.21) a través de (C.34) a saber:

. 3 5 7 2 q?
H=KENT<S-InT+InV—-—-In(1-—= — Nmc*\/1 - = + DT. (C.40)
2 4 2 c2

La diferenciacién de esta funcién lleva, debido a (C.3), (C.1), (C.4), (C.5) y (C.13), alas cantidades
termodindmicas aproximadas del gas en movimiento. Por otra parte, también se pueden obtener de
(C.22) hasta (C.29), por la reduccién de acuerdo con (C.34), o finalmente, de manera mas clara,
por la combinacidn de las férmulas generales (C.30) hasta (C.33), (C.12) y (C.14) con las férmulas
reducidas (C.36) hasta (C.39).
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C.3. Reduccién de la dinamica del gas para bajas temperaturas y velocidades pequehas

Las ecuaciones que se obtienen a partir de alguna de estas maneras son:

ENT
p = (C.41)
2
S = k {§lnT+1nV—§ln(1—q—2>}+gkN+D, (C.42)
C
_ 5
G = 4 _gNT+ AL (C.43)
2c2 (1 — —) W1
i@
B o= 2 IpNr Nime? (C.44)
-4 _ 2
(& CZ
. |4 N 2
R = 2 _gNT ¢ (C.45)
2(1- %) 1-5%
- N
M, — %WT 2 (C.46)
22 (1 _ 37) -z
— 5 1+ é Nm
M, = —— 2 ENT+ - (C.47)
AT
- & 1- £
M = ikNTJer. (C.48)
2c2

Debido a que la estructura de estas féormulas reducidas es extraordinariamente mas simple que la de
las originales, las propiedades generales de la dindmica relativista son mds claros que en el parrafo
anterior, refiriéndose, por ejemplo, a la energia, a las definiciones de masa y a la funcién de calor de
Gibbs. Como se nota en (C.43) hasta (C.48), el primer sumando de cada funcién es tanto térmico,
como mecdnico, y por lo tanto no depende del estado interno del gas en movimiento. Por otro
lado, el segundo sumando es puramente mecanico; permaneciendo por si solo para la temperatura
T = 0; en ese caso las féormulas, debido a su naturaleza asintdtica, son matemdaticamente validas
de manera estricta, si la velocidad ¢ del gas no se acerca a la velocidad de la luz. Estas funciones a
T = 0 se denominan afiadiendo arriba el indice cero, y son:

GO — qu2 . EO) = RO) — ch22 7
1-4y ’ 1-4

Alt(o) — Nm2 , AL(O) — ( Nm2 ., ]\4(0) — Nm, (C49)
17:{*2 ) 171172

que son bien conocidas de la mecénica relativista de la masa puntual [12].
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C.4. Tipos de movimientos especiales de los gases

Ahora se quiere discutir brevemente algunos tipos de movimiento reversibles del gas, para lo cual
se utilizard, como comparacion, el comportamiento de la radiacién del cuerpo negro.

Cuando se realiza una aceleracion reversible adiabatica-isobarica (es decir, sin suministro de calor
y con presién constante) desde el reposo hasta la velocidad ¢, tanto en nuestro gas como en la
radiacién de cuerpo negro, la temperatura disminuye de 7j a I" en cada cuerpo segun la ecuacién

(13]
2\ 1/2
T:Ty= (1 - %) 1, (C.50)
c
y también disminuye el volumen en la misma proporcién de V a V':
2\ 1/2
V:%:(l—%) 1L (C.51)
c

Si este proceso se lleva a cabo de forma reversible adiabatica-isocérica (sin suministro de calor
y a volumen constante) entonces se debe cancelar la contracciéon de Lorentz dada por (C.51) y en
consecuencia, el gas o la radiacién de cuerpo negro deben dilatarse. Ademds, en ambos sistemas
la temperatura disminuye atin mas que en (C.50).

Debido a la férmula (C.42) para la entropia del gas monoatdémico, la disminucién de la temperatura
estd dada aproximadamente por:

2\ 5/6
T.T)= (1 - ﬂ) 1 (C.52)

2

en consecuencia, la presién disminuye de acuerdo con (C.41), debido a la constancia de V.

Por otro lado para la radiacién de cuerpo negro la disminucién de la temperatura estd dada estric-
tamente [14] por:

& 2/3

T:Ty= <1 - —2) o1 (C.53)
c

que ni siquiera es la mitad que la de este gas.

La relacién exacta para el gas, correspondiente a la ecuacion (C.52) es bastante complicada. Se
deduce de (C.23) a saber:

— . (1)' Jnczy/lfif? -
mc?y /1 — Z—; iy (Z T ) mc?y /1 — Z—;
_ : In | —iH R
kT (1) .mc? 17% +ho 2 ! kT
Hy’ | i—7

e

(1) 2

2 21H. e 2

. q mc 2 ( kTO> (1) [ .mcC

= hl (1 — ?) — TRW + hl |:—ZH2 ZTT{) + hl TO. (054)
2 kTo

+InT
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C.4. Tipos de movimientos especiales de los gases

A través de estas ecuaciones trascendentales y a partir delos valores de Tj y ¢, se puede calcular el
valor exacto 7.

De lo dicho anteriormente, al mismo tiempo se obtiene que, en una aceleracion reversible isotérmica-
isocdrica, tanto en el gas como en la radiacién de cuerpo negro, debe haber un suministro de calor
para mantener la temperatura constante. También la presion del gas se mantiene constante debido
a(C4l).

Como fue mencionado inicialmente, se deberd discutir con mas detalle el movimiento reversible
adiabatico-isobarico del gas, porque ocupa un lugar privilegiado. Durante este procedimiento se
cambian los valores de 7'y V' de acuerdo con (C.50) y (C.51).

Si en la cantidad de movimiento G de la expresién (C.24) que es valida en general, se sustituye la

variable 7" por la constante 7 dada por (C.50), entonces, llamando I" a la cantidad de movimiento

espacial para aceleraciones adiabdaticas-isobdricas, se obtiene después de extraer un factor comun,
que

y (1)/ . TnC2

2kNT, iHy <2ﬁ>

= d 3 0 _ Nmi(l) 20

2 C - NC:
1-% H, (Z To )

Dado que la cantidad entre paréntesis, segin (C.29) es la masa del gas correspondiente a la tempe-

ratura en reposo 7y:
> (1)/ y ’ITLC2
iHy' i

2kNT,
Mg, ===~ Nm Ay (C.55)
C H(l) (ZM>
2 kTo
entonces la cantidad de movimiento toma aqui la forma especial:
M
e (C.56)
1_ 2

Debido a que la masa My, es constante durante todo el movimiento, cuando se especifica T,
entonces la cantidad de movimiento del gas tiene aqui la misma forma que la de una masa puntual
(Cf. final de la Sec. C.3). Es decir:

“Un gas acelerado de manera reversible adiabatica-isobdrica se mueve de acuerdo con las mismas
leyes que una masa puntual en el vacio; sin embargo, su masa depende de la temperatura en reposo
Ty, de acuerdo con la férmula (C.56).”

Este resultado obtenido a través de calculos directos de nuestras férmulas especiales, es un caso
particular de un teorema general de Planck [15]. En cualquier movimiento reversible adiabético-
isobdrico, (por ejemplo, también para la radiacién de cuerpo negro) se puede deducir la cantidad
de movimiento a través de un potencial cinético de la forma

2
K=-M1-L
C
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C.5. El valor numérico de la masa de los gases

donde M es la masa del sistema es constante durante el movimiento y depende de V; y T, el
volumen y la temperatura en reposo respectivamente, segtin la relacion (Véase (C.14))

Ry
En particular, el potencial cinético de una particula puntual es de la forma K, donde sin embargo,
M es una constante absoluta. Por lo tanto, todos los movimientos adiabatico-isobaricos reversibles,
son en realidad, andlogos al movimiento de una particula puntual, debido a que se deducen a partir
de un potencial cinético K.

C.5. El valor numérico de la masa de los gases

Al final se quiere discutir numéricamente la expresién para la masa relativista del gas con un
ejemplo. Como gas ideal monatémico se escoge el Helio (He=33). Se quiere calcular M; de un
mol de éste, que tiene /N; moléculas (constante de Loschmidt) de masa m. Como fue mencionado
antes (Secc. C.3), se puede usar la férmula aproximada (C.48) hasta 1/10 de billén de grados. Si en
ésta se introduce la constante absoluta del gas B correspondiente a un mol, a través de la relacién
obtenida de (C.22)
kN, = B,

entonces se obtiene:

Ml = 55;11 + N1m. (057)

2¢2

Mediente los valores numéricos

B = 08316 x 10° e/"gd,

c=3x100"  Nym=399g,
grad s

se obtiene inmediatamente que
M;=231x10"T+399¢. (C.58)
Entonces para T = 10! abs, es:
M =0,0231 + 3,99 g = 4,0131 g.

La correccion de la masa relativista de un gas en comparacién con su masa habitual Nm, debido a
su energfa calorifica alcanza entonces hasta 1/10 de bill6n de grados, un valor que es practicamente
despreciable, ya que la correccidn, es 0,5 % para el Helio.

Por otro lado, para temperaturas cercanas a 10! grados, la masa inercial j; de la radiacién de
cuerpo negro, contenida en el volumen V; de un mol de Helio, siempre supera extremadamen-
te a la masa M, del gas, aunque disminuya V;, dado que la fraccién de compresién de un gas
practicamente estd limitado por el volumen de sus moléculas. La masa de la radiacién es

da

3 TV, (C.59)

H1 =
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o dado que
15 erg
=7,061 x 10715 — 2
&= HE0S X cm3 grad*
es,
= 1,05 x 107¥ T4 g. (C.60)

Si se supone al Helio como un gas ideal se puede comprimir hasta una densidad de 4,0131 asi
como V; esigual a1 em? y por lo tanto para T = 10! abs. se obtiene el valor extraordinariamente
grande

1 =1,05x10°g,

contra M = 4,0131 g que es despreciable.

Breslau, Abril 15, 1911.
(Recibido, 19 Abril 1911).
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