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Resumen

La incorporación de los principios de la teoría de la relatividad con los de la física estadística ha
recobrado interés a la luz de experimentos y observaciones recientes en el ámbito de la física de altas
energías, astrofísica y cosmología, respectivamente. Asimismo, se han realizado algunas simulaciones
numéricas para investigar aspectos relativistas de variables termodinámicas. Por otro lado, teorías
como la gravedad cuántica y la teoría de cuerdas, han enfrentado la necesidad de consideraciones
relativistas de la física estadística.
En este trabajo se estudian algunos sistemas relativistas utilizando los métodos de la física estadística
y la teoría cinética.
En primer lugar se estudia un gas simple relativista en equilibrio, en un lenguaje manifiestamente
covariante, con base en la ecuación de Boltzmann. De esta manera se obtiene la función de distribu-
ción del equilibrio, conocida como distribución de Jüttner. Este análisis difiere de los existentes en la
literatura en cuanto a que no se parte del uso de un marco de referencia particular. Resulta natural
la introducción de un vector de Lorentz cuya norma se identifica con el recíproco de la temperatura
en el marco comóvil del gas. Adicionalmente, se obtiene el correspondiente teorema de equipartición
relativista.
En segundo lugar se estudian dos casos de mezclas binarias semi relativistas, cercanas al equilibrio,
usando la ecuación de Boltzmann. En ambos, una de las dos especies se considera relativista mientras
que la otra no. Gracias a ello el término de colisión de la ecuación de Boltzmann puede aproximarse
por un término diferencial tipo Fokker-Planck. El primer caso corresponde al gas de Rayleigh,
físicamente análogo al movimiento Browniano. El segundo, por otro lado, se conoce como el gas
de Lorentz, y puede considerarse como el caso complementario al anterior. Para estas mezclas se
obtienen expresiones para los coeficientes de viscosidad-fricción y de difusión. Además, mostramos
que el gas relativista de una componente en la aproximación de colisiones rasantes, admite una
descripción a través de una ecuación de Fokker-Planck covariante.
Finalmente, se estudia la termodinámica estadística en equilibrio de sistemas cuánticos simples.
Estos no son relativistas, sin embargo, su cuantización se ha realizado en el esquema de lazos que
es uno de los que se adopta para cuantizar a la relatividad general. Uno de los resultados de este
esquema es el carácter discreto de la geometría espacial. Por esta razón se estudian las cantidades
termodinámicas de los modelos mencionados. Se encuentran correcciones a estas cantidades que
dependen de un parámetro que introduce el método de cuantización y que está relacionado con la
escala de discretez.
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1
Introducción

Es posible afirmar que la teoría cinética relativista comenzó con la derivación de la función de distribución
de equilibrio para un gas relativista simple por F. Jüttner en 1911 seguida de su versión cuántica en 1928,
a través de un procedimiento de maximización de la entropía [1]. En 1935 Walker da el siguiente paso hacia
la descripción del gas relativista encontrando la ecuación de evolución que debe satisfacer la función de
distribución, en el caso sin colisiones. La generalización relativista de la ecuación de Boltzmann incluyendo
colisiones fue dada por Lichnerowicz y Marrot en 1940 [2, 3]. Desde entonces se han hecho generalizaciones
de los métodos estándares de la teoría cinética.

Uno de los propósitos de la teoría cinética es derivar leyes macroscópicas con base en las ecuaciones de
evolución microscópicas. Con estas ideas en mente Marrot y Taub [4] fueron los primeros en mostrar que
las leyes de conservación de masa y de energía-momento pueden obtenerse para el gas relativista. En su
libro [5], Synge describe los resultados más importantes para gases relativistas en equilibrio e introduce
la notación vectorial 4-dimensional. La década de 1960 fue muy importante y fértil para la teoría cinética
relativista. A principios de los 60’s Israel [6] y Kelly [7], entre otros autores, adaptaron los métodos de
Chapmann-Enskog y Grad al dominio de la relatividad. Israel también estudió generalizaciones a sistemas
estándar como las partículas de Maxwell. Con estos métodos se pudieron calcular los coeficientes de
transporte para el gas relativista a partir de la ecuación de Boltzmann covariante. Una de las consecuencias
más importantes en este caso es que el gas relativista tiene viscosidad volumétrica a diferencia del caso
del gas no relativista. Este resultado tiene importantes repercusiones, por ejemplo en el efecto de la
viscosidad de los neutrinos en la evolución del universo, el estudio de la formación de galaxias, estrellas de
neutrones, etc. La ecuación de Boltzmann relativista incluyendo el efecto de campos gravitacionales fue
escrita primero por Chernikov [8] y Lindquist [9]. Posteriormente, Stewart [10] hace una descripción más
general de la teoría en espacios curvos. Es en este trabajo, junto con el de Ehlers [11], donde se construye
el formalismo matemático de la teoría cinética en el contexto de la relatividad general.
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1. Introducción

En su libro de 1980 [12] de Groot, van Leeuwen y van Weert estudian la deducción de la ecuación de
Boltzmann a partir de la dinámica subyacente a un sistema de partículas cuánticas relativistas; esta
dinámica es proporcionada por la teoría cuántica de campos. En ese trabajo se calculan los coeficientes
de transporte para sistemas específicos que tienen un papel importante en astrofísica y cosmología. Sin
embargo, no estudian los efectos del campo gravitacional. En un trabajo más reciente Cercignani y Kremer
[13], además de una revisión de la teoría cinética relativista, estudian mezclas de gases relativistas en
donde ocurren reacciones químicas o nucleares y se analiza la propagación de ondas de choque en un gas
relativista. En este trabajo se siguen los esquemas presentados en los textos [12] y [13].

En la literatura hay distintas presentaciones de la teoría cinética relativista dependiendo el enfoque que
se siga. Por ejemplo, se han propuesto alternativas a la distribución de Jüttner [14, 15, 16, 17]. Incluso
hay algunos intentos por establecer los fundamentos de la termodinámica irreversible relativista sobre la
base de una teoría cinética relativista de primer orden [18]. Recientemente se desarrollaron simulaciones
numéricas de dinámica molecular para el gas relativista que indican que la distribución de Jüttner es en
realidad la generalización relativista correcta de la distribución del equilibrio [19, 20, 22, 23].

La teoría cinética relativista tiene una extensa gama de aplicaciones. Históricamente, entre las primeras
se encuentra el trabajo de Chandrasekhar [24], quien desarrolló la teoría de la estructura estelar para
estrellas en equilibrio y en estado estacionario. En cosmología al estudiar las épocas tempranas en la vida
del universo es necesario considerar ciertos procesos disipativos. Por ejemplo, la época del desacoplamien-
to entre la radiación y la materia. En [25], Bernstein estudia la ecuación de Boltzmann en un fondo de
Friedman-Lemaître-Robertson-Walker, esta métrica describe un modelo de Universo en expansión, ho-
mogéneo e isotrópico [26]. Se encuentra que no existe solución de equilibrio para la función de distribución
de un gas en esa situación. Por otro lado las reacciones durante la época de la nucleosíntesis ocurren
fuera de equilibrio. En el universo temprano las especies que existían (neutrinos, fotones, electrones y
positrones) eran todas relativistas. Es clara la necesidad de una teoría cinética relativista para investi-
gar la evolución e interacciones entre las especies en esa época. De alguna forma, la mayor parte de la
teoría cosmológica surge de resolver la ecuación de Boltzmann para el universo en expansión con fotones,
neutrinos y materia oscura [26], [27], [28]. Se ha estudiado también la distorsión del espectro de cuerpo
negro del Fondo Cósmico de Microondas (CMB), producida por la dispersión de Compton de los fotones
del CMB por electrones de los cúmulos de galaxias, conocida como el efecto Sunyaev-Zeldovich [31], [32].
Ese proceso afecta la distribución de la radiación. Este efecto permite calcular parámetros cosmológicos
como la constante de Hubble, el corrimiento al rojo, etc. Este efecto se ha intentado explicar a través de
ecuaciones de difusión relativistas como la ecuación de Kompaneetz [33].

Las aplicaciones en astrofísica son muy diversas. Por ejemplo, en el estudio de los jets o chorros relativistas
(flujos de plasmas colimados con velocidades cercanas a la de la luz), modelos para los destellos de rayos
gamma, efectos disipativos producidos por la presencia de vorticidad en estrellas de neutrones, entre otros
[29], [30].
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1. Introducción

Recientemente se han realizado experimentos de física nuclear basados en colisiones de iones pesados a
altas velocidades, tales como el RHIC (Relativistic Heavy Ion Collider) o el LHC (Large Hadron Collider)
para describir el plasma de quarks y gluones [34, 35]. Las especies involucradas en estos experimentos
son relativistas y por lo tanto es necesaria una base teórica para calcular los coeficientes de transporte
correspondientes de estos sistemas.

Incorporar los principios de la relatividad con los de la teoría cinética no sólo es importante en el contexto
de las anteriores aplicaciones, es crucial para entender los fundamentos teóricos de la descripción de
sistemas relativistas de muchos cuerpos, donde no es claro cómo definir una variable temporal natural
[10]. En termodinámica clásica no relativista, la descripción de los sistemas en equilibrio no está ligada
con el movimiento del sistema mismo. Sin embargo, cuando extendemos el análisis al caso relativista
especial, la descripción desde cualquier marco de referencia se vuelve imprescindible. Por ejemplo, en [36]
se comienza a generalizar las leyes de la termodinámica a partir de principios de simetría y conservación
y se observa la necesidad de incluir al movimiento del sistema.

Existen marcos teóricos donde se pueden estudiar los fundamentos de la termodinámica, tal es el caso de
la formulación generalmente covariante de la mecánica estadística [37]. Esta es una aplicación de los méto-
dos de la mecánica estadística a sistemas invariantes ante reparametrizaciones temporales. Se demuestra
que incluso en ausencia de los conceptos de tiempo y energía, los métodos estadísticos pueden aplicarse
apareciendo más parámetros que caracterizan el equilibrio1. Otro ejemplo es la Geometrotermodinámica
[38], que utiliza las herramientas de la geometría diferencial para abordar problemas en termodinámica,
particularmente la termodinámica de hoyos negros [39].

Se sabe de la teoría cuántica de campos en espacio-tiempo curvo, que puede asociarse una entropía a
los agujeros negros, la entropía de Bekenstein-Hawking. La teoría cuántica de campo en espacio-tiempo
curvo implica que los hoyos negros emiten radiación, la llamada radiación de Hawking, se conjetura que
esta radiación los llevará a evaporarse. Esto conduce a varias preguntas. En física estadística la entropía
está relacionada con el número de microestados a que el sistema tiene acceso, sin embargo, en el caso
de los agujeros negros ¿cuáles son los microestados asociados con su entropía? Esta es una pregunta
que algunos candidatos a teorías de gravedad cuántica han intentado responder. La gravedad cuántica
intenta implementar de manera consistente las interacciones gravitacionales dentro del marco de la teoría
cuántica [40]. En algunas propuestas existe una escala de longitud mínima, posiblemente la longitud de
Planck, que presumiblemente es una escala fundamental en la que aparece una microestructura al espacio-
tiempo. Existen otras propuestas que buscan revelar los efectos de tal longitud mínima, por ejemplo los
conjuntos causales [41], o la gravedad estocástica [42], ambos esquemas utilizan métodos propios de la
termodinámica fuera de equilibrio y procesos de transporte. Finalmente la evaporación de un hoyo negro
debe considerarse como un sistema fuera de equilibrio termodinámico, por lo que el estudio cinético

1Al escoger una variable temporal y por tanto la energía se puede ver que los parámetros extra están relacionados con el
movimiento del sistema
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1. Introducción

relativista de estos sistemas es indispensable.

En este punto puede apreciarse que el estudiar la estadística y termodinámica de sistemas relativistas, es
de suma importancia tanto en aspectos aplicados como fundamentales. Para concluir esta lista se añadirán
un par de resultados recientes. Uno de los resultados importantes más reciente en teoría de cuerdas o teoría
M, es la llamada correspondencia AdS-CFT que es la equivalencia entre una teoría de campos conforme y
una teoría con gravedad (supergravedad o teoría de cuerdas) en una dimensión mayor. En particular se ha
hecho la descripción hidrodinámica de ambos sistemas, conocida como correspondencia fluido-gravedad,
dando muy buenos resultados [43]. Dentro de este escenario basado en el principio holográfico hay una
reciente discusión sobre la naturaleza misma de la gravedad, si ésta es una fuerza emergente en lugar de ser
fundamental [44]. Estas discusiones, y el hecho bien conocido de que la gravedad pueda describirse como
un sistema termodinámico [45], refuerzan el interés por estudiar la termodinámica y la teoría cinética
relativistas.

El propósito del presente trabajo es investigar con base en la física estadística varios sistemas relativistas.
Estos incluyen el gas simple, mezclas binarias cercanas al equilibrio, así como sistemas simples cuantizados
de manera similar a la cuantización por lazos de la gravedad.

La tesis está estructurada de la siguiente forma. En el capítulo 2 se hace una revisión de la ecuación
básica en teoría cinética relativista, es decir, de la ecuación de Boltzmann relativista. Se hace énfasis en
el problema de la no interacción entre partículas relativistas clásicas, el cual implica un obstáculo en el
estudio de sistemas de muchos cuerpos, particularmente en la ecuación de Boltzmann que contiene un
término de interacción donde aparece la sección recta relacionada con el potencial de interacción entre
partículas. Este aparente problema queda resuelto si se considera a la ecuación de Boltzmann como una
aproximación de las ecuaciones de la teoría cuántica de campos.

En el capítulo 3 se presenta una derivación alternativa de la función de distribución de equilibrio para
un gas simple relativista teniendo control de las propiedades de transformación de las cantidades termod-
inámicas involucradas. En particular se hace un análisis manifiestamente covariante donde es necesario
introducir un vector de Lorentz cuya norma resulta ser proporcional al inverso de la temperatura comóvil
del sistema. Con este vector se analiza el momento relativista total del sistema y una versión manifies-
tamente covariante del teorema de equipartición de la energía que en particular se reduce a resultados
previos encontrados en la literatura.

El capítulo 4 está dedicado al estudio de mezclas binarias compuestas por una especie relativista y una no
relativista. Además, una de ellas tiene una densidad muy pequeña en comparación con la otra, esto permite
hacer ciertas aproximaciones en la integral de colisión de la correspondiente ecuación de Boltzmann que
describe al sistema, pudiéndose escribir ésta como un operador diferencial tipo Fokker-Planck. Se estudi-
an las extensiones relativistas de los sistemas conocidos como el gas de Rayleigh, físicamente análogo al
movimiento Browniano, y el gas de Lorentz. Estos sistemas pueden considerarse físicamente complemen-
tarios debido a sus características. Adicionalmente se encuentran los coeficientes de fricción-viscosidad y
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1. Introducción

de difusión para ambos sistemas. Los coeficientes correspondientes al gas de Rayleigh concuerdan con re-
sultados conocidos en el límite no relativista. En el caso del gas de Lorentz aparece un coeficiente asociado
a un tiempo de relajación que multiplica a la función de distribución en la ecuación diferencial respectiva.
Además, se hace un análisis del gas de una componente en la aproximación de pequeña transferencia de
momento y colisiones rasantes, que permite una descripción manifiestamente covariante del término de
Fokker-Planck que reemplaza a la integral de colisión, en este caso también se obtienen los coeficientes de
transporte y una generalización covariante relativista de la relación de fluctuación-disipación de Einstein.

Motivados por las potenciales aplicaciones de los métodos estadísticos a las diversas propuestas a la
gravedad cuántica, exploramos posibles efectos que los métodos alternativos de cuantización pueden in-
ducir en un análisis termoestadístico. Especialmente en la gravedad cuántica de lazos, que es un enfoque
a la gravedad cuántica independiente del fondo, aparece una escala mínima de longitud. El esquema de
cuantización resulta ser no equivalente a la cuantización usual de Schrödinger en mecánica cuántica. En
el capítulo 5 aplicamos esta cuantización alternativa a sistemas simples con número finito de grados de li-
bertad y estudiamos las modificaciones que esta induce a las correspondientes cantidades termodinámicas
obtenidas del análisis mecánico estadístico usual. Nuestros resultados se asemejan a resultados obtenidos
en la literatura de la fenomenología de la gravedad cuántica.

Finalmente en el capítulo 6 donde se discuten las conclusiones y resultados de la tesis y se plantean
perspectivas de trabajo futuro. Se adjuntan además cinco apéndices. El primero contiene la aproximación
de las ecuaciones de campo, a través de la función de Wigner, para obtener la ecuación de Boltzmann.
En el segundo se repasa el teorema de no interacción de partículas relativistas. En el tercer apéndice se
repasan propiedades generales de las funciones de Bessel modificadas. En el cuarto apéndice se presentan
los cálculos de las integrales de colisión utilizadas en el capítulo 4. En el último apéndice se presentan
los diversos enfoques a la gravedad cuántica, especialmente se revisan algunos aspectos de la gravedad
cuántica de lazos.
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García-Colín’s 80th Birthday, ed. A. Macías and L. Dagdug, (pp. 275-292 World Scientific, 2010).
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2
Ecuación de Boltzmann Relativista

El principal objetivo de la teoría cinética de los gases es obtener una descripción macroscópica (hidrod-
inámica, termodinámica) de un sistema a partir de sus constituyentes microscópicos haciendo promedios
estadísticos de muchas partículas, de las cantidades físicas relevantes como la energía el momento etc.

En este capítulo se revisa la generalización a la relatividad especial de la teoría cinética, basada princi-
palmente en la obtención heurística de la ecuación de Boltzmann relativista que es una ecuación integro-
diferencial para la función de distribución de una partícula, con esta distribución se calculan los promedios
con los que se obtienen las cantidades termodinámicas.

Asimismo se revisa el teorema de no interacción para partículas relativistas el cual representa un problema
para la derivación heurística de la ecuación de Boltzmann basada en interacciones binarias elásticas. Este
problema se resuelve al considerar a la teoría cinética relativista como una aproximación de la teoría
cuántica de campo.

2.1. Teoría Cinética y Ecuación de Boltzmann Relativista

Desde el punto de vista macroscópico el estado de un sistema formado por una colección de N partículas
de masa m, se describe a través de su densidad de número de partículas, la densidad de energía, la
velocidad hidrodinámica y la densidad de entropía.

En el caso relativista se introduce un 4-vector de Lorentz conocido como el 4-flujo de partículas:

Nµ = nUµ, (2.1)

donde Uµ es la 4-velocidad hidrodinámica del fluido, n es la densidad de número de partículas en el marco
en co-móvil y las componentes espaciales corresponden al flujo de partículas. Recordemos que el índice
µ toma valores 0 la componente temporal y 1, 2, 3 las componentes espaciales. La ecuación (2.1) es la
definición de Eckart de la velocidad hidrodinámica Uµ de los fluidos relativistas [51], sin embargo hay que
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2.1. Teoría Cinética y Ecuación de Boltzmann Relativista

decir que existen varias posibles definiciones sobre todo en el caso fuera de equilibrio [12], [52].

En lugar de considerar únicamente la densidad de energía, existe un tensor de rango 2 llamado el tensor de
energía-momento del fluido Tµν , las componentes de este tensor corresponden a las siguientes cantidades:

T 00 = Densidad de energía,

T 0i = c−1× Flujo de energía a través de la superficie con normal en dirección i,

T i0 = c× Densidad de momento pi,

T ij = Flujo de momento pi a través de la superficie con normal en dirección j.

Además su traza espacial se identifica con la presión del fluido:

P ≡ −1

3
∆µνT

µν (2.2)

donde ∆µν ≡ ηµν − 1
c2
UµUν y ηµν la métrica de Minkowski. La cantidad definida en (2.2) usualmente

tiene dos contribuciones, una correspondiente a la parte fuera de equilibrio de la traza de Tµν , conocida
como presión dinámica y la presión de equilibrio o presión hidrostática.

Una característica importante de este tensor es que es simétrico, componentes con índices intercambiados
son iguales Tαβ = T βα. T 0i = T i0 no son sino nombres distintos de la misma cantidad física (dada la
relación entre masa y energía). No es difícil convencerse de que la simetría de T ij se debe a la estabilidad
mecánica rotacional de los elementos de fluido1. La parte sin traza de este tensor puede escribir se como:

σµν =

(
∆µ
σ∆ν

ρ −
1

3
∆σρ∆

µν

)
T σρ, (2.3)

este se conoce como tensor de esfuerzos cortantes o tensor viscoso.

El tensor de energía-momento provee una descripción covariante de la energía y el momento del fluido. Es
importante mencionar que el tensor de energía-momento que se considera toma en cuenta únicamente la
energía cinética y la energía en reposo de las partículas. La suposición de que el sistema es diluido implica
que la energía de interacción de las partículas es muy pequeña comparada con su energía cinética, de otra
forma Tµν incluiría un término potencial.

Ambas cantidades Nµ y Tµν se identifican con los momentos estadísticos de la función de distribución
correspondiente. Por otra parte es necesario introducir una función que cumpla la versión relativista del
teorema H de Boltzmann, así definimos un 4-vector de Lorentz Sµ conocido como 4-flujo de entropía

Sµ = n sUµ. (2.4)

La ecuación de Boltzmann es una ecuación para el comportamiento espacio-temporal de la función de
distribución de una partícula. Para poder tener una ecuación cerrada para la distribución hay que hacer

1Ver discusión en el capítulo correspondiente del libro de Schutz [54].
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2.1. Teoría Cinética y Ecuación de Boltzmann Relativista

algunas suposiciones: primeramente que el gas es suficientemente diluido para permitir únicamente inter-
acciones binarias y que la distribución varíe lentamente tanto en el tiempo como en el espacio, además
de la suposición estadística conocida como caos molecular que implica que después de cada encuentro las
partículas permanecen no correlacionadas entre sí2.

(a) (b)

Figura 2.1: (a) Diagrama espacio-temporal donde se representa el volumen del sistema de N partículas al
tiempo inicial. (b) Evolución temporal del sistema.

Entonces consideremos un sistema formado por N partículas de masa m. La representación 4-dimensional
de las condiciones iniciales de este sistema de partículas puede esquematizarse en un diagrama de espacio-
tiempo como un segmento horizontal que representa el volumen del sistema al tiempo inicial (fig. 2.1 (a)).
Como se sabe en este diagrama una partícula se caracteriza por su línea de mundo. De esta manera el
conjunto de las líneas de mundo de las partículas del sistema forman un tubo llamado tubo de mundo, el
cual por lo tanto, simboliza su historia (fig. 2.2).

Considérese ahora un elemento de 3-superficie en el espacio-tiempo el cual está caracterizado por un vector
normal n̂µ, donde dSµ = n̂µd3S. Al ser Nµ el flujo de partículas en el espacio-tiempo, entonces el número
de líneas de mundo que cruzan la 3-superficie diferencial se obtiene

dNLM =
1

c
Nµn̂µd

3S = f(x, p)pµn̂µd
3S
d3p

p0
, (2.5)

donde c−1 en la primera igualdad se introduce para tener las unidades adecuadas. Esta expresión se puede
interpretar como el número de líneas de mundo que atraviesan la hipersuperficie dSµ cuyos momentos
caen dentro de un ángulo sólido dΩp = d3p/p0 alrededor de pµ. Notemos que la componente temporal
corresponde a la energía de la partícula p0 = E/c y que la medida en (2.5 )d3p/p0 es una medida
invariante [53]. Eligiendo coordenadas tales que el vector unitario únicamente tenga componente temporal
n̂µ → (1, 0, 0, 0), la 3-superficie será completamente espacial d3S = d3x. De esta manera la ecuación (2.5)

2Al final de este capítulo se comenta una derivación de la ecuación de transporte con base en la teoría cuántica de campo
la cual sólo pide ausencia de correlaciones al inicio en lugar que varias veces a lo largo del tiempo. Ver apéndice A.
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2.1. Teoría Cinética y Ecuación de Boltzmann Relativista

Figura 2.2: Tubo de mundo que representa las historias de las partículas que forman el sistema.

se reduce a

dNLM = f(x, p)p0n̂0d
3x
d3p

p0
= f(x, p)d3xd3p. (2.6)

En el límite de bajas velocidades esta ecuación se reduce al número de partículas en un volumen d3x, en
un intervalo de momentos d3p. Esto implica que la función de distribución relativista consistentemente
se reduce a la no relativista cuando se considera una hipersuperficie espacial y en el límite de bajas
velocidades.

Supongamos ahora que se tiene una hipersuperficie S que sea frontera de una región espacio-temporal
Vx = d4x, es decir, S = ∂Vx. Integrando (2.5) sobre la hipersuperficie S y sobre un intervalo espacial de
momentos ∆3p se tiene

NLM =

∫
S

∫
∆3p

f(x, p)pµn̂µd
3S
d3p

p0
, (2.7)

esta integral nos da el número total de líneas de mundo que cruzan la 3-superficie S y tienen momento en
el intervalo ∆3p. Por lo tanto, también es el número de líneas de mundo que salen (ó entran) del volumen
espacio-temporal Vx. Si la región S es la hipersuperficie del tubo de mundo de las partículas conformado
por las superficies S1, S2 y S3 como se muestra en la figura 2.3, entonces aplicando el teorema de Gauss
relativista3 a la ecuación (2.7) se obtiene∫

∂Vx

∫
∆3p

fpµn̂µd
3S
d3p

p0
=

∫
Vx

∫
∆3p

∂µfp
µd4x

d3p

p0
. (2.8)

Es claro que cuando no hay ninguna interacción entre las partículas, estas no pueden salir de la región
Vx, por lo tanto el lado izquierdo de la ecuación (2.7) es NLM = 0.

3Una demostración sencilla puede hallarse en el libro de Schutz [54], para un tratamiento más amplio del teorema de la
divergencia en relatividad ver el libro de Synge [55].
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2.1. Teoría Cinética y Ecuación de Boltzmann Relativista

(a) (b)

Figura 2.3: Hipersuperficie del tubo de mundo S = S1 + S2 + S3.

Suponiendo arbitrarios los intervalos espacio-temporales Vx y de momentos ∆3p la ecuación (2.8) es
equivalente a

pµ∂µf = pµ
∂f

∂xµ
=
df

dλ
= 0, (2.9)

con λ = τ/m un parámetro afín y τ el tiempo propio de una de las partículas. Esta es la ecuación
relativista de Boltzmann en el caso sin colisiones.

Considerando un intervalo espacio-temporal ∆4x y en el espacio de momentos ∆3p, el número de partículas
en estos intervalos se ve afectado por las colisiones entre partículas. Este cambio puede escribirse como

∆4x
∆4p

p0
C(x, p), (2.10)

donde C(x, p) es una función invariante conocida como término de colisión. Consideraremos únicamente
procesos de colisión entre dos partículas que inicialmente tienen momento pµ y pµ1 antes del encuentro y
p
′µ y p

′µ
1 , después de la colisión. Para obtener (2.10) es necesario contar las líneas de mundo que entran y

salen de un elemento de volumen espacio-temporal ∆4x, es decir contando los choque entre las partículas
con momento pµ y pµ1 y con momento p′µ y p

′µ
1 , que hacen que las partículas cambien su momento de tal

forma que el valor final de éste se encuentre o salga del rango ∆3p. Este número resulta ser proporcional
al número de partículas correspondiente a cada valor del momento involucrado, es decir, fd3pf1d

3p1, y al
intervalo espacio-temporal d4x; el factor de proporcionalidad restante se conoce como tasa de transición
W (p, p1|p′, p′1), la cual sólo depende de los momentos entrantes y salientes de las partículas y es un
invariante relativista, además W estará determinada por la dinámica que obedezcan las partículas4. Dado

4Como se verá más delante esta cantidad se identificará con la sección transversal de dispersión. Una forma sencilla de
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2.2. Sección Transversal para la dispersión elástica Relativista

que se supone que f varia lentamente en xµ, la diferencia de posiciones espacio-temporales antes y después
de las colisiones puede despreciarse, es por eso que la tasa de transición no depende de esta cantidad.

De esta forma el número total de partículas que dejan el elemento de volumen espacio temporal por
interacciones entre ellas se obtiene integrando sobre el rango de todos los momentos y restando aquellas
partículas que salen de las que entran, tal que se obtiene

C(x, p) =

∫
d3p1

p0
1

d3p′

p′0
d3p′1
p
′0
1

[
f ′f ′1W (p′, p′1|p, p1)− f f1W (p, p1|p′, p′1)

]
, (2.11)

esto es precisamente C(x, p). Utilizando (2.10) y (2.9) podemos escribir la ecuación de transporte de
Boltzmann relativista incluyendo el término de colisión

pµ∂µf = pµ
∂f

∂xµ
=

∫
d3p1

p0
1

d3p′

p′0
d3p′1
p
′0
1

[
f ′f ′1W (p′, p′1|p, p1)− f f1W (p, p1|p′, p′1)

]
. (2.12)

Enseguida se identificará la tasa de transición con la sección transversal de un proceso de dispersión.

2.2. Sección Transversal para la dispersión elástica Relativista

Al ser W (p, p1|p′, p′1) un invariante relativista tiene que ser independiente del marco de referencia donde
se mida. Al depender únicamente de los 4-momentos de las partículas antes y después de la colisión,
la forma funcional de W debe depender de los diez invariantes que pueden formarse combinando los 4-
momentos pµ, pµ1 , p

′µ, p
′µ
1 . Se debe excluir la norma de cada vector que corresponde a la masa en reposo

de cada partícula pµpµ = m2c2 ya que no son cantidades variables. Las seis cantidades restantes no son
independientes debido a la ley de conservación del 4-momento

pµ + pµ1 = p
′µ + p

′µ
1 , (2.13)

dadas las restricciones anteriores y combinaciones algebraicas entre ellas [57], los invariantes independi-
entes son en realidad sólo dos que podrían ser pµp′µ y pµp′1µ, ya que se demuestra son independientes [57].
Sin embargo, normalmente es útil introducir las llamadas variables de Mandelstam como las variables
invariantes independientes

s = (p+ p1)2, (2.14)

t = (p− p′)2, (2.15)

u = (p− p′1)2, (2.16)

donde una de las variables no es independiente. La interpretación de estas variables es la siguiente:
s es el cuadrado de la energía en el sistema de referencia del centro de momento, t es el cuadrado

verificar que es invariante puede verse en [13] y [56], donde se construye una forma invariante del número de colisiones en
un marco particular y luego se generaliza para cualquiera.
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2.2. Sección Transversal para la dispersión elástica Relativista

de la transferencia de momento, mientras que para u no hay una interpretación física clara. Al no ser
independientes estas variables cumplen con la relación

s+ t+ u = 4m2c2. (2.17)

La variable t puede relacionarse con al ángulo de dispersión cosχ en el sistema de centro de momento que
se define como sigue

cosχ =
(pµ − pµ1 )(p′µ − p′1µ)

(p− p1)2
, (2.18)

de forma tal que la relación entre t y χ es la siguiente

s = 4(m2c2 + P 2), (2.19)

t = 2P 2(cosχ− 1), (2.20)

donde P es el 4-momento total del sistema Pµ = pµ + pµ1 . De forma tal que 2t/(s − 4m2c2) = cosχ − 1

que viene de combinar (2.14)-(2.16) y (2.17) dando t = −s+ 2m2c2.

Finalmente llegamos a la conclusión de que la amplitud de transición W (p, p1|p′, p′1) es función de los 2
invariantes s y t, donde alguno de ellos puede sustituirse por el ángulo de dispersión χ y por tanto puede
escribirse de la siguiente forma

W (p, p1|p′, p′1) = s σ(s, χ) δ4(p+ p1 − p′ − p′1), (2.21)

donde la distribución delta toma en cuenta la conservación del 4-momento y σ(s, χ) es una función general
de la energía y el ángulo de dispersión, al tener dimensiones de área se identificará con la sección transversal
de dispersión. El flujo es igual al producto de las densidades de las partículas por la velocidad relativa
que puede expresarse en términos del flujo invariante como cF/p0p0

1, donde el flujo invariante F puede
expresarse en términos de las variables de Mandelstam como

F =
1

2

√
s(s− 4m2c2). (2.22)

De esta forma la sección de dispersión puede escribirse como

∆σ =

∫
σ(s, χ)dΩ =

∫
d3p′

p′0
d3p′1
p
′0
1

W (p, p1|p′, p′1)

F
, (2.23)

donde Ω es el ángulo sólido en el sistema del centro de momento. Al sustituir la propuesta (2.21) en (2.23)
corroboraremos que la función en (2.21) es realmente la sección transversal de dispersión:

∆σ =

∫
d3p′

p′0
d3p′1
p
′0
1

sσ(s, χ)

F
δ4(p+ p1 − p′ − p′1), (2.24)

integrando en p′1 y considerando (2.14) y (2.19) obtenemos

∆σ =

∫
d3p′

σ(s, χ)

F
δ

(
1

2

√
s− p′0

)
, (2.25)
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si utilizamos que

d3p′ = |p′|2d|p′|dΩ, δ

(
1

2

√
s−

√
|p′|2 +m2c2

)
=

√
s

s− 4m2c2
δ

(
|p′| − 1

2

√
s− 4m2c2

)
, (2.26)

es posible entonces hacer la integración en la magnitud del momento espacial |p′|, esto demuestra que σ
es realmente la sección transversal de dispersión.

La expresión propuesta para la amplitud de transición (2.21) tiene algunas propiedades de simetría de-
seables, por ejemplo, es claro que W es simétrica ante el intercambio p, p1 → p′, p′1, tal que

W (p, p1|p′, p′1) = W (p′, p′1|p, p1), (2.27)

que usualmente se conoce como propiedad de balance detallado.

Es interesante notar que, a diferencia del caso no relativista, esta tasa de transición no requiere de la
suposición de invariancia ante reflexiones espacio-temporales del proceso de dispersión correspondiente, es
decir, no es necesario suponer la colisión inversa. Las propiedades de simetría deW vienen del hecho de que
es un invariante de Lorentz. Es importante recordar que en el caso no relativista la colisión inversa existe
únicamente para ciertos caso particulares, como para partículas puntuales. Como se verá más adelante
la invariancia de W el caso relativista en está garantizada desde la perspectiva de la teoría cuántica de
campos5.

En particular utilizando la propiedad de balance detallado (2.27) en la ecuación de transporte (2.12),
podemos factorizar W ; si además sustituimos la expresión (2.21) y realizamos las integrales de los mo-
mentos primados hasta el ángulo sólido obtenemos la expresión estándar para la ecuación de Boltzmann
relativista [12], [13]

pµ∂µf = pµ
∂f

∂xµ
=

∫
d3p1

p0
1

dΩ
(
f ′f ′1 − f f1

)
F σ. (2.28)

Si consideramos fuerzas externas habría que sumar al lado izquierdo un término de la forma m∂µ(Kµ f).

Es interesante notar que la ecuación manifiestamente covariante (2.28) puede escribirse en notación 3 + 1

dimensional, en cuyo caso sería

∂f

∂t
+ vi

∂f

∂xi
+
∂
(
fFi
)

∂pi
=

∫ (
f ′f ′1 − ff1

)
gøσdΩd3p1, (2.29)

donde vi son las componentes espaciales de la velocidad de las partículas, Fi = mcKi/p0, es la fuerza
ordinaria en el marco comóvil, la cantidad gø se conoce como velocidad relativa de Møller y está relacionada
con el flujo invariante gø = cF/(p0p0

1), en el límite de bajas velocidades tiende a la velocidad relativa entre
las partículas, y la ecuación se reduce a la ecuación de Boltzmann no relativista.

Curiosamente (2.29) es idéntica a la versión no relativista de la ecuación de Boltzmann, el único lugar
donde intervienen los efectos relativistas es en el producto gøσ, que está relacionado con la relación entre
velocidad y momento en relatividad y con las interacciones entre partículas codificadas en la sección
transversal de dispersión σ, [12].

5Ver apéndice A ec. (A.14)
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2.3. Conflicto de las interacciones entre partículas relativistas y la ecuación
de Boltzmann

El hecho de que las correcciones relativistas entren precisamente en el término que codifica las interacciones
es algo controversial, ya que existe un resultado conocido como el teorema de no-interacción de partículas
relativistas [58], [59], [60], que se resume en el apéndice B, y cuyo resultado principal es que las partículas
relativistas no pueden interactuar sin la intervención de un campo, esto implicaría que no es posible definir
la sección transversal de colisión y por tanto la ecuación de Boltzmann (2.29) no tendría sentido.

En un trabajo de Currie, Jordan y Sudarshan [59] se muestra que sí las partículas respetan la simetría
de Poincaré y además satisfacen la condición de la línea de mundo, la cual establece que las trayectorias
espacio-temporales de las partículas individuales se relacionan entre marcos de referencia siguiendo las
transformaciones de Lorentz, entonces el Hamiltoniano del sistema es necesariamente el Hamiltoniano de
un conjunto de partículas libres sin ningún término de interacción. No hay un Hamiltoniano que describa
las interacciones entre las partículas relativistas. En principio puede pensarse que lo que prohíbe este
teorema es la descripción Hamiltoniana de los sistemas relativistas de muchas partículas, entonces se
podría desarrollar otro tipo de teorías que sean generalizaciones de las Hamiltonianas como teorías con
constricciones [61], o bien teorías no Hamiltonianas [62], que puedan evitar alguna de las condiciones del
teorema. Sin embargo, en [60] se demuestra el teorema con un formalismo Lagrangiano lo que implica que
el resultado es más general.

Para que existan interacciones entre partículas relativistas se deben considerar como mediadas por un
campo, es decir, aumentando los grados de libertad de tal forma que el teorema de no interacción ya no
puede aplicarse y las trayectorias invariantes son descritas correctamente. Estas teorías son las llamadas de
acción a distancia desarrolladas por Feynman y Wheeler [63] y las versiones estadísticas por Mangeney,
Balescu y otros [64], [65] etc. Estas teorías además de describir al dinámica macroscópica del fluido,
también describen la evolución del campo mediador, sin embargo son muy complejas y su principal
dificultad es que, al tener un número infinito de grados de libertad, se tienen problemas de divergencias6.

En trabajos recientes C. Tian [66] basado en el formalismo de acción a distancia encuentra una ecuación
de Liouville manifiestamente covariante con un sólo tiempo, a partir de la cual puede obtenerse como un
caso particular la ecuación de Boltzmann como la primera ecuación de una jerarquía infinita de ecuaciones,
además de ecuaciones más generales y todas las correlaciones entre las distribuciones de más una partícula.
El problema es la interpretación del parámetro temporal global que aparece en la ecuación de Liouville
propuesta.

Otra forma de abordar el problema es considerando que un conjunto de N partículas puede describirse
también a través de sus trayectorias en el espacio-tiempo describiendo al sistema a través de un sólo
punto en un espacio fase 8N dimensional estático. El caso N = 1 es el más sencillo ya que la componente

6Ver discusión en [10] y referencias ahí citadas.
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2.3. Conflicto de las interacciones entre partículas relativistas y la ecuación de Boltzmann

temporal de las coordenadas de la partícula puede identificarse con el parámetro de evolución, sin embargo,
cuando N > 1 esto no es posible ya que las componentes temporales de las coordenadas de las partículas
están relacionadas entre ellas. El caso N = 1 corresponde a lo descrito en las secciones anteriores, donde
se utiliza la aproximación donde N puntos en el espacio fase representan a las partículas que forman al
gas, estas son libres en casi todo momento, excepto durante la colisión que es elástica y por tanto su
única acción es modificar el 4-momento final de las partículas, después del cual siguen siendo libres ya
que, aludiendo al caos molecular, no hay correlaciones entre las partículas.

Una aproximación que no entra en conflicto con el teorema de no-interacción es la que se describe en el
apéndice A, ahí se considera a la teoría cinética relativista como una aproximación a la teoría cuántica de
campos. Una formulación de la teoría cuántica de campos es a través de la función de Wigner, esta función
es la más cercana a una función de distribución a nivel cuántico, sin ser positiva definida. Pueden calcularse
el tensor de energía momento y otras cantidades físicas como promedios pesados con la distribución de
Wigner. De la ecuación de campo puede escribirse una ecuación dinámica para la función de Wigner.
Al introducir el concepto de trazas parciales la ecuación para la función de Wigner puede escribirse
como un sistema de ecuaciones acopladas, la aproximación consiste en utilizar únicamente la primera
de estas ecuaciones cerrando el sistema con la hipótesis del caos molecular, el cual establece que no
hay correlaciones iniciales entre las partículas. Con estas aproximaciones y reconociendo las amplitudes
de dispersión y relacionándolas con la tasa de transición W (p, p1|p′, p′1) de (2.11), se demuestra que el
resultado es precisamente la ecuación (2.12). A diferencia de la deducción heurística esta aproximación
(ver apéndice A), puede evadir el resultado del teorema de no interacción ya que se está tratando con
campos cuánticos y no partículas clásicas, la teoría cuántica de campo es el marco teórico donde pueden
resolverse problemas como éste.
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3
Análisis manifiestamente covariante de un gas simple
relativista

La función de distribución de velocidades del equilibrio para un gas la relativista, desempeña un papel
clave en la descripción de varios efectos en la física de altas energías y en astrofísica por mencionar algunos.
Recientemente, las simulaciones numéricas [19, 20, 23] indican que la generalización relativista correcta de
la distribución de Maxwell-Boltzmann en d = 1, 2, 3 dimensiones espaciales, corresponde a la distribución
de Jüttner. Dichas simulaciones son consistentes con una temperatura invariante relativista.

En este capítulo haremos ver que una temperatura invariante es consecuencia natural de la covarianza
manifiesta de la teoría. Se presenta una nueva derivación manifiestamente covariante de la distribución de
Jüttner y del teorema de equipartición. A diferencia de análisis previos, utilizamos coordenadas cartesianas
en el espacio de momentos con d+1 dimensiones, d de ellas las componentes espaciales. El uso del teorema
de la multiplicación de funciones de Bessel se vuelve crucial para recuperar la forma conocida de la
distribución de Jüttner [1]. Dado que los resultados de la teoría cinética en equilibrio deben estar de
acuerdo con la termodinámica en el marco comóvil al gas, la norma del vector Θµ que se introducirá más
en la distribución se identificará con el recíproco de la temperatura en el marco comóvil.

Se discute como la elección de la normal a la hipersuperficie de integración, necesaria para definir can-
tidades termodinámicas, lleva a que estas tengan distintas propiedades de transformación. En particular
se estudia el caso del momento relativista del gas y se argumenta que éste respeta las transformaciones
de Lorentz siempre y cuando se utilice la velocidad del gas para definir dicha superficie. Esto resulta de
hacer una analogía directa con el caso que resuelve la controversia Abraham-Lorentz del modelo clásico
del electrón extendido, donde el momento del electrón parecía no tener el límite no relativista correcto.

Finalmente, al combinar los momentos estadísticos covariantes de la distribución de Jüttner, obtenemos
una nueva forma del teorema de equipartición que también da cabida, tanto al vector térmico, como a la
temperatura invariante comóvil y contiene, como un caso particular, una forma anterior no manifiesta-
mente covariante.
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3.1. Introducción

La distribución de velocidades en el caso del gas relativista en equilibrio, se remonta a F. Jüttner, quien
en 1911 obtuvo una distribución consistente para partículas relativistas que no considera la contribución
de partículas con velocidades superiores a la velocidad de la luz en el vacío, denotada por c, y que sí
figuran en la distribución de Maxwell. Esto se logró considerando la forma relativista de la energía de las
partículas en un principio de máxima entropía, obteniendo la ahora llamada distribución de Jüttner [1].

f =
n

4πkTm2cK2(mc2/kT )
e−
√

p2c2+m2c4

kT , (3.1)

que aquí está escrita en el espacio de momentos. La masa en reposo de cualquiera de las partículas que
forman el gas se denota por m, k es la constante de Boltzmann y K2 es una función de Bessel modificada
de segundo orden [68]. Las cantidades restantes: la densidad de número de partículas n, la temperatura T y
las componentes espaciales del momento relativista p, determinadas por un observador comóvil con el gas.
Suponemos que se cumple la condición de capa de masa que relaciona la magnitud del momento espacial
con la energía de la partícula, (E/c)2 − p2 = m2c2. En el régimen no-relativista |p| � mc, kT � mc2,
tenemos que f ≈ fMaxwell, donde fMaxwell es la distribución de velocidades de Maxwell. Así, las velocidades
de las partículas más allá de c son sólo un artificio de la aproximación no relativista Fig. (3.1).

La distribución de Jüttner en la forma (3.1) puede no ser muy conveniente, ya que no es manifiestamente
covariante, es decir, no está escrita en términos de tensores de Lorentz que muestran explícitamente su
comportamiento al investigar su descripción en distintos marcos en movimiento relativo. Para que sea
manifiestamente covariante son necesarias dos piezas clave: la transformación bajo cambio de marco de
referencia de la distribución f y la de la temperatura T . Ambos han sido considerados en la literatura
[69, 70] y [6, 12, 71, 72, 73], para la temperatura y la función de distribución, respectivamente.

En el caso de la función de distribución primero es necesario considerar un gas contenido en una caja,
para ello se multiplica (3.1) por la función característica χ que corresponde al recipiente contenedor
del gas, tal que χ(x) = 1 para x dentro de la caja, y cero en caso contrario; la distribución resultante
f̄(x,p) := χ(x)f(p) se define en el espacio fase de una partícula.

De esta forma un observador en el sistema de referencia donde el gas está en reposo, define f̄d3xd3p como
el número de partículas del gas en un volumen de d3x ubicado en x y con momento p en el intervalo
d3p. Además f̄ debe ser invariante de Lorentz [73, 71, 74]. Esto se ve fácilmente en el caso del equilibrio
[74, 75]. (Para el caso fuera del equilibrio véase [71]): para un gas simple, el número de partículas N
es invariante, por lo que N =

∫
dµf̄ , con dµ = d3xd3p, debe serlo también. Como dµ es una medida

invariante de Lorentz debido a una compensación entre las transformaciones del momento espacial (por
la relación de la capa de masa) y la medida espacial, f̄ debe también ser invariante. Ahora bien, como χ
es invariante1, entonces f también lo es. Por lo tanto una forma manifiestamente covariante de f equivale

1Consideremos dos marcos S, S′, con el contenedor del gas situado en S. Con una velocidad relativa v, γ = 1/
√

1− v2/c2,
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3.1. Introducción

Figura 3.1: Función de Distribución de Jüttner. Se grafíca la distribución (3.1) en función de la velocidad
para diferentes regímenes de temperatura. El color azul corresponde a mc2/kT � 1, es decir, el caso no
relativista, para este puede apreciarse que la distribución aproxima a la de Maxwell-Boltzmann. El color
rojo es el caso ultra relativista mc2/kT � 1, puede verse que conforme las partículas se acercan a la
velocidad de la luz c, la distribución tiene dos picos en c y −c.

a su invariancia manifiesta y, en particular, debe incluir el comportamiento de la temperatura bajo las
transformaciones de Lorentz. La distribución de Jüttner invariante fue dada en [5, 6, 10, 72]. Se determinó
mediante la introducción de coordenadas esféricas en la pseudoesfera asociados a la capa de masa en el
espacio de cuatro momento relativista . Esto proporcionó un tratamiento elegante y fructífero que sin
embargo no parece haber sido plenamente apreciado.

Recientemente se han propuesto alternativas a (3.1) donde la covarianza de Lorentz se incorpora de una
manera diferente. En [14] Horwitz et al. presentan un enfoque mecánico cuántico que incluye un tiempo
histórico invariante, éste fue considerado para obtener una ecuación de Boltzmann covariante con una
solución estacionaria que lleva una relación entre la temperatura y el promedio de la energía diferente al
usual en el caso ultra-relativista, mientras que en [15, 16] un principio de máxima entropía se combinó
con un enfoque de teoría de grupo que involucra una cierta medida invariante, para obtener de nuevo

la contracción de Lorentz del volumen será V ′ = γ−1V lo que lleva a que
∫
d3x′ χ′(x′) =

∫
d3x′ χ(x), d3x′ = γ−1d3x, lo que

demuestra la invariancia de χ.
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una distribución de equilibrio modificada, la cual también se obtiene al considerar la no conservación de
partículas [76, 22]. Ambas alternativas han sido recientemente criticadas por Debbasch [77].

Por otra parte simulaciones numéricas recientes usando la Dinámica Molecular para un gas relativista,
en una dimensión y con dos componentes, desarrolladas por Cubero et al. [19], mostraron concordancia
con la distribución de Jüttner (3.1). En este trabajo se consideran colisiones elásticas entre partículas con
velocidades altas, de forma tal que en el algoritmo usual de Dinámica Molecular se reemplaza el momento
no relativista después de la colisión por aquel que proviene de la conservación del 4-momento [19]. La
temperatura en este trabajo fue definida a través de un teorema de equipartición, y demostró ser invariante
bajo cambio de marcos de referencia [19]. El estudio del caso de dos dimensiones a lo largo de estas líneas
ha sido desarrollada por Montakhab et al. [20] y Alino et al. [21], y para tres dimensiones espaciales en
[23]. Para el caso de d = 3 Peano et al. realizaron simulaciones adaptando al régimen relativista el método
de Monte Carlo [22]. Sus resultados también indican que la distribución de Jüttner es la distribución de
equilibrio correcta para el gas relativista. Sorprendentemente, en cuanto a la temperatura, este tipo de
análisis nos lleva de nuevo a la discusión de muchos años sobre si un objeto en movimiento aparece más
frio o más caliente [69, 70, 19, 20].

En este capítulo se obtiene la función de distribución de Jüttner manifiestamente invariante al utilizar
coordenadas “cartesianas” en lugar de las coordenadas esféricas en el espacio de momento relativista
en (d+1)-dimensiones [5, 6]. Nuestro enfoque se puede considerar como una alternativa a derivaciones
anteriores de la distribución relativista [12, 13], en el sentido de que evita la adopción de algún marco
particular, que de lo contrario se plantearía la cuestión de la transformación de Lorentz de la tempera-
tura. Nosotros únicamente aludimos a la estructura comóvil del gas al final del análisis al relacionar la
descripción cinética con la termodinámica, en particular, para identificar la temperatura con la norma
invariante de Lorentz de un vector térmico que ya había sido introducido antes [5, 6, 10, 72] y el cual está
formado por el producto del inverso de la temperatura comóvil con la 4-velocidad del gas en su conjunto.
Los casos de menores dimensiones estudiados recientemente [19, 21, 20, 22] están contenidos en nuestros
resultados. Por lo tanto vemos que la temperatura comóvil juega un papel análogo a la masa en reposo
de una partícula.

Esta interpretación se investiga en relación con el teorema de equipartición, ya que la existencia del vector
térmico nos permite escribir una expresión manifiestamente covariante para este teorema. En trabajos
previos como el de Tolman [78] o Landsberg [70], se considera una versión del teorema de equipartición
que no es covariante manifiesta, obteniendo una expresión para la temperatura que no coincide con el
promedio de la energía cinética de las partículas sino con otra cantidad. Las simulaciones numéricas antes
mencionadas [19], [20], interpretan sus resultados con base en estos trabajos. La versión covariante del
teorema de equipartición permitirá interpretar la temperatura comóvil como parte de la energía total del
sistema.
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3.2. Distribución de Jüttner

En nuestra discusión describimos el comportamiento de una distribución Planckiana cuando se hace uso
de la temperatura invariante. También discutimos algunas de las dificultades para definir una temperatura
no comóvil para un gas de partículas masivas, insistiendo en que la temperatura comóvil invariante parece
ser la única posibilidad coherente para definir la temperatura de acuerdo a la teoría cinética relativista
estándar.

La convención que seguiremos será la siguiente: Las componentes espacio-temporales de los tensores se
indican mediante índices griegos: µ, ν, · · · = 0, 1, 2, 3, la componente cero se refiere a la componente
temporal, mientras que los componentes espaciales se caracterizan por los índices latinos i, j, · · · = 1, 2, 3.
Se supone la convención de suma de Einstein para ambos tipos de índices en todas partes. La métrica de
Minkowski tiene componentes ηµν = diag{+,−,−,−}.

3.2. Función de Distribución de Jüttner manifiestamente covariante

Consideremos un gas simple compuesto por partículas idénticas de masam en un régimen relativista. Cada
partícula tiene coordenadas de espacio-tiempo y cuatro-momento, dadas respectivamente por xµ y pµ. La
evolución de la función de distribución de una partícula f̄ está dictada por la ecuación de Boltzmann
relativista [12, 13, 79]

pµ
∂f̄

∂xµ
+m

∂f̄Kµ

∂pµ
=

∫ (
f̄∗1 f̄

∗ − f̄1f̄
)
F σ dΩ

d3p1

p0
1

, (3.2)

donde f̄∗1 ≡ f̄(x,p∗1, t), ∗ indica una cantidad evaluada después de la colisión; σ es la sección eficaz
diferencial del proceso de dispersión, mientras que Ω es el ángulo sólido. Kµ denota una 4-fuerza externa
mientras que F es el llamado flujo de invariante, F =

√
(pµ1pµ)2 −m4c4, y d3p1

p01
es la medida invariante en

la capa de la masa. Estaremos interesados en el caso Kµ = 0 correspondiente a no tener fuerzas externas.
Al lado derecho de (3.2) se le conoce como integral de colisión.

Si se multiplican ambos lados de la ecuación (3.2) por una función arbitraria ϕ(x, p) y se integra los
momentos con la medida d3p

p0
se obtiene la llamada ecuación de transferencia

∂

∂xµ

∫
ϕpµ f̄

d3p

p0
−
∫
f̄
d3p

p0

[
pµ

∂ϕ

∂xµ
+mKµ ∂ϕ

∂pµ

]
=

1

4

∫
(ϕ+ ϕ1 − ϕ∗ − ϕ∗1)

(
f̄∗1 f̄

∗ − f̄1f̄
)
F σ dΩ

d3p1

p0
1

d3p

p0
. (3.3)

La ecuación (3.3) es la ecuación de balance para la cantidad física ϕ. En particular si utilizamos la
función ϕ = −kc ln (f̄h3) + 1, con h es una constante con dimensiones adecuadas para que el argumento
del logaritmo quede sin dimensiones, obtenemos que:

∂Sµ

∂xµ
= ς, (3.4)
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donde se introdujo el 4-flujo de entropía

Sµ = −kc
∫
d3p

p0
pµ f̄ ln

(
h3f̄

e

)
, (3.5)

y la tasa de producción de entropía

ς =
kc

4

∫
f̄1f̄ ln

(
f̄∗1f̄

∗

f̄1f̄

)(
f̄∗1f̄

∗

f̄1f̄
− 1

)
F σ dΩ

d3p1

p0
1

d3p

p0
. (3.6)

Notemos que dado que las distribuciones son no negativas, si definimos x =
f∗1 f̄
∗

f̄1f̄
, se cumple que para

x = 1 el producto (x − 1) ln x = 0, mientras que para x 6= 1 y x > 0, se tiene (x − 1) ln x > 0. Esto nos
dice que la producción de entropía nunca es negativa ς ≥ 0.

En particular el estado de equilibrio se encuentra cuando no hay producción de entropía [6, 12, 13, 72],
es decir cuando f̄∗f̄∗1 = f̄ f̄1, lo cual implica que la integral de colisión de (3.2) se anula. Tal condición se
puede escribir como

ln f∗ + ln f∗1 = ln f + ln f1, (3.7)

donde la función característica χ que aparecía en f̄ se cancela. La ecuación (3.7) se satisface por las
cantidades que se mantienen invariantes durante la colisión2. En el caso relativista la ecuación (3.7) se
satisface por las componentes del 4-momento; en [13] se prueba que los invariantes colisionales están dados
por:

ln f = −
(

Λ(x) + Θ̃µ(x)pµ
)
⇔ f = α(x) exp

(
−Θ̃µ(x)pµ

)
. (3.8)

El signo negativo en (3.8) se ha introducido por conveniencia, pµ es el 4-momento de una partícula
del gas, además α = e−Λ y Θ̃µ son independientes de pµ. La función de distribución de equilibrio se
obtiene completamente exigiendo que, al sustituir (3.8) en el lado izquierdo de (3.2) el resultado sea
igual a cero. Esta sustitución deja Λ independiente de xµ y ∂νΘ̃µ(x) + ∂µΘ̃ν(x) = 0, cuya solución es
Θ̃µ(x) = ωµνx

ν + Θµ y ωµν = −ωνµ. Estos corresponden a los diez vectores de Killing (6 de ωµνxν y 4
de Θµ) bajo los cuales la métrica espacio-temporal de Minkowski es invariante. Están asociados con las
transformaciones de Lorentz y traslaciones espacio-temporales, respectivamente [80].

Como veremos en este capítulo el vector Θµ se puede identificar con la 4-velocidad del fluido en su conjunto
y por lo tanto, hereda las simetrías de espacio-tiempo en forma de movimientos rígidos: las líneas de
mundo de los elementos del fluido vecinos mantendrán su separación siempre que se encuentren a lo largo
de vectores de Killing [6]. Si restringimos tales movimientos a traslaciones, entonces sólo consideramos
Θµ.

Para determinar α y Θµ en (3.8) se supone que las cantidades físicas se relacionan con los momentos
estadísticos de la distribución

Tµ1µ2...µn = c

∫
pµ1pµ2 . . . pµn f̄

d3p

p0
. (3.9)

2Nótese que esto se cumple para interacciones donde se conservan tanto las componentes del momento espacial como la
energía, esto sucede en particular en las colisiones binarias elásticas.
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3.2. Distribución de Jüttner

El primer momento corresponde al flujo de densidad de número de partículas Nµ, mientras que el segundo
es el tensor de energía-momento del gas, Tµν , respectivamente dadas por

Nµ = c

∫
pµf̄

d3p

p0
, (3.10)

Tµν = c

∫
pµpν f̄

d3p

p0
. (3.11)

Si se introduce la siguiente integral invariante, conocida como funcional generadora [6]

I ≡
∫

e−Θαpα d
3p

p0
, (3.12)

los momentos de la distribución pueden escribirse como sus derivadas

Tµ1µ2...µn = (−1)nαχc
∂nI

∂Θµ1∂Θµ2 . . . ∂Θµn

, (3.13)

Nµ = −αχc ∂I
∂Θµ

, (3.14)

Tµν = αχc
∂2I

∂Θµ∂Θν
, (3.15)

Ahora sólo nos queda evaluar la funcional generadora I. Para evaluar (3.12) se puede expresar la integral
en coordenadas esféricas en la capa de masa p0 =

√
p2 +m2c2, con lo que se tendrían las siguientes

componentes para el 4-momento de la partícula [5, 6, 72]

pµ = mc(coshψ, sinhψ sin θ cosφ, sinhψ sin θ sinφ, sinhψ cos θ),

0 ≤ ψ ≤ ∞, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ ≤ 2π ,

en la pseudo-esfera pµpµ = m2c2. De tal forma que (3.12) resulta

I =

∫
dΩ(3)dψ sinh2 ψ e−mcΘ coshψ = 4π

K1(mcΘ)

mcΘ
, ΘµΘµ = Θ2 , (3.16)

donde dΩ(3) es el elemento de ángulo solido en tres dimensiones espaciales, K1 es la función de Bessel
modificada de primer orden [68] y Θµ se escoge a lo largo del eje ψ = 0.

Para evaluar las componentes de los momentos estadísticos (3.14) y (3.15), se calculan las derivadas de
(3.16) utilizando identidades de las funciones de Bessel

d

du
[u−nKn(u)] = −u−nKn+1(u). (3.17)

Los momentos así calculados se identifican con cantidades termodinámicas evaluadas en el marco comóvil,
tal como la ecuación de estado del gas. Esto llevó a Israel [6] a identificar la norma del vector Θµ con el
inverso de la temperatura T medida en el sistema comóvil al gas.
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Una forma diferente de calcular (3.12) es considerar que, al ser in invariante, se puede calcular en un
marco práctico, por ejemplo uno en el que Θµ = (Θ0,Θ = 0). Este caso se ha calculado en [12, 13]. Al
darnos cuenta de que (i) Θµ debe ser de tipo-tiempo3 para hacer converger la integral en (3.10) y que
(ii) el único vector de tipo-tiempo disponible para el gas es su velocidad como un todo Uµ, se propone
Θµ = Uµ

kT , de modo que T se identifica con la cantidad medida en el marco en el que U, la parte espacial
de Uµ, es igual a cero, es decir, se escoge el marco comóvil. Este enfoque en el que uno escoge el marco
comóvil, plantea la pregunta acerca de cuál es la transformación de Lorentz de la temperatura.

Sería deseable poder combinar el enfoque 4-dimensional antes mencionado, con el más intuitivo y más fácil
de manejar donde se eligen las componentes cartesianas de Θµ, de tal forma que sea posible investigar el
comportamiento de la temperatura bajo transformaciones de Lorentz.

Debido a que nuestro análisis es el mismo independientemente del número de dimensiones espaciales,
estudiaremos el caso de general en d dimensiones espaciales. Por lo tanto, los índices tensoriales correrán
de la siguiente manera: µ, ν · · · = 0, 1, 2, . . . , d.

3.2.1. Cálculo de α

Consideremos un marco general no comóvil con el gas de manera que las componentes espaciales de Θµ,
es decir, Θ, son distintos de cero.

En un espacio d-dimensional la integral I dada por la ecuación (3.12), sólo requiere de cambiar la medida
de integración de d3p a ddp. Es posible adoptar coordenadas esféricas para la parte espacial del momento
y escoger una dirección espacial particular de tal modo que el producto interno se escribe como Θ · p =

|Θ||p| cosϑ1.

En estas coordenadas tenemos que la medida de integración es ddp = |p|d−1d|p|dΩ(d), donde dΩ(d) =

(sinϑ1)d−2(sinϑ2)d−3 . . . (sinϑd−2)1dϑ1dϑ2 . . . dϑd−2dϕ =
∏d−2
i=1 (sinϑi)

d−i−1dϑidϕ, y los ángulos varian
de 0 < ϕ < 2π y 0 < ϑi < π [81]. De esta forma I puede escribirse como

I = Sd−1

∫
d|p||p|d−1

p0
(sinϑ1)d−2dϑ1 e−Θ0p0e|Θ||p| cosϑ1 . (3.18)

Donde se identificó

Sd−1 =
2π

d−1
2

Γ
(
d−1

2

) , (3.19)

como la hiper-superficie de una esfera unitaria (d − 1)−dimensional [81], que resulta de integrar sobre
los ángulos ϕ y dΩ(d−1), excluyendo únicamente a ϑ1. Para integrar en ϑ1 es mejor utilizar la serie de la

3En Relatividad Especial los 4-vectores se clasifican según el signo de su norma. Así un vector tipo-tiempo es aquel cuya
norma es mayor que uno, i.e. AµAµ > 1, un vector tipo-espacio tiene norma negativa AµAµ < 1 y también hay vectores de
norma nula AµAµ = 0 a los cuales se les llama vectores nulos o tipo-luz. Ver por ejemplo [54].
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3.2. Distribución de Jüttner

exponencial que contiene el producto de componentes espaciales

e|Θ||p| cosϑ1 =
∞∑
k=0

(|Θ||p| cosϑ1)k

k!
. (3.20)

De esta forma (3.18) puede escribirse como

I = Sd−1

∞∑
k=0

|Θ|k

k!

∫ π

0
sinϑ1

d−2cosϑ1
kdϑ1

∫
e−Θ0p0 |p|

d−1+k

p0
d|p|. (3.21)

La integral angular restante en (3.18) es no trivial sólo para k = 2n, n = 0, 1, 2, . . . , esta integral está
relacionada con las funciones Beta B

(
2n+1

2 , d−1
2

)
[68], tal que

I = Sd−1

∞∑
n=0

|Θ|2n

(2n)!
B

(
2n+ 1

2
,
d− 1

2

) ∫
e−Θ0p0

[
p02 −m2c2

] 2n+d−2
2

dp0. (3.22)

En (3.22) se hizo un cambio de la variable independiente de |p| por p0 utilizando la relación de la capa
de masa. Si ahora consideramos los cambios de variable4 y0 = p0/mc y z0 = mcΘ0, junto con la forma
integral para las funciones de Bessel modificadas de primera especie dadas en [68]:∫ ∞

1
e−ax(x2 − 1)j−

1
2 dx =

(
2

a

)j Γ(j + 1
2)

Γ(1
2)

Kj(a), (3.23)

la ecuación (3.22) toma la siguiente forma

I = Sd−1

∞∑
n=0

|Θ|2n

(2n)!
B

(
2n+ 1

2
,
d− 1

2

)
(mc)2n+d−1

(
2

z0

) 2n+d−1
2

×

×
Γ
(
n+ d

2

)
Γ
(

1
2

) K 2n+d−1
2

(z0). (3.24)

En este punto, hacemos las siguientes consideraciones: (i) Utilizamos una expresión conocida de la función
Beta en términos de las funciones Gamma [68], (ii) introducimos el vector zµ = mcΘµ, junto con β ≡
|z|/z0, 0 ≤ β < 1, que se sigue del hecho de que Θµ es un vector tipo-tiempo. De esta manera la ecuación
(3.24) puede reescribirse como

I = 2
d+1
2 (mc)d−1

(
π

z0

) d−1
2
∞∑
n=0

β2nzn0

Kn+ d−1
2

(z0)

2nn!
. (3.25)

La suma en (3.25) puede reducirse a una función de Bessel modificada al utilizar un teorema de multipli-
cación de las funciones de Bessel [82], a saber (C.20),

Kν(λx) = λν
∞∑
l=0

(−1)l(λ2 − 1)l(1
2x)l

l!
Kν+l(x), (3.26)

4Nótese que de la definición del 4-momento y0 = γ, el factor de Lorentz es la nueva variable de integración.
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3.2. Distribución de Jüttner

con |λ2 − 1| < 1. Finalmente esto nos lleva a

I = 2(mc)d−1
(

2
π

z

) d−1
2
K d−1

2
(z) . (3.27)

donde z ≡ √zµzµ. La fórmula (3.26) es esencial para intercambiar la serie de funciones de Bessel en (3.25)
por una función de Bessel modificada única en (3.27). La ecuación (3.27) se reduce a (3.16) cuando d = 3.
De (3.27) vemos que I es sólo función de un invariante z = mcΘ. Ahora podemos obtener el 4-flujo de
partículas relativistas a partir de (3.14)

Nµ = 2mdcd+1αχ
(

2
π

z

) d−1
2
K d+1

2
(z)

zµ

z
. (3.28)

Podemos despejar el escalar α de la ecuación anterior

αχ ≡
√
NµNµ

2c(mc)dK d+1
2

(mcΘ)

(
mcΘ

2π

) d−1
2

. (3.29)

De la ecuación (3.28) se puede deducir que zµ y Nµ apuntan en la misma dirección. Notemos que Nµ =

NUµ/c, donde N =
√
NµNµ; en particular en el marco comóvil Uµ → (c,0), y entonces N = nc, donde

n es la densidad de número de partículas en el marco comóvil. Esto implica que

Θµ =
Θ

c
Uµ. (3.30)

El significado físico de Θ dentro de este enfoque se analiza en la siguiente sección.

3.2.2. Θµ y la Temperatura invariante

Ahora buscamos identificar Θµ con una cantidad termodinámica conocida. Tomemos como punto de
partida la forma de Gibbs de la segunda ley de la termodinámica para un sistema cerrado [83, 72], que
supondremos válida en el marco comóvil

δU = TδS − PδV. (3.31)

Debemos relacionar las cantidades estadísticas definidas antes, como el tensor de energía-momento (3.15)
y el flujo de entropía (3.5) con la energía interna, U , la entropía, S, la presión P y el volumen V que
aparece en (3.31). Para esto vamos a introducir la función de distribución (3.8) y la ecuación (3.29), en
la expresión para el tensor de energía-momento (3.15). Esto conduce a

Tµν = −N
Θ

(
ηµν −

K d+3
2

(mcΘ)

K d+1
2

(mcΘ)

ΘµΘν

Θ
mc

)
. (3.32)

La presión comóvil se puede obtener a partir del tensor de energía-momento en d-dimensiones como

P ≡ −1

d
∆µνT

µν =
N

Θ
, (3.33)
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3.2. Distribución de Jüttner

donde el proyector ortogonal a la 4-velocidad hidrodinámica se define como ∆µν ≡ ηµν − UµUνc−2. El
flujo de la entropía d-dimensional (3.5) correspondiente se puede reescribir de forma conveniente como

Sµ = −k
[
ln
(
αhd

)
Nµ − TµνΘν

]
. (3.34)

Es importante mencionar que las cantidades Nµ, Tµν y Sµ son densidades, y por lo tanto no dependen
del tamaño del sistema. Sin embargo, para incluir el hecho de que el gas está confinado dentro de una
caja, es necesario utilizar la función característica χ(x) que se definió previamente en la introducción. En
particular, integrando las cantidades antes mencionadas sobre d dimensiones espaciales

N = c−1

∫
Σ
Nµdσµ, (3.35)

S = c−1

∫
Σ
Sµdσµ. (3.36)

Gµ = c−1

∫
Σ
Tµνdσν , (3.37)

donde dσµ = nµd
dx, con nµ un vector unitario normal a la hipersuperficie espacial Σ, y por lo tanto un

vector de tipo-tiempo. Recordemos que la única dependencia en xµ es a través de la función caracterís-
tica χ, que está implícita en las definiciones de Sµ, Nµ y Tµν , en las ecuaciones (3.5), (3.14) y (3.15),
respectivamente.

Para calcular las integrales espaciales anteriores tomamos un hiperplano comóvil con el gas de manera que
su normal unitaria esté dada por nµ = Uµ

c = Θµ

Θ . Como la 4-velocidad hidrodinámica Uµ es una propiedad
intrínseca del sistema, esta elección ofrece una forma verdaderamente covariante de estas integrales [84].
Notemos que para una elección diferente como nµ = δµ0 , que corresponde al caso de un hiperplano a
tiempo fijo, la integral que define al momento total del gas (3.37) daría un vector aparente en lugar de un
verdadero vector de Lorentz5. Por lo tanto, el número de partículas N y la entropía S son evidentemente
escalares, mientras que Gµ, el momento relativista del gas, es un vector de Lorentz. Integrando (3.34)
junto con (3.35)-(3.37) conduce a,

S = −k
[
N ln

(
αhd

)
−ΘµGµ

]
, (3.38)

Ahora podemos hacer contacto con (3.31) evaluando todas las cantidades involucradas en el marco comóvil.
Para evaluar la entropía (3.38) en el marco comóvil es necesario considerar (3.30) que, al multiplicarse por
Gµ nos lleva a ΘµGµ → Θ0G0 = ΘG0. La diferencial de la entropía, (3.38), en el espacio termodinámico
(Θ constante) se convierte en

δS = kΘ

[
δG0 − NP

c

δN

N2

]
,

=
kΘ

c

[
δ(cG0) + PδV

]
, (3.39)

5El carácter vectorial ante transformaciones de Lorentz del 4-momento del gas Gµ se estudiará en la siguiente sección.
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3.3. Momento de un Gas relativista

donde se hizo uso de (3.29), (3.33) y la relación δV = −N δN
N2 . La comparación de (3.31) con (3.39) da

lugar a identificar la norma del vector Θµ

Θ =
c

kT
, (3.40)

con la temperatura comóvil T . Para esto es necesario interpretar la cantidad cG0 como la energía interna
relativista. Esta identificación es posible debido a que en el régimen de bajas velocidades se tiene que
cG0 ≈ Nmc2 + Unon−rel, con Unon−rel la energía interna usual del gas no relativista. Las expresiones
(3.29), (3.30) y (3.40) completan el análisis de la función de distribución manifiestamente covariante que,
expresada en términos de cantidades invariantes, N,Θ,m, c,Θµpµ, toma la forma

f(p) =
N

2c(mc)dK d+1
2

(mcΘ)

(
mcΘ

2π

) d−1
2

exp (−Θµp
µ) . (3.41)

La ecuación (3.41) para d = 1, 2 y 3 se reduce a las funciones utilizadas en [19], [20, 21] y [23] respectiva-
mente. La ecuación (3.1) se obtiene de (3.41) considerando d = 3 y utilizando el marco comóvil al gas. Por
otra parte (3.41) coincide con lo obtenido en [76] para dimensión d arbitraria. La distribución relativista
del equilibrio también se ha analizado últimamente desde una mecánica estadística relativista, utilizando
el procedimiento de maximización de entropía [85] dando la misma distribución de Jüttner covariante.

Cabe destacar sin embargo, que en la deducción de (3.41) no se hicieron hipótesis a priori sobre la
transformación de Lorentz de la temperatura. Esta se encontró al pedir que en el marco comóvil, se
cumpliera la termodinámica del equilibrio.

3.3. Momento total de un Gas relativista

En un trabajo clásico de van Kampen [86], se establece que la energía y momento de un gas no transforman
como un vector verdadero ante transformaciones de Lorentz debido a que el gas, al estar confinado en
algún recipiente, no es un sistema cerrado ya que interactúa con las paredes de dicho contenedor. Este
problema se ha retomado recientemente por Dunkel et al. en [23], haciendo notar que las propiedades de
transformación del momento total dependen de la superficie de integración que se elige en (3.37).

Para comprender esta afirmación, uno puede preguntarse sobre el comportamiento de Gµ bajo transforma-
ciones de Lorentz. Para ello, una posibilidad es seguir la misma línea de razonamiento que en el caso del
modelo de electrón clásico extendido dado por Rohrlich [84], [87]. Este argumento aclaró la controversia
de Abraham-Lorentz sobre el momento relativista del electrón clásico.

Con base en el análisis de [87], el momento total Pµ
total

del sistema compuesto por el gas y la caja que
lo contiene, es un vector de Lorentz conservado que se puede descomponer como la suma de vectores de
Lorentz verdaderos o aparentes

Pµ
total

= Gµ + Πµ = G(µ) + Π(µ), (3.42)
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3.3. Momento de un Gas relativista

donde (µ) indica que tales objetos son vectores aparentes, y Πµ es la contribución de la caja. Un vector es
verdadero si se comporta adecuadamente ante transformaciones de Lorentz; un vector aparente no respeta
las transformaciones de Lorentz. Como en el caso del modelo clásico del electrón, la diferencia entre
verdadero y aparente del 4-momento se establece tal que en el límite no relativista, las componentes de Gµ

coinciden exactamente con la energía y el impulso no relativistas del gas, mientras que las componentes
de G(µ) no, [87].

Los conceptos de vector verdadero o aparente, están relacionados con la hipersuperficie que se elige al
integrar el tensor de energía-momento Tµν en (3.37). Cuando se utiliza una hipersuperficie cuya normal
unitaria es Uµ

c , donde Uµ es la velocidad hidrodinámica, es decir, se utiliza un marco comóvil con el gas,
tenemos vectores de Lorentz verdaderos; cuando se utiliza una hipersuperficie que se caracteriza con una
normal arbitraria a tiempo fijo δµ0 , tendremos vectores aparentes.

En el caso de vectores de Lorentz verdaderos, el recipiente que contiene al gas no es necesario para
garantizar el carácter de vector verdadero de Pµ

total
, aunque es necesario para explicar el equilibrio del

sistema. Por esta razón nosotros elegimos utilizar la hipersuperficie cuya normal apunta en la misma
dirección de la velocidad hidrodinámica nµ = Uµ

c = Θµ

Θ . Entonces sustituimos esta elección en la definición
del momento total del gas (3.37), utilizando la expresión del tensor de energía-momento hallada antes
(3.32). De esta manera obtenemos:

Gµ = N Θµ

Θ2

[
mcΘ

K d+3
2

(mcΘ)

K d+1
2

(mcΘ)
− 1

]
. (3.43)

Por otro lado si utilizáramos vectores aparentes sólo la suma de las dos contribuciones del gas y del
contenedor forman un vector verdadero (3.42), por esta razón en este caso la contribución de la caja es
esencial. Podemos interpretar lo establecido en [23] y [86], sobre la forma en cómo transforman la energía y
el momento, diciendo que ahí se utilizaron vectores aparentes en lugar de vectores de Lorentz verdaderos.
Con la elección de la normal nµ = δµ0 , aunque N y S no se alteran, la integral (3.37) del momento resulta
un vector aparente que toma la siguiente forma

G(µ) =
N
Θ

[
mc

K d+3
2

(mcΘ)

K d+1
2

(mcΘ)

Θ0

Θ
Θµ − ηµ 0

]
. (3.44)

Es importante notar que (3.43) y (3.44) coinciden únicamente en el marco comóvil U = 0.

Ahora bien, según el argumento de Dunkel et al. en [23], el hecho de tener vectores aparentes se debe a
que el gas no es un sistema cerrado sino que interactúa con las paredes del contenedor, por lo tanto el
tensor de energía-momento no puede ser una cantidad conservada ∂µTµν 6= 0. No se hace referencia a la
elección de la normal a la hipersuperficie.

De acuerdo a la argumentación usual [75], si Tµν se conserva sus integrales espaciales son independientes
de la hipersuperficie espacial Σ que se elija para dicha integración debido al teorema de Gauss:

0 =

∫
Ω
∂µT

µνd4x =

∮
∂Ω
Tµνdσµ, (3.45)
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3.3. Momento de un Gas relativista

Figura 3.2: Aplicación del teorema de Gauss en la región Ω cuya frontera orientada está formada por
hipersuperficies correspondientes a distintos observadores inerciales ∂Ω = Σ1 + Σ2 + Σ3.

donde Ω es una región espacio-temporal cerrada con ∂Ω una frontera orientable. Si la frontera se descom-
pone como en Fig. 3.2, entonces ∂Ω = Σ1 +Σ2 +Σ3, donde Σ2 tiene una normal que apunta en la dirección
opuesta a la normal de Σ1 y Σ3 es una superficie en infinito que no contribuye a (3.45). Por consiguiente∫

Σ1

Tµνdσ(1)
µ = −

∫
Σ2

Tµνdσ(2)
µ , (3.46)

que implica que el momento del gas es independiente de la hipersuperficie de integración. Si Tµν no se
conserva, las integrales espaciales correspondientes evidentemente dependerán de la hipersuperficie que se
elija como superficie de integración. La expresión (3.46) nos dice que el momento del gas estará relacionado
por una transformación de Lorentz visto por observadores en los marcos de referencia correspondientes a
las hipersuperficies Σ1 y Σ2

Gν = Λνν′ Gν
′
, (3.47)

donde Λνν′ es la matrix asociada a las transformaciones de Lorentz:

[Λνν′ ]→


γ −βγ 0 0
−βγ γ 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 . (3.48)

En este argumento no se ha hecho referencia a la elección de la normal a la superficie de integración ¿Cómo
interpretamos entonces (3.46) a la luz de las distintas posibilidades de elegir la normal a la hipersuperficie?

La elección de nµ = δµ0 implica un proceso de medición en superficies con distinta simultaneidad. Imagi-
nemos que Tµν se conserva, ∂µTµν = 0. Nos preguntamos qué forma debe tener este tensor tal que (3.46)
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3.3. Momento de un Gas relativista

involucre un proceso de medición simultánea en cada marco, es decir si dσµ (1) = δµ0 dV y dσµ (2) = −δµ
′

0′ dV
′,

donde dV y dV ′ son los elementos de volumen espacial medidos en los marcos de referencia correspondi-
entes a las hipersuperficies Σ1 y Σ2 respectivamente, es decir, los integrandos se escribirían

T 0νdV = Λν ν′T
0′ν′dV ′. (3.49)

Al involucrar un proceso de medición se requiere que (3.49) sea compatible con la contracción de Lorentz
del volumen dV ′ = γ−1dV , lo cual implica que el tensor Tµν debe cumplir que

γT 0ν = Λν ν′T
0′ν′ , (3.50)

es claro que la ecuación (3.50) no se cumple para cualquier tensor, en realidad impone restricciones sobre
la forma de Tµν para que éste sea compatible con mediciones y con las trasformaciones de Lorentz. La
forma que tomaría este tensor, suponiendo isotropía espacial es

Tµν = TUµUν , con T = T 00 en el marco comóvil. (3.51)

Éste corresponde al tensor de energía-momento de un polvo. En esta interpretación, el teorema de Gauss
no sólo implica cierta dependencia en las coordenadas espacio-temporales, sino también la forma que toma
el tensor si queremos que sea compatible con mediciones en marcos con diferente simultaneidad. Así para
estudiar un gas con un tensor de energía-momento distinto, tendríamos que imponer ∂µTµν = F ν , con
F ν la contribución de las paredes que introduce factores proporcionales a la presión, de tal forma que al
integrarlo cancelará términos en (3.44) para que el momento total (3.42) tome una forma compatible con
(3.51), [88]. Esta es la interpretación seguida por Dunkel.

Sin embargo, recordemos que se eligió desde el comienzo utilizar como normal aquella que nos da vectores
aparentes que no están conectados por una transformación de Lorentz; por lo tanto parece que no es
posible sostener el argumento van Kampen y Dunkel, ya que no es el teorema de Gauss lo que define el
carácter vectorial sino la elección de la normal.

Por otro lado, podemos preguntarnos sobre la divergencia del tensor de energía-momento (3.32). Recorde-
mos que para calcular N es necesario considerar la función característica χ(x) que implica que el gas está
únicamente en cierta región del espacio V . En general está función puede escribirse como

χ(x) =

{
1, x ∈ V ;
0, x 6∈ V. (3.52)

Para realizar el cálculo de la divergencia consideremos un gas en una dimensión espacial d = 1, en este
caso, como se ve en [19], la función característica puede escribirse para una caja de tamaño L como

χ1D(x) = H(x)H(L− x), (3.53)

donde H(x) es la función escalón de Heaviside definida como

H(x) =

{
1, x ≥ 0;
0, x < 1.

(3.54)
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3.3. Momento de un Gas relativista

La única dependencia en x del tensor de energía-momento entra a través de la función característica, por
tanto la divergencia de Tµν será proporcional a la divergencia de χ, que en d = 1 es:

d

dx
Tµν ∝ d

dx
χ1D(x) = δ(x)H(L− x)− δ(L− x)H(x), (3.55)

donde claramente podemos notar que la derivada de la función característica es distinta de cero. Sin
embargo, del lado derecho aparecen distribuciones, por lo tanto el valor particular de la derivada en (3.55)
tiene sentido como funciones generalizadas, es decir, hasta realizar una integración:∫

d

dx
Tµν dx ∝

∫
[δ(x)H(L− x)− δ(L− x)H(x)] dx = 0. (3.56)

Es interesante hacer notar que el lado izquierdo de (3.56) es precisamente el lado izquierdo de la ecuación
(3.45), es decir, la aplicación del teorema de Gauss para un gas en una caja d = 1 implica que el momento
total del gas no depende de la superficie de integración que se elija.

Esto no concuerda con la elección de nµ = δµ0 , como normal a la hipersuperficie. Una elección de la normal
a la hipersuperficie de integración compatible con (3.56), es utilizar una propiedad intrínseca del sistema,
es decir, a la velocidad hidrodinámica nµ = Uµ/c, Fig. 3.3. De esta forma no hay ambigüedad en las
propiedades de transformación en (3.46) y (3.47) y la interpretación es directa, el momento del gas es un
vector verdadero, por lo tanto, está relacionado a través de una transformación de Lorentz para distintos
observadores inerciales. Además, es fácil ver que este resultado es válido para cajas cúbicas en cualquier
dimensión espacial.

Figura 3.3: Elección de nµ = Uµ/c como normal a la hipersuperficie espacial comóvil al gas.

El uso de una característica intrínseca al sistema como Uµ/c, para definir la normal a la hipersuperficie de
integración puede apreciarse con la siguiente analogía sencilla. Supongamos una partícula cargada en un
campo externo. Si nuestro sistema es únicamente la partícula, una translación de la partícula modificará su
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interacción con el campo. A esta acción se le llama traslación activa, es cambiar el sistema de referencia
dinámicamente. Sin embargo, si consideramos al sistema como las partículas y las fuentes del campo,
entonces una translación llevará a ambos, partículas y las fuentes a un nuevo marco de referencia y las
interacciones no cambiará. A esto se conoce como transformación pasiva, se deja el sistema sin modificar,
pero viéndolo desde otro marco de referencia. Al elegir como normal a la hipersuperficie a la velocidad
hidrodinámica, no estamos tomando ningún elemento externo para describirlo, por lo tanto, las variables
termodinámicas no tendrán ningún problema con las transformaciones activas y pasivas.

Finalmente queremos comentar sobre la solución propuesta por Dunkel et al., [23]. Ellos escogieron para
realizar las integrales sobre la hipersuperficie invariante del cono de luz pasado de un evento E con
coordenadas espacio-temporales (ξ0, ξi). En esta hipersuperficie el impulso del gas, según lo calculado en
[23], sería

Gµ
LC

=
N
Θ

[
mc

K d+3
2

(mcΘ)

K d+1
2

(mcΘ)

(
Θ0

Θ
− Θiξ

i

Θξ

)
Θµ −

(
ηµ 0 − ηµiξi

ξ

)]
. (3.57)

Aunque, parece ser una manera accesible de definir experimentalmente magnitudes termodinámicas med-
ibles [23], esta propuesta depende de las coordenadas de espacio-tiempo del evento E. Si el evento está
en el origen del marco comóvil del gas (o de un observador relativo), entonces (3.57) se reduce a (3.44).
Anticipamos esta dificultad debido a que se escogió un evento externo para definir las cantidades físicas
para el sistema.

El carácter de vector aparente está relacionado con la realización de mediciones en dos marcos de referencia
con distinta simultaneidad. Esto lleva a que las cantidades resultantes no respeten las transformaciones
de Lorentz, o bien, si se exige que se respeten, restringe la forma de las componentes que puede tomar la
cantidad tensorial involucrada. Utilizando cantidades intrínsecas al sistema se pueden formar cantidades
que sigan la transformaciones de Lorentz al realizar cambios entre marcos y observadores inerciales [88].

3.4. Teorema de equipartición relativista

El Teorema de equipartición de la energía, es un resultado no relativista, que relaciona a la temperatura
con el promedio de la energía cinética de las partículas que conforman el gas. Los primeros trabajos donde
se extendió este resultado al ámbito relativista son aquellos de Tolman y Landsberg [78, 70] y una primera
observación que se extrae de ellos es que no puede darse la misma interpretación a la temperatura como
promedio de la energía, como sucede en el caso no relativista.

Como hemos demostrado en la sección anterior el enfoque manifiestamente covariante relativista de la
función de distribución de equilibrio revela la conveniencia de utilizar una temperatura invariante asociada
con el marco comóvil del gas. Por lo tanto, resulta interesante investigar el papel que juega la temperatura
invariante dentro de una formulación manifiestamente covariante del teorema de equipartición relativista.
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En la literatura hay versiones del teorema de equipartición relativista que no están escritas en un lenguaje
manifiestamente covariante, estas fueron previamente examinadas por Tolman [78] y más tarde por otros
[89]. Estas versiones del teorema de equipartición se han utilizado como un criterio para determinar la
transformación de Lorentz de la temperatura, sin embargo, estos intentos ya habían sido criticados por
Landsberg [70] quien hace énfasis en que se pueden acomodar tanto la temperatura invariante, como una
temperatura que transforme ante un cambio de marco de referencia, una temperatura móvil. Reciente-
mente Cubero et al. [19] realizaron simulaciones numéricas que indican la existencia de una temperatura
invariante sobre la base del teorema de equipartición relativista de [70], refiriéndose entonces a la temper-
atura invariante incluida en el análisis de Landsberg, pero dejando abierta la posibilidad de la existencia
de una temperatura móvil. En esta sección daremos una forma manifiestamente covariante del teorema de
equipartición que no sólo contiene una temperatura invariante, sino que incluye la versión de Landsberg
de dicho teorema. Por otra parte en nuestra versión, el teorema es claramente expresado en términos del
momento total del gas, de donde puede leerse que hay una parte cinética del momento total que es la
contribución relevante al teorema de equipartición.

Comencemos por reexpresar la funcional generadora I (3.12) en el espacio de energía y momento en
(d+ 1)-dimensiones [12]

I = 2

∫
e−Θµpµ δ

(
pσp

σ −m2c2
)
H(p0) dd+1p, (3.58)

donde H(p0) es la función escalón unitario de Heaviside que restringe (3.58) a las energías positivas. La
condición de capa de masa se toma en cuenta a través de la distribución delta de Dirac.

Lo siguiente es hacer una extensión covariante del argumento original de Tolman [78], que consideraba
únicamente la densidad de partículas, aquí hacemos esta extensión debido a que las derivadas de la
funcional I se relacionan con cantidades físicas, en particular la densidad de energía es la componente
temporal de su primera derivada. Lo siguiente es integrar por partes d + 1 veces, una por cada pµ. Se
descartan los términos de frontera en infinito y obtenemos

I = − 2

d+ 1

∫
pν

∂

∂pν
[
e−Θµpµ δ

(
pσp

σ −m2c2
)]
H(p0) dd+1p . (3.59)

Para integrar sobre p0 aplicamos las propiedades de la delta de Dirac, que finalmente nos lleva a

I =
1

d

∫
e−Θµpµ

[(
|p|
p0

)2

+ Θµ
∂pµ

∂pi
pi

]
ddp

p0
. (3.60)

Sorprendentemente, y a pesar del segundo término en (3.60) contiene los componentes espaciales pi, (3.60)
es una cantidad invariante de Lorentz.
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Para conectar (3.60) con las cantidades físicas se inserta I en (3.14) y (3.15) para obtener

Nα =
c

d

∫
ddp

p0
f

{
pα

[(
|p|
p0

)2

+ pi
∂pµ

∂pi
Θµ

]
− pi∂p

α

∂pi

}
, (3.61)

Tαβ =
c

d

∫
ddp

p0
f

{
pαpβ

[(
|p|
p0

)2

+ pi
∂pµ

∂pi
Θµ

]
− pi∂p

αpβ

∂pi

}
. (3.62)

Integrando espacialmente de nuevo de (3.61) y (3.62) de acuerdo con 3.35) y (3.37) tenemos

d = Θµ

〈〈
pi
∂pµ

∂pi

〉〉
(3.63)

Gα =
N
d

[
Θµ

〈〈
pi
∂pµ

∂pi
pα
〉〉
−
〈〈

pi
∂pα

∂pi

〉〉]
. (3.64)

donde se utilizó 〈〈·〉〉 ≡ 1
N

∫
· fχ ddxddp. Cabe mencionar que la ecuación (3.63) es sólo la forma manifies-

tamente covariante del teorema de equipartición correspondiente a la propuesta por Tolman y Landsberg
[78, 70], respectivamente, expresada utilizando la temperatura invariante comóvil T = c/kΘ, ec. (3.40).
Con respecto a la covarianza (3.63), podemos notar que a pesar de que contiene la suma espacial pi ∂

∂pi
, se

llega a partir de la ecuación manifiestamente covariante (3.58). Esto es análogo a reconocer la invariancia
de d3p

p0
. Es evidente que el argumento es válido también para los dos términos en el lado derecho de la

ecuación (3.64).

Cuando observamos que ambas ecuaciones (3.63) y (3.64) comparten un término común, esto sugiere
la forma como podría insertarse el momento relativista en una expresión del teorema de equipartición
covariante. Para proseguir necesitamos determinar el primer término en (3.64), sin embargo, esto lo
podemos hacer comparando con la forma explícita el momento del gas calculada en (3.43). Entonces, al
igualar la proyección ΘαGα de (3.64) y (3.43) podemos identificar

ΘαΘµ

d

〈〈
pi
∂pµ

∂pi
pα
〉〉

=
K d+3

2
(mcΘ)

K d+1
2

(mcΘ)
mcΘ, (3.65)

de donde finalmente llegamos a la siguiente expresión

ΘµGµ

N
− z = Fd(z), (3.66)

Fd(z) ≡ z
K d+3

2
(z)

K d+1
2

(z)
− 1− z . (3.67)

Es interesante notar que, en la misma forma que la energía de una partícula con momento pµpart determi-
nado por un observador con velocidad Uνobs está dado por Eobs = pνpartU

ν
obs, podemos interpretar 1

ΘΘµGµ

como la energía del gas determinada por el observador comóvil.

Fd(z) se reduce a los valores usuales del teorema de equipartición en los casos límite (ver fig. 3.4),

Fd(z) =

{
d
2 , z � 1,
d, z � 1.

(3.68)
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3.4. Equipartición relativista

Figura 3.4: La gráfica muestra Fd(z) vs. z = mc2/kT para d = 3. F3(z) corresponde al cociente entre el
promedio de la energía cinética relativista por partícula y la temperatura comóvil. Vemos que en los casos
z � 1 y z � 1 obtenemos los límites adecuados, mientras que para valores intermedios de z, el cociente
es de una fracción de entre 3 < F3(z) < 3/2.

De las expresiones (3.66)-(3.67), es claro que la temperatura y la energía no son simplemente propor-
cionales como en el caso no relativista, la energía relativista resulta ser una función complicada de T y la
temperatura no es una medida directa de la energía cinética del gas. Sin embargo, de (3.67), la temper-
atura es útil como un parámetro que determina en qué medida el sistema necesita ó no, una descripción
relativista. Por otra parte a partir de (3.66) podemos reconocer T como el promedio de una cantidad
microscópica que es parte de la energía relativista como vemos en (3.67); de hecho, en el marco comóvil
(3.66) conduce a

kT =
c

d

〈〈
|p|2

p0

〉〉
, (3.69)

la ecuación (3.69) es precisamente la expresión utilizada por Tolman [78] y Landsberg [70]. Esta expresión
se ha malinterpretado queriendo identificar a p0 como una masa en movimiento. En el límite no relativista,
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podemos aproximar T como
d

2
kT = 〈〈K〉〉 −

〈〈
K2

mc2

〉〉
+ . . . , (3.70)

donde K es la energía cinética no relativista.

Notemos que, si bien versiones del teorema de equipartición relativista habían sido tratados con anteri-
oridad por otros autores [5, 90] su enfoque no era manifiestamente covariante. Su trabajo y el nuestro
coinciden en términos de la función Fd (3.67), en particular al evaluar los casos límite no-relativista y
ultra-relativista. Cabe destacar que recientemente unos cálculos numéricos adoptando el método de Monte
Carlo [22] confirman Fd como la energía cinética relativista en unidades de kT .

El teorema manifiestamente covariante (3.66)-(3.67) se obtuvo multiplicando el momento relativista Gµ

por Θµ, y restando la energía en reposo total NmcΘ para obtener la energía cinética promedio de las
partículas del gas. Es fácil ver que (3.66) puede reescribirse como

ΘµK
µ = NFd(mcΘ) , (3.71)

Kµ ≡ Gµ −NmUµ, (3.72)

es claro que el momento relativista del gas tiene dos contribuciones. Podemos interpretar el término Kµ

como un 4-momento análogo a la contribución cinética de la energía no relativista, es decir, la parte
cinética del momento total.

Si hubiéramos utilizado (3.44) como el impulso del gas, tendríamos que el producto ΘµG(µ) es

ΘµG(µ) = NFd(mcΘ)
Θ0

Θ
+NmcΘ0, (3.73)

que sólo coincide con (3.66)-(3.67) en el marco comóvil del gas donde Θ0 = Θ. Esto no es sorprendente
ya que G(µ) es un vector aparente y no transforman correctamente bajo transformaciones de Lorentz.
Podemos explorar el teorema de equipartición en el cono de luz pasado de un evento E , como se propone
en [23]

ΘµGµLC = N (Fd(mcΘ) +mcΘ)

(
Θ0

Θ
− Θiξ

i

Θξ

)
. (3.74)

Esta expresión depende del evento E elegido, lo cual es algo inusual. Si el evento está en el origen, entonces
((3.74) se reduce a (3.73), la ecuación (3.74) coincide con (3.66) sólo en el marco comóvil.

3.5. Discusión

El interés en combinar los principios de la relatividad en la teoría cinética va más allá de los fundamentos
teóricos: las observaciones y experimentos recientes como por ejemplo en la física de altas energías [34], en
astrofísica [24] y cosmología [67]. En todos estos casos se necesita una descripción de sistemas relativistas de
muchas partículas en términos de, por ejemplo, la ecuación de Boltzmann y la correspondiente distribución
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del equilibrio [27, 25, 31]. Recientemente, Cubero et al. [19] (véase también las referencias allí citadas),
llevaron a cabo simulaciones numéricas basadas en la dinámica molecular cuyos resultados apuntan a que
la distribución de Jüttner es la distribución correcta en el equilibrio, para cualquier número de dimensiones
espaciales, a diferencia de otras propuestas que hay en la literatura. Esto fue confirmado también para dos
[20, 21] y tres dimensiones espaciales [23], [22], este último utilizando simulaciones de Monte Carlo. En
el ámbito computacional, también hay intentos de extender al caso relativista el método conocido como
Lattice Boltzmann, el cual considera aspectos generales de la ecuación de Boltzmann para la evolución
de fluidos [91]. En el trabajo de Cubero et al. [19], el problema de la transformación relativista de la
temperatura [69] se consideró en relación con una versión anterior del teorema de equipartición relativista
propuesto por Landsberg [70]. Con base en este teorema Cubero et al. determinan que la temperatura debe
poseer un carácter invariante. Dicho análisis no fue formulado en una forma manifiestamente covariante
y, de hecho, era necesario algo más para interpretar ciertas contribuciones que aparecen en esa forma del
teorema, así como el carácter de la temperatura ante cambio de marco de referencia.

En este trabajo hemos obtenido una forma manifiestamente covariante de la función de distribución
relativista de Jüttner(3.41), a partir de una nueva deducción. En esta derivación utilizamos coordenadas
cartesianas en un espacio de momentos de (d+1) dimensiones (d dimensiones espaciales) en contraste
con los resultados conocidos usando coordenadas esféricas. Esto fue posible gracias al uso del teorema de
multiplicación de las funciones de Bessel (3.26) que simplificó el tratamiento de una serie de funciones de
Bessel [82].

En este formalismo del carácter relativista de la temperatura no se establece desde un principio: Debido a la
suposición de que el equilibrio en teoría cinética relativista debería estar de acuerdo con la termodinámica
estándar para un observador comóvil con el sistema en reposo del gas, la pseudonorma invariante, Θ,
del 4-vector Θµ (3.30), se convierte en Θ = c/kT , (3.40), siendo T la temperatura comóvil del gas.
La temperatura es invariante de la misma forma que la masa en reposo de una partícula puntual. Una
discusión similar a la que hay sobre el carácter de T bajo transformaciones de Lorentz [69, 70, 19, 23],
pero en el caso de la masa de una partícula puntual, plantea la cuestión de si tiene sentido distinguir entre
masa en reposo y masa en movimiento o relativista [92]. La respuesta que da Okun en las referencias [92],
es que sólo tiene sentido hablar de m la masa de la partícula, siendo ésta una cantidad independiente
del marco de referencia y asociada con la norma del 4-momento pµpµ = m2c2. La confusión entre ambos
términos aparece cuando se utilizan indistintamente la definición no relativista y relativista del momento.
Los experimentos conocidos que dicen medir la variación de la masa relativista, en realidad describen un
experimento para determinar las expresiones relativistas correctas para el momento espacial y la energía
de partículas en movimiento [93]. Con la temperatura pasa algo similar.

El enfoque que aquí presentamos muestra explícitamente a la simetría de Lorentz como una simetría del
sistema. Como sabemos las simetrías son importantes ya que están relacionadas con leyes de conservación
(Teorema de Noether [36]). En mecánica estadística no relativista la convención estándar es considerar
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sistemas macroscópicamente estacionarios, es decir, en un marco de referencia donde tanto su momento
espacial y angular son cero y no aparecen en ningún momento en el análisis, es siempre en el marco comóvil
al sistema donde se trabaja y se tienen resultados. Según Callen [36] la forma más apropiada de leyes de la
termodinámica es aquella en donde aparezcan manifiestamente todas las simetrías del sistema. En el caso
relativista esto es claro y el formalismo aquí presentado exhibe la simetría manifiestamente. Sin embargo,
hace falta un experimento para confirmar los resultados de nuestro enfoque y discriminar entre las demás
posibilidades existentes en la literatura [69, 70, 19, 23]. Por ejemplo, de la misma forma que con la masa de
una partícula, se requieren experimentos que determinen las expresiones para las componentes espaciales
y temporal del vector térmico Θµ para un gas en movimiento, además dichos experimentos deben dar un
sentido más amplio al significado físico de las componentes de Θµ. Para enfrentar este problema hasta
ahora sólo contamos son experimentos y simulaciones numéricas [19, 20, 22, 23, 91] cuya interpretación
depende de la expresión del teorema de equipartición que se escoja.

En este capítulo también desarrollado un teorema de equipartición manifiestamente covariante dado por
la ecuación (3.66), en la que el promedio de la energía-momento del gas determinado por el observador
comóvil, está dado por la función Fd de la temperatura invariante, explícitamente (3.67). En efecto, esta
expresión resulta análoga a la expresión para la energía en el caso de una partícula puntual, donde la
energía se obtiene mediante la proyección del 4-momento a lo largo de la 4-velocidad del observador. En
este caso tenemos el vector térmico Θµ = c

kT U
µ, con Uµ la 4-velocidad del gas en su conjunto, que define

un observador comóvil el cual mide la temperatura invariante T . Hay que hacer un comentario adicional
sobre la diferencia entre nuestro enfoque y algunos anteriores. Mientras que las versiones anteriores del
teorema de equipartición [70, 78] relacionan la temperatura con una combinación peculiar de cantidades
relativistas (Véase, por ejemplo (3.63)), aquí esta combinación se interpreta como una parte de (3.66) que
relaciona la temperatura invariante con el momento relativista promedio, Gµ. En resumen, la forma man-
ifiestamente covariante de la distribución de Jüttner conduce naturalmente a considerar la temperatura
comóvil invariante para caracterizar el régimen de equilibrio.

En este punto es importante recordar que la distribución relativista de equilibrio de Jüttner en la forma
(3.1) o (3.41) no considera el carácter cuántico ni el grado de degeneración de las partículas que forman el
gas. Estas características pueden tomarse en cuenta en una generalización a las distribuciones cuánticas
para bosones y fermiones como discutiremos más adelante. Por esta razón el régimen de aplicación de
(3.41) es limitado [97]. Por ejemplo, una enana blanca se modela como un gas de fermiones completamente
degenerado, un resultado interesante de este modelo es que la masa de una enana blanca no puede exceder
1.4 veces la masa del Sol, a esto se conoce como el límite de Chandrasekhar [13, 24].

Sin embargo, la distribución de Jüttner es muy útil como la base del desarrollo de soluciones fuera de
equilibrio, así como modelos que aproximan el término de colisión, como los que se mencionan en el
siguiente capítulo. Además, ha servido para estudiar sistemas más complicados como mezclas de especies
reactivas, ondas de choque y muy importante, el caso gravitacional [13]. Recientemente se ha generalizado
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la distribución de Jüttner para un gas en un marco de referencia acelerado [94] y en uno rotación [95].

Como un ejemplo de la manera de aplicar nuestros resultados en casos conocidos, consideremos la radiación
de cuerpo negro. Recordemos el análisis estándar de este problema [27, 67, 75]. En primer lugar se considera
el cociente entre la intensidad específica Iν y el cubo de la frecuencia ν de los fotones. Dada la invariancia
de Lorentz de esta cantidad Iν

ν3
, [75], se sigue la invariancia de la distribución de Planck

Iν
2hν3

=
1

e
hν
kT − 1

. (3.75)

De hecho, para dos marcos en movimiento relativo, debemos tener

hν

kT
=
hν ′

kT ′
, (3.76)

donde las cantidades primadas se refieren a un observador que se mueve con respecto a la radiación, en
particular, se sugiere que T ′ es una temperatura no comóvil. Dado que los fotones sufren un desplazamiento
Doppler se sigue que

ν

ν ′
= γ(1− β cos δ), (3.77)

donde δ es el ángulo entre el impulso del fotón y la velocidad del gas, mientras que β es la relación entre
la velocidad del gas y c. La cantidad T ′ adopta una forma anisotrópica

T ′ = T

γ(1− β cos δ)
. (3.78)

Podemos notar que, alternativamente, podríamos escribir una forma manifiestamente invariante para
(3.75) como (eΘµpµ − 1)−1. De esta manera podemos fijarnos en el producto invariante Θµp

µ. Mediante
la evaluación en los dos sistemas de referencia mencionados anteriormente y utilizando que en el caso de
fotones p′0 = |p′|

hν

kT
= Θ

′0p
′0 (1− β cos δ) . (3.79)

Con la temperatura invariante comóvil T los componentes de Θ′µ resultan ser γ
kT (c,U) y por lo tanto

(3.79) se reduce a (3.77). Esto demuestra la consistencia de adoptar la temperatura invariante comóvil, a
través del vector Θµ en la descripción de la radiación del cuerpo negro, sin recurrir a T ′, ver ec. (3.78).
Esta última expresión puede ser considerada sólo como una cantidad auxiliar por las siguientes razones: En
primer lugar, las observaciones de la Radiación del Fondo Cósmico de Microondas (CMBR) [98] revelan
que en realidad hay un marco de referencia en el que este presenta la estructura del cuerpo negro. Sin
embargo, las mediciones involucran el brillo dependiendo de la frecuencia en lugar de una temperatura
no comóvil (3.78). En segundo lugar, en el caso de las partículas masivas encontramos un obstáculo al
intentar definir (3.78) (Véase, por ejemplo [99]). Para las partículas masivas tendríamos

T ′ =
T

γ(1− βpβ cos δ)
(3.80)

βp =
|p|
p0

,
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que no tiene sentido físico debido a la dependencia en el momento de las partículas. Sin embargo la
utilización de una temperatura comóvil invariante es viable por la misma razón que el caso anterior de
los fotones funciona.

Nuestro trabajo se suma a las recientes afirmaciones elaboradas sobre la base de un detector de Unruh-
DeWitt [100], que apunta a la imposibilidad de tener una transformación relativista de la temperatura
para la radiación [101]. Un análisis similar al presentado aquí se encuentra en un trabajo reciente de
Nakamura [102]. Ahí se utiliza el vector térmico y se argumenta su utilidad en contraste con la temper-
atura direccional, como en (3.78). En cualquier caso, todos estos resultados refuerzan la idea de que la
temperatura tiene sentido indiscutible en el marco comóvil.

Para estudiar de manera precisa la distribución de Planck, deberíamos considerar el límite ultra relativista
de la distribución de equilibrio correspondiente a bosones, es decir debemos extender el estudio para que
contenga las estadísticas cuánticas; como ya habíamos mencionado las aplicaciones más interesantes se
encuentran en sistemas cuánticos degenerados [12, 13]. Estas se toman en cuenta en la ecuación relativista
de Uehling-Uhlenbeck [13, 96],

pµ
∂f̄

∂xµ
+m

∂
(
f̄Kµ

)
∂pµ

=

∫ [
f̄ f̄∗1

(
1 + ε

h3

gs
f̄

)(
1 + ε

h3

gs
f̄1

)
−f̄ f̄1

(
1 + ε

h3

gs
f̄∗
)(

1 + ε
h3

gs
f̄∗1

)]
FσQdΩ

d3p1

p0
1

, (3.81)

donde gs es el factor de degeneración de espín y σQ es la correspondiente sección transversal que se calcula
a través de la teoría cuántica de dispersión. Las demás cantidades son análogas a aquellas definidas en
la ecuación (3.2). El valor ε = −1 corresponde al caso de la estadística de Fermi-Dirac, ε = +1 a la de
Bose-Einstein y ε = 0 a la estadística clásica. De la misma forma que en el caso clásico usual estudiado
aquí podemos obtener la distribución del equilibrio, anulando el término de colisión del lado derecho de
(3.81), lo que lleva a la siguiente condición

ln
f

1 + εh
3

gs

= − (Λ + Θαp
α) ⇔ f =

gs/h
3

exp (Λ̃ + Θαpα)− ε
, (3.82)

donde Λ̃ = Λ + ln gs/h
3. De la misma forma en que identificamos la temperatura en el marco comóvil,

se ha mostrado que en el marco comóvil el escalar anterior es Λ̃ = µ
kT , donde µ es el potencial químico

comóvil [13], de esta forma la distribución resultante es

f =
gs/h

3

eΘαpα− µ
kT − ε

. (3.83)

Donde se ha identificado la norma de Θµ con la temperatura invariante en un sistema comóvil con el gas.
Ahora bien, como la temperatura está relacionada con la norma de un 4-vector podemos pensar que el
vector térmico puede factorizarse como Λ̃ = ΘαMα, donde introducimos

Mα =
µ

c2
Uα, (3.84)
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3.5. Discusión

cuya norma está relacionada con el potencial químico en el marco comóvil MαMα = µ2/c2. En particular
para la estadística de Jüttner ε = 0 obtenemos

Mα =
kT

c2
ln
[
αhdg−1

s

]
Uα, (3.85)

donde α está definida por (3.29). La existencia de Mα implica que para aumentar el número de partículas
del sistema, es necesario considerar, además del potencial químico, el movimiento de este como un todo.
Como para fotones µγ = 0, la discusión anterior sobre la distribución de Planck se mantiene.

La suposición de la existencia de Mα debe estar de acuerdo con las posibles generalizaciones a las leyes
de la termodinámica.

Esta versión manifiestamente covariante de la teoría cinética ofrece un formalismo que, además de provenir
de la dinámica de los constituyentes microscópicos, parece no tener ambigüedades en la definición de
cantidades macroscópicas, como en algunos trabajos sobre termodinámica relativista [72, 83, 71, 103].
De este modo podemos discutir la posibilidad de generalizar la forma de Gibbs de la primera ley de la
termodinámica que en el caso no relativista está dada por (3.31). Es claro que la diferencial en el espacio
termodinámico de la entropía (3.38), en un marco no comóvil nos dará

δS = k

[
ΘµδGµ −N

NµδN
µ

NνNν

]
, (3.86)

que se reduce a (3.31) en el límite no relativista en el marco comóvil utilizando la relación δV =

−c(NNµδNµ)/(NνNν)3/2. Podemos considerar la ecuación (3.86) como una generalización manifiesta-
mente covariante de la forma Gibbs de la segunda ley de la termodinámica obtenida a partir de la teoría
cinética relativista.

Es interesante mencionar, entre las generalizaciones relativistas a la primera ley de la termodinámica, se
encuentran algunos trabajos, [71], [87], [103], [104] donde se introduce un vector de volumen que apunta
en la dirección de la velocidad del gas V µ ≡ V Uµ/c, tal que su norma es V =

√
VµV µ. Además, se puede

demostrar que δV µ = −(cN δNµ)/NνNν , y junto con el hecho de que Θµ apunta en la misma dirección
que Nµ, podemos factorizar el vector térmico en (3.86) de tal forma que obtenemos

δS = kΘµ

[
δGµ +

P
c
δV µ

]
, (3.87)

que es una expresión utilizada por otros autores como una forma covariante de la expresión de Gibbs para
la segunda ley de la termodinámica [103]. Otras versiones de las leyes de la termodinámica relativista se
encuentran, por ejemplo en [72], [83], [71], [102]. Sin embargo, ambas expresiones (3.86) y (3.87), provienen
de una teoría microscópica, y puede considerarse que tienen una base fuerte respecto a otras opciones que
son una extrapolación de la fenomenología de la termodinámica comóvil. Por ejemplo, es fácil ver que la
introducción de un potencial químico y su correspondiente verctor añadirían a (3.86)-(3.87) un término
de la forma ΘµMµδN .
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3.5. Discusión

Como hemos visto en este capítulo, y como se afirma en [87], [23], es importante destacar que las
propiedades de transformación de las variables termodinámicas dependen del carácter vectorial de Gµ.
En ese sentido la versión manifiestamente covariante puede jugar un papel importante para hallar una
generalización adecuada relativista de las leyes de la termodinámica. Sin embargo, lo que realmente dirá
cuál es la generalización correcta es el experimento.

Hay varias posibles extensiones del presente trabajo que pueden ser de interés.

Una es ampliar el análisis del presente trabajo para el caso de la ecuación relativista de Fokker-Planck,
por ejemplo en la misma línea de [105], este punto se discutirá en el siguiente capítulo.

Hemos visto que para resolver la ecuación de Boltzmann en el caso de la distribución de equilibrio, es
necesario introducir el concepto de movimientos rígidos. Estos pueden relacionarse con las simetrías del
espacio-tiempo de Minkowski que hemos considerado aquí y particularmente a la existencia de vectores
de Killing. El caso donde se consideran además de traslaciones rotaciones también se ha estudiado [106],
en ese caso el vector térmico tendrá contribuciones correspondientes al momento angular 4-dimensional.

En algunos trabajos se han estudiado espacios-tiempos curvos simétricos por ejemplo, en [10, 25], sin
embargo, no parece haber ningún intento de incorporar el análogo del teorema de Noether en lo que
respecta a la teoría cinética, que en particular si notamos que este último puede vincularse a la teoría
cuántica de campo relativista [12, 77]. Esto sería particularmente útil en el lenguaje manifiestamente
covariante desarrollado aquí.

La teoría cinética relativista ha servido para estudiar sistemas fuera de equilibrio. En colisiones de núcleos
pesados es posible obtener los coeficientes de transporte a partir de la ecuación de transporte (3.81) para
las estadísticas cuánticas [107]. Los efectos de la viscosidad de bulto desempeñan un papel determinante
en los procesos de producción de entropía en el universo temprano [25, 27, 28, 107, 108]. Asimismo,
los términos de relajación en las leyes de transporte se han utilizado para interpretar las explosiones o
implosiones rápidas en procesos astrofísicos como el colapso rápido anterior a la formación de estrellas de
neutrones, algunos modelos de brotes de de rayos X, etc. [107]. Sería muy interesante aplicar el formalismo
manifiestamente covariante a este tipo de sistemas.

En general, los enfoques covariantes a la mecánica estadística se han utilizado también para investigar los
sistemas de muchas partículas en teorías relativistas generales [37]. Estudian sistemas con constricciones
semejantes a las de la relatividad general, buscando posibles efectos estadísticos a partir de una dinámica
microscópica cuántica. En este estudio aparece también un vector térmico asociado con el inverso de la
temperatura cuando se elige una parametrización temporal particular. Sería muy interesante incorporar
ideas similares a la teoría cinética, partiendo de cantidades invariantes ante reparametrizaciones tempo-
rales. Asimismo, la noción misma de espacio-tiempo se ha considerado en estos términos [42, 41, 109].

Por otra parte, existen teorías alternativas a la relatividad especial que se proponen para resolver ciertos
problemas que tienen su origen en la gravitación cuántica. Una de estas teorías considera la variación
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3.5. Discusión

de la velocidad de la luz (VSL) como una opción frente al modelo inflacionario de la cosmología. En
ellas se ha estudiado cómo se modificaría la termodinámica relativista al tener una velocidad de la luz
variable [110], resultando que el campo escalar asociado con la modificación de c puede introducirse como
una variable termodinámica en una generalización propuesta de la primera ley de la termodinámica.
Otra modificación a la relatividad especial se logra, manteniendo c constante, pero se introduciendo
una escala de energía (típicamente la energía de Planck) que se considera invariante de Lorentz. A esta
propuesta se le conoce como relatividad especial doble o deforme (DSR). Esto surge ya que en varias
propuestas de gravedad cuántica esta escala juega un papel fundamental. Una consecuencia de esto es
que el correspondiente espacio-tiempo es no conmutativo. En este escenario también se han explorado
efectos en la termodinámica relativista donde la ecuación de estado del gas ideal se ve modificada por el
parámetro no conmutativo de la DSR [111]. Resultaría interesante extender la teoría cinética relativista
introduciendo las modificaciones que proponen estos modelos; esto proporcionaría un enfoque alternativo
a la termodinámica de [110] y [111] introduciendo, además cantidades como el vector térmico que permiten
una formulación manifiestamente covariante.
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4
Ecuación de Fokker-Planck relativista:
Mezclas binarias semirelativistas y gas simple

En este capítulo se estudia la ecuación de Fokker-Planck relativista como aproximación del término de
colisión de la ecuación de Boltzmann relativista para dos sistemas, el gas de Rayleigh o movimiento
Browniano y el gas de Lorentz relativista. Ambos sistemas pueden considerarse complementarios. El gas
de Lorentz consiste en una mezcla binaria compuesta de partículas ligeras relativistas que se difunden en
un gas de fondo formado por partículas pesadas no relativistas, de modo que m � mG y n � nG , con
el sufijo G indicando la componente abundante que forma el gas de fondo, m y n indican las masas y
densidades de las partículas en reposo, respectivamente. El gas de Rayleigh es precisamente lo opuesto,
una mezcla binaria donde la espacie abundante está formada por partículas ligeras relativistas, mientras
que la especie que se difunde es escasa, y está formada por partículas pesadas no relativistas de modo que
mG � mB y nB � nG , donde el sufijo B se refiere a las partículas Brownianas. Se considera la ecuación
de Boltzmann relativista para la componente escasa, mientras que el gas de fondo G se supone siempre
en equilibrio.

La ecuación de Boltzmann se aproxima por un operador diferencial tipo Fokker-Planck, en donde pueden
reconocerse los coeficientes de transporte. En el caso del gas de Lorentz relativista obtenemos un término
adicional proporcional a la función de distribución además de la contribución habitual de Fokker-Planck.
En ambos casos exploramos los casos límite el no relativista y el ultra relativista.

Además, se obtiene una ecuación de Fokker-Planck manifiestamente covariante para el gas de una com-
ponente, utilizando las aproximaciones de pequeña transferencia de momento y colisiones rasantes para
desarrollar la integral de colisión. Se da también una expresión covariante para la relación fluctuación-
disipación entre los coeficientes de transporte.
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4.1. Introducción

Una manera de estudiar las ecuaciones cinéticas es a través de aproximaciones en el término de colisión.
Este es el caso de los modelos de Marle [112], Anderson-Witting [113] que son las generalizaciones rela-
tivistas del modelo BGK (Bhatnagar, Gross y Krook) [114], donde la integral de colisión se sustituye por
una frecuencia de colisión. Una aproximación alternativa para la integral de colisión consiste en utilizar un
operador diferencial que modela un proceso de difusión. En el caso relativista la difusión se ha propuesto
para estudiar la evolución de la materia oscura en el universo [115], la difusión en RHIC y LHC [116], así
como correcciones relativistas al efecto Sunyaev-Zeldovich [32].

Hasta ahora ha habido varias propuestas distintas del movimiento browniano relativista [117], sin embargo,
incluso la interpretación física de estos procesos es todavía confusa y aún no parece haber ningún acuerdo
general [118].

Es interesante notar que el movimiento browniano relativista se ha utilizado en algunas propuestas de
la gravedad cuántica, donde una escala de longitud mínima, posiblemente la longitud de Planck, juega
un papel clave. Esto ha llevado a enfoques fenomenológicos que buscan revelar los efectos de tal longitud
mínima, en ellos se sustituyen a las trayectorias de las partículas libres por procesos difusivos en el espacio-
tiempo [41]. En otras propuestas se tiene una ecuación estocástica utilizada para modelar los efectos de
la micro-estructura del espacio-tiempo, asumiendo una métrica fluctuante [42].

Este capítulo está dedicado al estudio del proceso de difusión guiado por colisiones en lugar de por fuerzas
estocásticas, es decir, a través de aproximar del término de colisión de la ecuación de Boltzmann relativista
para dos mezclas binarias diferentes y complementarias. El gas de Rayleigh, que es un sistema con condi-
ciones similares a las del movimiento Browniano, es decir, partículas pesadas no relativistas difundiéndose
en un gas de partículas ligeras relativistas y el gas de Lorentz que consiste en partículas ligeras relativistas
que se difunden en un gas de partículas pesadas no-relativistas. En ambos casos consideramos la evolu-
ción de la función de distribución. A través de algunas hipótesis simplificadoras el término de colisión de
la ecuación de Boltzmann puede aproximarse por un operador diferencial tipo Fokker-Planck, en donde
pueden reconocerse los coeficientes de transporte.

Se hace también un análisis del gas de una componente en la aproximación de pequeña transferencia de
momento y colisiones rasantes, que también permite una descripción tipo Fokker-Planck, pero en este caso
se mantiene la covarianza manifiesta, y se expresan así los correspondientes coeficientes de transporte.

4.2. Ecuación de Boltzmann relativista para una mezcla binaria

Para un gas simple compuesto por partículas de la misma especie que interactúan por pares a través de
colisiones, es posible escribir la ecuación de Boltzmann relativista calculando la diferencia en el número de
partículas que entran y salen de un elemento diferencial de volumen debido a las colisiones. Si partículas,
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4.2. Ecuación de Boltzmann relativista para una mezcla binaria

con momento pµ y pµ∗ , respectivamente, sólo interactúan a través de colisiones elásticas, podemos utilizar
la conservación del 4-momento para describir la colisión pµ+pµ∗ = p′µ+p′µ∗ , donde las cantidades primadas
indican que se evalúan después de la colisión.

Una característica esencial en el caso relativista es la necesidad de considerar las propiedades de trans-
formación correctas para las cantidades correspondientes ante transformaciones de Lorentz. Por ejemplo,
la función de distribución relativista f es un invariante de Lorentz [71, 74]. Esto puede verse porque el
número de partículas en el elemento de volumen no cambiará ante un cambio de marco de referencia.
También se puede demostrar [75], utilizando argumentos de simultaneidad y la restricción de la capa
de masa pµpµ = m2c2 = (p0)2 − |p|2, que el elemento de volumen en el espacio de fase es invariante
d3xd3p = d3x̃d3p̃, donde la tilde se refiere a cantidades vistas en el marco de referencia en movimiento.

Para un gas con partículas de masa m, cuatro-momento pµ = (p0,p), y coordenadas espacio-temporales
xµ = (ct,x), la función de distribución de una partícula f(xµ, pµ) = f(x,p, t) caracteriza el estado del
sistema, da el número de partículas dN = f(x,p, t)d3xd3p al tiempo t dentro del elemento de volumen
d3x ubicado en x con momento p en el rango d3p. La evolución de la función de distribución de una
partícula f está dictada por la ecuación de Boltzmann relativista [12, 13]

pµ
∂f

∂xµ
+m

∂fKµ

∂pµ
=

∫
(f ′f ′∗ − ff∗)Fσ dΩ

d3p∗
p0
∗
, (4.1)

donde f ′∗ = f(x,p′∗, t). σ es la sección eficaz diferencial del proceso de dispersión, mientras que Ω es
el ángulo sólido. Kµ denota una 4-fuerza externa mientras que F es el llamado flujo invariante, F =√

(pµ1pµ)2 −m4c4, y d3p1
p01

es la medida invariante (en la capa de la masa). Estaremos interesados en el
caso Kµ = 0 correspondiente a no tener fuerzas externas. Al lado derecho de (4.1) se le conoce como
integral de colisión. Escrita de esta manera, la ecuación de Boltzmann relativista es manifiestamente
covariante. Hay otra forma equivalente que no es manifiestamente covariante y que utilizaremos a lo largo
de este capítulo

∂f

∂t
+ vi

∂f

∂xi
+
∂(fFi)

∂pi
=

∫
(f ′f ′∗ − ff∗)gøσdΩd3p∗ = J (f, f), (4.2)

donde Fi son las componentes espaciales de la fuerza externa que en particular serán cero Fi = 0, y gø es
la velocidad de Møller [12, 13], que se relaciona con el flujo invariante a través de gø = cF

p0p0∗
y se reduce a

la velocidad relativa en el caso no relativista.

La evolución de una mezcla binaria está dictada por un sistema de ecuaciones de Boltzmann acopladas,
una por cada componente, teniendo del lado derecho dos integrales de colisión, una por la interacción con
partículas de la misma especie y otra que considera colisiones entre distintas especies

∂f

∂t
+ vi

∂f

∂xi
= J (f, f) + J (fG , f), (4.3)

∂fG
∂t

+ vi
G

∂fG
∂xi

= J (fG , fG) + J (f, fG), (4.4)
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4.3. Gas de Rayleigh - Movimiento Browniano relativista

Sin embargo, dadas las características de las mezclas que estudiamos aquí podemos hacer una suposición
conocida del caso no relativista [119, 120] y que podemos extender al caso relativista. La ecuación de
Boltzmann para la función de distribución de las partículas del gas no se ve afectada por la componente
que se difunde debido a que siempre se considera muy escasa en comparación con la especie que constituye
el gas de fondo, esta condición se expresa como n � nG , donde G indica el gas de fondo. Por tanto,
suponemos que el gas se mantiene en equilibrio y el lado derecho de la ecuación (4.4) se anula. La ecuación
para las partículas que se difunden contendrá únicamente el término correspondiente a interacciones entre
partículas de distintas especies, ya que el término de interacción entre las mismas partículas se desprecia
en (4.3) debido a que al ser escasas estas casi no interactúan. La ecuación de Boltzmann restante puede
escribirse como

∂f

∂t
+ vi

∂f

∂xi
+
∂(fFi)

∂pi
= f (0)

∫
(h′ − h)f (0)

G
gøσdΩd3pG = f (0)I, (4.5)

donde se supuso que la distribución de las partículas que se difunden se puede expresar como una desviación
del equilibrio f = f (0)h(p). De esta forma se puede hacer un desarrollo de Taylor de la desviación h′ =

h(pi + ∆pi) evaluada después de la colisión, alrededor del momento antes de la colisión pi, considerando
términos hasta de segundo orden. De este modo la diferencia h′ − h se escribe como:

h′ − h ≈ ∆pi
∂h

∂pi
+

1

2
∆pi∆pj

∂2h

∂pi∂pj
. (4.6)

Para continuar es necesario introducir la velocidad relativa definida de la siguiente forma

gi ≡ c
pi
G

p0
G

− c p
i

p0
, (4.7)

con esta velocidad se calcula la diferencia antes y después de la colisión

gi
′ − gi = c

(
pi
G

′

p0
G

− pi
′

p0

)
− c

(
pi
G

p0
G

− pi

p0

)
, (4.8)

de esta forma se aproximarán las diferencias en el momento de las partículas que se difunden en términos
de diferencias en la velocidad relativa. Sin embargo, en cada caso la aproximación será diferente. Esto
se debe en esencia a que el cociente entre las energías cambia en cada caso. Cuando una componente es
relativista y la otra no, el cociente entre las energías es p0

rel/p
0
norel � 1.

El paso final es identificar los coeficientes de transporte como las integrales de ciertas cantidades que, de
nuevo, en cada caso serán distintas. Estos serán simplemente los coeficientes del operador diferencial tipo
Fokker-Planck que reemplazara la integral de colisión.

4.3. Gas de Rayleigh - Movimiento Browniano relativista

El término movimiento Browniano usualmente se refiere al movimiento irregular que una partícula de
polen describe en un líquido, el cual fue observado por primera vez por el botánico escocés Robert Brown
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4.3. Gas de Rayleigh - Movimiento Browniano relativista

en 1827 [121]. Fue hasta 1905 que Einstein [122] y Smoluchowski [123] dieron bases teóricas a dichas
observaciones. Esta teoría fue confirmada experimentalmente en 1909 por J. Perrín [124] dando además
evidencia de la veracidad de la teoría atómica de la materia. El problema del movimiento Browniano ha
sido fundamental desde entonces hasta aplicaciones actuales en química, biología y ciencias sociales [125].
Particularmente el movimiento Browniano relativista puede aplicarse en física de plasmas y astrofísica,
por ejemplo en el análisis de los chorros relativistas, en correcciones al efecto Sunyaev-Zeldovich [32], en
la descripción de materia oscura [115] o en difusión en el plasma de quarks y gluones [34, 35].

En el caso no relativista el movimiento Browniano se estudia utilizando ecuaciones estocásticas en partic-
ular la ecuación de Langevin [126]. En este capítulo consideraremos el movimiento Browniano relativista
desde el punto de vista de la teoría cinética, es decir, veremos que una aproximación adecuada de la
ecuación de Boltzmann, utilizando las características del sistema, da lugar a un esquema equivalente al
movimiento Browniano conocido como el gas de Rayleigh en el caso no relativista. Este enfoque nos da
una alternativa a las generalizaciones relativistas de los procesos estocásticos como se hace en [117, 118],
de tal forma que la evolución al equilibrio del sistema estará dirigida por colisiones en lugar que por
términos estocásticos.

Para el caso del movimiento Browniano relativista [105] consideramos una mezcla binaria, donde uno de
sus constituyentes se toma como un gas de fondo formado por partículas ligeras relativistas, mientras
que la especie que se difunde se considera formada por partículas pesadas no relativistas, de tal forma
que la relación entre sus masas satisface mG � m y sus densidades n � nG . En la referencia [105] se
encontró que la difusión de las partículas Brownianas pesadas no relativistas, en un gas de partículas
ligeras relativistas, puede describirse con una generalización relativista de la ecuación de Fokker-Planck
a partir de la ecuación de Boltzmann relativista (4.2). En este caso la relación entre las energías resulta
ser p0

G
/p0

B
� 1, esto puede verificarse de la siguiente manera:

Primero se considera que al orden dominante la componente cero del momento de las partículas Brownianas
es el mismo antes y después de la colisión p0

B

′ ≈ p0
B
y por la conservación de la energía se tiene que p0

G

′ ≈ p0
G
.

De esta manera la ecuación (4.8) se escribe como

gi
′ − gi =

c

p0
G

(pi
′
G
− pi

G
)− c

p0
B

(pi
′
B
− pi

B
). (4.9)

Por otro lado se tiene la conservación de las componentes espaciales del momento

pi
′
G
− pi

G
= −

(
pi
′
B
− pi

B

)
. (4.10)

Al sustituir (4.10) en (4.9) se llega a

gi
′ − gi = −c

(
1

p0
G

+
1

p0
B

)
(pi
′
B
− pi

B
). (4.11)

Esta ecuación es la más general para la diferencia entre las velocidades relativas en el caso estudiado. Para
continuar es necesario introducir algunas aproximaciones en el término que involucra a las componentes
temporales en la última expresión (4.11).

49



4.3. Gas de Rayleigh - Movimiento Browniano relativista

Para aproximar es necesario recordar que la energía relativista de una partícula, es decir, la componente
temporal p0

B
, puede escribirse en términos de su energía en reposo mBc

2 y su energía cinética relativista
K en la siguiente forma

cp0
B

= mBc
2 + K. (4.12)

Por otra parte la energía relativista promedio de una partícula se puede obtener a partir del teorema de
equipartición que estudiamos en el capítulo 3, y está dado por la ecuación (3.67), que en d = 3 dimensiones
espaciales puede escribirse como

K = F3(z)kT, (4.13)

donde

F3(z) = zB
K3(zB )

K2(zB )
− zB − 1, (4.14)

donde como sabemos zB = mBc
2/kT . F3(z) es función de la temperatura acotada por 3

2 ≤ F3 ≤ 3. Las
cotas corresponden a los casos límite. El caso no relativista se obtiene al suponer bajas temperaturas
zB � 1, que corresponde a Kno rel = 3

2kT , mientras que el límite ultra relativista correspondiente a masas
pequeñas (o nulas) o temperaturas altas zB � 1 cuya energía es Kultra = 3kT . Con estos resultados
podemos hacer algunas observaciones. En una mezcla donde una de las componentes es no relativista y la
otra es un gas ultra relativista (semejante al caso estudiado en esta sección), se puede apreciar que, para
tener la misma temperatura uno de los gases cede energía: Kultra = 2Kno rel, [5].

Ahora bien, en el caso relativista genérico podemos estimar el orden de magnitud de la energía cinética
en relación con la temperatura usando los casos límite de F3. De esta manera se considerará la siguiente
aproximación para la energía cinética relativista

K ≈ kT, (4.15)

con esto la energía relativista (4.12) se escribe como

cp0
B
∼= mBc

2 + kT. (4.16)

Es preciso recordar que en el caso de estudio ambas especies están a la misma temperatura T . Como las
partículas pesadas que se difunden son no relativistas se cumple que

kT � mBc
2. (4.17)

Como están a la misma temperatura se puede sustituir la ecuación (4.16) para la energía de las partículas
del gas en (4.17) llevando a

cp0
G
−mGc

2 � mBc
2 ⇒

p0
G

mBc
� 1 +

mG

mB

. (4.18)
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4.3. Gas de Rayleigh - Movimiento Browniano relativista

Dada la relación entre las masas m � mG , el último término de (4.18) se desprecia y resulta la relación
buscada p0

G
/p0

B
� 1. Se tiene entonces una relación entre componentes temporales del 4-momento. Ahora

podemos aproximar (4.11) utilizando esta aproximación, con lo que obtenemos

∆gi = − c

p0
G

∆pi
B
⇒ ∆pi

B
= −

p0
G

c
∆gi. (4.19)

De esta forma el término integral (4.5) puede reemplazarse por un operador diferencial tipo-Fokker-Planck
como una aproximación a la integral de colisión1:

∂fB
∂t

+ vi
∂fB
∂xi

+ F i
∂fB
∂pi

= η

(
mBkT

∂2fB
∂pi∂pi

+
∂(fB p

i)

∂pi

)
, (4.20)

donde fB es la función de distribución para las partículas Brownianas mientras que η es el coeficiente de
fricción-viscosidad que fue encontrado en términos de integrales de colisión de cantidades microscópicas
propias del gas de fondo [105]

η =
2

3

nGπ

mB (mGkT )2K2(zG)

∫
σ(|pG |, χ)(1− cosχ) senχdχ e−

Uαp
α
G

kT |pG |
5d|pG |
p0
G

. (4.21)

La expresión (4.20) es idéntica a la ecuación de Fokker-Planck en el caso no relativista [119], [120], con
la diferencia únicamente en la definición del coeficiente de fricción-viscosidad y el momento relativista.
Además, esta ecuación es similar a aquella encontrada a partir de la generalización relativista de los
procesos estocásticos [117], [118], por ello que llamamos al sistema movimiento Browniano relativista. Lo
que expresa la expresión (4.21) es que el sistema formado por partículas relativistas y no relativistas,
evoluciona por colisiones del mismo modo que lo haría un sistema donde las partículas se difunden.

Para el caso particular de una sección transversal σ constante, el coeficiente de fricción-viscosidad η está
dado por [105]

η =
32πnGσkT

3mBcK2(zG)

e−zG

z2
G

(3 + 3zG + z2
G

), (4.22)

donde K2 son las funciones de Bessel modificadas de segunda clase, y zG = mGc
2/kT es el cociente entre

la energía en reposo y la energía térmica kT .

En el caso no relativista de bajas temperaturas zG � 1, se puede usar una expresión para la función
de Bessel de segunda clase como una serie2, así se obtiene la siguiente expresión para el coeficiente de
fricción-viscosidad

ηNR
∼=

32nGσ

3mB

√
2mGπkT

(
1 +

9

8zG
+

9

128z2
G

− 765

1024z3
G

+ . . .

)
. (4.23)

El término dominante de la serie en (4.23) corresponde a la forma conocida para el movimiento browniano
o gas de Rayleigh no relativista calculada previamente [119, 120] cuando σ = d2/4, con d el diámetro de
la esfera dura. Cabe mencionar que el inverso de η se le llama también la movilidad, [126].

1Los detalles pueden consultarse en el apéndice D.1
2Ver ecuación (C.21) del apéndice C.
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4.4. Ecuación de Fokker-Planck para el gas de Lorentz relativista

En el límite ultra relativista el parámetro zG � 1, condición satisfecha cuando la temperatura es muy
alta, la función de Bessel puede aproximarse3 de la siguiente manera

ηUR
∼=

16πnGσkT

mBc

(
1 +

z2
G

12
+
z4
G

64

(
1 + 4 ln

(zG
2

)
+ 4γe

)
−
z5
G

45
+ . . .

)
, (4.24)

donde γe = 0,577215664 . . . es la constante de Euler. Podemos notar que la dependencia en la temperatura
es distinta en cada caso (4.23) y (4.24).

Siguiendo el procedimiento que se describe en [127], obtenemos la solución a la ecuación de Fokker-Planck:

fB (pB , t) =
nB

[2mBπkT (1− e−2ηt)]
3
2

exp

[
−

(pi
B
− pi

0B
e−ηt)(piB − pi0Be

−ηt)

2mBkT (1− e−2ηt)

]
, (4.25)

donde pi
0B

es el momento inicial. En el límite cuando t� η−1 la ecuación (4.25) se reduce a la distribución
de Maxwell-Boltzmann, es decir, η−1 es el tiempo en que el sistema relaja al equilibrio. Notemos que las
correcciones relativistas a la función de distribución de las partículas Brownianas (4.25) se encuentran
en la correspondiente expresión para η. Si tomamos como ejemplo el caso no relativista (4.23) a primer
orden, tendríamos que el tiempo de relajación se modifica

η−1 ∼= η−1
0

(
1− 9

8
z−1
G

+ . . .

)
, (4.26)

donde η0 =
32n

G
σ

3m
B

√
2mGπkT , es el término dominante del coeficiente de fricción-viscosidad no relativista.

Podemos apreciar que la modificación relativista disminuye la magnitud del tiempo de relajación por un
término de orden z−1

G
, dicho en otras palabras los efectos relativistas desaparecen pasado un tiempo de

orden z−1
G

que en ese límite es muy pequeño.

4.4. Ecuación de Fokker-Planck para el gas de Lorentz relativista

Consideremos ahora el gas de Lorentz [128, 129], es decir, una mezcla binaria donde uno de los consti-
tuyentes se considera como gas de fondo y está conformada por partículas pesadas no relativistas con
masa en reposo mG , y la velocidad de cada partícula vG � c. La otra especie se considera relativista y
ligera, es decir con masa pequeña en comparación con la masa del gas de fondo m � mG , además la
densidad es mucho menor que la del gas de fondo n � nG . Claramente este sistema puede considerarse
como el caso complementario al estudiado en la sección anterior donde partículas pesadas no relativistas
se difunden en un gas de partículas ligeras relativistas.

Este sistema se ha utilizado para modelar un plasma débilmente ionizado o la termalización de partículas
en un baño térmico [130, 131, 132]. Algunas versiones relativistas se han estudiado en [12, 133, 134] y
[135], por ejemplo, para el caso de un haz de electrones en un plasma relativista. En [133] se hace un

3Ver ecuación (C.24) del apéndice C.
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4.4. Ecuación de Fokker-Planck para el gas de Lorentz relativista

análisis para identificar a una ecuación de Fokker-Planck para el gas de Lorentz relativista en el que la
distribución es una función del 4-momento. Esto permite dividir de forma aditiva la dependencia de la
energía y el impulso espacial; a continuación, cada parte obedece a una ecuación correspondiente Fokker-
Planck. Los términos de la parte de la energía pueden ser identificados en el límite no relativista con el
obtenido por Chapmann y Cowling [129].

En esta sección estudiaremos el sistema de manera análoga al sistema de la sección anterior. En [47], se
encontró que la difusión de las partículas ligeras relativistas, en un gas de partículas pesadas no relativistas,
puede describirse con una generalización relativista de la ecuación de Fokker-Planck a partir de la ecuación
de Boltzmann relativista (4.2), siguiendo el mismo procedimiento que se utilizó al estudiar el sistema de
la sección anterior. En este caso la relación entre las energías resulta ser p0/p0

G
� 1, que es el inverso

del caso de partículas Brownianas. Esto significa que la diferencia en el momento de las partículas que se
difunden puede aproximarse de la siguiente forma

∆gi ∼= −c
∆pi

p0
. (4.27)

Esta relación involucra sólo la componente cero del 4-momento de las partículas que se difunden en
comparación con el movimiento browniano relativista discutido en la sección anterior para que en lugar
de p0 se tiene p0

G
. Ahora es necesario incorporar esta aproximación en (4.8) para determinar la integral

I. Esto se hace en detalle en el apéndice D.2. De los resultados del apéndice I se puede escribir como un
operador diferencial:

I = −Ci ∂h
∂pi

+Dij ∂2h

∂pi∂pj
(4.28)

donde

Ci ≡ 2πc
|p|
p0
nGa1

[
1 + 2

(
p0

|p|

)2
kT

mGc
2

]
pi, (4.29)

Dij ≡ πnG
2
c
|p|
p0

{[
pipj (4a1 − 3a2)− a2η

ij |p|2
]

+

1

2

(
p0

|p|

)2
kT

mGc
2

[
5pipj (4a1 − 3a2)− ηij |p|2 (8a1 + 5a2)

]}
. (4.30)

En la ecuación (4.29) y (4.30) se introdujeron las siguientes integrales

a1 (|p|) =

∫
σ (|p|, χ) (1− cosχ) sinχdχ, (4.31)

a2 (|p|) =

∫
σ (|p|, χ) sin3 χdχ, (4.32)

ambas contienen a la sección eficaz σ (|p|, χ) y será necesario especificarla para obtener su valor explícito.

Nuestro objetivo será aproximar la integral de colisión de la ecuación de Boltzmann (4.5) por un operador
diferencial. Después de un cálculo largo pero elemental que consiste de reorganizar de las funciones h y
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4.4. Ecuación de Fokker-Planck para el gas de Lorentz relativista

f (0) para expresar el producto f (0)I en términos de f y sus derivadas, se obtiene que el lado derecho de
la ecuación de Boltzmann (4.5) se aproxima por la siguiente expresión:

∂f

∂t
+

∂

∂pi
(F i f) = Dij ∂2 f

∂pi∂pj
−Ai ∂f

∂pi
− νf, (4.33)

donde se definen

Ai ≡ Ci +
2c

kTp0
Dijpj , (4.34)

ν ≡ c

kTp0

{
Dij

[
ηij +

pipj
(p0)2

(
1− cp0

kT

)]
− Cipi

}
. (4.35)

Haciendo uso de (4.29) y (4.30) tenemos que Ai y ν pueden escribirse como:

Ai = η̃ pi

[
1− 2

(
1− a2

a1

)
cp0

kT

(
|p|
p0

)2

− 2

(
p0

|p|

)2
kT

mGc
2

−7

(
p0

p0
G

)(
1− 5

14

a2

a1

)]
, (4.36)

ν = η̃
cp0

kT

(
|p|
p0

)2
{(

1− a2

2a1

)(
1− cp0

kT

)(
|p|
p0

)2

+
7

2

kT

mGc
2

(
1− 5

14

a1

a2
−
(
p0

|p|

)2
)
− 7

2

p0

p0
G

}
, (4.37)

donde podemos factorizar el coeficiente de fricción-viscosidad η̃ en función del momento de la difusión de
partículas:

η̃ (|p|) ≡ 2πnG c
|p|
p0

a1 (|p|) . (4.38)

La ecuación (4.33) es una ecuación generalizada tipo Fokker-Planck, donde Dij es el tensor de difusión,
Ai es el vector de fricción dinámica, además de un término adicional proporcional a f cuyo coeficiente
ν puede asociarse a un frecuencia característica o un tiempo de relajación de manera similar que en el
modelo BGK [114].

Todos los coeficientes (4.30), (4.36) y (4.37) son funciones de |p| y para determinarlos expresamente
necesitamos especificar la sección eficaz diferencial. Vamos a utilizar el modelo de esferas duras donde
σ es constante4. Con esta aproximación a la integración en el ángulo χ, las integrales en (4.31)-(4.32)
pueden efectuarse dando como resultado

a1 = 2σ y a2 =
4

3
σ. (4.39)

4Para una justificación física de esta aproximación véase, por ejemplo la elección de la sección transversal de la dispersión
de fotones en un gas de electrones no relativistas en [12].
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Por lo tanto los coeficientes correspondientes para este caso son

Dij = η̃HS

[(
pipj − |p|

2

3
ηij
)

+
5

4

(
p0

|p|

)2
kT

mGc
2
×

(
pipj − 58

15
|p|2ηij

)]
, (4.40)

Ai = η̃HS p
i

[
1− 2

3

cp0

kT

(
|p|
p0

)2

−
(
p0

|p|

)2
kT

mGc
2
− 16

3

p0

p0
G

]
, (4.41)

ν = η̃HS
c|p|2

kTp0

[
2

3

(
1− cp0

kT

)(
|p|
p0

)2

+
7

2

kT

mGc
2
×(

16

3
−
(
p0

|p|

)2
)
− 7

2

p0

p0
G

]
, (4.42)

donde el coeficiente de fricción-viscosidad, para sección transversal constante

η̃HS = 4πnGc
|p|
p0

σ. (4.43)

Hay que notar que los coeficientes (4.40)-(4.42) tienen varias contribuciones. Por ejemplo, el tensor de
difusión tiene dos términos, uno multiplicado por (β2zG)−1, donde recordemos que β ≡ |p|/p0. El vector
de fricción y la frecuencia característica también tienen un término como éste, pero para estos coeficientes
hay otra contribución del orden p0/p0

G
� 1 de la cual se puede prescindir debido a la aproximación de

gas de Lorentz.

De la ecuación (4.43) vemos que el coeficiente de fricción-viscosidad η̃ no depende de la temperatura, a
diferencia del caso anterior del movimiento browniano relativista (4.23), donde η ∝ kT . En este caso, η̃
depende de la velocidad de la partícula del componente que se difunde |p|/p0 = v/c. Físicamente esta
diferencia puede considerarse razonable. De hecho, en el caso de partículas brownianas no relativistas que
se difunden en un gas relativista, la velocidad de las partículas brownianas es aproximadamente igual
a cero, en promedio, y por lo tanto no contribuyen a los coeficientes correspondientes que resultan ser
proporcionales a la temperatura. En el caso del gas de Lorentz la situación se invierte, de los coeficientes
correspondientes se espera que sean proporcionales a la velocidad de las partículas que se difunden, ya que
al ser relativistas tienen velocidades altas en comparación con el componente del gas. Este comportamiento
marca la diferencia entre las dos situaciones complementarias. Como podemos ver de la expresión (4.43),
el coeficiente fricción-viscosidad en el límite ultra relativista es constante y proporcional a la velocidad de
la luz. En el régimen no relativista este coeficiente es proporcional a la velocidad de las partículas que se
difunden [130].

Ahora se describen brevemente los casos límite no relativista y ultra-relativista de Dij , Ai y ν correspon-
dientes a las expresiones (4.40), (4.41) y (4.42), respectivamente. Notemos que cada coeficiente incluye un
par de términos que contienen, un factor de (kT/mGc

2)(p0/|p|)2 y c|p|2/kTp0. En ambos casos límite el
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4.5. Ecuación de Fokker-Planck manifiestamente covariante para el gas simple

término correspondiente al primer factor es despreciable. En el caso no relativista, esto se debe al hecho de
que el factor tiene la forma (kT/mv2)(m/mG) ∼ m/mG � 1, donde kT/mv2 ∼ kT/〈mv2〉 ∼ 1. Por otra
parte, en el caso ultra-relativista p0/|p| ∼ 1 y, puesto que el gas de fondo es no-relativista, kT/mGc

2 � 1,
esto hace que el primer factor sea despreciable también en este límite. El segundo factor en ambos casos
adopta la forma del cociente entre la energía correspondiente y energía térmica, kT . En este punto, en el
caso no relativista tenemos

Dij
NR

= η̃NR

(
pipj − |p|

2

3
ηij
)
, (4.44)

Ai
NR

= η̃NRp
i

(
1− 2

3

mv2

kT

)
, (4.45)

νNR = −2

3
η̃NR

(
mv2

kT

)2

, (4.46)

donde η̃NR = 4πnGv σ. Mientras que en el límite ultra relativista son

Dij
UR

= η̃UR

(
pipj − |p|

2

3
ηij
)
, (4.47)

Ai
UR

= η̃URp
i

(
1− 2

3

cp0

kT

)
, (4.48)

νUR =
2

3
η̃UR

cp0

kT

(
1− cp0

kT

)
, (4.49)

donde η̃UR = 4πnGc σ. Es interesante que en ambos casos límite, el tensor de difusión y el vector de fricción
dinámica tienen la misma forma respectivamente, con el único cambio, en el límite no relativista la energía
es de mv2, mientras que en el relativista tiene la forma cp0. Por otro lado, la frecuencia característica ν,
se comporta de forma cuadrática en la relación entre las energías cinética y térmica correspondiente, en
ambos casos límite (4.46) y (4.49).

4.5. Ecuación de Fokker-Planck manifiestamente covariante para el gas
simple

Un sistema que también admite una descripción a través de una ecuación de Fokker-Planck es el gas simple
relativista que estudiamos en el capítulo 3, pero ahora en una situación no en equilibrio, pero cercana
a él. En particular para este sistema puede escribirse una ecuación de Fokker-Planck covariante. Una
formulación covariante es ventajosa ya que permite una mejor comprensión y manejo de las cantidades
físicas asociadas a los sistemas relativistas.

Para obtener el operador de Fokker-Planck para el caso de un gas simple se puede considerar que la
transferencia de momento es pequeño durante las colisiones entre las partículas, como se realizó en las
referencias [105] o [129, 136, 137] para el caso no relativista.
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En la referencia [105] el término de colisión relativista, en una versión no manifiestamente covariante, se
aproximó por un operador de Fokker-Planck y únicamente se argumentó la forma cómo se podría conseguir
una forma covariante. En esta sección seguiremos la metodología de [105] manteniendo la covarianza
manifiesta en cada etapa del análisis, es decir, utilizamos vectores de espacio-tiempo en lugar de los
vectores espaciales como en [105]. Esto nos permite deducir una generalización covariante relativista de
la relación de fluctuación-disipación Einstein entre los coeficientes de fricción y difusión [49].

Consideremos una partícula del gas que se caracteriza por sus coordenadas espacio-tiempo xα1 y los
componentes de sus 4-momento pα1 . Como vimos en el capítulo 3 la evolución de f se rige por la ecuación
de Boltzmann relativista (4.1) que puede ser reescrita en forma ligeramente distinta

pα1
∂f1

∂xα1
+m1

∂(f1K
α)

∂pα1
= 2

∫
(f ′2f

′
1 − f2f1)δ

(
p2µp

µ
2 −m

2c2
)
H(p0

2)FσdΩd4p2, (4.50)

donde H(p0
2) es la función escalón unitario de Heaviside que se introduce para considerar sólo energías

positivas al integrar en p0
2. La presencia de la función delta de Dirac toma en cuenta la condición de la

capa de masa (p0
2)2 − p2

2 = m2c2.

Para aproximar la integral de colisión suponemos que durante la colisión de dos partículas su momento
pα1 , pα2 se modifica únicamente por pequeñas cantidades ∆pα1 y ∆pα2 , de tal manera que la función de
distribución f ′ = f(p′α) puede desarrollarse alrededor del momento antes de la colisión. Truncando hasta
términos de segundo orden en ∆pα1 obtenemos

f
(
p′α1
)

= f (pα1 + ∆pα1 ) = f(pα1 ) + ∆pα1
∂f1

∂pα1
+

1

2
∆pα1 ∆pβ1

∂2f1

∂pα1∂p
β
1

, (4.51)

donde f1 = f(pα1 ). Antes de insertar (4.51) en el término de colisión (4.50), es útil introducir un nuevo
conjunto de variables. Estas son el momento total y el momento relativo de las partículas, que se definen
de la siguiente manera

Pα = pα2 + pα1 , Qα = pα2 − pα1 , (4.52)

pα1 =
1

2
(Pα −Qα) , pα2 =

1

2
(Pα +Qα) . (4.53)

Además, estas variables satisfacen las siguientes relaciones [12]

Pα = P ′α, PαQα = P ′αQ′α = 0, and P 2 = PαPα, Q2 = −QαQα. (4.54)

Así, los momentos transferidos ∆pα1 and ∆pα2 pueden escribirse en términos del momento relativo

∆pα1 = p′α1 − pα1 = −1

2
∆Qα, ∆pα2 = p′α2 − pα2 =

1

2
∆Qα. (4.55)

Con las ecuaciones (4.51) y (4.55) podemos reescribir el integrando de la integral de colisión en la forma

f ′2f
′
1 − f2f1 = ∆Qα

∂

∂Qα
(f1f2) +

1

2
∆Qα∆Qβ

∂

∂Qα
∂

∂Qβ
(f1f2), (4.56)
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donde identificamos
∂

∂Qα
=

1

2

(
∂

∂pα2
− ∂

∂pα1

)
. (4.57)

Usando estas variables, podemos calcular las integrales sobre los ángulos dΩ = sinχdχdε, donde en este
caso χ es el ángulo de dispersión. Para realizar los cálculos, elegimos coordenadas tales que las componentes
espaciales del momento total son cero, el sistema de referencia donde esto ocurre se conoce como el marco
del centro de momento:

Pα → (P 0,0), Qα → (0,Q), (4.58)

la segunda relación en (4.58) se sigue de las propiedades (4.54). Necesitamos una expresión para ∆Qα, en
este marco de referencia. Asumiendo que Q esta sobre el eje x3, y escribiendo Q′ en coordenadas esféricas,
obtenemos

Qα → Q


0
0
0
1

 , Q′α → Q


0

sinχ cos ε
sinχ sin ε

cosχ

 , ⇒ ∆Qα → Q


0

sinχ cos ε
sinχ sin ε
cosχ− 1

 . (4.59)

Podemos integrar sobre los ángulos χ y ε tal que∫
∆Qαdεσ sinχdχ = −QαΦ, (4.60)

donde

Φ = 2π

∫
(1− cosχ)σ sinχdχ, (4.61)

Notamos que el producto ∆Qα∆Qβ puede arreglarse como la siguiente matriz

Q2


0 0 0 0
0 sin2 χ cos2 ε sin2 χ cos ε sin ε (cosχ− 1) sinχ cos ε
0 sin2 χ cos ε sin ε sin2 χ sin2 ε (cosχ− 1) sinχ sin ε
0 (cosχ− 1) sinχ cos ε (cosχ− 1) sinχ sin ε (cosχ− 1)2

 , (4.62)

integramos entonces cada componente sobre el ángulo ε para llegar a lo siguiente

∫
∆Qα∆Qβdεσ sinχdχ = Q2

∫ 
0 0 0 0
0 π sin2 χ 0 0
0 0 π sin2 χ 0
0 0 0 2π(cosχ− 1)2

σ sinχdχ. (4.63)

A continuación nos limitamos a la aproximación de colisión rasante (como en el caso no relativista [136]),
de modo que el ángulo de dispersión es pequeño y por lo tanto se satisface la siguiente aproximación

cosχ− 1 ' −1

2
χ2, sin2 χ ' 2(1− cosχ), (4.64)
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como el término (cosχ − 1)2 es de orden χ4 puede despreciarse. Ahora podemos expresar la matriz del
lado derecho de (4.63) en el marco del centro de momento

0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

→ −(ηαβ − PαP β

P 2
+
QαQβ

Q2

)
, (4.65)

donde ηαβ = diag{+,−,−,−} es la métrica plana de Minkowski. De este modo la integral (4.63) se vuelve∫
∆Qα∆Qβdεσ sinχdχ = −Q2

(
ηαβ − PαP β

P 2
+
QαQβ

Q2

)
Φ, (4.66)

Las integrales (4.60) y (4.66) pueden relacionarse calculando la divergencia de (4.66), obteniendo el si-
guien-te resultado

∂

∂Qα

∫
∆Qα∆QβdεFσ sinχdχ = −2FΦQβ. (4.67)

Usando la ecuación (4.60) en el lado derecho de (4.67) se puede escribir

∂

∂Qα

∫
∆Qα∆QβdεFσ sinχdχ = 2

∫
∆QβdεFσ sinχdχ. (4.68)

Al sustituir (4.68) en la integral de colisión (4.51), podemos factorizar una segunda derivada∫
∂

∂Qα

∫ [
∂

∂Qβ
(f1f2)

]
∆Qα∆Qβδ

(
P 2 −Q2 − 4m2c2

)
H(P 0)FσdΩd4p2. (4.69)

Para volver a las variables originales, p1, p2, utilizamos (4.57). En estas variables los términos que con-
tienen la derivada de p2 desaparecen debido al teorema de la divergencia. Finalmente se tiene la ecuación
diferencial de Fokker-Planck manifiestamente covariante que ha resultado de una aproximación en la
integral de colisión [49]:

pα1
∂f1

∂xα1
+m

∂(f1K
α)

∂pα1
= − ∂

∂pα1
(f1A

α) +
∂2

∂pα1∂p
β
1

(
f1D

αβ
)
, (4.70)

donde los coeficientes de transporte se definen como

Aα = 2

∫
f2∆pα1 δ

(
p2µp

µ
2 −m

2c2
)
H(p0

2)FσdΩd4p2, (4.71)

Dαβ =

∫
f2∆pα1 ∆pβ1 δ

(
p2µp

µ
2 −m

2c2
)
H(p0

2)FσdΩd4p2, (4.72)

donde se hizo uso de (4.55) para expresar ∆Qα en términos de ∆pα1 . Aα se conoce como el vector de fricción
dinámica, y Dαβ es el tensor de difusión. Como se adelantó en [105], en el marco del centro momento se
tiene ∆p0

1 = 0 y la ecuación (4.70) puede reducirse al caso conocido puramente espacial [105, 138].

La ecuación (4.70) puede tomar la forma de una ecuación de continuidad en el espacio de momentos

pα1
∂f1

∂xα1
= − ∂

∂pα1
Sα, (4.73)
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con Sα el flujo de densidad de partículas definido como

Sα = f1 (Aα +mKα)− ∂

∂pβ1

(
f1D

αβ
)
. (4.74)

Si no hay fuerzas externas Kα = 0 se puede buscar la solución estacionaria y espacialmente homogénea
cuando Sα = 0. Esto conduce a

Aα = Dαβ ∂ ln f

∂pβ1
+

∂

∂pβ1

(
Dαβ

)
. (4.75)

Al igual que en el caso no relativista [136, 137], podemos introducir consideraciones de isotropía para
representar los coeficientes de transporte de la siguiente forma

Aα =
A

m
pα, Dαβ = −Dηαβ, (4.76)

donde A es el coeficiente de difusión, m es la masa en reposo de las partículas, y D es el coeficiente de
difusión, que está relacionado con la traza del tensor de difusión a través de D = −4Dα

α. Al sustituir
(4.76) en (4.75) es fácil ver que

A

m
pα = −Dηαβ ∂ ln f1

∂pβ1
. (4.77)

Para continuar tenemos que realizar la derivada en (4.77) y para ello necesitamos la función de distribución
f1 para el caso estacionario y homogéneo. Ahora, la condición Sα = 0 corresponde a la situación de
equilibrio, donde el término de colisión desaparece. Por lo tanto en equilibrio, podemos hacer uso de la
función de distribución Jüttner que obtuvimos en el capítulo anterior (3.41), que en d = 3 es

f(p) =

√
NµNµ

2c(mc)3K2 (mcΘ)

(
mcΘ

2π

)
e−Θαpα , (4.78)

donde Θα = Uα

kT . Con la sustitución de (4.78) en (4.77) se obtiene que el vector de fricción se puede escribir
como

Aα =
A

m
pα = DΘα = −4Dβ

βΘα. (4.79)

Esta es una generalización de la relación fluctuación-disipación de Einstein entre los coeficientes de fricción
y difusión [122, 126] que en el caso no relativista tiene la forma D = kTA. Como se muestra en [49, 105],
esta expresión aparece cuando tomamos el límite no relativista del producto de la ecuación (4.79) por pα,
es decir, A = D

mc2
Θαpα.

4.6. Discusión

La necesidad de interpretar ciertos fenómenos astrofísicos y de altas energía de corriente nos conduce
naturalmente a investigar más a fondo la incorporación de los principios de la teoría cinética con los de la
relatividad. En particular, al estudiar la ecuación de Boltzmann relativista puede resultar útil aproximar
el término de colisión por un operador diferencial tipo Fokker-Planck ya que en este se puede estudiar
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el comportamiento de los coeficientes de transporte correspondientes que acompañan a la función de
distribución y a sus derivadas.

En este capítulo hemos considerado aproximar el término de colisión de la ecuación de Boltzmann re-
lativista para dos mezclas binarias con condiciones distintas y complementarias. El punto de partida
de nuestro análisis es la ecuación de Boltzmann relativista en el que la distribución es una función de
momento espacial, utilizando la condición de la capa de masa. Las mezclas binarias se describen por un
conjunto de dos ecuaciones de Boltzmann acopladas, una para cada componente.

Dadas las características de los sistemas estudiados, la integral de colisión de la ecuación de Boltzmann
correspondiente se redujo, primero a una integral de colisión de la interacción entre partículas de distinta
especie. En ambos casos el gas de fondo se considera en equilibrio. En el término de colisión restante se
hace un desarrollo de Taylor de la función de distribución, hasta segundo orden, es de ahí que aparece
el operador diferencial. Para identificar los coeficientes de transporte es necesario realizar las integrales
restantes; es aquí donde cada caso estudiado sigue distintas aproximaciones en relación con el cociente de
energías entre los componentes de la mezcla.

El primer caso corresponde al gas de Rayleigh o movimiento Browniano relativista que consiste en una
componente diluida formada por partículas pesadas no relativistas difundiéndose en un gas en equilibrio
de partículas ligeras que sí son relativistas [105]. Se encontró que la integral de colisión se aproxima por
una ecuación de Fokker-Planck cuyo coeficiente es llamado coeficiente de fricción-viscosidad η para el cual
se obtuvo una expresión en el caso de sección transversal constante. Además se obtuvieron los casos límite
ultra relativista y no relativista. En este último el término dominante coincide con lo conocido para el
gas de Rayleigh [119, 120].

Es necesario enfatizar que en el gas de Rayleigh relativista analizado aquí, la relajación al equilibrio del
sistema está dada por colisiones y no por procesos estocásticos relativistas como en [117, 118]. Como es bien
sabido la ecuación de Fokker-Planck en el caso no relativista aparece como una aproximación a la ecuación
de Chapman-Kolmogorov que es la ecuación central de los procesos de Markov. Esta aproximación consiste
en suponer que la evolución estocástica en Chapman-Kolmogorov se da a través de saltos infinitesimales
en un proceso de difusión. Saltos discontinuos o de diferente naturaleza añaden derivadas de órdenes
superiores a la ecuación de Fokker-Planck, esto se conoce como expansión de Kramers-Moyal [139, 140].
Podemos preguntarnos si las ecuaciones relativistas en las referencias [117, 118, 141] son únicamente
analogías matemáticas de las ecuaciones Fokker-Planck y Langevin. Esto debido a que, además de que su
interpretación física es confusa y no se ha llegado a un consenso en la comunidad [118], no parece haber
algún principio fundamental detrás de ellas como en el caso de la ecuación de Chapman-Kolmogorov no
relativista. La ventaja de nuestro enfoque es que podemos describir la difusión en el sistema a través de
aproximaciones físicas sin necesidad de introducir generalizaciones poco claras de los procesos estocásticos.

El segundo caso considerado fue un gas de Lorentz relativista, que está formado por dos componentes uno
de los cuales está formado por partículas ligeras relativistas que se difunden en un gas en equilibrio que
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se compone de partículas más pesadas y no relativistas cuyo equilibrio se describe por la distribución no-
relativista de Maxwell-Boltzmann. Este sistema ha sido considerado previamente en la literatura [133, 12].
A diferencia de los casos antes estudiados en este caso llegamos a una ecuación de Fokker-Planck (4.33)
que contiene un término sin derivada de la función de distribución. Ese tipo de términos han sido utilizados
en la literatura para modelar fuerzas motrices [142], tasas de creación o aniquilación, tasas de crecimiento
[143], tasas de reacción [132], y procesos de producción en general. Es común utilizar este tipo de términos
para describir efectos de retardo o memoria [144]. En la referencia [145] se estudia un sistema difusivo con
un término que codifica la fuerza de la memoria, análogo a nuestro coeficiente ν. Aunque en este trabajo
los coeficientes son constantes, el inverso de este coeficiente también corresponde al tiempo de decaimiento
del sistema y da lugar a soluciones estacionarias no triviales que dependen de la distribución inicial. Hasta
donde sabemos no se conoce hasta la fecha cuál es el papel de dichos términos en los sistemas relativistas
y su análisis a fondo se deja como perspectiva.

Los coeficientes (4.30), (4.36) y (4.37) delante de la función de distribución y sus derivadas resultan ser
funciones del momento espacial de acuerdo con la literatura en el caso no-relativista [129, 130], así como
en el caso relativista [133]. Para continuar el análisis hemos utilizado una sección transversal constante
obteniendo coeficientes bastante simples en la que dos contribuciones se pueden distinguir fácilmente,
cada uno multiplicado por los factores de (kT/mGc

2)(p0/|p|)2 y c|p|2/kTp0, respectivamente, y que son
cualitativamente similares a los de [133] para los términos de la energía y el impulso espaciales. Nos dimos
cuenta de los primeros factores, es decir, (zGβ

2)−1, son los mismos en la contribución de la energía que
[133], y puede ser despreciado en el límites ultra y no relativista. El segundo factor no puede despreciarse
y resulta ser, en ambos casos, la relación entre una energía cinética correspondiente y la energía térmica
kT . Sin embargo, no debemos esperar que estas cantidades coincidan con las calculadas en [133] debido a
que la naturaleza de las aproximaciones utilizadas es distinta en ambos tratamientos. Sorprendentemente
en nuestro trabajo, así como en [133] aparece un término sin derivada de la función de distribución.
Nuestra frecuencia característica ν delante de dicho término, (4.42), tiene un comportamiento cuadrático
en la relación entre las energías cinética y térmica correspondiente, tanto para los casos límite ultra y
no relativista. Para el tensor de difusión Dij y el vector de fricción dinámica Ai encontramos que estas
cantidades tienen la misma forma, en ambos casos ultra-relativista y no relativista, variando sólo la
energía correspondiente como se puede ver en (4.44)-(4.45) y (4.47)-(4.48). El comportamiento general de
los coeficientes de arriba (4.30), (4.36) y, en particular, ν, (4.37), se deja abierto para investigar en detalle
en trabajos posteriores.

Por otra parte, como un trabajo a futuro sería claramente útil para estudiar una versión manifiestamente
covariante en el análisis anterior. A menudo es gratificante hacerlo no sólo para comprender mejor las
características importantes del sistema relativista, sino de aclarar las cuestiones relacionadas con el cambio
de marcos de referencia (Véase, por ejemplo [46, 48]). En esa dirección se mostró como obtener un operador
de Fokker-Planck manifiestamente covariante para el gas relativista de una componente en la aproximación
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de colisiones rasantes, cercano al equilibrio. Nuestro punto de partida fue la versión covariante de la
ecuación de Boltzmann (4.50), donde se hizo un desarrollo de Taylor del término de colisión considerando
pequeña la transferencia de momento, es decir, desviaciones de la distribución manifiestamente covariante
(3.41) obtenida en el capítulo 3. Finalmente se pudieron reconocer los coeficientes de transporte como los
momentos de la distribución (4.71) y (4.72). Además, este enfoque lleva a una expresión covariante (4.79)
que generaliza la relación de fluctuación-disipación de Einstein.
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5
Termodinámica estadística de sistemas simples
cuantizados por lazos

La capacidad de la física estadística para relacionar información microscópica de un sistema con su co-
rrespondiente descripción macroscópica resulta una idea atractiva para intentar relacionar la posible mi-
croestructura del espacio-tiempo con su correspondiente descripción macroscópica que aporta la relativi-
dad general.

Entre las propuestas de teorías cuánticas de la gravedad se tiene una que es independiente del espacio-
tiempo de fondo: la llamada gravedad cuántica de lazos. En esta propuesta el esquema de cuantización
adoptado no es equivalente a la cuantización usual de Schrödinger de la mecánica cuántica. La aplicación
de este esquema a sistemas simples con un número finito de grados de libertad se conoce como mecánica
cuántica “polimérica”1. Tales modelos capturan algunas características de la cuantización por lazos de
la gravedad. Resulta entonces relevante investigar las condiciones bajo las cuales los dos enfoques, el
polimérico y el Schrödinger, producen los mismos resultados físicos, en particular para sistemas simples
como el oscilador armónico y otros. En este capítulo estudiamos la termodinámica de dos modelos formados
por sistemas unidimensionales cuantizados por lazos: un ensamble de osciladores armónicos que puede
modelar vibraciones en un cristal o radiación, y un gas ideal de partículas contenido en una caja de
volumen fijo.

Las modificaciones “poliméricas” de las cantidades termodinámicas con respecto a las usuales, están rela-
cionadas con una escala de longitud que aparece en la cuantización por lazos. Este parámetro puede
interpretarse, por un lado, como una escala fundamental como la longitud de Planck (`p =

√
G~/c3 ≈

10−33cm), o bien, como un regulador para renormalizar el modelo y obtener su límite continuo.

Además de los factores numéricos que dependen de las aproximaciones introducidas, estas modificaciones

1Es conviene aclarar que los lazos de este esquema de gravedad cuántica, corresponden a gráficos encajados en el espacio
(esto se precisará más adelante). Estos proveen un espectro discreto para los operadores geométricos como el de área y el
de volumen. Estos gráficos asemejan estructuras poliméricas, de ahí el uso de tal vocablo.
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se pueden identificar con otras obtenidas en la literatura bajo la suposición de la existencia de una longitud
mínima y el correspondiente principio de incertidumbre generalizado. Mostramos que esta coincidencia se
puede explicar a la luz de la versión en la cuantización por lazos de la relación de incertidumbre. Nuestros
modelos indican que este resultado para el análisis de muchos cuerpos de un sistema simple polimérico
cuántico puede ser genérico.

5.1. Introducción

El principal objetivo de la física estadística es obtener información macroscópica de un sistema a partir de
la dinámica de sus componentes microscópicos. Como hemos visto en los capítulos anteriores estos métodos
pueden extenderse al régimen relativista y a muchos otros sistemas [146]. En vista de ello resulta atractiva
la idea de intentar relacionar la posible micro-estructura del espacio-tiempo que surge en propuestas de
cuantización de la gravedad, con su correspondiente descripción macroscópica que aporta la teoría de la
relatividad general. Un ejemplo de ello, donde se utilizan métodos de la física estadística es la llamada
gravedad estocástica [42]. En este enfoque se generaliza la ecuación de Einstein incluyendo un término
estocástico que modela las fluctuaciones cuánticas del espacio-tiempo. Este término induce desviaciones
a las geodésicas clásicas de partículas que se propagan en el espacio-tiempo. Es decir, este enfoque hace
una analogía con las ecuaciones estocásticas de Langevin [126] que gobiernan el movimiento Browniano2.

Uno de los propósitos más importantes de la gravedad cuántica es investigar la descripción de la estructura
del espacio-tiempo a la escala de Planck (`p =

√
G~/c3 ≈ 10−33cm). Entre las propuestas para cuantizar

la gravitación se encuentra la llamada gravedad cuántica de lazos [147, 148], la cual surge al combinar la
mecánica cuántica y la relatividad general en un esquema canónico independiente del espacio-tiempo de
fondo3. Un resultado crucial de esta propuesta es que los operadores cuánticos de entes geométricos como
la longitud, el área y el volumen tienen un espectro discreto.

El principal éxito de este enfoque ha sido el evitar la singularidad clásica asociada con el Big Bang que
surge en un tratamiento clásico basado en la Relatividad General. En lugar de la singularidad clásica
se obtiene un rebote cuántico o Big Bounce por donde la dinámica continúa [149, 150, 151, 152]. Hay
también algunos avances en la descripción cuántica de hoyos negros, se ha calculado la entropía de un
agujero negro de Schwarzschild a partir de bases microscópicas recuperando la fórmula de Bekenstein-
Hawking [153, 154, 155].

En ambos casos la termodinámica tanto en equilibrio como fuera de éste, juega un papel clave en la
descripción de dichos sistemas, por ejemplo al estudiar el proceso final de evaporación de agujeros negros
[39]. Concretamente en el estudio de la historia térmica del universo, una de las etapas más interesantes
de los inicios del universo son los orígenes de los fondos de partículas primordiales [28], [67]. Como es bien

2Como se vió en el capítulo 4 hay alternativas al uso de ecuaciones estocásticas en la descripción del movimiento Brow-
niano, en particular en su versión relativista.

3Para una revisión sobre este tema ver el apéndice E.
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conocido en la cosmología inflacionaria, las perturbaciones de densidad y las ondas gravitacionales son
consistentes con las observaciones del Fondo Cósmico de Microondas (CMB) y podría explicar el origen de
la estructura en el universo [156]. Actualmente es de gran interés el estudio de los remanentes estocásticos
de gravitones y sus propiedades estadísticas [157], [158]. De hecho, en la cosmología cuántica de lazos, la
etapa inflacionaria puede aparecer como un efecto de la geometría cuántica [159], [160]. Además, se han
calculado diversas contribuciones al espectro de gravitones producido durante el período superinflacionario
en el esquema de la cosmología de lazos [161], [162], [163], [164].

Claramente es de interés comprender la descripción termodinámica de los sistemas cuantizados en forma
polimérica o por lazos, en particular los sistemas simples pueden ser más fáciles de explorar. La cuanti-
zación por lazos aplicada a un sistema con un número finito de grados de libertad se denomina mecánica
cuántica “polimérica”. El término “polimérico” se utiliza debido a que en la gravitación cuántica de lazos,
los estados cuánticos de la gravedad se representan por gráficos encajados en el espacio, estos gráficos
son muy similares a las complejas estructuras de las macromoléculas poliméricas. Este modelo ha sido
útil ya que ilustra algunas características matemáticas y conceptuales que se plantean en la gravedad
cuántica de lazos [165]-[168], [169], particularmente tiene el mismo espacio de configuración que el de la
cosmología cuántica de lazos [170], por lo que su análisis podría ser de utilidad en el caso cosmológico.
Se han estudiado además simetrías espaciales, lo que ha llevado a un conflicto con el álgebra de Galileo,
a diferencia de lo que ocurre en la mecánica cuántica de Schrödinger [171]. Este problema aún requiere
más trabajo para ser aclarado.

En la mecánica cuántica polimérica o de lazos, aparece un parámetro que juega el papel de una escala de
longitud característica. Hay al menos dos posibles interpretaciones para este parámetro en la cuantización
por lazos. Por un lado se le puede identificar con una longitud fundamental como la longitud de Planck
(`p =

√
G~/c3 ≈ 10−33cm), en este caso es de esperarse que los efectos resultantes sean diminutos.

Alternativamente se ha considerado a tal parámetro como una escala reguladora que permite realizar
un procedimiento de renormalización al modelo; su límite continuo resulta ser la mecánica cuántica de
Schrödinger [166], [167]. Sin embargo, las investigaciones realizadas hasta el momento no son concluyentes,
ya que sólo se analiza un sistema que tiene un flujo de renormalización trivial4. Por lo tanto la cuestión
de si la cuantización por lazos es equivalente a la usual en el límite continuo requiere mayor investigación.

Esta cuantización también se ha utilizado para explorar la evasión de la singularidad clásica de los poten-
ciales tales como el potencial de Coulomb 1/r [168], y 1/r2 [172]; mostrando que la cuantización polimérica
de este tipo de potenciales singulares, puede producir una teoría física bien definida, sin cambiar el poten-
cial cerca de la singularidad. Esto abre la posibilidad de tomar en serio la cuantización por lazos como un
método de cuantización que, más allá de sólo reproducir algunos efectos matemáticos de la cuantización
por lazos, también puede resolver algunos problemas en sistemas cuánticos comunes.

Resulta interesante que aún cantidades termodinámicas obtenidas desde un esquema estadístico, son

4En teoría cuántica de campo, el flujo trivial está dado por la variación de escala de las constantes de acoplamiento
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sensibles a este esquema de cuantización.

En este capítulo se considera, en primer término, la descripción termodinámica de sistemas simples5.
Primero estudiamos los eigenvalores de energía para el oscilador armónico [165], y una partícula confinada
en una caja con volumen finito. Para obtener cantidades termodinámicas como en mecánica estadística
estándar [81], calculamos la correspondiente función de partición canónica a partir de los espectros de
energía anteriores. Las cantidades que hemos encontrado tienen correcciones que son función de la escala
característica de la cuantización polimérica. Es importante aclarar que la discretez inducida por la escala
es la única fuente de correcciones ya que no están presentes los efectos gravitatorios. Con este modelo
sencillo tratamos de dilucidar el papel que dicha cuantización no estándar puede jugar en un estudio
estadístico de sistemas de muchos cuerpos.

Las cantidades termodinámicas modificadas por la cuantización de lazos que encontramos se asemejan a
aquellas obtenidas en el contexto de la fenomenología de la gravedad cuántica [173], [174]. Este enfoque
surge cuando se consideran algunos aspectos genéricos que aparecen en común entre las propuestas de la
gravedad cuántica, como una escala de longitud mínima y posibles violaciones a la simetría de Lorentz.
Estos aspectos se reflejan en una modificación de la relación de dispersión (MDR) entre la energía y el mo-
mento [175]-[178], y en una generalización de la relación de incertidumbre (GUP) [179]-[182]. Tales efectos
gravitacionales cuánticos son importantes, ya que son susceptibles de constreñirse experimentalmente6.

5.2. Representación por lazos de la Mecánica Cuántica

En esta sección describimos la cuantización por lazos de un sistema simple que consiste en una partícula
no relativista en movimiento en un subconjunto de la recta real R llamado gráfico. Este modelo fue
introducido por Ashtekar, Fairhurst y Willis [165]. Si bien el modelo mimetiza la estructura discreta
subyacente del espacio, no captura cuestiones como el problema de las constricciones de la relatividad
general y no predice una estructura del espacio, sino que la supone7.

En la formulación algebraica de la mecánica cuántica usual un estado está representado por un vector en
un espacio de Hilbert H. Se definen los operadores auto-adjuntos Ô actuando sobre H, de tal forma que
sus valores esperados son los observables o cantidades medibles en el experimento. La evolución está dada
por una familia de de transformaciones unitarias en H generadas por el operador Hamiltoniano. La guía
básica para construir una teoría cuántica a partir de un sistema que sigue las reglas clásicas es la relación
entre el paréntesis de Poisson clásico y el conmutador que define el álgebra de operadores

[Ô1, Ô2] = −i ̂{O1, O2}, (5.1)

5Cabe mencionar que sistemas como el universo temprano y los agujeros negros, son sistemas fuera del equilibrio por
lo que el análisis debería incluir los correspondientes procesos de transporte. Esto podría tratarse a través del esquema
proporcionado por la teoría cinética [129], [25].

6De hecho, los límites actuales a violaciones de la invariancia de Lorentz son bastante estrictos [174, 175].
7Ver apéndice E para revisión conceptual de este tema.
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con ~ = 1 por el momento. De esta forma la cuantización consiste en reemplazar las variables canónicas
clásicas q, p de un sistema, por operadores auto-adjuntos que cumplen con las relaciones de conmutación
canónicas:

[q̂, q̂] = [p̂, p̂] = 0, (5.2)

[q̂, p̂] = q̂p̂− p̂q̂ = iÎ, (5.3)

donde Î es la identidad sobre el espacio de Hilbert H. Estas relaciones de conmutación son las expresiones
que definen el álgebra de Heisenberg. A partir de las expresiones (5.2) y (5.3) pueden definirse los operadores
acotados

Û(λ) = eiλq̂, V̂ (µ) = eiµp̂. (5.4)

Se dice que (5.4) son operadores unitarios de un parámetro con generadores q̂ y p̂ respectivamente [183].
Dada la relación de conmutación canónica (5.3) se puede ver, aplicando la fórmula de Hausdorff-Baker-
Campbell, que los operadores Û y V̂ satisfacen la siguiente relación conocida como la relación de Weyl

Û(λ)V̂ (µ) = e−iλµV̂ (µ)Û(λ). (5.5)

Al conjunto de operadores Û y V̂ , junto conH se le llama la representación del álgebra. A la representación
usual de la mecánica cuántica donde H = L2(R) y los generadores son p̂ actuando por derivación y x̂
actuando por multiplicación, se le llama representación de Schrödinger.

En la cuantización por lazos se construye el espacio de Hilbert cinemático Hpoly, considerando un subcon-
junto γ de la recta real llamado gráfico. El gráfico γ es una colección numerable de puntos γ = {xj}j∈I ⊂ R
sujeto a condiciones técnicas que garantizan la convergencia de ciertas series (los detalles pueden consul-
tarse en [165]). Se define el espacio de funciones cilíndricas Cylγ respecto a algún gráfico γ, como el
conjunto de las funciones complejas univaluadas del tipo:

Cylγ :=
{
f(k) : f(k) =

∑
j

fje
−ixj ·k; fj ∈ C,

∑
j

|fj |2 <∞
}
, (5.6)

donde fj son funciones complejas bien comportadas. Además se introduce el espacio de funciones que son
cilíndricas respecto de algún gráfico simplemente como Cyl :=

⋃
γ Cylγ . Finalmente el espacio de Hilbert

cinemático polimérico es la cerradura de Cauchy de Cyl respecto a un producto interno definido utilizando
la medida de Haar:

〈xi|xj〉 = ĺım
T→∞

1

T

∫ a+T

a
dk eik(xi−xj) = δxi,xj , (5.7)

donde δxi,xj es la delta de Kronecker y los kets {|xj〉}xj∈γ son la base de Cylγ . Tomemos en cuenta que la
base de los estados en Hpoly, |xj〉 es no numerable, están etiquetados por números arbitrarios xj ∈ R. Este
espacio de Hilbert se puede expresar como Hpoly = L2(R̃Bohr, dµBohr), donde R̃Bohr es R con topología
discreta y es el dual algebraico de la llamada compactificación de Bohr, RBohr, de la recta real R; mientras
dµBohr es la medida de Haar definida en (5.7).
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En esta cuantización se escoge usar el álgebra de Weyl, los operadores básicos utilizados en esta cuanti-
zación son Û(λ) y V̂ (µ) y su acción sobre un estado |xj〉 de la base ortonormal es:

Û(λ)|xi〉 = eiλxi |xi〉, V̂ (µ)|xi〉 = |xi − µ〉. (5.8)

Es importante notar que aunque el operador V̂ (µ) provee un grupo unitario uniparamétrico en Hpoly,
este no es débilmente continuo en el parámetro µ. Esto se sigue del hecho de que no importa que tan
pequeño sea µ dos estados |xi〉 y V̂ (µ)|xi〉 siempre serán ortogonales, esto se debe al producto interno que
se introdujo en (5.7). Por un lado se tiene que

ĺım
µ→0
〈xi|V̂ (µ)|xi〉 = 0, (5.9)

mientras que V̂ (µ = 0) = Î y 〈xi|xi〉 = 1. De esta forma no hay un operador auto-adjunto p̂ en Hpoly
que sea un generador infinitesimal de V̂ (µ) tal que pueda expresarse como en (5.4). En este caso de
la cuantización por lazos, el teorema de Stone-von Neumann [39] ya no es aplicable8 el cual asegura
que cualquier representación irreducible y fuertemente continua del álgebra de Weyl es equivalente a la
representación de Schrödinger usual donde el espacio de Hilbert es L2(R), el espacio de las funciones
de cuadrado integrable en R. Al no ser aplicable la representación polimérica no es equivalente a la de
Schrödinger9.

Utilizaremos entonces el álgebra Weyl-Heisenberg con la posición x̂ y el operador desplazamiento V̂ (µ) en
lugar de el operador de momento; la relación de conmutación que siguen estos operadores es la siguiente:

[x̂, V̂ (µ)] = −µV̂ (µ). (5.10)

Dado que no hay un operador de momento bien definido, cualquier función en el espacio de fase que
dependa del momento necesita ser regularizado. Sea µ0 > 0 una escala elegida a conveniencia y que puede
ser considerada como una escala fundamental. Una de las opciones más sencillas consiste en definir un
operador análogo al operador de momento de la siguiente manera:

K̂µ0 =
1

2iµ0

[
V̂ (µ0)− V̂ (−µ0)

]
. (5.11)

Esta opción se sugiere debido a que, en el caso de la mecánica cuántica de Schrödinger, se puede hacer
un desarrollo del operador de translación (5.4), para µ pequeña tal que a primer orden

p̂ =
eiµp̂ − e−iµp̂

2iµ
−O(p̂2). (5.12)

8Por completez el teorema de Stone-von Neumann se enuncia de la siguiente manera:

Teorema 1 (Stone-von Neumann). Para un sistema con un número finito de grados de libertad sean (Û , V̂ ; H) y (Û ′, V̂ ′;
H′) dos conjuntos irreducibles de operadores unitarios fuertemente continuos que cumplen el álgebra de Weyl. Entonces (Û ,
V̂ ; H) y (Û ′, V̂ ′; H′) son unitariamente equivalentes.

9En el caso de la cosmología cuántica de lazos hay argumentos sobre cuales representaciones son correctas en el sentido
de que reproducen resultados conocidos [184].
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La dinámica estará dada por un Hamiltoniano expresado en términos del operador de traslación V̂ (µ)

Ĥµ0 =
~

2m
K̂2
µ0 + Ŵ (x), (5.13)

donde Ŵ (x) es un potencial que sólo depende de x, y el término cinético está definido10 como [165]:

K̂2
µ0 =

1

4µ2
0

(
2− V̂ (2µ0)− V̂ (−2µ0)

)
. (5.14)

El espacio de Hilbert Hpoly puede descomponerse en subespacios superselectos de dimensión finita. Dada
la escala µ0, la acción del Hamiltoniano (5.13) hace que cada subespacio superselecto esté completamente
definido en una gráfica regular = γ(µ0, x0) = {x0 + µ0j} con j ∈ Z y x0 ∈ [0, µ0), donde µ0 es el tamaño
del paso de la red regular y x0 el punto de referencia (Fig. 5.1).

Figura 5.1: Red regular γ de tamaño µ.

Los subespacios son etiquetados por el punto de referencia x0 y el espacio de Hilbert polimérico se
descompone como una suma directa de espacios de Hilbert separables superselectos Hx0

Hpoly =
⊕

x0∈[0,µ0)

Hx0 . (5.15)

Por lo tanto, la evolución temporal puede describirse en espacios de Hilbert separables asociados a las
gráficas regulares. Limitarse a un gráfico, es matemáticamente equivalente a resolver la versión discreta
de la ecuación de Schrödinger convencional en una red regular. Considerando una posible regularización
del Hamiltoniano como (5.13), la ecuación de Schrödinger podría escribirse como

i~
d

dt
|ψ(t)〉 = Ĥµ0 |ψ(t)〉, (5.16)

donde el parámetro temporal se elige como una variable continua.

Como veremos la relación de incertidumbre polimérica tendrá un papel importante en la interpretación de
nuestros resultados. En [165] fue examinada en detalle esta relación sin embargo, es necesario comentar
algunos aspectos relevantes en su formulación. Se dice que un estado (Ψ| ∈ Cyl∗ es un estado semiclásico
con respecto a cierto conjunto de observables y centrado en un punto (q, p) en el espacio fase clásico, si
los valores de expectación de cualquier conjunto de observables, por ejemplo Â, es igual a su valor clásico
A(x, p), dentro de ciertas tolerancias especificadas τA , de modo que las fluctuaciones son pequeñas [165]

(Ψ|Â|Ψs
γ
〉

‖ Ψs
γ
‖2

= A(x, p)(1 + τ (1)
A

), (5.17)

(Ψ|Â2|Ψs
γ
〉

‖ Ψs
γ
‖2
−

(
(Ψ|Â|Ψs

γ
〉

‖ Ψs
γ
‖2

)2

≤ τ (2)
A
, (5.18)

10Como el Hamiltoniano es el operador que da la dinámica del sistema, usualmente se cambia µ0 → 2µ0.
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para gráficos γ suficientemente refinados. El estado |Ψs
γ
) es la proyección en Cylγ de (Ψ| ∈ Cyl y se conoce

como estado sombra [165]. Se puede comprobar que las sombras de los estados coherentes poliméricos [165]
saturan la desigualdad de Schwartz, de la que se desprende una relación de incertidumbre, que para dos
observables físicos relevantes A y B es

(∆A)2(∆B)2 ≥ 1

4

∥∥∥〈[Â, B̂]
〉∥∥∥2

. (5.19)

Entonces, para obtener la relación de incertidumbre correspondiente, primero tenemos que calcular el
conmutador entre los operadores x̂ y K̂µ0 . Utilizando (5.10) y (5.11) obtenemos directamente que

[x̂, K̂µ0 ] =
i

2

(
V̂ (µ0) + V̂ (−µ0)

)
= i

(
1− 1

2
µ2

0K̂
2
µ0

)
, (5.20)

en términos del operador K̂2
µ0 . En (5.20) podemos notar que el conmutador entre x̂ y K̂µ0 no es simplemente

proporcional a la identidad, sino que tiene correcciones de orden K̂2
µ0 , y puede escribirse en términos del

operador V̂ .

En contraste a los enfoques fenomenológicos, con este modelo de cuantización por lazos tenemos una
representación cerrada del conmutador canónico en lugar de únicamente aproximaciones como ocurre en
las generalizaciones de la relación de incertidumbre, (GUP). Para obtener el resultado buscado calculam-
os la norma del valor de expectación del conmutador utilizando las sombras de los estados coherentes
poliméricos

(∆x)2(∆Kµ0)2 =
1

2
e−

µ20
2d2 (1 + cos 2µ0k) ≈ 1− µ2

0

2d2
− µ2

0k
2 +O

(
µ4

0

d2
k2

)
, (5.21)

donde d es un parámetro con dimensiones de longitud que caracteriza al estado semiclásico y que toma
valores específicos dependiendo del sistema que se considere. Por ejemplo, en el caso del oscilador armónico
d =

√
~/mω.

La ecuación (5.21) nos dice que hay al menos, dos condiciones que deben ser satisfechas por la escala µ0,
primero µ0 � d, y µ0 � k−1. Notemos que a primer orden en µ0 recuperamos la relación de incertidumbre
usual identificando p̂ → ~K̂µ0 . La expresión obtenida (5.21) puede ser comparada con el principio de
incertidumbre generalizado [185]

∆x∆p =
~
2

(
1 +

`2min
~2

∆p2 + . . .

)
, (5.22)

donde `min es una escala de longitud mínima y ∆p es el correspondiente rango de momento. Observemos
que el término de modificación en (5.22) es similar al segundo término de corrección en (5.21). De (5.21)
vemos que la relación de incertidumbre polimérica es más compleja que (5.22) debido a que hay dos tipos
de condiciones sobre la escala, como consecuencia del tipo de cuantización.
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5.3. Eigenvalores del Hamiltoniano Polimérico

De la ecuación (5.16) nos damos cuenta que la ecuación de eigenvalores correspondiente a resolver será

Ĥµ0 |ψ〉 = E|ψ〉, (5.23)

En el caso del Hamiltoniano regularizado (5.13) en una red regular γ(x0, µ0), cualquier estado |ψ〉 ∈ Hpoly
es de la forma

|ψ〉 =
∑
j∈Z

ψ(x0 + jµ0)|x0 + jµ0〉. (5.24)

Al substituir |ψ〉 de (5.24) en (5.23) obtenemos una ecuación en diferencias en la representación de
posiciones

~2

2mµ2
0

[2ψ(xj)− ψ(xj + µ0)− ψ(xj − µ0)] = [E −W (xj)]ψ(xj), (5.25)

donde xj = x0 + jµ0. Utilizando la transformada de Fourier discreta definida como

ψ(k) = (k|ψ〉 =
∑
j∈Z

ψ(x0 + jµ0)e−ik(x0+jµ0), (5.26)

con k ∈ [−π/µ0, π/µ0], y la función ψ(k) que satisface la condición

ψ

(
π

µ0

)
= e
−2πi

x0
µ0 ψ

(
− π

µ0

)
, (5.27)

la ecuación (5.25) se puede escribir de la siguiente manera:(
1− µ2

0m

~2
E − cos kµ0

)
ψ(k) = −µ

2
0m

~2

∑
j∈Z

ψ(x0 + jµ0)W (x0 + jµ0)e−ik(x0+jµ0). (5.28)

En general, se analiza el potencial W (x) y se reescribe el factor µ2
0m/~2 en términos de alguna longitud

característica del sistema d para así obtener el espectro correspondiente. En el análisis siguiente nosotros
consideramos dos casos específicos: el oscilador armónico y una partícula en una caja.

5.3.1. Oscilador Armónico

El oscilador armónico polimérico o cuantizado por lazos se había estudiado en [165], utilizando el potencial
W (x) = ~ωx2/2d2 en (5.28) reemplazando la masa en la ecuación de Schrödinger con la longitud d2 =

~/mω que es característica del oscilador. Después de realizar una transformada de Fourier al lado derecho
de (5.28) para este potencial se obtiene una ecuación diferencial de segundo orden que puede reconocerse
como una ecuación de Mathieu. Como es bien sabido [68], hay una infinidad de soluciones cuasiperiódicas
de esta ecuación. Además, la ecuación de Mathieu tiene eigenvalores discretos en un desarrollo asintótico
del cual puede identificarse el siguiente espectro de energías

En =

(
n+

1

2

)
~ω −

(
2n2 + 2n+ 1

32

)
λ2~ω +O(λ4), (5.29)
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donde introducimos λ = µ0/d como un parámetro de longitud adimensional, con µ0 � d. Los términos en
(5.29) que modifican el espectro usual del oscilador en el esquema de Schrödinger, disminuyen la energía
por un factor del orden de O(λ2).

De (5.29) podemos ver que el espectro no está acotado por abajo. Esto es un indicio de que considerar este
espectro como el correcto no tiene sentido físico a este orden en λ, es probable que a ordenes más altos
el espectro polimérico tenga una comportamiento distinto. En esta aproximación estamos considerando
únicamente el primer término en un desarrollo de la forma

En = E(0)
n + ∆(1)En(λ) + ∆(2)En(λ) + . . . , (5.30)

aquí E(0)
n es el espectro conocido en la cuantización de Schrödinger. Para garantizar que este espectro

no tenga energía infinitamente negativa, pedimos que el primer término sea mucho mayor que la primera
corrección, esto nos da una condición sobre el valor que el número cuántico n puede tomar para que la
aproximación sea válida, es decir, existe un nmax que depende de λ

nmax ≈ 16λ−2. (5.31)

Esto significa que no podemos explorar el espectro con valores de nmayores que la cota impuesta en (5.31).
En [165] se estimó este valor para una longitud mínima de µ0 = 10−19m que corresponde a la máxima
energía que puede ser alcanzada experimentalmente, y con d = 10−12m característica de la molécula de
monóxido de carbono, lo cual nos da λ = 10−7, con lo que podemos calcular nmax, y así los eigenvalores que
corresponden a valores mayores de nmax ' 1014 no tienen realidad física. Esto podría tener problemas con
el límite clásico n→∞. No obstante, una posibilidad es que en el límite µ0 → 0 se recupera nmax →∞.
Otra opción es que, como se muestra en [166] antes de llegar al límite clásico, es posible que sea necesario
implementar el límite continuo en el que la cuantización por lazos que aproximará a la mecánica cuántica
de Schrödinger. Alternativamente en [166] se introduce una energía de corte (cut-off ) en los eigenvalores
de energía, que depende de la escala que se utiliza en la regularización. Este esquema es natural en el
sentido de que el péndulo considerado en [166], es un sistema que se tiene a la mano y que se sabe se
aproxima así por el oscilador armónico. El problema de la introducción de una escala de corte para los
sistemas cuantizados por lazos se abordará más adelante.

5.3.2. Partícula en una caja

El siguiente ejemplo consiste en una partícula confinada en una caja de tamaño L = Nµ0. En este caso,
en lugar de trabajar en el espacio de Fourier, podemos utilizar directamente la ecuación en diferencias
(5.25). De la misma forma que en el caso usual, el potencial puede definirse como

W (xj) =

{
0, x0 < xj < x0 + L;
∞, de otro modo , (5.32)
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donde x0 ∈ [0, µ0). A través de estas condiciones de frontera este potencial puede extenderse sobre todo
Hpoly. La función de onda sólo puede entenderse dentro de una región donde la partícula está confinada,
fuera de la cual es igual a cero. Dentro de esta región la partícula se comporta como una partícula libre.
Una versión de la partícula libre polimérica fue estudiada en [167].

ψ(x0) = ψ(L+ x0) = 0, ∀x0 ∈ [0, µ0). (5.33)

Recordando que, dado que xj = x0 + jµ0, la función de onda sólo puede tomar valores enteros, podemos
reescribir de manera conveniente la ecuación (5.25):

ψ(j + 2)−
(

2− 2mEµ2
0

~2

)
ψ(j + 1) + ψ(j) = 0. (5.34)

Siguiendo [186], la solución de una ecuación en diferencias de segundo orden es

ψ(j) = a1Λj1 + a2Λj2. (5.35)

donde ai son coeficientes constantes y Λi son las raíces de la ecuación característica:

Λ2 −
(

2− 2mEµ2
0

~2

)
Λ + 1 = 0. (5.36)

Las soluciones de (5.36) son de la forma

Λ± =

(
1− mEµ2

0

~2

)
± 1

2

√
8mEµ2

0

~2

(
mEµ2

0

2~2
− 1

)
. (5.37)

Para energías positivas, el argumento de la raíz cuadrada, nos da una relación entre la energía y 2~2/mµ2
0.

Si E ≥ 2~2/mµ2
0, las raíces Λ± son números reales11, sin embargo, cuando se aplican las condiciones de

frontera, ambas soluciones llevan a la solución trivial ψ(xj) = 0. Podemos pensar que la escala mínima µ0

impone un corte de energía, de tal forma que energías mayores que dicho corte no tienen sentido físico.
El único caso físicamente significativo es cuando E < 2~2/mµ2

0 el cual nos da raíces complejas para Λ±,
dado por [186]:

ψ(j) = C1 sin(jθ) + C2 cos(jθ), (5.38)

esta es sólo una posible parametrización de (5.35) en coordenadas polares, donde cos θ = (1−mEµ2
0/~2).

Imponiendo las condiciones de frontera (5.33) en (5.38), encontramos que θ = nπλ, en este caso λ = µ0/L

y n ∈ Z. La eigenfunción de (5.34) puede escribirse como

ψn(xj) = C sin

(
nπλ

xj
µ0

)
, (5.39)

donde C es un factor de normalización

C =

∑
xj

sin2

(
nπλ

xj
µ0

)− 1
2

. (5.40)

11El segundo caso lleva a raíces degeneradas para las cuales la solución (5.35) cambia a ψ(j) = Λj(a1 + a2j).
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Con (5.39) podemos decir que el correspondiente eigenestado (5.24) como

|ψn〉 = C
∑
xj

sin

(
nπλ

xj
µ0

)
|xj〉. (5.41)

Por otro lado encontramos que el espectro de energías puede escribirse como

En =
~2

mµ2
0

(1− cosnπλ) . (5.42)

Si desarrollamos cosnπλ, para λ � 1, es decir, una longitud de la caja mucho mayor que la longitud
mínima, hasta el tercer término, entonces recuperamos el espectro usual de la cuantización de Schrödinger
con términos de corrección de orden O(λ2)

En =
~2n2π2

2mL2
− ~2n4π4

24mL2
λ2 + . . . , (5.43)

Usando µ0 = 10−19m como en el caso anterior, y con el espectro aproximado (5.43), la corrección será
significativa sólo para n ≈ 1017.

Podemos darnos cuenta de que, a diferencia del caso del oscilador, encontramos una expresión exacta para
el espectro de energía (5.42), que está acotado por arriba y por abajo12, 0 < En < 2~2/mµ2

0, como ya
sabíamos. Del mismo modo que el caso anterior, podemos ver que el espectro aproximado (5.43) es válido
únicamente cuando n . λ−1, sin embargo, como veremos más adelante será necesario introducir un corte
en n incluso para el caso no aproximado.

El espectro de energía de una partícula cuántica en una caja se ha estudiado en el marco de una general-
ización del principio de incertidumbre (GUP) en el contexto de la fenomenología de la gravedad cuántica
[185]. En ese caso las modificaciones inducidas por la escala mínima `min en la función de onda y el
espectro de energía de una partícula en una caja unidimensional, resultan en modificaciones a la ecuación
de Schrödinger, transformándola en una ecuación diferencial de cuarto orden. El espectro de energía sólo
puede encontrarse de forma aproximada, el término correctivo es proporcional al cuadrado de la longitud
mínima `2min

En =
n2π2~2

2mL2
+
`2min
L2

n4π4~2

3mL2
. (5.44)

Este resultado puede compararse con (5.43). Podemos ver que la dependencia en la escala mínima es
cuadrática en ambos casos, la única diferencia es que en (5.44), la corrección aumenta los niveles de
energía mientras que (5.43) los disminuye. Por otro lado en [185] se usa la condición usual de frontera
que sirve para contener la partícula libre en la caja, sin embargo, debido a que la medición de la posición
tiene cierta incertidumbre que resulta proporcional a la longitud mínima, la posición de las paredes no
se puede determinar de manera precisa. En el caso cuantizado por lazos esto se resolvió recordando que
la dinámica está definida en un espacio superselecto para los que se definen, en cada uno, condiciones de
frontera apropiadas dadas en (5.32) y (5.33).

12En realidad está cota fue obtenida ya para la partícula libre en [167].
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5.4. Correcciones poliméricas a magnitudes termodinámicas de sistemas
simples

En mecánica estadística usual [81], la función de partición canónica Z se define como la suma sobre todos
los estados disponibles que tiene determinado sistema

Z(β) =
∞∑
n=0

exp (−βEn), (5.45)

donde β = (kT )−1, k es la constante de Boltzmann y T es la temperatura. Esta función nos da información
acerca de los posibles estados de energía a que el sistema puede acceder, es a través de esta función que
nosotros podemos calcular todas las cantidades termodinámicas relevantes del sistema cuando se estudia
macroscópicamente.

En esta sección utilizamos los espectros (5.29) y (5.43), encontrados en la sección anterior, para calcular
la función de partición canónica (5.45) y luego obtener las cantidades termodinámicas de un ensamble de
osciladores armónicos y de un gas ideal.

En este trabajo decidimos utilizar la estadística de Maxwell-Boltzmann para partículas sin espín, ya que
es el caso más simple donde podemos estudiar los posibles cambios en las magnitudes termodinámicas
que induce la estructura discreta espacial de la mecánica cuántica polimérica.

Se ha argumentado que las estadísticas modificadas pueden aparecer en la gravedad cuántica y las teorías
discretas, sin embargo la relación entre la estructura discreta y la estadística sigue aún abierta [187].

5.4.1. Ensamble de osciladores armónicos cuantizados por lazos

Utilizando el espectro modificado (5.29) podemos calcular la función de partición canónica que en este
caso correspondiente al oscilador armónico resulta ser

Z(β) =

∞∑
n=0

e−β~ω( 1
2

+n) exp

[
λ2

16
β~ω

(
1

2
+ n(n+ 1)

)]
. (5.46)

Dado que λ � 1, podemos desarrollar la segunda exponencial y considerar dicho desarrollo hasta orden
λ2, de modo tal que (5.46) puede expresarse como sigue

Z(β) = e−
β~ω
2

[(
1 + λ2β~ω

32

) ∞∑
n=0

e−β~ωn +
λ2

16
β~ω

∞∑
n=0

(
n2 + n

)
e−β~ωn +O(λ4)

]
. (5.47)

Sabemos que la corrección polimérica no es válida para todos los valores de n, sin embargo, si es válida para
n suficientemente grande, de modo que realizar la suma hasta∞ pretende ser solamente una aproximación.
Con estas consideraciones la función de partición se convierte en

Z(β) ' e−
β~ω
2

1− e−β~ω

[
1 +

λ2

32
β~ω

(
1 + e−β~ω

1− e−β~ω

)2

+O(λ4)

]
, (5.48)
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Podemos reconocer el primer término en (5.48) como la función de partición habitual del ensamble de
osciladores armónicos, mientras que el segundo término es la corrección polimérica. Como sabemos, el
primer término debe ser mucho mayor que la corrección, entonces debe haber una relación entre λ y β
para que la aproximación sea válida. Esto nos da la siguiente desigualdad

λ < λc, donde λc =

√
32

β~ω

(
1− e−β~ω

1 + e−β~ω

)
, (5.49)

teniendo en cuenta que, además de la condición anterior hay que asegurarse de que λ � 1, entonces la
aproximación es válida para los casos extremos, es decir, β~ω � 1 y β~ω � 1.

Ahora, podemos calcular las cantidades termodinámicas a través de la relación entre la función de partición
y la energía libre de Helmholtz [81]

F = −N
β

lnZ, (5.50)

donde N es el número de partículas. Utilizando (5.48) podemos escribir la energía libre de Helmholtz con
las modificaciones poliméricas

F =
N
β

[
β~ω

2
+ ln (1− e−β~ω)− ln

(
1 +

λ2

λ2
c

)]
∼=
N
β

[
β~ω

2
+ ln (1− e−β~ω)− λ2

λ2
c

]
, (5.51)

Con (5.51) podemos calcular varias cantidades como el potencial químico, la presión y la entropía, a través
de las bien conocidas relaciones

µ =
∂F

∂N
, (5.52)

P = −∂F
∂L

, (5.53)

S = kβ2∂F

∂β
. (5.54)

Sustituyendo (5.51) en (5.52)-(5.54) obtenemos: µ = F/N y P = 0. Es interesante que la ecuación
de estado a este orden en la aproximación no se ve modificada respecto a la de un sólido de Einstein.
Es posible que existan modificaciones al considerar más términos correctivos en el espectro, o bien una
aproximación distinta en (5.46) o más términos en (5.47). La entropía es

S = Nk
[

β~ω
eβ~ω − 1

− ln (1− e−β~ω) +
(λβ~ω)2

8
eβ~ω

eβ~ω + 1

(eβ~ω − 1)3

]
. (5.55)

También podemos calcular la energía interna y la capacidad calorífica a volumen constante con las sigu-
ientes relaciones

U = −N ∂ lnZ

∂β
= −N

Z

∂Z

∂β
, (5.56)

CV = −kβ2∂U

∂β
. (5.57)
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Para la energía tenemos

U = N~ω

[
1

2
+

1

eβ~ω − 1
− λ2

32

(1 + eβ~ω)(e2β~ω − 4eβ~ωβ~ω − 1)

(eβ~ω − 1)3

]
, (5.58)

mientras que para la capacidad calorífica

CV = Nk(β~ω)2 eβ~ω

(eβ~ω − 1)2

[
1 +

λ2

8

(
2 + β~ω(1 + 4eβ~ω) + e2β~ω(β~ω − 2)

(eβ~ω − 1)2

)]
. (5.59)

De la expresión (5.59) nos damos cuenta de que la corrección de la cuantización por lazos aumenta la
capacidad calorífica. Para β~ω � 1, la corrección es proporcional a (λ/λc)

2, que es menor que 1. En el caso
de que β~ω � 1, la corrección es proporcional a λ2/(β~ω)3, que no puede despreciarse para β~ω ∼ λ2/3.
Utilizando los valores considerados en la sección anterior para el monóxido de carbono, la corrección será
significativa para β ∼ 1014. Si nos fijamos en la corrección de la energía interna vemos que desaparece
cuando e2β~ω = 4eβ~ωβ~ω + 1. Entonces hay una temperatura β ∼ 1019 en el que este ensamble no
percibe la estructura discreta del espacio, una ligera disminución o aumento de la temperatura alrededor
de este valor podría reflejarse en una disminución o incremento correspondiente de la energía. Por otra
parte, notamos que la corrección de la cuantización por lazos disminuye el valor usual de la energía interna,
cuando β~ω � 1 la corrección es proporcional a −(λ/λc)

2. Para β~ω � 1 la corrección resulta ser positiva
y proporcional a (λ/β~ω)2. De nuevo para β ∼ 1012 la corrección puede ser importante.

Físicamente un ensamble de osciladores armónicos se ha utilizado para modelar vibraciones en sólidos
(fonones) y en el modelos más sencillo de la radiación de cuerpo negro (fotones). Si utilizamos estos resul-
tados interpretándolos como alguno de estos sistemas podemos obtener algunos resultados interesantes.

Sólido de Einstein modificado

En un sólido los modos normales de vibración se modelan como una colección de osciladores armónicos en
la llamada aproximación armónica la cual consiste en aproximar el Hamiltoniano clásico de interacción de
los átomos de un sólido por un desarrollo de Taylor hasta segundo orden, de ahí el término armónico [81].
El modelo más sencillo es el llamado modelo de Einstein el cual supone que todos los modos de vibración
tienen la misma frecuencia ω, que los osciladores son independientes y sin interacción. Las variables
termodinámicas (5.51), (5.55), (5.58) y (5.59) contienen entonces las modificaciones a la termodinámica
de un sólido de Einstein introduciendo la temperatura vibracional Θv = ~ω/k.

Una posible consecuencia puede observarse en la energía interna y en la capacidad calorífica. En la figu-
ra 5.2 se muestran gráficas cualitativas de estas cantidades. Puede apreciarse como mientras la energía
interna y la capacidad calorífica no modificadas tienen un comportamiento asintótico conocido, las corre-
spondientes U y CV con correcciones debidas a la escala mínima difieren de las anteriores (aunque muy
poco) en la región de temperaturas altas.
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(a) (b)

Figura 5.2: Gráficas cualitativas de la energía interna U (a) y la capacidad calorífica CV (b) contra 1/β~ω
para el sólido de Einstein usual (azul) y el modificado poliméricamente (rojo).

Modelo simple para la radiación de cuerpo negro

Históricamente la radiación en equilibrio se ha estudiado con dos modelos distintos conceptualmente
[29, 81, 127]: En primer lugar Planck en 1900 consideró este sistema como un ensamble de osciladores
armónicos con la misma frecuencia y energías individuales que sólo podían ocurrir como múltiplos de
cierta constante, es decir, energías cuantizadas [188]. Por otra parte Bose y Einstein alrededor de 1924,
modelaron este sistema como un gas de partículas idénticas llamadas fotones que tienen cierta energía
particular ~ω, en el lenguaje actual decimos que los fotones son bosones ultrarelativistas.

Adoptemos para un análisis simple el modelo de Planck. Si interpretamos a la energía interna como N
veces la energía promedio de cada oscilador, es decir, U = N〈En〉, de donde se sigue que 〈En〉 = ~ω

2 + 〈n〉,
donde 〈n〉 se conoce como el número de ocupación promedio y en este caso es

〈n〉 =
1

eβ~ω − 1
− λ2

32

(1 + eβ~ω)(e2β~ω − 4β~ωeβ~ω − 1)

(eβ~ω − 1)3
, (5.60)

donde el último término contiene la corrección polimérica. Con (5.60) podemos calcular la densidad es-
pectral que se define como

uω ≡
d

dω

(
U

V

)
= 〈n〉 ~ωg(ω)

V
, (5.61)

donde la densidad de estados usual g(ω) = V ω2

π2c3
, que se utilizará para obtener resultados aproximados.

La expresión (5.61) es la distribución de cuerpo negro que dado (5.60) tendrá correcciones poliméricas de
orden O(λ2). Este resultado puede compararse con aquel en [189] que resulta de considerar una relación
de dispersión modificada por efectos de la gravedad cuánticas de lazos [178, 177], o también con [190]
donde se utilizan términos más generales que engloban diversas propuestas de gravedad cuántica, puede
verificarse que el orden de las correcciones en la escala es similar.
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El máximo de (5.61), que sigue la bien conocida ley de desplazamiento de Wien [81, 29, 127, 188], donde
el máximo está dado por β~ω = 2.82144, resulta interesante que incluyendo correcciones poliméricas este
máximo se ve modificado, y aunque no se tiene una expresión analítica como en [189, 190] puede calcularse
numéricamente para diversos valores de λ, así por ejemplo para λ = 0.01 el máximo estará en 2.8213. Es
claro que para λ del orden de la escala de Planck la corrección será mucho más pequeña.

Utilizando (5.60) y (5.61) puede obtenerse directamente la densidad de energía que se sabe en el caso
usual sin modificaciones poliméricas sigue la ley de Stefan-Boltzmann. En este caso se obtiene

U

V
=

π2k4

15c3~3

(
1 + λ2 135

4π4
ζ(3)

)
T 4 ' π2k4

15c3~3

(
1 + λ2 0.416485

)
T 4, (5.62)

notemos que a diferencia de otros enfoque [189, 190] en este caso las modificaciones dependen únicamente
de la escala y no de la temperatura. La dependencia en la temperatura resulta ser la misma T 4.

Si los fotones están en una cavidad y hay una pequeña abertura en las paredes de esta, los fotones efunden
a través de la abertura. La tasa neta de flujo de la radiación, por unidad de área de la apertura, se dada
por el producto de la densidad de energía por c/4, dado que c es la velocidad de los fotones, Φ = σSBT

4.
De esta forma, dado (5.62) la constante de Stefan-Boltzmann se ve modificada.

σ(λ)
SB

=
π2k4

60c2~3

(
1 + λ2 0.416485

)
. (5.63)

Nótese que λ es necesariamente pequeña ya que si σλ
SB

fuera muy grande se tendría otra catástrofe
ultravioleta. Notemos que dado (5.62) las correspondientes modificaciones a las cantidades termodinámicas
no dependerán de la temperatura como en [189, 190] sino únicamente en la escala.

Finalmente si se grafica la distribución de cuerpo negro o densidad espectral para alguna temperatura fija
usando (5.60) y (5.61) se puede observar en Fig. 5.3 que para altas frecuencias la distribución se modifica.
Sabemos que la radiación cósmica de fondo con T ∼= 3K (en el marco comóvil con la radiación) es el
cuerpo negro que se ha medido en la naturaleza con mayor precisión y con incertidumbres muy pequeñas
[98]. De nuevo este hecho constriñe aún más el posible valor de λ y por tanto el de la escala mínima µ0.

Notemos dos puntos importantes, en este modelo hemos ignorado completamente la energía del estado
base ya que al integrarse para obtener la densidad de energía daría un término divergente. Además, la
presión predicha por este modelo no corresponde a la presión de radiación P = U/3V conocida. Estos
dos puntos los resuelve la distribución de Bose-Einstein en el caso estándar. Esto apunta a que sería
interesante extender este análisis al caso de funciones de partición para otros ensambles como el ensamble
gran canónico como se suguiere en [189].

81



5.4. Correcciones poliméricas a magnitudes termodinámicas de sistemas simples

Figura 5.3: Comparación de la distribución de cuerpo negro o densidad espectral usual (azul) contra
la distribución con modificaciones poliméricas de orden O(λ2) (rojo), ambas para una temperatura de
T = 3K.

5.4.2. Función de partición para el Gas Ideal polimérico

En la sección anterior encontramos que el espectro de energía de una partícula cuántica polimérica, en
una caja podía escribirse como (5.42)

En =
~2

mµ2
0

(1− cosnπλ) , (5.64)

también mostramos que si desarrollamos cosnπλ, en el caso en que λ� 1, es decir, si las dimensiones de
la caja son grandes en comparación con la escala mínima, entonces recuperábamos el espectro cuántico
usual con modificaciones del orden O(λ2):

En ∼=
~2n2π2

2mL2
− ~2n4π4

24mL2
λ2 + . . . . (5.65)

De la misma manera como en el caso anterior correspondiente al ensamble de osciladores podemos calcular
la función de partición con el espectro de energía de la partícula en la caja, sustituyendo alguna (5.64) o
(5.65) en la suma (5.45).

Utilizando (5.65) entonces Z resulta

Z(β) =

∞∑
n=0

exp

[
−β
(
~2n2π2

2mL2
− ~2n4π4

24mL2
λ2 + . . . .

)]
, (5.66)

donde estamos considerando de nuevo todos los valores de n como una aproximación. Para continuar,
utilizamos el hecho de que λ � 1 y así considerar sólo los primeros términos de la serie correspondiente
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al segundo factor exponencial con argumento proporcional a λ2, de modo tal que la función de partición
puede expresarse como

Z(β) =

∞∑
n=0

e−
β~2π2

2mL2 n
2

+ λ2 β~2π4

24mL2

∞∑
n=0

n4e−
β~2π2

2mL2 n
2

+O(λ4). (5.67)

Por otra parte dado que β~2π2/2mL2 ≈ 10−16, la exponencial de (5.67) decae muy lentamente y por lo
tanto no es posible estimar el valor de la suma considerando sólo algunos términos. Sin embargo, podemos
utilizar la fórmula de re-suma de Poisson para aproximar ambas sumas en (5.67):

∞∑
n=−∞

f(n) =
∞∑

n=−∞

∫ ∞
−∞

f(y)e−2πiyndy. (5.68)

De este modo la función de partición puede ser escrita como13

Z(β) ∼=

√
mL2

2πβ~2
+ λ2π

4

(
mL2

2πβ~2

)3/2

+O
(
e
− 2mL2

β~2 , λ4

)
. (5.69)

Al igual que en el caso del ensamble de osciladores el primer término es la función de partición estándar
para el gas ideal unidimensional. Este término principal nos lleva a una relación entre β y λ que nos da
los límites de validez de nuestra aproximación

λ�
√

8β~2

mL2
. (5.70)

Calculemos ahora la energía libre de Helmholtz14

F =
−N
β

[
1− lnN + lnL− 1

2
lnβ + ln

√
m

2π~2
+ ln

(
1 +

λ2

8

mL2

β~2

)]
. (5.71)

De estas expresiones podemos notar que F diverge para β = 0 o T → ∞, pero con signo contrario
al del caso habitual. Al acercarnos a β = 0 encontramos un máximo después del que la energía libre
diverge a −∞ en β = 0. Esto significa que el efecto en la energía libre de la escala de longitud mínima, es
proporcionar un punto de inflexión para F a temperaturas muy altas. Por otra parte, cuando aumentamos
el valor de µ0, la energía libre se convierte en negativa a altas temperaturas. Esto impone una restricción
sobre los valores que µ0 puede tomar.

Podemos calcular la presión del gas a través de la relación de P = −∂F
∂L , recordando que estamos analizando

un sistema en una sola dimensión. Al darnos cuenta de que el término que surge de la corrección de la
cuantización por lazos no depende de λ, pero en µ0, podemos obtener la misma ecuación de estado del
gas ideal en una dimensión P = N/βL, como en el caso continuo. Lo mismo sucede en el caso anterior,

13Consideramos sólo el primer término de la suma que corresponde al caso de la función de partición del gas ideal. Como
queremos ver las correcciones a las cantidades termodinámicas del gas ideal, entonces (5.69) es una buena aproximación.

14En este caso la definición de F incluye un término N !, como sucede para partículas indistinguibles [81].
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esto nos dice que las correcciones poliméricas no pueden pensarse como una interacción efectiva entre las
partículas, como sucede con las propuestas de generalizar el principio de incertidumbre (GUP) o modificar
las relaciones de dispersión (MDR) [191].

Recordando (5.53) y (5.54) el potencial químico y la entropía del gas se pueden calcular dando las siguientes
expresiones

µ = − 1

β

[
− lnN + lnL− 1

2
lnβ + ln

√
m

2π~2
+ ln

(
1 +

λ2

8

mL2

β~2

)]
, (5.72)

S = Nk
[

3

2
+ ln

L

N
− lnβ1/2 + ln

√
m

2π~2
+
λ2mL2

8~2β
+ ln

(
1 +

λ2mL2

8~2β

)]
. (5.73)

La última expresión sería el equivalente en una dimensión a la fórmula de Sackur-Tetrode para la entropía
[29] con modificaciones debidas a la discretez subyacente. La energía y la capacidad calorífica se obtienen
de (5.56) y (5.57), respectivamente:

U =
N
2β

(
1 +

λ2

4

mL2

~2β

)
, (5.74)

CV =
kN
2

(
1 +

λ2

2

mL2

~2β

)
. (5.75)

De la expresión (5.75) nos damos cuenta de que la capacidad calorífica diverge en β = 0, esto difiere del
caso continuo usual donde CV es constante. Como CV es la segunda derivada de F , entonces, la divergencia
de CV puede interpretarse como una transición de segundo orden a temperatura infinita [192]. Ver Fig.
5.4. Por supuesto que no podemos acceder a esta transición, lo que podemos decir es que para altas
temperaturas, se produce un aumento en CV con respecto al caso usual. Como la capacidad calorífica está
relacionada con las fluctuaciones de la energía, podemos decir que para las altas temperaturas hay fuertes
fluctuaciones en la energía debida a la estructura discreta del espacio.

Tomemos en cuenta que si usamos el resultado (5.44) los cálculos de las cantidades termodinámicas siguen
siendo los mismos y sólo se diferencian por factores numéricos, es decir, en la función de partición (5.67) un
factor de 1/24 se sustituye por −1/3. La principal diferencia es que con (5.44), asociado a la modificación
de la relación de incertidumbre, las cantidades termodinámicas disminuyen en lugar de aumentar en
contraste con nuestros resultados.

No obstante, al haber escogido el espectro aproximado (5.65) los resultados anteriores sólo son válidos en
la misma aproximación en la que (5.65) es válido, es decir (5.70). Es importante destacar que esta primera
aproximación muestra de manera clara como los resultados conocidos de termodinámica en espacios
continuos, están contenidos en la formulación de la cuantización por lazos. Si buscáramos una aproximación
más precisa una posibilidad es considerar más términos en la fórmula de re-suma de Poisson, digamos a
orden λ8, en tal caso tendríamos

Z(β) ∼=
L

x

[
1 +

π

4
λ2L

2

x2
+

9π2

32
λ4L

4

x4
+

75π3

128
λ6L

6

x6
+

3675π4

2048
λ8L

8

x8
+O

(
e
− 2mL2

β~2 , λ10

)]
, (5.76)
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(a) (b)

Figura 5.4: Gráficas de (a) la energía libre F y (b) capacidad calorífica del gas ideal con correcciones
poliméricas a segundo orden en λ = µ0/L, para distintos valores de µ0. En ambas gráficas puede apreciarse
una transición de fase a temperaturas altas β = 0.

donde abreviamos x =
√

2πβ~2
m que se identifica como la longitud térmica [81]. De esta manera podemos

ver que la serie es en realidad independiente de L y se puede escribir como

Z(β) ∼=
L

x

[
1 +

π

4

µ2
0

x2
+

9π2

32

µ4
0

x4
+

75π3

128

µ6
0

x6
+

3675π4

2048

µ8
0

x8
+O

(
e−4πL

2

x2 , µ10
0

)]
, (5.77)

nótese que ahora hay una nueva cantidad sin dimensiones, el cociente µ0/x.

Podemos calcular la energía libre de Helmholtz F = −β−1 ln
(
ZN

N !

)
:

F =
−N
β

[
1− lnN + lnZ

]
, (5.78)

donde, en este caso, considerando la aproximación (5.77), la cantidad lnZ es

lnZ ∼= ln

(
L

x

)
+

[
π

4

µ2
0

x2
+
π2

4

µ4
0

x4
+

25π3

48

µ6
0

x6
+

13π4

8

µ8
0

x8
+O

(
−4π

L2

x2
, µ10

0

)]
. (5.79)

Claramente las expresiones (5.78) y (5.79) corrigen (5.71) hasta términos de orden µ8
0. Sin embargo, no hay

diferencia en la forma de los términos de corrección, sólo tenemos más términos. La diferencia aparecerá
sólo en las cantidades que estén relacionadas a través de derivadas respecto a la temperatura, pero de
nuevo la forma es muy similar y al ser términos de un orden menor, las correcciones serán cada vez más
pequeñas y por tanto despreciables.

Ahora bien, para tener una aproximación aún más precisa podemos recordar que, a diferencia del caso
anterior del ensamble de osciladores, en este caso tenemos acceso al espectro completo sin aproximar (5.64),
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por lo tanto es inmediato preguntarnos sobre la función de partición y las cantidades termodinámicas que
obtenemos con este espectro. En tal caso habría que calcular la función de partición

Z(β) =

∞∑
n=0

exp

[
− β~

2

mµ2
0

(1− cosnπλ)

]
, (5.80)

las cantidades termodinámicas están relacionadas con el logaritmo natural de (5.80) que es

lnZ = ln

{ ∞∑
n=0

exp

[
− β~

2

mµ2
0

(1− cosnπλ)

]}
. (5.81)

Un posible camino es calcular las derivadas asociadas a las diferentes cantidades termodinámicas y evaluar
las sumas en (5.80) y (5.81) para después obtener una expresión para cada cantidad termodinámica. La
idea es mantener en la medida de lo posible una expresión cerrada como (5.80), aunque en forma de
sumas, y luego aproximar.

Entonces ahora podemos calcular la ecuación de estado, es decir, la presión del gas, derivando la energía
libre de Helmholtz de (5.78) y (5.81) con respecto a L, tal que la expresión cerrada es

P =
N~2π

L2µ0m

∑
n n sen (nπλ) e

− β~2

mµ20
(1−cosnπλ)

∑
n e
− β~2
mµ20

(1−cosnπλ)
. (5.82)

En esta expresión es evidente que hay cambios debido a la estructura discreta del espacio. Si ahora
aproximamos la suma en esta expresión lo que obtenemos es el siguiente

P ∼=
N

βL2

[
1 +

11π2

12

µ4
0

x4
− 41π3

384

µ6
0

x6
+ . . .

]
. (5.83)

En contraste con la aproximación anterior, en este caso podemos ver la primera corrección a la ecuación
de estado conocida, que es del orden µ4

0, y por lo tanto no podía ser detectada antes. Por otra parte,
utilizando la expresión aproximada para la función de partición hasta orden µ8

0 (5.77), no habíamos
obtenido modificaciones en la ecuación de estado, porque las correcciones en Z no dependían de L.
Debido a nuestra forma de aproximación de Z no podíamos ver las correcciones en (5.83). Esto se vuelve
aún más evidente si tenemos en cuenta que la primera corrección en la aproximación de Poisson a la suma
sí depende de L.

Aunque a la corrección en P (5.83) es muy pequeña, puede ser interpretada como proveniente de una
interacción atractiva entre las partículas de gas, de acuerdo con el desarrollo del Virial [81]. Es decir, la
existencia de una escala de longitud mínima se refleja en la termodinámica del gas mediante la induc-
ción de una pseudointeracción atractiva. Este tipo de análisis ha sido estudiado en un trabajo sobre la
fenomenología de la gravedad cuántica que propone una posible violación a la simetría de Lorentz [191].
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Podemos calcular las cantidades termodinámicas restantes de la misma manera como en la sección anterior.
La expresión para la entropía S = kβ2 ∂F

∂β , en términos de sumas es:

S = kN

[
1− lnN + lnZ +

β~2

mµ2
0

∑
n(1− cosnπλ)e

− β~2

mµ20
(1−cosnπλ)

∑
n e
− β~2
mµ20

(1−cosnπλ)

]
, (5.84)

aproximando las sumatorias

S ∼= Nk
[

3

2
− lnN + ln

L

x
+
π

2

µ2
0

x2

{
1 +

π27

2

µ2
0

x2
+
π127

4

µ4
0

x4
+ . . .

}]
, (5.85)

que a su vez es una función homogénea, pero ahora al orden µ4
0. Sin embargo la ecuación (5.84) no es

una función homogénea en L y por lo tanto la entropía no puede ser una cantidad extensiva sin hacer la
aproximación.

La energía interna U = −N ∂lnZ
∂β en este caso

U =
N~2

mµ2
0

∑
n(1− cosnπλ)e

− β~2

mµ20
(1−cosnπλ)

∑
n e
− β~2
mµ20

(1−cosnπλ)
, (5.86)

y con la aproximación

U ∼=
N
2β

(
1 +

π

2

µ2
0

x2
+

23π2

8

µ4
0

x4
+

281π3

96

µ6
0

x6
+ . . .

)
. (5.87)

Para la capacidad calorífica CV = −kβ2 ∂U
∂β tenemos

CV = Nkβ2

(
~2

mµ2
0

)2


∑

n(1− cosnπλ)2e
− β~2

mµ20
(1−cosnπλ)

∑
n e
− β~2
mµ20

(1−cosnπλ)
−

(∑
n(1− cosnπλ)2e

− β~2

mµ20
(1−cosnπλ)

)2

(∑
n e
− β~2
mµ20

(1−cosnπλ)

)2

 ,
(5.88)

aproximando las sumas

CV ∼=
kN
2

[
1 + π

µ2
0

x2
+
π29

8

µ4
0

x4
+ . . .

]
. (5.89)

En todas las magnitudes termodinámicas anteriores, el término principal corresponde a las variables
termodinámicas de costumbre en el continuo.

Este tercer análisis para obtener las cantidades termodinámicas, aunque al final presenta expresiones
aproximadas, parte de considerar formas cerradas para todas las cantidades termodinámicas, en particular
de la función de partición. Sin embargo, como se vio en la sección 5.3.2, las aproximaciones son validas
únicamente hasta cierto valor de n . λ−1. Como se comentó antes en esta cuantización parece necesario
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incluir un corte en la energía, por ejemplo un regulador para renormalizar [166]. De esta forma podríamos
preguntarnos sobre la convergencia de las sumas en la función de partición para estos valores de n.

Fijemos nuestra atención en la forma de la función de partición correspondiente al espectro completo
(5.80), es fácil ver que puede reescribirse como

Z(β) = e
− x2

2πµ20

∞∑
n=0

exp

(
x2

2πµ2
0

cosnπλ

)
. (5.90)

La exponencial en el argumento de la suma puede escribirse convenientemente como una suma infinita de
funciones de Bessel modificadas de primer orden Ik, utilizando (C.4), [68]

e
x2

2πµ20
cosnπλ

= I0

(
x2

2πµ2
0

)
+ 2

∞∑
k=1

Ik

(
x2

2πµ2
0

)
cos (knπλ). (5.91)

Entonces podemos sustituir (5.91) en (5.90) y tratar de realizar la suma en n. Sin embargo, inmediatamente
vemos que el primer término diverge. Es necesario entonces considerar la suma hasta 1/λ, como dicta la
aproximación. Además cuando λ→ 0, el límite de la suma tiende a∞, como en el caso continuo. Es decir,
usamos λ como regulador. Así, el resultado de la suma en (5.90) es

1/λ∑
n=0

exp

(
x2

2πµ2
0

cosnπλ

)
=

(
1 +

1

λ

)
I0

(
x2

2πµ2
0

)
+

∞∑
k=1

Ik

(
x2

2πµ2
0

)[
1 + cos kπ + cot

(
kπλ

2

)
sen kπ

]
,

(5.92)
que puede ser escrito utilizando (C.5) como

1/λ∑
n=0

exp

(
x2

2πµ2
0

cosnπλ

)
=

1

λ
I0

(
x2

2πµ2
0

)
+ cosh

(
x2

2πµ2
0

)
+

∞∑
k=1

Ik

(
x2

2πµ2
0

)
cot

(
kπλ

2

)
sen kπ. (5.93)

La última suma es del mismo orden que el primer término ya que para λ pequeña, cot kπλ/2 ∼ 2/(kπλ),
entonces podemos reemplazar la suma por una aproximación

∑
k sen kπ/k, que es igual a cero, para

cualquier entero k.

De esta forma la función de partición se aproxima como:

Z(β) ∼= I0

(
x2

2πµ2
0

)
e
− x2

2πµ20

λ
+

1

2

(
1 + e

− x2

πµ20

)
. (5.94)

La expresión (5.94) es una expresión analítica para la función de partición Z. Por completez se calculan
las cantidades termodinámicas que se obtienen con la función de partición (5.94) y son las siguientes:

F = −N
β

[
1− lnN + ln

(
λ−1I0 exp

(
− x2

2πµ2
0

)
+

1

2

)]
, (5.95)

S = Nk

− lnN + 1 + ln

(
λ−1I0 exp

(
− x2

2πµ2
0

)
+

1

2

)
+

~2β

mµ2
0

I0 − I1 + λe
− x2

2πµ20

I0 + λe
− x2

2πµ20


 , (5.96)
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P =
N

βL

 I0

I0 + λ
2 e
− x2

2πµ20

 , (5.97)

U = N

(
~2

mµ2
0

)I0 − I1 + λe
− x2

2πµ20

I0 + λe
− x2

2πµ20

 , (5.98)

CV =
Nk

2

(
~2β

mµ2
0

)2
I0 (I0 + I2)− 2I2

1 + λe
− x2

2πµ20 (I0 + 2I1 + I2)(
I0 + λe

− x2

2πµ20

)2 . (5.99)

donde se omitió el argumento de las funciones de Bessel modificadas por no cargar demasiado la notación.

Es interesante notar que, como 1/µ2
0 es muy grande, podemos considerar el desarrollo asintótico de I0

dado por (C.11), con lo que se obtiene:

Z(β) ≈ L

x

[
1 +

π

4

µ2
0

x2
+

9π2

32

µ4
0

x4
+

75π3

128

µ6
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+

3675π4

2048
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]
+

1

2

(
1 + e

− x2

πµ20

)
, (5.100)

que es exactamente la misma serie que en (5.77), pero con un par de términos adicionales. Con esta misma
aproximación, la presión sufre otro tipo de modificaciones que no son tan directas de interpretar como en
el enfoque anterior

P =
N

βL

[
1

/(
1 +

µ0

2L

1

1− πµ20
4x2

+
11π2µ40

32x4
+ . . .

)]
, (5.101)

pero que siguen siendo pequeños.

Es fácil ver que el término exp
(
− x2

πµ20

)
tiende a cero como µ0 → 0, por otra parte, el término 1/2 es

comparable con el término principal de la serie L/x, se trata de un término no despreciable que no es
una corrección a la función de partición debida a la cuantización por lazos y por lo tanto a las variables
termodinámicas. Este término proviene de la forma en que se aproximó la suma, podemos darnos cuenta
de ello utilizando la aproximación de Euler-Maclaurin para calcular la suma, este cálculo es usual en
mecánica estadística estándar

N∑
n=0

f(n) ∼=
∫ N

0
f(n)dn+

1

2
(f(0) + f(N)) + . . . (5.102)

Si aproximamos directamente con esta fórmula la suma en (5.90) usando la misma regularización 1/λ

1/λ∑
n=0

exp

(
x2

2πµ2
0

cosnπλ

)
∼=
∫ 1/λ

0
exp

(
x2

2πµ2
0

cosnπλ

)
dn+

1

2

[
exp

(
x2

2πµ2
0

)
+ exp

(
− x2

2πµ2
0

)]
+ . . .

(5.103)
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obtenemos
1/λ∑
n=0

exp

(
x2

2πµ2
0

cosnπλ

)
∼=

1

λ
I0

(
x2

2πµ2
0

)
+ cosh

(
x2

2πµ2
0

)
+ . . . , (5.104)

lo cual lleva exactamente a la misma función de partición como en (5.94) y por lo tanto a la aproximación
(5.100). El término 1/2 se debe únicamente a la forma en que se aproxima la suma. Ciertamente aparece
también cuando aproximamos la función de partición de un gas ideal sin correcciones poliméricas, mediante
la serie de Euler-Maclaurin:

ZEM =
L

x
+

1

2
+ . . . (5.105)

Sin embargo, si utilizamos la fórmula de Poisson tenemos

ZP =
L

x

(
1 + e−4πL

2

x2 + . . .

)
, (5.106)

En esta aproximación la primera corrección es muy pequeña en comparación con el término principal,
esto nos da control sobre la serie, ya que para tener términos pequeños en el caso (5.105) necesitamos
considerar muchos más términos. Por ello, esta última aproximación parece ser mejor.

Existe otra posibilidad para el gas ideal, que es considerar la suma total la cual podemos identificar con
la función Θ3 elíptica de Jacobi [68]:

ZTot =
1

2

[
1 + Θ3

(
0, e−

π
4
x2

L2

)]
. (5.107)

Al comparar el comportamiento de (5.105)-(5.107) para el gas ideal, nos damos cuenta que para tem-
peraturas grandes todas las ecuaciones coinciden con la función de partición clásica L/x. A medida que
disminuye la temperatura, la aproximación de Euler-Maclaurin está más cerca de zTot , mientras que la
aproximación de Poisson está más cerca del comportamiento clásico.

Como buscamos posibles efectos inducidos por la escala de longitud mínima sobre el comportamiento
clásico, preferimos utilizar la aproximación de Poisson (5.106), que nos da un control más sistemático de
la serie. A bajas temperaturas el comportamiento cuántico se vuelve más importante, sin embargo ninguna
de las ecuaciones (5.105) o (5.107), nos da una expresión del todo correcta porque no se consideró el factor
de la degeneración de fermiones o bosones. Como se dijo en la sección previa, sería interesante extender
este análisis al caso de las estadísticas cuánticas.

5.5. Discusión

La mecánica cuántica “polimérica” es un modelo que incluye algunos aspectos matemáticos que asemejan
a la gravedad cuántica de lazos, en particular la estructura discreta del espacio. Toma su nombre de los
gráficos encajados en el espacio que proveen un espectro discreto para los operadores geométricos como
el de área y el de volumen; estos gráficos asemejan estructuras poliméricas.
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El objetivo de este capítulo fue el de explorar posibles efectos que la cuantización por lazos puede tener
en sistemas simples unidimensionales. Usando los espectros de energía provenientes de esta cuantización,
obtuvimos la función de partición canónica que da lugar a cantidades termodinámicas modificadas por la
naturaleza discreta de este tipo de cuantización no estándar. Particularmente estas cantidades se modifican
por términos que contienen al parámetro µ0. Encontramos que la termodinámica estándar de estos sistemas
simples está contenida en el límite de µ0 → 0 de nuestros resultados.

Hay por lo menos dos interpretaciones posibles para µ0: Por un lado µ0 puede ser una longitud fundamen-
tal, como la longitud de Planck, en cuyo caso los efectos resultantes serían muy pequeños [165]. También
se ha interpretado como un regulador para llevar a cabo un procedimiento de renormalización, cuyo límite
continuo resulta ser la habitual mecánica cuántica de Schrödinger [166]. En este contexto sería interesante
aplicar el procedimiento de renormalización a nivel macroscópico en estos sistemas simples, por ejemplo,
en analogía con el modelos de Ising. Se puede pensar en aplicar el método seguido en [166, 167] a un
modelo cuantizado por lazos con interacciones. Esto podría conducir a un flujo de renormalización no
trivial para las constantes de acoplamiento y de la posible existencia de un punto fijo en el límite continuo
en el que podemos comparar con la formulación usual de Schrödinger de la mecánica cuántica.

Se muestra que el espectro de una partícula en una dimensión, es similar a aquel obtenido a partir de en
un principio de incertidumbre generalizado [185]. Esto no es sorprendente, ya que la misma cuantización
polimérica conduce a modificaciones similares a las de GUP. En [165], Ashtekar et al. calcularon la relación
de incertidumbre para los valores de expectación de x̂ y K̂ definido en (5.11) que se utiliza en lugar del
operador de momento que no está bien definido. Los valores esperados se calculan utilizando las sombras15

de los estados semiclásicos coherentes poliméricos, la relación de incertidumbre obtenida es (5.21), que
puede expresarse como:

∆x∆K =
~
2

(
1− λ2

4
+O(λ4)

)
. (5.108)

En este caso, la primera corrección de la cuantización por lazos es de orden λ2 y disminuye la incertidumbre.
La elección usual en la fenomenología de gravedad cuántica es simplemente sumar un término positivo
que aumenta la incertidumbre ∆x∆p ≈ ~(1 + `2min∆p2/~2)/2. Entonces, con este modelo de cuantización
por lazos se pueden reproducir algunos resultados que en la literatura de la fenomenología de gravedad
cuántica se colocaron a mano. En este modelo se derivaron de forma natural bajo el supuesto de una
estructura discreta del espacio.

Estos efectos de la estructura discreta, pueden interpretarse como una modificación en el número de
microestados accesibles del sistema como en [193], donde hay una redefinición de la constante de Planck
suponiendo una escala mínima de longitud `min. En ese trabajo se encontró que el volumen mínimo cambia
a hGUP = h(1 + `2minp

2/~2). Nos damos cuenta de que en el caso cuantizado por lazos, (5.108), podríamos
tener la misma interpretación redefiniendo la constante de Planck.

15Los estados sombra son las proyecciones de los estados físicos en el espacio pre-Hilbert dual Cyl∗, sobre el conjunto de
las funciones cilíndricas de una gráfica fija Cylγ .
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Este cambio en el número de microestados es razón suficiente para preguntarse acerca de cómo la mecánica
estadística de estos sistemas cambiaría. En particular, en [193] se calcula la entropía de un gas ideal con
esta modificación. Nuestros resultados son comparables a los de [193], en el sentido de que las correcciones
sobre la entropía son del mismo orden que en la escala de longitud mínima.

En la literatura encontramos varios casos en que la termodinámica y mecánica estadística de los sistemas
se estudian mediante modificaciones a la teoría fundamental subyacente basados en las mismas ideas de
la fenomenología la gravedad cuántica. Por ejemplo, en [194], las correcciones se deben a la ruptura de la
invariancia Lorentz en una extensión del modelo estándar (SME) [195], [196], no hay cambio en la ecuación
de estado del gas ideal, como en nuestro caso. Ambos, el potencial químico y la ecuación de Sackur-Tetrode
para la entropía se modifican por términos que violan la simetría de Lorentz y, como se argumenta, estos
términos pueden ser moldeados en una redefinición de la masa efectiva de las partículas. En nuestro caso
tenemos cualitativamente cambios similares, aunque no tratamos con la invariancia relativista de Lorentz,
la simetría de Galileo correspondiente se ha estudiado en [171], ahí se ve claramente que la simetría
inherente a este modelo polimérico no es la de Galileo sino que ésta es sólo una aproximación.

Por ejemplo, en el marco de la fenomenología de la gravedad cuántica se ha estudiado la termodinámica
de algunos sistemas como la radiación del cuerpo negro o un gas relativista en las etapas tempranas del
universo. Estos estudios muestran que las magnitudes termodinámicas son modificadas por los términos
que dependen de la escala de longitud mínima. En [189] y [190] se exploran las correcciones a las cantidades
termodinámicas de la radiación del cuerpo negro, debido a la gravedad cuántica, por medio de una relación
de dispersión modificada. En el caso de [189] la modificación de la relación de dispersión se obtiene una
aproximación semiclásica de la gravedad cuántica de lazos, y en [190] de la teoría de cuerdas y otras
propuestas alternativas. En ambos casos las correcciones son de la siguiente forma genérica

A = A0

[
1 + α1`

2
minT

2 + α2`
4
minT

4 + . . .
]
, (5.109)

donde A son las funciones termodinámicas modificadas, A0 representan las cantidades sin modificación,
α1 and α2 son algunos coeficientes numéricos que difieren en función de la propuesta de que la gravedad
cuántica que se considere (en [189], α2 = 0). En ambos casos, la dependencia de la temperatura es la
misma y el término principal es de orden O(`2min) similar a los resultados presentados aquí. Incluso en
el caso de la termodinámica de un gas relativista en el universo primitivo, que se estudió en [197], se
encuentran dependencias similares en `min y T .

En contraste con nuestro análisis de la radiación de cuerpo negro donde genéricamente no encontramos
dependencia en la temperatura para las modificaciones poliméricas sino únicamente en la escala de longitud
mínima los términos dominantes en las correcciones son de orden λ2, similar a la mayoría de los casos
estudiados en la fenomenología de la gravedad cuántica.

Un análisis alternativo puede encontrarse en [191]. En dicho trabajo el efecto de tener una longitud
mínima en las propiedades termodinámicas de un gas de fotones a partir de las relaciones de dispersión
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modificadas, se interpreta como una interacción repulsiva entre los fotones, similar a lo que sucede en el
gas de Van der Waals. En el tratamiento aquí presentado, la ecuación de estado no se ve afectada, esto
no nos permite dar una interpretación similar de nuestros resultados. Sin embargo, como se anunció antes
hace falta un análisis de ensambles y funciones de partición más generales.

Como paso siguiente sería interesante explorar las modificaciones en la función de partición canónica
debido a la discretización del espacio. Está claro que habrá cambios en el número de estados disponibles
en el sistema, esto cambiaría el conteo de dichos estados que lleva a la obtención de la función de partición.
El conteo correcto de estos estados llevará a las estadísticas correspondientes de sistemas en este esquema
de cuantización. Esto tendrá consecuencias sobre las propiedades de los sistemas, por ejemplo a través del
teorema de espín-estadística [187]. Un indicio de las posibles modificaciones que se tendrían, por ejemplo
en las estadísticas cuánticas es la expresión encontrada para el número de ocupación (5.60). Sin embargo,
es necesario primero extender el análisis y realizar conteos para otros ensambles, como el gran canónico,
así como entender el rol del corte en la energía en la aproximaciones a las sumas que definen la función de
partición. Una pista de las modificaciones esperadas puede dárnosla la distribución de cuerpo negro (5.60),
donde claramente se ven modificaciones debidas a la cuantización por lazos. Siguiendo un procedimiento
semejante a [189] podría estudiarse la correspondiente función de distribución gran canónica.

Un ejemplo en relación con los estados de la gravedad de cuántica de lazos es el modelo denominado
quantum graphity, donde los estados de un sistema corresponden a gráficos que simulan de estados de red
de espín [198]. El Hamiltoniano de este modelo depende de las propiedades de los gráficos y la función de
partición correspondiente tendrá, en general, diferentes contribuciones [199]. La estadística de este modelo
es similar a la estadística de los nudos [200], donde también se modifica la función de partición.

Existen funciones de partición generalizadas, por ejemplo, para sistemas discretos no lineales [201] o
sistemas no-extensivos [202]. Tomemos como ejemplo la entropía encontrada aquí (5.73); se puede de-
mostrar que es una cantidad extensiva cuando aproximamos el logaritmo para valores pequeños. Podemos
comprobar que en realidad es una función homogénea, sin embargo, esto no se mantiene más allá de
esta aproximación, y tal vez una opción sería explorar, para órdenes superiores en la aproximación, las
generalizaciones de estadísticas no extensivas.

Otra posibilidad es analizar la cuantización por lazos en redes irregulares en busca de diferencias con el
modelo actual.
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6
Conclusiones y Perspectivas

En este capítulo se resumen los resultados de los distintos capítulos del presente trabajo de tesis, y se
discuten algunas posibles extensiones.

El interés en combinar los principios de la relatividad con los de la física estadística ha retomado ímpetu
debido a las observaciones y experimentos recientes como por ejemplo en la física de altas energías [34],
en astrofísica [24] y cosmología [67]. Esta combinación también es importante en la discusión de los
fundamentos teóricos necesarios en la descripción de sistemas relativistas de muchos cuerpos [36], su
formulación generalmente covariante [37], la termodinámica de hoyos negros [39] e incluso propuestas de
gravedad cuántica [41], [42] y teoría de cuerdas [43].

En esta tesis estudiamos los siguientes sistemas: un gas simple relativista, mezclas semirelativistas cercanas
al equilibrio y sistemas simples cuantizados por lazos, utilizando los métodos de la física estadística.

En primer lugar, en el capítulo 3, se estudió el gas simple relativista. Se obtuvo una expresión (3.41) de la
función de distribución del equilibrio para este gas, basándose en un análisis manifiestamente covariante
de la ecuación de Boltzmann. En este, no se supone un carácter específico bajo transformaciones de
Lorentz para la temperatura. Notablemente la temperatura resulta estar relacionada con la norma Θ,
de un vector de Lorentz Θµ (3.30), es decir, es la temperatura determinada por un observador en un
marco comóvil con el gas. Tal temperatura es invariante de la misma forma que lo es la masa en reposo
de una partícula puntual. Utilizando estos resultados se encontró además una versión manifiestamente
covariante del teorema de equipartición, dado por la ecuación (3.66). Esta se obtiene proyectando el
momento relativista del gas en la dirección del vector térmico Θµ. Este resultado coincide con versiones
reportadas previamente en la literatura [70, 78], pero que no son manifiestamente covariantes.

Notablemente el uso del vector térmico es consistente con la descripción del fondo cósmico de radiación
(CMB). Aunque el análisis estándar de este fondo alude a una temperatura anisotrópica determinada
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por un marco en movimiento respecto a tal fondo, en realidad las observaciones aportan una distribución
anisotrópica de energía de la radiación y no una medición directa de la temperatura anisotrópica. Por otro
lado, el uso del vector térmico permite describir a la radiación produciendo directamente una distribución
angular de energía. Más aún, la extrapolación del análisis estándar del fondo de radiación al caso de
partículas masivas (por ejemplo, un fondo de neutrinos (CNB)), lleva a una temperatura anisotrópica
físicamente inaceptable, pues depende del momento individual de las partículas.

Cabe mencionar que la identificación de la norma del vector térmico con el recíproco de la temperatura
comóvil al gas, surge de suponer válida la termodinámica clásica en tal marco comóvil. En particular,
las cantidades termodinámicas que aquí se utilizan están definidas como integrales sobre hipersuperficies
tipo tiempo. Sería interesante elaborar sobre esta forma de implementar la termodinámica relativista y
contrastarla con las varias versiones de ésta existentes en la literatura [72, 83, 71, 103, 104].

En los análisis existentes del caso de un gas relativista fuera de equilibrio [12, 13], es decir, cuando en
la ecuación de Boltzmann el término de colisión no es nulo, usualmente se utiliza la representación de
la velocidad hidrodinámica espacial y la temperatura [18] para implementar el método de Chapman-
Enskog [129]. En vista de que el vector térmico contiene tanto a la temperatura comóvil, como a las
componentes de la velocidad hidrodinámica, sería interesante explorar la correspondiente hidrodinámica
fuera de equilibrio en la representación de Θµ; incluso, esta descripción permitiría una interpretación más
completa del vector térmico. Lo mismo podría hacerse en el caso de un espacio-tiempo curvo [10, 11, 206].

El vector térmico se ha utilizado también en el análisis de la física estadística de sistemas covariantes
generales [37], interpretándose sus componentes como los parámetros necesarios para describir el equilibrio
del sistema cuando no se ha especificado la variable que se utilizará como variable temporal. Este análisis
podría extenderse también al caso fuera de equilibrio.

Puede intentarse extender este análisis estadístico covariante para encontrar posibles efectos a nivel ter-
modinámico en ciertas teorías alternativas a la relatividad especial. Estas se han propuesto para resolver
ciertos problemas que tienen su origen en la gravitación cuántica, e incluyen aquellas donde la velocidad
de la luz se considera variable (VSL) [110], deformaciones del álgebra de Poincaré (DSR) [111].

En el capítulo 4, se estudiaron mezclas binarias con una componente relativista y otra no relativista.
El término de colisión de la correspondiente ecuación de Boltzmann que gobierna la evolución de la
distribución del sistema, pudo aproximarse por un término diferencial tipo Fokker-Planck. Esto se logro
dadas las características de las partículas de cada componente de la mezcla, como su densidad, masa y
energía. Particularmente, en el caso del gas de Rayleigh o movimiento Browniano relativista, se considera
un gas de fondo formado por partículas relativistas, en donde se difunden partículas pesadas no relativistas
es decir la densidad de las partículas del gas es mucho mayor que el de las partículas brownianas, mientras
que la masa de las partículas de gas es mucho menor que el de las brownianas. La ecuación de Fokker-
Planck (4.20) permite identificar los coeficientes de difusión y fricción viscosidad (4.22). Los casos extremos
de estos coeficientes se calcularon, en particular límite no relativista (4.23) coincide con los resultados
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clásicos de Wang Chang y Uhlenbeck y de Green [119, 120].

El caso del gas de Lorentz, puede interpretarse físicamente como complementario al gas de Rayleigh debido
a que las características se invierten, es decir, ahora el gas está formado por partículas no relativistas cuya
masa es mayor a las de las partículas que se difunden, que son relativistas y de masa pequeña. La ecuación
de Fokker-Planck (4.33) contiene tres términos cuyos coeficientes no son constantes y pueden asociarse
respectivamente al tensor de difusión, al vector de fricción dinámica y a un tiempo característico de
relajación. Términos semejantes a este último han sido utilizados en la literatura para modelar tasas de
creación, de crecimiento o reacción [143, 132], o bien describir efectos de retardo o memoria [144].

Por otra parte, mostramos que el gas relativista de una componente en la aproximación de colisiones
rasantes, admite una descripción a través de una ecuación de Fokker-Planck covariante. Este análisis
resultó al utilizar desviaciones de la distribución manifiestamente covariante (3.41) obtenida en el capítulo
3. Sería interesante extender el análisis covariante al caso de las mezclas.

En ciertos enfoques de la gravedad cuántica se plantea la búsqueda de efectos provenientes de una escala
de longitud mínima. Dada la existencia de esta longitud se propone sustituir las trayectorias de las
partículas libres por procesos difusivos en el espacio-tiempo [41], o bien plantear una ecuación estocástica
para modelar dichos posibles efectos, suponiendo fluctuante la métrica del espacio tiempo [42]. Sería
entonces interesante obtener ecuaciones tipo Fokker-Planck que modelen estos efectos pero que provengan
de una teoría microscópica de la gravedad que podrían justificar algunos análisis fenomenológicos.

Motivados por las posibles aplicaciones de la física estadística a diversas propuestas de gravedad cuántica,
finalmente en el capítulo 5 exploramos posibles efectos que una escala de longitud mínima puede arrojar en
un análisis termoestadístico de sistemas simples cuantizados con un esquema que implementa la gravedad
cuántica de lazos. El esquema de cuantización no resulta equivalente a la cuantización usual de Schrödinger
en mecánica cuántica. Estudiamos entonces las modificaciones que esta longitud mínima induce en las
correspondientes cantidades termodinámicas obtenidas del análisis mecánico estadístico usual. Hay por lo
menos dos interpretaciones posibles para este parámetro. Puede considerarse como la longitud de Planck.
En este caso los efectos resultantes serían pequeños. Alternativamente se ha considerado como un regulador
para realizar un procedimiento de renormalización, cuyo límite continuo resulta ser la habitual mecánica
cuántica de Schrödinger [166, 167, 205].

Estudiamos dos sistemas simples: El oscilador armónico y una partícula confinada en una caja. Ensambles
estadísticos del primer sistema modelarán por una parte, vibraciones en una variante de un sólido tipo
Einstein, y por otra modificaciones a la radiación de cuerpo negro; mientras que el segundo modelará
un tipo de gas ideal. Las cantidades termodinámicas obtenidas se ven modificadas por el parámetro de
longitud, y se asemejan a aquellas obtenidas en la literatura que sigue un esquema fenomenológico de
la gravedad cuántica [173] y a ciertas propuestas de generalizaciones de la relación de incertidumbre
[197, 185]. Todas las correcciones se anulan cuando el parámetro de longitud se hace cero, reobteniéndose
la termodinámica usual de los sistemas correspondientes.
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En este trabajo se utiliza la función de partición canónica de la estadística de Maxwell-Boltzmann por ser
la más simple. La relación entre la estructura discreta y la correspondiente modificación a la estadística
no fue tratado y es un problema interesante que continúa abierto. Es evidente que habrá cambios en el
número de microestados disponibles en el sistema, esto tendría consecuencias sobre las propiedades de
los sistemas, por ejemplo a través del Teorema de espín-estadística y quizá lleve a posibilidades exóticas
[187]. Un indicio de estas modificaciones es el número de ocupación modificado obtenido en (5.60), esto
muestra que quizá al realizar el conteo de estados considerando la discretez del espacio y la simetría de
las funciones de onda, existan modificaciones en las funciones de partición y por tanto en los ensambles
correspondientes.

Así como se ha implementado el límite continuo de la teoría cuántica a través de un procedimiento de
renormalización, sería igualmente interesante implementar un procedimiento similar a nivel macroscópico,
es decir, en las variables termodinámicas de manera semejante a como se estudia el modelo de Ising, y
verificar que la escala introducida también es removida a ese nivel.

Otro aspecto interesante sería estudiar las propiedades de invariancia de Lorentz en estos sistemas cuan-
tizados por lazos. Se ha visto que es posible reconciliar la invariancia de Lorentz con la geometría espacial
discreta [203, 204], en contraste con ciertos enfoques fenomenológicos que introducen violaciones a la
simetría de Lorentz como MDR y GUP [173, 174].

Por otra parte la estructura discreta de la gravedad cuántica de lazos sugiere preguntarnos ¿De qué forma
se recupera la relatividad general clásica a partir de la gravedad cuántica de lazos? ¿Es posible recobrar,
en un sentido aproximado, un espacio-tiempo continuo desde un conjunto discreto?

Una manera de abordar el problema es a través de una analogía con el movimiento browniano de una
partícula en un medio. Las ecuaciones de movimiento se ven afectadas por un término aleatorio que
toma en cuenta la irregularidad de las colisiones de la partícula con los átomos del medio [122, 126].
Para la gravedad cuántica el movimiento browniano de una partícula propagándose por el espacio-tiempo
podría revelar su microestructura. Como ya se mencionó, esta idea ya se ha explorado en la literatura
en propuestas como la gravedad estocástica [42] que supone la posible existencia de fluctuaciones de la
geometría del espacio-tiempo debidas a efectos cuánticos, que se codifican en un término estocástico en las
ecuaciones de la relatividad general. A partir de esta modificación se ha encontrado una ecuación para la
difusión en el espacio-tiempo fluctuante. Este es un ejemplo de posibles efectos cuánticos gravitacionales.

Los enfoques a la gravedad cuántica pueden clasificarse dependiendo del punto de partida del estudio, que
puede ser una teoría efectiva o una teoría microscópica. Hay dos posibilidades: El enfoque descendente
(top-down) donde se consideran desviaciones de las teorías clásicas provocadas por efectos cuánticos
gravitacionales, modelando la microestructura subyacente por términos aleatorios, como en la gravedad
estocástica. El enfoque ascendente (bottom-up) considera que la teoría macroscópica continua emerge
de algún tipo de límite o promedio de las interacciones microscópicas. En esta perspectiva las teorías
microscópicas como la gravedad cuántica de lazos deben contener en el límite continuo a la relatividad
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general.

En hidrodinámica existe una situación análoga, el mejor ejemplo es de nuevo el movimiento browniano.
Por un lado el enfoque que utiliza el término estocástico que modela las colisiones sería el enfoque de-
scendente. Sólo se consideran las fluctuaciones en la trayectoria macroscópica sin saber cuál es el modelo
microscópico subyacente. Por otro lado se puede considerar que las interacciones de las partículas brow-
nianas con los constituyentes del medio están dadas por colisiones elásticas, es decir, por las leyes de
Newton. Se puede dar una descripción efectiva de cómo todas las interacciones entre las moléculas del
medio y las partículas brownianas dan como resultado macroscópico un movimiento browniano. Esto se
logra utilizando el enfoque de la ecuación de Boltzmann [129] a partir de la cual pueden hallarse cantidades
macroscópicas conociendo la dinámica subyacente sin necesidad de suposiciones aleatorias, en particular
puede describirse la difusión de las partículas brownianas en el fluido [119, 120]. El caso relativista especial
de este problema se estudió en [105]. Este sería el enfoque ascendente.

Una línea interesante dentro de la cuantización por lazos es estudiar estos sistemas fuera del equilibrio a
partir de una ecuación de Boltzmann modificada. Como se muestra en el apéndice A, para fundamentar
la dicha ecuación de Boltzmann puede comenzarse de una teoría microscópica como la teoría cuántica
de campo y pasar, después de ciertas aproximaciones, a la teoría cinética relativista. Así pues podría
comenzarse de una teoría cuantizada por lazos como (5.16) y definir una función deWigner para esta teoría.
Afortunadamente se ha formulado matemáticamente la función de Wigner para sistemas cuantizados por
lazos [207]. De esta forma se podría obtener una ecuación de Boltzmann para esa función de Wigner de
lazos. Con esto podríamos estudiar efectos similares a los que encontramos aquí debidos a una escala
mínima fundamental, pero en procesos fuera del equilibrio.
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A
La Ecuación de Boltzmann Relativista como una
aproximación a la teoría cuántica de campos

En este apéndice se describe una aproximación a la teoría cinética relativista desde la perspectiva de la
teoría cuántica de campos, basándonos principalmente en el trabajo de de Groot et al [12].

A.1. Dinámica de los campos

Consideremos un sistema de partículas sin espín de masa m en el contexto de la teoría cuántica de campo.
Estas están descritas por un operador de campo escalar φ(x) tal que ante transformaciones de Lorentz
φ′(x′) = φ(x). La dinámica del sistema para campos no interactúantes está dada por la ecuación de
Klein-Gordon (

∂µ∂
µ +

m2c2

~2

)
φ(x) = 0, (A.1)

la cual puede deducirse de una densidad Lagrangiana, tal que la ecuación (A.1) puede obtenerse de
ecuaciones tipo Euler-Lagrange considerando independientes a φ y su conjugado

∂L
∂φ†
− ∂µ

∂L
∂ (∂µφ†)

+ ∂µ∂ν
∂L

∂ (∂µ∂νφ†)
= 0, (A.2)

donde la densidad Lagrangiana correspondiente a la ecuación de Klein-Gordon

LKG(x) = −1

2
~c
[
φ†(x)∂µ∂

µφ(x) + φ(x)∂µ∂
µφ†(x) + 2

mc2

~2
φ†(x)φ(x)

]
. (A.3)

La interacción se introducirá añadiendo al Lagrangiano un término LInt que dependerá en general de
distintos campos correspondientes a las partículas con las que interactúa

L(x) = LKG(x) + LInt . (A.4)
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Si se supone que LInt no depende de las derivadas de los operadores de campo las ecuaciones de movimiento
serán de la siguiente forma (

∂µ∂
µ +

m2c2

~2

)
φ(x) =

1

~c
∂LInt(x)

∂φ†(x)
, (A.5)

y una ecuación idéntica cambiando φ por φ†.

El Lagrangiano debe ser invariante L′
(
φ′(x′), ∂′µφ

′(x′), . . .
)

= L (φ(x), ∂φ(x), . . .) y dejar invariante las
ecuaciones de movimiento L′

(
φ′(x′), ∂′µφ

′(x′), . . .
)

= L
(
φ′(x′), ∂′µφ

′(x′), . . .
)
. De ahi se desprenden las

leyes de conservación de la densidad de corriente y del tensor de energía-momento

∂µj
µ = 0, ∂νt

µν = 0. (A.6)

Si además se pide invariancia de L ante traslaciones infinitesimales y se supone también invariancia ante
la transformación de norma φ(x) → φ′(x) = eiθφ(x), entonces la densidad de corriente jµ y el tensor de
energía momento tµν , toman la siguiente forma

jµ = icφ†(x)
↔
∂µφ(x), (A.7)

tµν = −1

2
~cφ†(x)

↔
∂µ
↔
∂νφ(x)− gµνL(x), (A.8)

donde la doble flecha en
↔
∂ indica que hay que derivar primero a la derecha y después restar la derivada

de la cantidad a la izquierda.

A.2. La Función de Wigner

Según la teoría cinética no relativista las cantidades macroscópicas se definen como promedios estadís-
ticos o momentos estadísticos de sus homólogas microscópicas, pesados por la función de distribución
correspondiente. En teoría cuántica se introduce la función de Wigner que es una función del espacio
fase y puede considerarse la más simple y más cercana a una función de distribución. De esta forma los
promedios macroscópicos usualmente calculados como 〈O〉 = Tr(ρO), donde O es una observable y ρ es
la matriz de densidad, se expresarán como promedios pesados por la función de Wigner de una partícula.
Para ello escribiremos las cantidades macroscópicas como sigue

Jµ = 〈jµ(x)〉 = ic〈: φ†(x)
↔
∂µφ(x) :〉, (A.9)

Tµν = 〈tµν(x)〉 = −1

2
~c〈: φ†(x)

↔
∂µ
↔
∂νφ(x) :〉 − gµν〈: L(x) :〉, (A.10)

donde : ∗ : indica el orden normal de los operadores de campo. La estrategia será encontrar la función
de peso para este sistema e identificarla con la función de Wigner. Para ello consideremos primero la
densidad de corriente (A.9) notando que puede escribirse de la siguiente forma

〈: φ†(x)
↔
∂µφ(x) :〉 =

∫
d4y δ4(y)

〈
: φ†

(
x+

1

2
y

)
↔
∂µφ

(
x− 1

2
y

)
:

〉
= 2

∫
d4y

∂

∂yµ
δ4(y)

〈
: φ†

(
x+

1

2
y

)
φ

(
x− 1

2
y

)
:

〉
, (A.11)
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donde se introdujo una variable auxiliar yµ a través de la delta de Dirac 4-dimensional, y se realizó una
integración parcial en el último término. Se puede escribir δ4(y) en su representación integral

δ4(y) =
1

(2π~)4

∫
d4k e−

k·y
~ , (A.12)

de forma que la densidad de corriente se puede escribir como

Jµ = c

∫
d4k kµW (x, k), (A.13)

donde

W (x, k) ≡ 4π

(2π~)5

∫
d4y e−

k·y
~

〈
: φ†

(
x+

1

2
y

)
φ

(
x− 1

2
y

)
:

〉
, (A.14)

que se define como la función de Wigner en la teoría cuántica relativista. Es una función real y es
manifiestamente escalar. Con ayuda de esta función las cantidades macroscópicas pueden escribirse como
promedios en el especio de momentos kµ. En el caso del tensor de energía-momento (A.10) toma la
siguiente forma en términos de la función de Wigner

Tµν = c

∫
d4k kµkνW (x, k) + gµν

[
c

2

∫
d4k

(
m2c2 − k2 +

1

4
~2∂α∂

α

)
W (x, k)− 〈: LInt(x) :〉

]
. (A.15)

Notemos que el primer término en (A.15) es precisamente el segundo momento de la distribución W , sin
embargo hay dos términos más que están relacionados con la parte interactuante. Para sistemas diluidos
que son los estudiados principalmente por la teoría cinética se piensan principalmente interacciones bi-
narias. El término de interacción se pensará proporcional a la densidad e inversamente proporcional a la
temperatura, así sí el Lagrangiano LInt tiene una constante de acoplamiento λI , el término de interacción
podrá despreciarse siempre y cuando nλI/kT � 1. En este régimen puede despreciarse el último término
de (A.15). Además de la definición de (A.14), se sigue que W sigue una ecuación de evolución(

m2c2 − k2 +
1

4
~2∂α∂

α

)
W (x, k) = IInt , (A.16)

donde IInt es una integral relacionada con las derivadas del Lagrangiano de interacción y es proporcional
a nλI . Para despreciar este término se requiere que nλI/mc

2 � 1, de forma que IInt ≈ 0. Es de esta
manera en que el tensor de energía-momento se identifica con el segundo momento de la distribución,
es decir, el primer término de (A.15). Nótese de (A.16) cuando IInt ≈ 0, que kµ no está restringido por
la capa de masa k2 6= m2c2. Sin embargo, entre las condiciones que impone la aproximación estadística
se tiene que para que la función de Wigner pueda considerarse una función de distribución en el sentido
usual, debe variar muy lentamente a escala microscópica por ejemplo a la escala de Compton ~/mc, esta
condición se puede escribir como (

~
mc

)2

|∂µ∂µW (x, p)| � |W (x, p)|, (A.17)
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lo que implica (
m2c2 − k2

)
W (x, k) = 0, (A.18)

para lo cual kµ es tipo-tiempo y ahora si satisface la condición de capa de masa.

Físicamente kµ puede ser de tres tipos, tipo-tiempo con componente temporal positiva, tipo-tiempo con
componente temporal negativa y tipo-espacio. Las correspondientes funciones de Wigner serán W+, W−
y Wz, esta última no tiene contribución macroscópica de forma que la función de Wigner puede separarse
como

W (x, k) = W+(x, k) +W−(x, k). (A.19)

Al estar kµ restringido a la capa de masa se puede escribir

W±(x, k) =

∫
d3p

p0
δ(4)(k ± p)f±(x, p), (A.20)

donde f±(x, p) son las funciones de distribución correspondientes. La densidad de corriente y el tensor de
energía-momento pueden escribirse de una forma usual en teoría cinética utilizando (A.20)

Jµ = c

∫
d4p

p0
pµ [f+(x, p)− f−(x, p)] , (A.21)

Tµν = c

∫
d4p

p0
pµpν [f+(x, p)− f−(x, p)] . (A.22)

Si consideramos por otra parte el operador de campo en ausencia de interacciones se puede separar como

φ(x) = φ+(x) + φ−(x), (A.23)

donde las partes de frecuencia positiva y negativa son

φ+(x) = 2

∫
d4pH(p0)δ(p2 −m2c2)fp(x)a(p), (A.24)

φ−(x) = 2

∫
d4p̄ H(p̄0)δ(p̄2 −m2c2)f∗p̄ (x)b†(p̄), (A.25)

donde H(x) es la función escalón unitario, además se abrevió fp(x) = (1/2(2π)3~2)e−ip·x/~ y a(p) son
los operadores de aniquilación de partículas y b†(p̄) son los de creación de antipartículas. Al sustituir las
expresiones anteriores en la definición de la función de Wigner (A.14) y recordando (A.20) para la capa
de masa, las funciones F± pueden escribirse de la siguiente manera

f+(x, p) =
1

(2π~)3

∫
d4q δ(4)(p · q)e−i

q·x
~

〈
a†
(
p− 1

2
q

)
a

(
p+

1

2
q

)〉
, (A.26)

f−(x, p) =
1

(2π~)3

∫
d4q δ(4)(p · q)e−i

q·x
~

〈
b†
(
p− 1

2
q

)
b

(
p+

1

2
q

)〉
. (A.27)

es interesante que el sistema puede tratarse como una mezcla de bosones F+ y antibosones F− escalares.
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A.3. Ecuación de Transporte Relativista

Utilizando la ecuación de campo (A.5) se puede derivar una ecuación de evolución para la función de
Wigner (A.14)

kµ∂µW+(x, k) =
i

(2π~)4
H(k0)H(k2)

∫
d4y e−i

k·y
~

〈
φ†
(
x+

1

2
y

)
%

(
x− 1

2
y

)
− %†

(
x+

1

2
y

)
φ

(
x− 1

2
y

)〉
,

(A.28)
donde %(x) ≡ 1

~c
∂L

Int

∂φ†
, además de una ecuación similar para W−(x, k). En general el Lagrangiano de

interacción puede ser tal que el lado derecho de (A.28) no pueda expresarse en términos sólo de la
distribución de una partícula W+ (ó W−). Entonces en realidad la ecuación (A.28) es la primera ecuación
de un sistema de ecuaciones acopladas para las funciones de distribución de dos, tres etc. partículas. Este
sistema se conoce como la jerarquía BBGKY (por las siglas Bogoliubov, Born Green, Kirwood, Yvon).
Para obtener la ecuación cinética (tipo Boltzmann) es necesario introducir una suposición conocida como
la hipótesis del caos molecular, la cual establece que cualquier correlación inicial entre las partículas será
despreciada.

Para establecer la condición inicial es necesario escribir primero los promedios estadísticos de cualquier
variable en términos de cantidades que serán útiles. En la teoría cuántica de campos el espacio de Hilbert
en el que actúan los operadores de campo es generado por el vacío |0〉 y todos los estados de partículas
y antipartículas entrantes (in-states) |pn, p̄m〉in , con n,m = 1, 2, . . ., (alternativamente pueden usarse los
estados salientes etiquetados por el subíndice out, out-states). Utilizando sólo estados de energía positiva
se tiene

|pn〉in = a†
in

(pn)|0〉, (A.29)

donde a†
in

(pn) es el producto de los operadores de creación de los estados entrantes para cada momento
de n = 1, 2, . . .

Considerando un operador arbitrario O, se puede demostrar [12], que su promedio estadístico 〈O〉, puede
escribirse primero en términos de las matrices de densidad reducidas de n-partículas, cuyas entradas se
interpretan como las probabilidades de encontrar a n partículas con momento dado en el estado inicial y
se escribe como sigue

〈a†
in

(pn)ain(p′n)〉 =
∞∑
k=0

1

k!

∫
d3pk
p0
k

in〈pk, p
′n|ρ|pk, pn〉in . (A.30)

Utilizando una relación de completes y la definición del promedio y (A.30), puede escribirse 〈O〉 en
términos de las matrices reducidas, sin embargo, como lo operadores de campo entrantes pueden escribirse
en términos de los operadores a(p)in , (A.24), resulta conveniente expresar el promedio de O en términos
de los operadores de campo, finalmente

〈O〉 =

∞∑
n=0

1

(n!)2

∫
d4xnd

4x′n Õn(xn;x′n)〈φ†+(in)(xn)φ+(in)(x
′
n)〉, (A.31)
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donde

Õn(xn;x′n) =
(4π)n

(2π~)6n

∫
d4pnd

4p′n

n∏
j=1

e−i
(pj ·xj−p

′
j ·x
′
j)

~ {pn|O|p′n}, (A.32)

y los coeficientes

{pn|O|p′n} ≡
n∑

m=0

(−1)m
(
n
m

)
in〈pm|p′m〉in in〈pn−m|O|p′n−m〉in . (A.33)

La condición de que los estados iniciales no estén correlacionados puede expresarse de la siguiente forma
en términos de la matriz reducida

〈a†
in

(pn)ain(p′m)〉 = δnm
∑
{Perm}

n∏
j=1

〈a†
in

(pj)ain(p′j)〉, (A.34)

donde la suma corre sobre todas las permutaciones de los índices de los 4-momentos. Sin correlaciones el
promedio del operador O se escribe de la siguiente forma

〈O〉 =
∞∑
n=0

1

n!

∫
d4xnd

4x′n Õn(xn;x′n)
n∏
j=1

〈
φ†+(in)(xj)φ+(in)(x

′
j)
〉
. (A.35)

Como la función de Wigner (A.14) puede definirse para frecuencias positivas y sólo para estados entrantes,
y podemos notar que es esencialmente una transformada de Fourier del promedio del producto de los
operadores de campo, podemos buscar la relación inversa que sería〈

φ†+(in)

(
x+

1

2
y

)
φ+(in)

(
x− 1

2
y

)〉
=

~
2

∫
d4k ei

k·y
~ W+(in)(x, k), (A.36)

con lo cual el promedio de O, (A.35) puede escribirse como un promedio pesado con W+(in) como la
función de distribución, de la siguiente forma

〈O〉 =
∞∑
n=0

1

n!

∫
d4xnd

4knOn(xn; kn)
n∏
j=1

W+(in)(xj , kj), (A.37)

donde el nuevo coeficiente es

On(xn; kn) =
1

(2π~)n

∫
d4qn

n∏
j=1

ei
qj ·xj

~

{
kn −

1

2
qn |O| kn +

1

2
qn

}
. (A.38)

Se buscará un desarrollo en términos de las contribuciones debidas a interacciones binarias, entre tres
partículas, y así sucesivamente. Para ello es útil recalcar que los operadores de campo están en la repre-
sentación de Heisenberg

φ†
(
x+

1

2
y

)
= ei

P ·x
~ φ†

(
1

2
y

)
e−i

P ·x
~ , φ

(
x− 1

2
y

)
= ei

P ·x
~ φ

(
−1

2
y

)
e−i

P ·x
~ , (A.39)

con lo que la función de Wigner puede reexpresarse de la siguiente forma

W+(x, k) =
〈
ei
P ·x
~ ω+(k)e−i

P ·x
~

〉
, (A.40)
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donde
ω+(k) =

4π

(2π~)5
H(k0)H(k2)

∫
d4ye−i

k·y
~ φ†

(
1

2
y

)
φ

(
−1

2
y

)
. (A.41)

Ahora bien, como los estados entrantes son eigenestados de el 4-momento total Pµ, la expresión (A.37)
puede aplicarse a la función de Wigner de los estados entrantes tal que

W+(x, k) =

∞∑
n=0

1

n!

∫
d4xnd

4kn ωn(xn, pn; k)

n∏
j=1

W+(in)(x+ xj , pj), (A.42)

que es el desarrollo buscado. En este caso

ωn(xn, pn; k) =
1

(2π~)n

∫
d4qn

n∏
j=1

ei
qj ·xj

~

{
pn −

1

2
qn |ω+(k)| pn +

1

2
qn

}
. (A.43)

Se pueden calcular los coeficientes (A.43) para cada caso, así para n = 0 se tienen que ω0(x, p; k) = 0.
Para n = 1 se obtiene ω1(x, p; k) = δ(4)(k − p)δ(4)(x). Con estos resultados el desarrollo (A.42) de la
función de Wigner se puede escribir como

W+(x, k) = W+(in)(x, k) +
∞∑
n=2

1

n!

∫
d4xnd

4pn ωn(xn, pn; k)
n∏
j=1

W+(in)(x+ xj , pj). (A.44)

El primer término de (A.44) corresponde al caso sin interacciones ya que kµ∂µW+(in)(x, k) = 0, el término
de la suma es precisamente el término que contiene las interacciones entre las partículas del sistema.
Ahora bien para estudiar la evolución de esta función de Wigner es necesario regresar a la ecuación de
evolución (A.28). Con el mismo razonamiento anterior, puede obtenerse un desarrollo para esta ecuación
de evolución

kµ∂µW+(x, k) =
∞∑
n=2

1

n!

∫
d4xnd

4pn ∆n(xn, pn; k)
n∏
j=1

W+(in)(x+ xj , pj), (A.45)

donde ahora las funciones son las siguientes

∆n(xn, pn; k) =
1

(2π~)n

∫
d4qn

n∏
j=1

ei
qj ·xj

~

{
pn −

1

2
qn |∆+(k)| pn +

1

2
qn

}
, (A.46)

∆+(k) =
i

(2π~)4
H(k0)H(k2)

∫
d4ye−i

k·y
~

[
φ†
(

1

2
y

)
%

(
−1

2
y

)
+ %†

(
1

2
y

)
φ

(
−1

2
y

)]
.(A.47)

Para ambas expresiones (A.44) y (A.45) resultaron de la única suposición de despreciar las correlaciones
iniciales. El caso n = 2 será el caso correspondiente a colisiones binarias, los órdenes superiores estarán
relacionados a colisiones entre tres y más partículas. La ecuación cinética o de transporte para W+(x, k)

se obtiene eliminando W+(in)(x, k) de ambas (A.44) y (A.45) y considerando las primeras contribuciones
no despreciables del desarrollo. Entonces considerando el primer término de (A.44) y sustituyéndolo en
(A.45) para n = 2 obtenemos

kµ∂µW+(x, k) =
1

2

∫
d4x2d

4p2 ∆2(x2, p2; k)
2∏
j=1

W+(x+ xj , pj), (A.48)
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esta es una ecuación es para W+(x, k). Dado que se supuso que la distribución de Wigner varia lento
macroscópicamente se puede hacer un desarrollo de Taylor

W+(x+ xj , pj) = W+(x, pj) + xµj ∂µW+(x, pj) + . . . , j = 1, 2, (A.49)

el caso más sencillo, correspondiente a omitir las no uniformidades y desplazamientos de masa, es consid-
erar únicamente el primer término de (A.49) con lo cual la ecuación de transporte resulta

kµ∂µW+(x, k) =
(2π~)6

2

∫
d4p2 {p2|∆+(k)|p2}

2∏
j=1

W+(x, pj), (A.50)

donde se integró en las coordenadas espacio temporales y únicamente quedan los elementos de matriz de
∆+(k) en el integrando, en la cual podemos hacer la integración sobre la variable auxiliar y dando como
resultado

{p2|∆+(k)|p2} = in 〈p2|∆+(k)|p2〉in

= i

∫
d3p′

p′0
H(k0)H(k2)δ(4)(k + p′ − p1 − p2) in〈p1, p2|φ†(0)|p′〉out out〈p′|%(0)|p1, p2〉in + c.c.(A.51)

con ayuda de la ecuación de Yang-Feldman se calcula el braket de φ† en términos de %† y lo correspondiente
para φ, y se puede mostrar que

(2π~)6
in 〈p2|∆+(k)|p2〉in =

∫
d3p

p0
δ(4)(k − p)w+(p1, p2|p), (A.52)

donde la función w+ se define de la siguiente manera

w+(p1, p2|p) =
(2π)7~8

2

∫
d3p′

p′0
δ(4)(p+ p′ − p1 − p2)

∣∣∣ out 〈p′ |%(0)| p1, p2

〉
in

∣∣∣2
−(2π~)5p0

√
π

[
δ(3)(p− p1)Im( out 〈p2 |%(0)| p1, p2〉in) + (1↔ 2)

]
. (A.53)

Los tres términos del lado derecho de (A.53) pueden interpretarse en términos de amplitudes de dispersión
identificando

〈p, p′|T |p1, p2〉 =
(2π~)4

2
√
π out

〈
p′ |%(0)| p1, p2

〉
in
, (A.54)

donde T es la matriz de transición del proceso de interacción binaria. De tal forma que la función w+

puede escribirse como

w+(p1, p2|p) =

∫
d3p′

p′0
δ(4)(p+ p′ − p1 − p2)

∣∣〈p, p′ |T | p1, p2

〉∣∣2
−4π~p0

[
δ(3)(p− p1)Im(〈p1, p2 |T | p1, p2〉) + (1↔ 2)

]
, (A.55)

de esta forma al tener el Lagrangiano de interacción puede calcularse (A.55) por teoría de perturbaciones.
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Finalmente sustituiremos estos resultados en (A.50), junto con la siguiente representación de la función
de Wigner compatible con que kµ también satisface la restricción de la capa de masa (A.20). Con esto la
ecuación de transporte para f(x, p) será la siguiente

pµ∂µf(x, p) =
1

2

∫
d3p′

p′0
d3p′1
p
′0
1

w+(p′, p′1|p)f(x, p′)f(x, p′1). (A.56)

Un paso final es utilizar un resultado de teoría cuántica de la dispersión conocido como el teorema óptico
y es el siguiente

4π~Im〈p, p1|T |p, p1〉 =
1

2

∫
d3p′

p′0
d3p′1
p
′0
1

δ(4)(p′ + p′1 − p− p1)
∣∣〈p′, p′1|T |p, p1〉

∣∣2 . (A.57)

Con este resultado la ecuación de transporte (A.56) puede escribirse como

pµ∂µf =

∫
d3p1

p0
1

d3p′

p′0
d3p′1
p
′0
1

[
f ′f ′1W (p′, p′1|p, p1)− f f1W (p, p1|p′, p′1)

]
, (A.58)

donde se introdujo la tasa de transición en términos de la matriz T

W (p′, p′1|p, p1) =
1

2
δ(4)(p+ p1 − p′ − p′1)

∣∣〈p′, p′1|T |p, p1〉
∣∣2 . (A.59)

La ecuación (A.58) es precisamente la expresión (2.12); sin embargo, está última derivación nos permite
saber exactamente el régimen de validez de la ecuación de Boltzmann relativista. Además, con este método
podemos saber el origen microscópico de la función de distribución y su carácter escalar, así como la tasa
de transición en términos de propiedades mecánico cuánticas.
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B
Partículas Relativistas Interactuantes

B.1. Teorema de No - Interacción de Partículas Relativistas

El principio de la relatividad establece que todos los observadores en marcos de referencia inerciales
obedecen las mismas leyes de la física, esto implica que estas son invariantes ante transformaciones de
Lorentz o de Poincaré que incluyen traslaciones espacio-temporales, o bien, en el límite de bajas velocidades
respetan las transformaciones de Galileo. De esta forma una teoría será invariante relativista si tiene diez
generadores que proveen una representación del álgebra de Poincaré. En el caso de la mecánica clásica (no
cuántica) existe otra propiedad conocida como imposición de la línea de mundo. Esta consiste en pedir
que la curva de la línea de mundo de una partícula (q(t), t) transforme como las componentes del cuatro
vector de posición bajo transformaciones de Lorentz. Esta condición puede expresarse en términos de los
generadores del álgebra y la posición de la partícula

{Ki, qj} = qi [H, qj ], (B.1)

donde Ki son los generadores de las transformaciones de Lorentz (boost) en la dirección i, y H es el
Hamiltoniano y {·, ·} son los paréntesis de Poisson que dan la dinámica. En particular para partículas
libres relativistas el generador de boosts es Ki = qiH, por lo que (B.1) es satisfecha trivialmente.

En un trabajo clásico, Currie, Jordan y Sudarshan [59] analizaron las consecuencias que estas dos condi-
ciones juntas tienen sobre la teoría. Comenzando por escribir a los diez generadores del álgebra de Poincaré
Ki, Pi, Ji,H, como funciones de las variables canónicas qi, pi a un tiempo fijo. Concluyen que teorías que
contienen ambas condiciones no pueden contener ninguna interacción. A este resultado se le conoce como
el teorema de no-interacción de partículas relativistas.

Para enunciar y dar una prueba de este teorema debemos preguntarnos, dado un conjunto de partículas
que tienen la simetría de Poincaré, sí sus líneas de mundo transforman apropiadamente bajo cambios
de marco de referencia incluso si las partículas tienen una influencia mutua a través de algún tipo de
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interacción. Ambas condiciones sobre la simetría de Poincaré y la invariancia de la línea de mundo son
distintas y su efecto da ciertas limitantes a la dinámica final permisible.

Primeramente es necesario tener una formulación geométrica de la dinámica de las partículas. Supongamos
que el espacio de configuraciones Q es una variedad diferenciable en la que introducimos localmente ciertas
coordenadas qi. Para describir al sistema necesitamos ecuaciones diferenciales de al menos primer orden,
geométricamente estos son campos vectoriales. Estos campos están definidos en el espacio tangente TQ que
se identifica con el espacio fase de velocidades, con coordenadas (qi, q̇i). La mecánica Lagrangiana sucede
en TQ. La función Lagrangiana se define como un mapeo tal que L : TQ→ R. La mecánica Hamiltoniana
toma lugar en el espacio cotangente TQ∗, que es el espacio fase de momentos con coordenadas (qi, pi).

Aparentemente la descripción en el espacio cotangente es mejor que en el espacio tangente debido a que las
ecuaciones diferenciales de primer orden pueden relacionarse directamente a campos vectoriales y porque
el espacio cotangente tiene una estructura simpléctica. Es decir, el espacio cotangente es importante
desde el punto de vista geométrico dado que contiene una uno-forma natural θ ≡ pidq

i, tal que la forma
simpléctica asociada será ω = dθ = dqi ∧ dpi. El Hamiltoniano es una función tal que H : TQ → R, de
tal forma que las ecuaciones de movimiento pueden escribirse como el siguiente campo sobre TQ∗

XH =

(
∂H

∂pi
,−∂H

∂qi

)
. (B.2)

Se introduce el producto interior como

iXH
ω =

∂H

∂pi
dpi +

∂H

∂qi
dqi = dH, (B.3)

o bien en términos de la derivada de Lie a lo largo de algún campo Y , ω(XH, Y ) = £YH. Además cualquier
campo vectorial Hamiltoniano crea un flujo local que deja invariante la forma simpléctica d (iXH

ω) =

£XH
ω = 0.

Aunque no hay un isomorfismo natural entre TQ y TQ∗, uno puede definir una uno-forma y por tanto
una forma simpléctica en TQ en términos del Lagrangiano reemplazando pi → ∂L

∂q̇i
, de tal modo que la

uno-forma correspondiente en TQ será

θ
L
≡ ∂L

∂q̇i
dqi, (B.4)

mientras que la forma simpléctica tomará la forma

ω
L
≡ dθ

L
=

∂2L

∂q̇i∂q̇j
dqi ∧ dq̇j +

1

2

(
∂2L

∂q̇i∂qj
− ∂2L

∂q̇j∂qi

)
dqj ∧ dqi. (B.5)

La 2-forma ω
L
es invertible y por tanto el Lagrangiano es no degenerado sólo si

det

(
∂2L

∂q̇i∂q̇j

)
6= 0. (B.6)
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De (B.5) se desprenden las siguientes relaciones cuando consideramos partículas distintas a y b

ω
L

(
∂

∂q̇i
(a)

,
∂

∂q̇j(b)

)
= 0, (B.7)

ω
L

(
∂

∂q̇i
(a)

,
∂

∂qj(b)

)
=

∂2L

∂q̇i
(a)
∂q̇j(b)

, (B.8)

ω
L

(
∂

∂qi
(a)

,
∂

∂qj(b)

)
=

1

2

(
∂2L

∂q̇i
(a)
∂qj(b)

− ∂2L

∂q̇i
(b)
∂qj(a)

)
. (B.9)

Para el problema específico de muchas partículas las etiquetas a, b, c, . . . corren de 1, . . . , N , donde N es
el número total de partículas, así qi

(a)
son las coordenadas de configuración de la partícula a.

Con ayuda de la forma (B.5) podemos definir un mapeo E : TQ → R que llamamos la energía y que
localmente podemos escribir como

E =
∂L

∂q̇i
q̇i − L. (B.10)

Podemos definir un campo vectorial XE que esté dado por la suma XE =
∑

aX
(a)

E , donde cada X(a)

E en
TQ de la partícula a, obedezca las ecuaciones de Euler-Lagrange

X
(a)

E = q̇ i
(a)

∂

∂qi
(a)

+ q̈ i
(a)

∂

∂q̇i
(a)

. (B.11)

Las ecuaciones de movimiento se vuelven condiciones algebraicas sobre el campo XE :

iXEωL
= dE, (B.12)

esta última ecuación implica que £XEωL
= 0.

Además supondremos que el álgebra de Lie del grupo de Poincaré está representada por campos vectoriales
en TQ que obedecen ecuaciones similares a la anterior. Los campos XPi , XJi , XKi que generan traslaciones
espaciales, rotaciones y transformaciones de Lorentz deben satisfacer

£XPi
ω

L
= £XJi

ω
L

= £XKi
ω

L
= 0, (B.13)

los diez campos anteriores incluyendo XE obedecen las relaciones de conmutación correspondientes al al-
gebra de Lie del grupo de Poincaré. Para el análisis del teorema de no-interacción únicamente utilizaremos
la siguiente relación

[XKi , XE ] = XPi . (B.14)

La forma de los campos XPi y XJi es inmediata

XPi = −
∑
a

∂

∂qi
(a)

, (B.15)

XJi = −
∑
a

∑
j k

εijk

[
qj
(a)

∂

∂qk
(a)

+ q̇j
(a)

∂

∂q̇k
(a)

]
, (B.16)
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la estructura del campo XKi es un poco más complicada, las expresiones anteriores para las traslaciones
y rotaciones tienen forma de partícula libre, de tal forma que el campo asociado con las traslaciones
temporalesXE debe cambiar para tomar en cuenta interacciones entre las partículas. Estas consideraciones
son importantes en la forma del campo asociado con los boosts de Lorentz ya que la relación de conmutación
que este satisface es la siguiente [

XKi , XPj

]
= δijXE , (B.17)

de esta forma si XE incluye interacciones y XPj no, entonces XKi debería incluirlas, sin embargo, esto
significaría que las líneas de mundo de las partículas no transformarían como las de partículas libres y
por tanto no respetarían las transformaciones de Lorentz. Las transformaciones de Lorentz son transfor-
maciones canónicas que mapean ciertas condiciones físicas de un marco de referencia a otro, es en este
contexto en que se establece la condición de línea de mundo de las partículas. En el espacio tangente esta
condición se puede escribir como

£XKi
qj
(a)

= qi
(a)
q̇j
(a)
, (B.18)

que significa tal y cual cosa.... Para determinar la forma del campo XKi se aplica el operador £XE a la
condición (B.18) resultando

£XKi
q̇j
(a)

= −δij + q̇i
(a)
q̇j
(a)

+ qi
(a)
q̈j
(a)
, (B.19)

por lo que el campo asociado a los boosts de Lorentz es

XKi =
∑
a

qi
(a)
X

(a)

E +
∑
a

∑
j

(q̇i
(a)
q̇j
(a)
− δij)

∂

∂q̇j(a)
. (B.20)

Los generadores de transformaciones de Lorentz están determinados por las ecuaciones de movimiento en
la misma medida que la aceleración.

Para obtener el teorema de no-interacción hay que seguir los siguientes pasos:

1. Se aplica la derivada de Lie £XKk
a la identidad (B.7) utilizando (B.13) y la forma explícita del

generador de boosts de Lorentz (B.20), dando como resultado que(
qk
(a)
− qk

(b)

) ∂2L

∂q̇i
(a)
∂q̇j(b)

= 0, (B.21)

esto quiere decir que para partículas distintas a 6= b, La segunda derivada cruzada del Lagrangiano
debe desaparecer, esto implica una descomposición de la forma

L =
∑
a

L
(a)

(q, q̇
(a)

). (B.22)

2. Utilizando (B.21) en la propiedad (B.8) resulta que

ω
L

(
∂

∂q̇i
(a)

,
∂

∂qj(b)

)
= 0, (B.23)
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siempre que a 6= b. Aplicando de nuevo la derivada de Lie £XKk
al resultado previo se obtiene la

siguiente relación (
qk
(a)
− qk

(b)

)
ω

L

(
∂

∂qi
(a)

,
∂

∂qj(b)

)
= 0, (B.24)

para a 6= b. Utilizando la última condición (B.9) y la descomposición del Lagrangiano que se obtuvo
antes (B.22) se obtiene que

∂2L
(a)

∂q̇i
(a)
∂qj(b)

=
∂2L

(b)

∂q̇i
(b)
∂qj(a)

, (B.25)

para partículas distintas. De la condición (B.25) se sigue que los términos en el Lagrangiano que
dependan de q̇

(a)
de forma no lineal, no pueden estar acoplados con términos que dependan de q

(b)

de tal forma que el Lagrangiano se vuelve a desacoplar como

L =
∑
a

L
(a)

nl (q
(a)
, q̇

(a)
)− V (q), (B.26)

donde el término L
(a)

nl contiene las contribuciones no lineales al Lagrangiano. Además esta separación
hace que la forma simpléctica también se separe como ω

L
=
∑

a ω
(a)

L
, donde cada elemento de la

suma tiene la forma ω(a)

L
=
∑

i d

(
∂L

(a)

nl
∂q̇

(a)

)
∧ dq

(a)
.

3. Finalmente se aplica la derivada de Lie £XE y £XKk
a la ecuación (B.24) dando como resultado

(
ql
(a)
− ql

(b)

)∑
j

ω
(a)

L

(
∂

∂qi
(a)

,
∂

∂q̇j(b)

)
∂q̈j

(a)

∂qk
(b)

= 0, (B.27)

que implica
∂

∂qk
(b)

∑
j

ω
(a)

L

(
∂

∂qi
(a)

,
∂

∂q̇j(b)

)
q̈j
(a)

= 0, a 6= b. (B.28)

En esta ecuación podría haber dependencia en qj
(b)

a través de las aceleraciones, sin embargo no
nos da ninguna condición sobre el potencial V (q) en (B.26). Sin embargo, introduciendo todos estos
resultados en la ecuación dinámica (B.12) podemos escribir en una carta local lo siguiente:

−
∂L

(a)

nl

∂qi
(a)

(
q
(a)
, q̇

(a)

)
+
∑
j

[
∂2L

(a)

nl

∂q̇j(a)∂q̇
i
(a)

(
q
(a)
, q̇

(a)

)
q̈j
(a)

+
∂2L

(a)

nl

∂q̇i
(a)
∂qj(a)

(
q
(a)
, q̇

(a)

)
q̇j
(a)

]
= −∂V (q)

∂qi
(a)

. (B.29)

Como todas las derivadas del Lagrangiano son independientes de q
(b)
, para a 6= b, el potencial V (q)

es necesariamente separable tal que

L =
∑
a

L
(a)

nl (q
(a)
, q̇

(a)
)− V (a)

(q
(a)

). (B.30)

De esta forma se establece que dadas las condiciones sobre el álgebra de Poincaré y la covariancia de
las líneas de mundo se tiene que las partículas que satisfacen tales condiciones siguen trayectorias
independientes entre sí, es decir no interactúan.
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Además puede mostrarse que, la invariancia de Poincaré implica que V (a) es cero, mientras que la parte
no lineal del Lagrangiano toma la forma [208]

L
(a)

nl (q
(a)
, q̇

(a)
) = m

(a)

√
1−

∑
i

q̇i
(a)
q̇i
(a)
. (B.31)

Podemos resumir las hipótesis del teorema de no-interacción: (a) invariancia relativista, (b) dinámica
Hamlitoniana y (c) variables de partícula independiente. Se relajara alguna de las condiciones anteriores
podríamos preguntarnos que sucedería. Si se elimina la condición (a) obtendríamos la dinámica clásica la
cual claramente permite interacciones. Si la condición (b) se elimina tenemos una teoría tipo Newtoniana
que es consistente con interacciones. Esta es la formulación de Feynman yWheeler de las teorías relativistas
de acción a distancia [58]. Uno de los problemas con estas teorías que no se pueden cuantizar canónicamente
[61]. En [210] se formula un esquema para las interacciones de partículas relativistas, en dicho modelo no
pueden establecerse condiciones iniciales adecuadas, además la conservación de la energía y el momento
sólo puede asegurarse incluyendo un campo entre las partículas.

Si no se considera la condición (c) también se tiene una teoría con interacciones que es covariante manifiesta
pero está formulada en términos de variables distintas a las de partículas independientes. La elección de
estas variables se hace de tal forma que cumpla con las restricciones que impone la realización del algebra
de Poinacré. Las variables utilizadas no pueden relacionarse con las variables de partícula independiente en
presencia de interacciones [61]. Por ejemplo utilizando coordenadas del centro de masa [209], Sin embargo,
definir la posición del centro de masa es ambiguo, existen varias posibilidades y no todas corresponden
a vectores de Lorentz [61]. Rohrlich muestra en [61] un sistema Hamiltoniano con constricciones para el
cual hay interacción en ciertas variables, y como con las variables de partícula son inadecuadas para el
caso de interacciones. La formulación con constricciones permite cierto tipo de interacción pero falla en
las descomposiciones de cluster. Existen trabajos donde un Hamiltoniano aproximado para interacciones,
resuelve la descomposición de cluster. y la condición de la línea de mundo [211]. En [212] se prueba que es
necesario tener un generador más en un formalismo con constricciones para tomar en cuenta interacciones,
además el generador extra provee las ecuaciones de movimiento [213], Las trayectorias del sistema de dos
partículas relativistas interactuantes están generadas por 2 constricciones Hamiltonianas en lugar de un
sólo Hamiltoniano [214]. Todos estos modelos están basados en un formalismo dinámica generalizada de
constricciones y aunque parecería que el teorema no se aplica en presencia de constricciones, la versión
Lagrangiana que se presentó aquí, muestra que sí es válido al menos para constricciones de primera clase
[60].

De esta forma la única manera de concebir interacciones entre partículas es a través de incluir los nuevos
grados de libertad de un campo mediador que tenga su propio momento y energía. Este sistema combinado
lleva a una realización del álgebra de Poincaré en un marco canónico y que satisface las condiciones de
la línea de mundo. De ahí que la forma natural de estudiar partículas relativistas interactuantes es en el
marco de una teoría de campo.
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C
Funciones de Bessel modificadas

En este apéndice se describen algunas propiedades de las dos soluciones a la ecuación de Bessel modificada
(C.1).

Las funciones de Bessel modificadas de segunda especie I±n(z) y Kn(z) satisfacen la siguiente ecuación
diferencial

z2∂
2w

∂z2
+ z

∂w

∂z
− (z2 + n2)w = 0. (C.1)

Cada solución es una función regular de z en todo el corte del plano z a lo largo del eje real negativo, y
cuando z 6= 0 es fija, las soluciones serán funciones enteras del índice n. Las soluciones I±n(z) y Kn(z)

son reales y positivas para n > −1 y z > 0. In(z) es acotada cuando z → 0, mientras que Kn(z) tiende a
cero cuando |z| → ∞ [68]. El comportamiento de las soluciones puede verse en la figura C.1

Figura C.1: Funciones de Bessel modificadas de primer y seguda especie [68, 215].

117



C.1. Primera solución In(z)

C.1. Primera solución In(z)

La primera solución admite la siguiente representación integral

In(z) =
1

π

∫ π

0
ez cosϑ cos (nϑ)dϑ, (C.2)

para n > −1
2 otra representación integral es

In(z) =
(z

2

)n 1

Γ
(

1
2

)
Γ
(
n+ 1

2

) ∫ 1

−1
e±zx(1− x2)n−

1
2dx. (C.3)

Se tienen además las siguientes series asociadas con In(z) [68, 215]

ez cos θ = I0(z) + 2
∞∑
k=1

Ik(z) cos kθ, (C.4)

cosh z = I0(z) + 2
∞∑
k=1

I2k(z), (C.5)

ez = I0(z) + 2
∞∑
k=1

Ik(z), (C.6)

In(z) =
∞∑
k=0

zk

k!
Jn+k(z). (C.7)

Para In(z) se tienen las siguientes relaciones de recurrencia

In−1(z)− In+1(z) =
2n

z
In(z), (C.8)

d

dz

(
In(z)

zn

)
=
In+1(z)

zn
, (C.9)

d

dz
(znIn(z)) = znIn−1(z). (C.10)

Cuando n está fija y |z| � 1 es grande puede hacerse un desarrollo asintótico de In(z), el cual está dado
por la siguiente expresión

In(z) ∼=
ez√
2πz

[
1− 4n2 − 1

8z
+

(4n2 − 1)(4n2 − 9)

2!(8z)2

−(4n2 − 1)(4n2 − 9)(4n2 − 25)

3!(8z)3
+ . . .

]
. (C.11)

Las soluciones In(z) tienen la siguiente serie ascendente

In(z) =
(z

2

)n ∞∑
k=0

(
z2

4

)k
k!Γ(n+ k + 1)

. (C.12)
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Cuando n es fija y positiva, y z → 0 se puede aproximar como

In(z) ≈
(z

2

)n 1

Γ(1 + n)
. (C.13)

Cuando el índice n es entero
In(z) = I−n(z). (C.14)

C.2. Segunda solución Kn(z)

Una de las representaciones integrales de la función Kn es la siguiente

Kn(z) =

∫ ∞
0

e−z coshϑ cosh (nϑ)dϑ. (C.15)

Otra representación integral de estas funciones es

Kn(z) =
(z

2

)n Γ
(

1
2

)
Γ
(
n+ 1

2

) ∫ ∞
1

e−zx(x2 − 1)n−
1
2dx. (C.16)

Para la función Kn(z) se tienen las siguientes relaciones de recurrencia

Kn−1(z)−Kn+1(z) = −2n

z
Kn(z), (C.17)

d

dz

(
Kn(z)

zn

)
= −Kn+1(z)

zn
, (C.18)

d

dz
(znKn(z)) = −znKn−1(z). (C.19)

La solución Kn(z) satisface el siguiente teorema de multiplicación de las funciones de Bessel [68, 82]

Kn(λz) = λn
∞∑
k=0

(−1)k(λ2 − 1)k(1
2z)

k

k!
Kn+l(z), (C.20)

para |λ2 − 1| < 1.

El desarrollo asintótico de Kn(z) para valores grandes del parámetro, es decir, para z � 1, está dada por
la siguiente expresión

Kn(z) =

√
π

2z

1

ez

[
1 +

4n2 − 1

8z
+

(4n2 − 1)(4n2 − 9)

2!(8z)2
+

+
(4n2 − 1)(4n2 − 9)(4n2 − 25)

3!(8z)3
+ . . .

]
. (C.21)

Para valores pequeños z � 1, se tiene la siguiente aproximación para Kn(z)

K0(z) ≈ − ln z, (C.22)

Kn(z) ≈ 1

2

(
2

z

)n
Γ(z), (n > 0). (C.23)
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C.2. Segunda solución Kn(z)

La correspondiente serie al rededor de valores pequeños de z es

Kn(z) = (−1)n+1
∞∑
k=0

(
z
2

)n+2k

k!(n+ k)!

[
ln
z

2
− 1

2
ψ(k + 1)− 1

2
ψ(n+ k + 1)

]
+

+
1

2

n−1∑
k=0

(−1)k
(n− k − 1)!

k!( z2)n−2k
, (C.24)

donde ψ(n) está definida como

ψ(n+ 1) = −γ +

n∑
k=1

1

k
, ψ(1) = −γ, (C.25)

con γ = 0.577215664 es la constante de Euler.

Estas funciones son iguales ante el cambio n→ −n

Kn(z) = K−n(z), (C.26)

para el valor particular n = 1/2 y el cambio z → 2z se tiene que

K 1
2
(2z) =

√
π

4z
e−2z. (C.27)
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D
Integrales de colisión para las aproximaciones de
Fokker-Planck

D.1. Integrales para el movimiento Browniano relativista

En este apéndice proporcionamos los detalles del cálculo del término de colisión para el caso del movimiento
Browniano. Se utilizan las expresiones (4.19) para aproximar el término de colisión, así se sustituye (4.19)
en la integral I de la ecuación (4.5) y, al notar que el ángulo entre los vectores espaciales gi y gi

′ es el
ángulo de dispersión χ, se tiene que

I =

∫ (
−
p0
G

c
∆gi

∂h

∂pi
+

(p0
G

)2

2c2
∆gi∆gj

∂2h

∂pi∂pj

)
f (0)
G
gøσdΩd3pG , (D.1)

sustituyendo la distribución de equilibrio de las partículas del gas,

I = A

∫ (
−
p0
G

c
∆gi

∂h

∂pi
+

(p0
G

)2

2c2
∆gi∆gj

∂2h

∂pi∂pj

)
e−

Uαp
α
G

kT (gøσ)dΩd3pG , (D.2)

donde
A =

nG
4πm2

G
ckTK2(ζ)

. (D.3)

Se escribe el elemento de ángulo sólido dΩ = senχdχdε, donde χ y ε son los ángulos polares de gi
′ respecto

a gi. Así se puede integrar con respecto a ε∫ 2π

0
∆gidε = −2π (1− cosχ) gi, (D.4)∫ 2π

0
∆gi∆gjdε = 2π

{[
(1− cosχ)2 − 1

2
sen2 χ

]
gigj − |g|

2

2
ηij sen2 χ

}
, (D.5)

sustituyendo las anteriores relaciones en la integral (D.2)

I = 2πA

∫
e−

Uαp
α
G

kT (gøσ) senχdχd3pG

[
p0
G

c

∂h

∂pi
gi(1− cosχ)
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+
(p0
G

)2

4c2

∂2h

∂pi∂pj
{

(1− 4 cosχ+ 3 cos2 χ)gigj − |g|2ηij sen2 χ
}]

. (D.6)

Si se escribe el elemento de volumen del gas dpG en coordenadas esféricas d3pG = senφdφdϑ|pG |2d|pG |
y se hace la integración en el ángulo acimutal ϑ de gi y gigj , de la misma manera que se hizo en las
integrales (D.4) y (D.5), el resultado es

c

∫ 2π

0

(
pi
G

p0
G

− pi

p0

)
dϑ = 2πc

(
|pG |
|p|

p0

p0
G

cosφ− 1

)
pi

p0
, (D.7)

c2

∫ 2π

0

(
pi
G

p0
G

− pi

p0

)(
pj
G

p0
G

− pj

p0

)
dϑ = 2πc2

{[(
|pG |
|p|

p0

p0
G

cosφ− 1

)2

−1

2

|pG |2

|p|2
(p0)2

(p0
G

)2
sen2 φ

]
pipj

(p0)2
− 1

2

|pG |2

(p0
G

)2
ηij sen2 φ

}
. (D.8)

Si se sustituyen estos resultados en la integral I (D.6) se obtiene que

I = 4π2A

∫
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Para poder continuar con las aproximaciones a la integral I se analizará el producto (gøσ). La sección
transversal diferencial en este caso será función del ángulo de dispersión y de el flujo invariante, σ =

σ(F, χ). De modo tal que para F se puede escribir

F =
√

(pαpαG)2 −m2m2
G
c4 (D.10)

= p0|pG |

√
1− 2

|p|
p0

p0
G

|pG |
cosφ+

|p|2
(p0)2

sen2 φ+
(p0
G

)2

(p0)2

|p|2
|pG |2

. (D.11)

Al ser la partícula no relativista se sabe que el cociente |p|/p0 es pequeño, además se supone que el
gas es cercanamente relativista p0

G
∼ |pG |, de modo que se utilizará como parámetro para aproximar F .

Despreciando el último término en (D.11), se puede aproximar el producto Fσ, el cual se desarrolla en
series de Taylor como sigue

Fσ(F, χ) ∼= p0|pG |σ(|pG |, χ)

(
1− |p|

p0

p0
G

|pG |
cosφ

(
1 +
|pG |
σ

∂σ

∂|pG |

))
, (D.12)
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que en términos de la velocidad de Møller queda

gøσ(F, χ) ∼= c
|pG |
p0
G

σ(|pG |, χ)

(
1− |p|

p0

p0
G

|pG |
cosφ

(
1 +
|pG |
σ

∂σ

∂|pG |

))
. (D.13)

Se puede hacer la misma aproximación para el cociente de la magnitud de la velocidad relativa |g|2/c2

|g|2

c2
=
|pG |2

(p0
G

)2
+
|p|2

(p0)2
− 2
|pG |
p0
G

|p|
p0

cosφ, (D.14)

considerando únicamente el primer término de esta ecuación. El hecho de que las partículas pesadas
sean no relativistas es necesario para comparar los órdenes del cociente |p|/p0 en la ecuación (D.9); se
desprecian todos los términos de orden |p|/p0 y mayores, para que la integral quede a primer orden1.

Al sustituir (D.13) y (D.14) en la expresión para I (D.9), dejando únicamente términos de primer orden
y realizando la integración en ángulo φ, se obtiene entonces

I = 4π2cA
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al factorizar (1− cosχ) se tiene que

I = 4π2cA
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Integrando por partes la derivada de la sección transversal σ, escogiendo un marco co-móvil en el cual
Uα → (c,0) y haciendo explícita la dependencia de p0

G
en pi

G
, se llega a la siguiente relación∫

d|pG ||pG |
4e−
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Sustituyendo la expresión anterior en (D.16) se obtiene

I =
8

3
π2cA
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1Esta misma aproximación también resulta al tomar como parámetro el cociente de energías p0
G
/p0 � 1 notando que,

con la restricción en las masas |pG | ∼ |p|.
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Hasta este punto se ha trabajado con la integral I, ahora hay que regresar al término de colisión original
multiplicando I por la función de distribución del equilibrio de las partículas pesadas f (0), Cuando las
partículas son no relativistas dicha función tiende a la función de distribución de Maxwell-Boltzmann. De
este modo el término de colisión f (0)I se puede escribir como en la ecuación (4.20)

D.2. Integrales para el gas de Lorentz relativista

En esta sección se consideran las aproximaciones correspondientes al caso del Gas de Lorentz. Comenzamos
sustituyendo (4.27) en (4.5) y utilizando (4.6) Luego integramos con respecto al ángulo ε del ángulo sólido
dΩ = sinχdχdε. Para tal efecto se utilizan las siguientes expresiones∫ 2π

0
∆gidε = −2π (1− cosχ) gi, (D.19)
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, (D.20)

donde ηij = diag{−1,−1,−1} es la parte espacial de la métrica de Minkowski. De tal modo que las
integrales pueden escribirse como

I = 2π
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Usando coordenadas esféricas d3pG = sinφdφdθ|pG |2d|pG | e integrando en los ángulo acimutal ϑ con
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la integral I se vuelve

I = 4π2
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Para seguir avanzando necesitamos aproximar la velocidad de Møller. Debido a p0/p0
G
� 1 y como el gas

no es relativista, se introduce una aproximación al flujo invariante F = p0p0
G
gøc
−1
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Debido a que la sección transversal σ es función de F , dado por (D.25), podemos aproximarla como
σ(F, χ) ' σ(|p|, χ). A este orden no es independiente de |pG |. Así, para el producto gøσ, con el uso de
(D.25), obtenemos2
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Podemos sustituir (D.26) en (D.24) que junto con la expresión para el último término de (D.24) que es
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Como las partículas de gas no son relativistas, podemos considerar que la cantidad |pG |/p0
G
es una pequeña

corrección y entonces, despreciar todos los términos de orden superior a 2 . Debido a que las derivadas
parciales de h no dependen ni de φ, ni de |pG |, se puede integrar directamente (D.24) en φ y |pG |. La
sustitución de la función de distribución de Maxwell f (0)

G
junto con el uso de p0

G
≈ mGc, nos lleva a la

siguiente expresión
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De esta forma estamos en condiciones de dar una forma explícita de I, la cual está dada en la ecuación.
(4.28).

2En [134, 12] para el estudio de la difusión espacial en un gas de Lorentz relativista, Kox utiliza el término principal en
(D.25) y (D.26) para aproximar el flujo invariante.

125



D.2. Integrales para el gas de Lorentz relativista

126



E
Gravedad Cuántica de Lazos

E.1. El problema de cuantizar la gravedad

Uno de los problemas más importantes en la física teórica actual es la implementación consistente de las
interacciones gravitacionales dentro del marco de la teoría cuántica, las cuales resultan incompatibles desde
sus primeros principios. Una característica importante es la existencia de unidades fundamentales de masa,
longitud y tiempo que resultan de la combinación única de las constantes ~, G y c, estas son conocidas
como dimensiones de Planck. Se espera que a estas escalas los efectos cuánticos de la gravedad sean
relevantes. Estas escalas llevan a un obstáculo muy importante en la teoría que es que es la inexistencia
de datos experimentales directos que puedan dar guía a su construcción, debido a que sus valores son
extremadamente grandes para la energía, y extremadamente pequeños para la longitud. Así, los estudios
en este ámbito se han enfocado en construir aparatos matemáticos que sean consistentes internamente y
compatibles con los conceptos físicos usuales. En realidad, hasta ahora las motivaciones para construir
una teoría cuántica de la gravedad son puramente teóricas: Los teoremas de singularidad y la evasión de
singularidades, evolución de los hoyos negros, radiación de Hawking y etapa final de evaporación, gran
unificación de las interacciones fundamentales, regulador y divergencias en la teoría cuántica de campos.

Como enseña la relatividad general, la gravitación está codificada en la geometría del espacio-tiempo, de
esta forma se espera que la cuantización de la gravedad esté relacionada con la cuantización de la geometría.
El modelo matemático utilizado en la gravitación clásica es una variedad diferenciable equipada con una
métrica lorentziana, sin embargo, como muestra Isham [216]-[218], existe una jerarquía de estructuras
geométricas donde podría en principio aplicarse la cuantización, desde los eventos espacio-temporales, la
topología, la relación causal, la métrica, etc. La pregunta principal en gravedad cuántica es ¿qué tanto de
esa estructura debe quedar fija y donde podrán haber fluctuaciones cuánticas? En una teoría fundamental
ninguna estructura puede ser absoluta, es decir, se quiere una teoría independiente del fondo. Por ejemplo,
en la teoría cuántica de un campo escalar φ, el papel principal es de la condición causal [φ̂(x), φ̂(y)] = 0,
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para todos los puntos del espacio-tiempo separados respecto a la métrica fija. Si se cuantiza la métrica, el
cono de luz asociado a cualquier evento ya no es fijo y por lo tanto la relación de conmutación anterior no
tiene sentido. Es por eso la necesidad de una teoría que no dependa de una estructura de fondo particular.

Al utilizar la teoría cuántica estándar en la gravedad, en particular en Cosmología se encuentra un
problema en la tradicional interpretación de Copenhague donde se el universo se separa en dos partes,
por un lado se aísla el sistema y por otro el observador que realiza mediciones. Existe un conflicto en este
caso al no haber alguien externo al universo que actué como observador. En particular se pretende tener
una interpretación que no incluya como elemento fundamental la noción de medición por un observador
externo, un ejemplo es el enfoque de historias consistentes.

Uno de los aspectos más importantes que debe abordar una teoría de gravedad cuántica es el problema
del tiempo. El tiempo aparece como un parámetro de evolución en la ecuación básica de la mecánica
cuántica, la ecuación de Schrödinger, que conserva la noción de tiempo absoluto de la física newtoniana.
No es una observable ni está representado por un operador, es la parte clásica de la interpretación de
Copenhague donde la noción de medición a un tiempo particular es fundamental; un observable es algo
cuyo valor se mide a un tiempo determinado. Por otro lado, en la relatividad general el tiempo es una
variable dinámica, parte de la estructura espacio-temporal descrita por las ecuaciones de Einstein. Una
variedad con métrica puede foliarse de muchas formas de tal modo que el parámetro en cada foliación
puede usarse como definición de tiempo y no hay manera de elegir uno en particular, estos son parámetros
temporales no físicos que la teoría permite. En el caso de la gravedad cuántica hay diferentes opiniones
acerca del papel que del tiempo. Hay enfoques que utilizan una estructura causal de fondo para determinar
los conceptos temporales, otros no tienen al tiempo como un parámetro así que definen tiempos internos
para determinar la evolución. Una teoría de la gravedad cuántica necesita decir algo sobre los problemas
mencionados, así como recuperar en los límites correctos los resultados ya conocidos.

Existen diversos enfoques para abordar este problema. Están las propuestas que pretenden unificar las
interacciones fundamentales como la teoría de cuerdas [219]. También están aquellas que únicamente se
preocupan en los efectos cuánticos de la gravedad sobre los campos y viceversa como la gravedad semi-
clásica y la gravedad estocástica [220]-[225]. En esta dirección existen estrategias que se fijan únicamente
en efectos generales como la existencia de una longitud mínima o la posible modificación a la simetría
de Lorentz para intentar buscar pruebas experimentales donde los efectos cuánticos del espacio-tiempo
puedan amplificarse y medirse a través de cantidades físicas ordinarias. A estos esfuerzos se les llama
colectivamente como la fenomenología de gravedad cuántica [226, 227]. Los más conocidos son aquellos
donde se modifica la relación de dispersión y principio de incertidumbre para buscar efectos debidos a la
posible granularidad del espacio a la escala de Planck.

Basándose en el probable carácter discreto del espacio existen modelos como los conjuntos causales que
intentan implementar la causalidad entre los puntos del espacio-tiempo [41, 109, 228]. Entre las predicción
más interesantes están que las fluctuaciones en el valor de la constante cosmológica son consistentes con
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las observaciones y que se ha podido reproducir en una aproximación de grano grueso la causalidad en el
espacio-tiempo de Minkowski.

En este apéndice damos una revisión sencilla de uno de los enfoques canónicos a la gravedad cuántica
conocido como gravedad cuántica de lazos. En el enfoque canónico usual se comienza con una foliación 3+1

de la variedad 4-dimensional, utilizando como variables canónicas la métrica del espacio 3-dimensional qab
y su momento conjugado para describir la dinámica de geometrías 3-dimensionales. El resultado es una
teoría clásica constreñida que hay que cuantizar.

La diferencia principal de la gravedad de lazos es que en lugar de utilizar a la métrica como variable
de configuración se utilizan nuevas variables que son combinaciones complejas de las variables canónicas
estándar, una de las variables es una conexión de espín lo que sugiere el uso de un análogo gravitacional
de los lazos de Wilson en la teoría de Yang- Mills. Estas ideas llevan a resultados muy interesantes como
que los operadores de área y volumen tienen espectro discreto.

E.2. Gravedad Cuántica de Lazos

E.2.1. Preliminares

La gravedad cuántica de lazos es un enfoque independiente del espacio-tiempo de fondo en la construcción
de una teoría cuántica de campos para la gravedad1. El punto de partida es la formulación Hamiltoniana de
la relatividad general, o formulación ADM [75, 231]. En esta, se hace una foliación del espacio-tiempo en
hipersuperficies espaciales. Se estudia la evolución de la geometría espacial en cada una de esas superficies.
En el tratamiento usual la métrica y su momento conjugado son las variables del espacio fase que se
estudia. Mediante una transformación canónica adecuada se pueden obtener nuevas variables conocidas
como variables de Ashtekar-Barbero. Estas variables surgen al escribir la métrica espacial en términos
de triadas y a partir de ellas construir una tripleta de variables análogas a campos eléctricos ~Ei cuyos
momentos conjugados están dados por una tripleta de conexiones análogas a los potenciales vectoriales
~Ai. El espacio fase en estas variables es análogo al de una teoría SU(2) de Yang-Mills, una generalización
no abeliana del electromagnetismo. Las variables de conexión ~Ai proveen una definición de transporte
paralelo de los espinores de SU(2) sobre la variedad espacial, a través de las holonomías

he[A] = p exp

∫
e

~A · d~s. (E.1)

Las variables ~Ei tienen una nueva interpretación física, ellas codifican la geometría del espacio tridimen-
sional. Más precisamente, definen en cada punto del espacio un marco de referencia local que puede usarse
para reconstruir la métrica espacial. Todas las propiedades geométricas del espacio se escriben como fun-
cionales de ~Ei. En particular el área A(S) de una superficie bidimensional y el volumen V(R) de una

1Para una introducción conceptual ver [229], los ingredientes básicos se pueden consultar en [230], para aspectos más
generales ver [147], los fundamentos matemáticos se exponen en [148].
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región tridimensional son funcionales de ~Ei. Las ecuaciones de Einstein están codificadas en relaciones
entre las variables ~E y ~A: las llamadas constricciones cinemáticas y la constricción Hamiltoniana.

Para cuantizar la teoría se sigue el esquema canónico, es decir, las variables se promueven a operadores en
cierto espacio de Hilbert que satisfacen las relaciones de conmutación canónicas cambiando paréntesis de
Poisson por conmutadores. Las constricciones clásicas ahora serán ecuaciones de operadores sobre estados.

La versión cuántica de (E.1) es un operador que actúa en el estado de vacio para dar lugar a ciertas
excitaciones unidimensionales llamadas estados de lazo. La construcción del espacio de Hilbert de la
gravedad cuántica comienza considerando un conjunto estados de múltiples lazos. Estos estados pueden
combinarse para formar una base ortonormal, los estados de esa base son conocidos como estados de red
de espín. Las redes de espín son eigenestados de la geometría (Ver figura E.1).

Figura E.1: Los estados de la base ortonormal del espacio de Hilbert se conocen como estados de red
de espín. Estos estados están representados por gráficos con números cuánticos asignados a las aristas e
intersecciones del gráfico.

Dada una superficie bidimensional se define un operador asociado con el área. Resulta que el gráfico de
un estado de red de espín que atraviesa la superficie en ciertos puntos es un eigenestado del operador
área cuyos eigenvalores son proporcionales al cuadrado de la longitud de Planck; lo mismo ocurre con el
volumen (Ver figura E.2). Por lo tanto, esta teoría predice una cuantización de la geometría. Una de las
implicaciones más importantes de esta geometría discreta es la elusión de singularidades.

E.2.2. Geometría Cuántica

El espacio fase de la teoría está formado por pares (A,E), donde Aia son conexiones que toman valores
en el álgebra de Lie del grupo de estructura. Los campos eléctricos Eai son vectores valuados en el dual
del algebra de Lie, en el caso de la gravedad cuántica el grupo es SU(2). Se toman como observables las
holonomías he definidas por A a lo largo de trayectorias, y los flujos FS de los campos eléctricos E a
través de superficies bidimensionales S. El espacio de Hilbert de la gravedad cuántica puede construirse
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Figura E.2: Las aristas de las redes de espín son líneas que representan cuantos de área. Una red de
espín asociada a un gráfico incluyendo una arista de etiqueta j que atraviesa una superficie dada es un
eigenestado del área de esa superficie. Las intersecciones etiquetan números cuánticos de volumen.

de dos maneras. La primera es a través de una construcción GNS. La segunda es comenzar especificando
un espacio adecuado para las funciones de las conexiones: Cyl. Se fija una gráfica γ con N aristas en una
variedad tridimensional. La conexión A asocia a cada arista e una holonomía he. El espacio formado por
(h1, . . . , hN ) define la configuración hγ restringida a una gráfica γ. Dada una función compleja suave ψ,
se puede definir una función de las conexiones como

Ψ(A) = ψ(h1, . . . , hN ). (E.2)

El espacio de estas funciones se denota como Cylγ . Los elementos de Cylγ sólo saben de las conexiones
restringidas a γ. El espacio de todas las funciones cilíndricas se obtiene al considerar todas las posibles
gráficas γ.

Cyl =
⋃
γ

Cylγ . (E.3)

Los elementos de Cyl sólo dependen de las holonomías de las conexiones a lo largo de las aristas de alguna
grafica γ. Al restringirse a una sola gráfica γ, la teoría puede verse análoga a una teoría de norma en una
red irregular. Sin embargo, como deben de considerarse todas las posibles gráficas se trata entonces de
una teoría de campo con un número infinito de grados de libertad de todas las conexiones.

El siguiente paso es introducir el producto interno en Cyl, dadas Ψ1,Ψ2 ∈ Cyl como

(Ψ1,Ψ2) =

∫
Aγ

ψ̄1ψ2dµ
(N)
H , (E.4)

donde µ(N)
H es la medida de Haar. La cerradura de Cauchy de Cyl respecto a este producto interno

proporciona el espacio de Hilbert HLQG.

Como en la construcción se consideran todas las posibles gráficas γ, el espacio HLQG es muy grande. No
obstante puede descomponerse en subespacios asociados con las etiquetas je de las aristas de cada una de
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las gráficas γ, de tal modo que HLQG se escribe

HLQG =
⊕
γ,~j

Hγ,~j , (E.5)

a esta descomposición se le conoce como la descomposición en redes de espín. Al ser HLQG muy grande,
los cálculos prácticos son viables al realizarse en los subespacios Hγ,~j . Además muchos de los operadores
físicamente relevantes en HLQG como las holonomías, los flujos, el área y el volumen aparecen como
familias de operadores en Cylγ . Por lo tanto, sus propiedades pueden ser exploradas en términos de sus
acciones en los espacios de dimensión finita Hγ,~j .

Estas estructuras son suficientes para describir la cinemática cuántica. Sin embargo, el caso de la dinámica
cuántica es más complicado ya que las soluciones a las ecuaciones de Einstein no pertenecen al espacio de
Hilbert HLQG, al no ser normalizables. Sucede que las soluciones se encuentran en el espacio Cyl∗, que
es el espacio dual a Cyl. Así se tiene la estructura del espacio de Hilbert como la tripleta

Cyl ⊂ HLQG ⊂ Cyl∗. (E.6)

Los estados físicos se encuentran en Cyl∗. Sin embargo, no se ha encontrado una estructura de espacio de
Hilbert en Cyl∗.

E.2.3. Cosmología Cuántica de Lazos

Cosmología Clásica

Según el modelo de la gran explosión ó Big Bang en etapas muy tempranas del universo el espacio era
tan pequeño y la densidad de energía tan grande que, durante la subsecuente expansión, el universo
no se pudo haber diluido hasta llegar a ser como lo indican las observaciones actuales. Para explicar la
estructura actual se introduce en el modelo la fase inflacionaria que es una expansión acelerada en etapas
muy tempranas en la vida del universo. Los rastros de esta fase pueden observarse en las anisotropías de
la radiación cósmica de fondo, las cuales están en completo acuerdo con las predicciones teóricas.

Sin embargo, el esquema aún tiene ciertos problemas, por ejemplo, el campo inflacionario debe intro-
ducirse a mano y sus características deben ser muy particulares, las densidades de energía divergentes y la
singularidad espacial primordial son problemas sobre lo que la teoría no puede dar conclusiones definitivas.

En la cosmología estándar se asume que el espacio es homogéneo e isotrópico, lo cual es una muy buena
aproximación para grandes escalas actualmente. La métrica del espacio es determinada por el factor de
escala a(t) que da el radio del universo a un tiempo dado. Esta función describe la expansión del universo
de acuerdo a la ecuación de Friedmann (

ȧ

a

)2

=
8π

3
Gρ(a), (E.7)
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que proviene de las ecuaciones de Einstein bajo la suposición de isotropía, en (E.7) ρ(a) es la densidad
de energía de la materia en el universo. Para la radiación, por ejemplo, ρ ∝ a−4, en este caso la ecuación
de Friedmann tiene como solución ȧ ∝ a−1 y a(t) ∝

√
t− t0, con t0 una constante de integración. Para

cualquier solución existe un tiempo t = t0 para el cual el tamaño del espacio desaparece y la ρ diverge.
Lo único que la teoría puede decir al respecto es que existe una singularidad.

En analogía al problema de la singularidad en gravitación, existe un problema de estabilidad en el átomo
de hidrógeno donde el electrón caería al núcleo en un tiempo muy corto. Este problema es resuelto en
mecánica cuántica ya que la energía del estado base en finita, lo que implica que el electrón no puede radiar
toda su energía y por tanto no caerá al haber alcanzado el estado base. En el límite ~→ 0, E0 → −∞ se
regresa al caso de la singularidad clásica. Se espera que en cosmología pase algo similar a lo que sucede
con el electrón del átomo de hidrógeno, en escalas del orden de la escala de Planck `p. Si las densidades
están acotadas por `−3

p , estas serán finitas en el marco de la gravedad cuántica pero serán divergentes en
la teoría clásica.

Por otro lado, considerando el modelo cosmológico de Friedmann-Robertson-Walker, se puede mostrar
matemáticamente que el universo no puede estar en equilibrio térmico [25]. Sin embargo, para propósitos
prácticos el universo en gran parte de su historia ha estado muy cerca del equilibrio y sólo en etapas muy
tempranas las desviaciones del equilibrio fueron muy importantes. La ecuación de Boltzmann relativista
se introduce al querer estudiar esas épocas donde todas las especies que existían eran relativistas.

La historia térmica del universo [28] puede entenderse como la competencia entre la rapidez de la expansión
del universo y la rapidez de en que las partículas interactúan, tal que, en buena aproximación se tiene que
la temperatura del universo decrece como el inverso del factor de escala. Así las épocas en el universo se
entienden según la temperatura y la cantidad de reacciones que existieron: En épocas más tempranas el
universo era un plasma de partículas relativistas T > 1016GeV, a temperaturas entre 1014 y 300 GeV ocurre
una transición de fase que propicia rompimiento de simetrías (como el mecanismo de Higgs y la transición
electrodébil). A una temperatura de 100 − 300MeV se producen los bariones y a 10 − 0.1MeV se da la
nucleosíntesis y se comienzan a desacoplar las especies hasta que la radiación se desacopla de la materia a
una temperatura aproximada de 0.27eV, es decir la temperatura del fondo cósmico de microondas. Es claro
que para temperaturas mayores a 1019GeV debe ser la época dominada por efectos cuánticos relativistas.

Cosmología Cuántica

Comenzando con la ecuación de Friedmann (E.7) y reemplazando ȧ por el momento conjugado pa =

3aȧ/8πG, el Hamiltoniano resultante es cuadrático en el momento y puede ser cuantizado fácilmente
convirtiéndose en un operador que actúa sobre una función de onda que depende de a y posiblemente de
algún campo de materia φ. Al igual que en la mecánica cuántica, los operadores básicos se definen por
multiplicación y diferenciación. Esto lleva a la llamada ecuación de Wheeler-DeWitt
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3

2

(
−1

9
`4pa
−1 ∂

∂a
a−1 ∂

∂a

)
aψ(a, φ) = 8πGĤφ(a)ψ(a, φ), (E.8)

en donde Ĥφ(a) es el Hamiltoniano de materia. Este sistema difiere de los sistemas cuánticos usuales en
que la ecuación (E.8) no contiene derivadas temporales. Esto es consecuencia de la covariancia general. El
Hamiltoniano no da más una ecuación de evolución, ahora es una constricción que restringe los estados
permitidos ψ(aφ). No obstante, (E.8) se puede interpretar como una ecuación de evolución en el parámetro
a, que ahora se llamará tiempo interno, la evolución de la materia se mide ahora en relación a la expansión
del universo. Sin embargo, esta cuantización también lleva a densidades divergentes en a = 0, que además
sigue siendo un punto singular. Esto sucede ya que la cuantización que sigue la ecuación de Wheeler-
DeWitt es la misma que la de la mecánica cuántica de Schrödinger. El problema radica en este tipo de
cuantización.

Variables de lazos en Cosmología cuántica

Como se vio en el capítulo 5, una cuantización no perturbativa e independiente del fondo se encuentra
en la gravedad cuántica de lazos, donde las variables dinámicas (gravitacionales) son las conexiones de
espín SU(2) y sus momentos conjugados, las triadas densitizadas análogas a los campos eléctricos. Estas
variables permiten una representación independiente de la métrica de fondo y son integradas en holonomías
y flujos. La base ortonormal de la representación de lazos es la llamada base de redes de espín. Esta
cuantización difiere de la cuantización tipo Schrödinger que se usó en la ecuación de Wheeler-DeWitt
donde la métrica es usada como variable básica y cuantizada como en mecánica cuántica. Los flujos y las
holonomías actúan como operadores bien definidos y los flujos tienen espectro discreto. Como la geometría
es determinada por las triadas, entonces la geometría es también discreta.

En el caso particular de los modelos isotrópicos, se reformula el problema en términos de triadas y
conexiones en lugar de la variable a [232]-[238]. Las variables canónicas se parametrizan con las variables
c y p

Aia = c `−1ωia, Eai = p `−2√qeai , (E.9)

donde q es la 3-métrica de referencia, ` ∝ V 1/3 es el volumen en la métrica de referencia, y e, ω son los
vectores y uno-formas (duales de los vectores) base de la métrica de referencia, es decir qab = ωiaω

j
bKij ,

con Kij la métrica de Cartan en su(2).

El papel del factor de escala le corresponde a las triadas p con |p| = a2 cuyos momentos conjugados son
las conexiones isotrópicas c = −ȧ/2. Al ser A y E pares conjugados, el paréntesis de Poisson entre c y p se
calcula directamente y es {c, p} = 8πG/3. La variable p puede tomar valores con ambos signos, sgn(p) se
entiende como la orientación del espacio. A partir de c y p se construyen las correspondientes holonomías
y flujos que generan un álgebra la cual será promovida a un álgebra de operadores.

Así los estados en esta representación se escriben como funciones de holonomías, los estados ortonormales
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son funciones de las conexiones isotrópicas. En esos estados las variables básicas actúan de la siguiente
manera

p̂|µ〉 =
1

6
`2pµ|µ〉, (E.10)

êiµ′c/2|µ〉 = |µ+ µ′〉. (E.11)[
êiµ′c/2, p̂

]
=

[
êiµ′c/2, p̂

]
. (E.12)

El operador p̂ tiene espectro discreto, además sólo se representan exponenciales êiµ′c/2 y no ĉ directamente.
La relación de conmutación es (E.12).

Los operadores exponenciales como (E.11) no son débilmente continuos en µ′, ya que todos los estados
son ortogonales, es decir, 〈µ|êiµ′c/2|µ′〉 = δ0,µ′ . Esto implica que el espacio de Hilbert en este caso no es
separable y por lo tanto la cuantización por lazos no es equivalente a la cuantización de Wheeler-DeWitt.
No obstante, el espacio de Hilbert de la cuantización por lazos puede escribirse como un espacio de
funciones cuadrado integrables, no sobre los reales, sino en un espacio conocido como la compactificación
de Bohr.

Dinámica y efectos cuánticos

La dinámica en el caso cosmológico se estudiará a partir de la constricción Hamiltoniana que se impone
sobre ciertos estados de la forma |ψ〉 =

∑
µ ψµ|µ〉, donde |µ〉 son eigenestados del operador triada, los

coeficientes dependen también de los campos de materia φ. Como no existe un operador ĉ es necesario
utilizar en su lugar al operador exponencial (E.11). Entonces al cuantizar (E.7) se obtiene la siguiente
ecuación en diferencias finitas

(Vµ+5 − Vµ+3)ψµ+4(φ)− 2 (Vµ+1 − Vµ−1)ψµ(φ)+

(Vµ−3 − Vµ−5)ψµ−4(φ) = −4

3
πG`2pĤmat(µ)ψµ(φ), (E.13)

donde Vµ = (`2p|µ|/6)3/2 son los eigenvalores de volumen provenientes del operador V̂ = |p̂|3/2 y el
Hamiltoniano de materia Ĥmat. De la misma forma que la ecuación (E.8), (E.13) es una constricción ya
que no genera evolución en la coordenada temporal sino en un tiempo interno etiquetado con el índice
µ. Una diferencia importante entre (E.8) y (E.13) es que en la última ecuación la evolución en el tiempo
interno no se rompe en la singularidad clásica sino que continua a través de ella, para µ negativas Vµ
decrece, mientras que para µ positivas Vµ crece. Esto da la idea de un universo que colapsa hasta que
alcanza una longitud mínima que corresponde a la singularidad clásica y entonces vuelve a expandirse.

En el caso clásico el Hamiltoniano de materia es de la forma Hmat = 8πGa−3p2
φ, hay que cuantizar a−3.

En el caso de Wheeler-DeWitt el operador a−3 no está acotado y diverge en la singularidad clásica. En la
cuantización por lazos se puede reescribe como

a−3 =

(
1

πG
Tr τ3e

cτ3{e−cτ3 ,
√
V }
)6

(E.14)
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donde τ3 son matrices relacionadas con las matrices de Pauli, y el último término a la izquierda es el parén-
tesis de Poisson. En esta expresión sólo se necesitan potencias positivas del operador p̂. La cuantización
de (E.14) define el siguiente operador

â−3 =

[
8i`−2

p

(
sen

c
√
V̂

2
cos

c

2
− cos

c
√
V̂

2

)
sen

c

2

]6

, (E.15)

este operador es finito y su acción sobre los estados es

â−3|µ〉 =
[
4`−2
p

(√
Vµ+1 −

√
Vµ−1

)]6
|µ〉. (E.16)

En particular cuando µ = 0, en la singularidad clásica, el operador â−3 no diverge aunque es cero. De
esta forma el Hamiltoniano de materia tampoco es singular

Ĥmat =
1

2
â−3p̂2

φ + V̂ V (φ). (E.17)

El carácter finito del operador Hamiltoniano es una consecuencia de la representación de lazos. Sin embar-
go, la reescritura (E.14) no es la única posible para a−3 desde el punto de vista clásico, por lo que pueden
existir ciertas ambigüedades al momento de cuantizar. Ciertas propiedades importantes se mantienen ba-
jo estas ambigüedades, no obstante, ciertos detalles finos pueden cambiar. Dos parámetros caracterizan
estas ambigüedades, j de la representación del grupo de holonomías y l que es la potencia de |p| en los
paréntesis de Poisson. Los eigenvalores resultantes se pueden aproximar por

a−3
ef = a−3Dl

(
a2

a2
max

) 3
2−2l

, (E.18)

donde amax = `p
√
j/3 y la función Dl es

Dl(q) =
3

2l
q1−l

[
(q + 1)l+2 − |q − 1|l+2

(l + 2)
− q (q + 1)l+1 − sgn(q − 1)|q − 1|l+1

(l + 1)

]
. (E.19)

Con esto se puede ver que la función a−3
ef tiene tres regímenes, se acerca al valor clásico a−3 para grandes

escalas a� amax, tiene un máximo alrededor de a = amax y decae para a� amax.

Ya que la ecuación (E.13) es complicada de estudiar, es útil trabajar con ecuaciones efectivas que surgen
de diferentes tipos de correcciones a la constricción Hamiltoniana. La ecuación de Friedmann efectiva es

aȧ2 =
8π

3
G

[
1

2
a−3
ef p

2
φ + a3V (φ)

]
. (E.20)

Como el Hamiltoniano de materia no sólo actúa como fuente del campo gravitacional, sino que da las
ecuaciones de movimiento, las modificaciones en (E.20) cambian también las ecuaciones de movimiento
de la materia; así, la ecuación de Klein-Gordon efectiva es

φ̈ = φ̇ ȧ
d

da
ln (a−3

ef )− a3a−3
e fV ′(φ), (E.21)
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estas ecuaciones pueden estudiarse numéricamente.

La ecuación de Friedmann efectiva (E.20) se comporta diferente a escalas pequeñas ya que aumenta con
a para φ y pφ fijos. Se puede analizar (E.20) como una ecuación análoga a la energía con ȧ2 como el
término cinético y como potencial a V(a) = −(8πG/3a)(a−3

ef p
2
φ/2 + a3V (φ)). La parte dominante de este

potencial se comporta como −a−4 que va en aumento lo que demuestra que a será llevado hacia valores
más pequeños, lo que implica la atracción en el universo.

Por debajo del máximo de la densidad eficaz V(a) decae, mientras −V(a) evoluciona como una potencia
positiva de a. Esto implica que el factor de escala será repelido de a = 0 de forma tal que, a pequeñas
escalas, hay una componente repulsiva a la gravitación provocada por efectos cuánticos. De esta forma
se previene el colapso gravitacional. Esto ocurre a través de rebotes donde a pasa de un comportamiento
de contracción a una de expansión, las condiciones para que se lleve a cabo son claramente ȧ = 0 y
ä > 0. Existen dos posibilidades de rebotes, la primera es si el espacio tenga curvatura positiva en lugar
de ser finito y la segunda con un potencial que pueda ser negativo, sin embargo, esto siempre corresponde
a un máximo en lugar de un mínimo. No obstante, con las modificaciones en (E.20) el término extra
proporciona una contribución positiva que puede volverse suficientemente grande para que ä se vuelva
positiva y crear un rebote. La presencia de estos depende del modelo particular que se estudie. En el caso
de la singularidades de la gran explosión y el gran colapso, estas son reemplazadas por un gran rebote
cuántico que evade la singularidad, estos rebotes tienen lugar a un volumen mínimo de aproximadamente
1.28×1033 cm.

Esta contribución repulsiva no sólo puede explicar la ausencia de singularidades sino que también aumenta
la expansión del universo cerca de la singularidad. Entonces, según el modelo, el universo acelera a partir
de efectos cuánticos, es decir, proporciona un mecanismo de inflación sin introducir un tipo de materia
específica. A través de la formación de estructura, la fase inflacionaria puede dejar una huella en el fondo
cósmico de microondas. La inflación de lazos puede distinguirse del inflatón usual ya que la potencia
depende de forma diferente en cada escala.

La dinámica modificada de la materia se vuelve importante ya que a escalas pequeñas el término de
fricción cambia de signo y la materia aumenta su potencial si tiene un momento inicial diferente de cero
por pequeño que este sea. Después de esa fase la materia se frena y regresa a su mínimo proveyendo más
inflación. Cuando llega al mínimo comienza a oscilar y así puede comenzar el habitual y re-calentamiento
para obtener la materia caliente. La inflación por lazos provee una alternativa a los modelos de inflación
usuales que, como se sabe, concuerdan con las observaciones.
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