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Resumen

La difusion en sistemas confinados es un fenémeno muy comun en la naturaleza, tanto
en problemas de indole béasico como practico. Su estudio concierne a un sinnimero de
disciplinas en pleno apogeo, de ahi la pertinencia y actualidad de esta tesis. Entonces,
este trabajo se une a los varios esfuerzos que se han realizado por tratar de comprender
y cuantificar algunos de los aspectos mas importantes de la difusion en canales mediante
herramientas analiticas.

Se hace un recuento de algunos sistemas microscoépicos donde la difusién es de su-
ma importancia y los estudios sobre la difusién en sistemas confinados se contextualizan
histéricamente. Se revisa el estudio del problema de la difusién entre cavidades interco-
nectadas por un tubo con propagadores que permiten determinar el tiempo de relajaciéon
del sistema en términos de los flujos a través del canal. Por lo tanto, se estudia después la
difusion en canales de seccidn tranversal variable mediante la ecuacion de Fick-Jacobs. Se
obtuvo la soluciéon general de esta ecuacion en el espacio de Laplace y se calcularon los
tiempos de primer arribo en canales conicos, estableciendo asi el rango de validez de la
misma. Estos resultados motivaron la incursion al estudio de la generalizacién de la ecua-
cién de Fick-Jacobs, donde se hace patente el uso de un coeficiente de difusion efectivo
dependiente de la posicion.

Los coeficientes de difusion efectivos pueden obtenerse con el método matematico
desarrollado por Kalinay y Percus, que pasa de la ecuacién de difusiéon a un problema
unidimensional de manera rigurosa. Sin embargo, en la literatura se encuentran sugeren-
cias de otros coeficientes. En esta tesis discernimos entre ellos cudl es el que genera el
modelo que mejor se ajusta a datos provenientes de simulaciones por computadora (dada
la dificultad hoy en dia de realizar experimentos), obteniendo que para canales periodi-
cos formados por circulos o esferas traslapadas es el de Kalinay y Percus. Asimismo, se
concluye que el uso de este coeficiente puede conectar satisfactoriamente el asunto de la
difusién en canales corrugados con el problema del escape a través de diminutas ventanas.

Por su robustez, se extendié el formalismo del método de Kalinay y Percus a canales en
dos dimensiones de linea media curva y seccién transversal variable. Asi, se encontrd un
nuevo coeficiente de difusién efectivo que recupera como casos particulares el de un canal
simétrico y las propuestas pioneras en el estudio de canales asimétricos. Finalmente, se
estudiaron algunos ejemplos ilustrativos y este coeficiente se validé numéricamente para
el caso de canales conicos bidimensionales inclinados.

III



v



Agradecimientos

Deseo expresar mi gratitud y aprecio a las personas que me apoyaron o que estuvieron
vinculadas con la realizacién de esta tesis. Ante todo, agradezco a mi querida esposa Kenia
por su amor, compaiia y comprensién. También agradezco a mi madre y hermanos, por
quererme mucho y alentarme siempre. A todos mis amigos, sin olvidarme del Nene, les
doy las gracias por los buenos ratos y su amistad duradera.

A mi asesor, el Dr. Leonardo Dagdug, le agradezco sinceramente por ser mi maestro,
por su invaluable apoyo y por haber desplegado una enorme paciencia a lo largo de tantos
anos. Su dedicacion al trabajo, sus consejos y sus provechosas discusiones han marcado
profundamente mi formacién profesional.

Un agradecimiento especial va para el Dr. Marco Vinicio Vazquez por haber sido siem-
pre tan noble colega. A él le debo muchos de los resultados numéricos de la tesis y la
cooperacién excelsa en varios de los manuscritos que surgieron de este trabajo.

También querria dar las gracias a los prestigiosos investigadores Dr. Alexander M. Be-
rezhkovskii y Dr. José de Jesis Alvarez, no sélo por haberse interesado en el tema de la
tesis, sino por haber mostrado la mejor disposiciéon por colaborar y enriquecer de mane-
ra genuina y sustanciosa los alcances de los resultados obtenidos. Los trabajos que se
publicaron en su coautoria merecen mi mayor respeto y consideracion.

Finalmente, quiero reconocer el apoyo otorgado por el CONACyT a través de la beca
nacional nimero 27482 para estudios de posgrado y del programa FICSAC, sin los cuales
este trabajo no hubiera podido concluirse.

I.P C.
México D. F. abril de 2013.



VI



indice general

1. Introduccidn 1
1.1. EstructuradelaTesis . .. . . . . . . . . . . . .. e 4

| Difusién en sistemas confinados 9
2. Laimportancia del estudio de la difusiéon en sistemas confinados 11
2.1. Difusion en sistemas inorganicos y artificiales . . . . . . .. .. ... .. ... 13
2.1.1. Zeolitas y cribas moleculares . . . . ... ... ... .......... 14

2.1.2. Nanotubos de carbono y nanoporos sintéticos . . . . . . ... ... .. 16

2.2. Difusion en sistemas biolégicos . . . . . . . .. .. Lo Lo 17
2.2.1. Canales biolégicos . . . . . . . . . . . . . e 18

2.2.2. Migracion de ligandos hacia susreceptores . . . . . . ... ... ... 19

2.2.3. Reciclado de receptores durante la endocitosis . . . . . ... ... .. 20

2.2.4. Transporte a lo largo de dendritas . . . . . ... ... ... ...... 22

3. Historia del estudio de la difusiéon en sistemas confinados 23
3.1. La observacion del movimiento browniano . . . . . . ... . ... ... . ... 23
3.2. El origen de la ecuacion de difusion . . . . .. .. ... ... ... ... 25
3.3. La teoria del movimiento browniano . . .. .. .. .. ... ... ....... 28
3.4. El estudio de la difusién en sistemas confinados . . ... ... .. ... ... 31
3.4.1. La difusién entre grandes reservorios interconectados por un canal . 32

3.4.2. La difusion en sistemas cuasi-unidimensionales . . . . . . .. .. ... 34

4. La difusion en geometrias irregulares 37
4.1. Difusién entre dos cavidades interconectadas poruncanal . ... ... . .. 38
4.1.1. Definicién del problema y propiedades bésicas . . . ... ... .. .. 38

4.1.2. La solucion del método de los propagadores . . . . .. .. ... .... 40

4.1.3. Los flujos a través de un canal cilindrico . . . . . .. ... ... .... 42

4.2. La difusion en una cavidad conectadaauntubo .. ... .. ... ...... 44
4.2.1. Modelo para el reciclado de receptores durante la endocitosis 47

4.3. El tiempo promedio de sobrevivencia dentro de unaregién . . . ... .. .. 48

VII

4.3.1. Los momentos de la distribucién del tiempo promedio del primer arribo 50



VIII

INDICE GENERAL

5. Laecuacion de Fick-Jacobs 53
5.1. Deduccién de la ecuacion de Fick-Jacobs . . . . . . . ... ... ... ..... 53
5.1.1. Deduccién heuristica . . . . . . ... .. .. .. .. ... .. ..., 54
5.1.2. Deduccion a partir de la ecuaciéon de Smoluchowski . . . . . ... .. 55
5.2. Solucién general de la ecuacién de Fick-Jacobs . . . . . .. .. ... .. ... 57
5.2.1. Elcasodeuncanalcénico . . . . .. .. ... ... ... .. ..., 59
5.3. El tiempo promedio de sobrevivencia para un canal cénico . . . . ... ... 62
5.4. Modificaciones a la ecuacion de Fick-Jacobs . . . . . . . . ... ... ..... 65
Il El método de Kalinay y Percus 69
6. Proyeccion de la ecuacidn de difusion bidimensional 71
6.1. Descripcibndeuncanalplano . . . . . . . . . . . . ... ... ... ... 72
6.2. La proyeccién sobre el eje longitudinal . . . . . ... ... ... ........ 73
6.3. Correcciones a la ecuacion de Fick-Jacobs . . . . . . ... ... ... ..... 76
6.3.1. Obtencién de los primeros operadores 6;(x,y,0z) . . . . . . .. ... 79
7. Proyeccion de la ecuacion de difusion tridimensional 85
7.1. Definicién de un canal tridimensional . ... ... ... ... ......... 85
7.2. La proyeccién sobre el eje de simetria . . . . . . ... ... .. ... ..... 86
7.3. Correcciones a la ecuacion de Fick-Jacobs . . . . . . ... ... ... ..... 88
7.3.1. Obtencién de los primeros operadores p;(z,r,0z) . . . . . . . . . . .. 90
8. Coeficientes de difusion efectivos para canales simétricos 95
8.1. Generalizacion de la ecuacion de Fick-Jacobs . . . . .. .. .. ... .. ... 96
8.2. La aproximacién en el estado estacionario . . . . ... ... ... ....... 98
8.2.1. El coeficiente de difusion efectivo para canales planos simétricos . 100
8.2.2. El coeficiente de difusion efectivo para capilares . . . . ... ... .. 102
Il Validacion del método de proyeccion 105
9. Estudio de la difusion en canales simétricos peridodicos 107
9.1. La féormula de Lifson-Jackson . .. . ... . ... . ... ... ... . ..... 108
9.2. El problema del escape por una abertura pequefia . . . . ... .. ... ... 110
9.2.1. El escape de particulas desde el interiorde undisco . . . . . . .. .. 110
9.2.2. El escape de particulas desde el interior de una cavidad esférica . . . 112
9.3. Canales corrugados bidimensionales . . . . . . ... ... ... ........ 113
9.3.1. Coeficientes de difusién efectivos . . . . . . . ... ... ... ... .. 113
9.3.2. Resultados obtenidos mediante simulaciones computacionales . . . . 119
9.4. Canales corrugados tridimensionales . . . . . . . . ... ... ... ...... 121
9.4.1. Coeficientes de difusién efectivos . . . . . . ... .. ... ... .... 123
9.4.2. Resultados obtenidos mediante simulaciones computacionales . . . . 126



INDICE GENERAL

10. Estudio de la difusién en canales asimétricos bidimensionales
10.1.Antecedentes . . . . . . . ... e e e
10.2.El método de proyeccién para canales asimétricos planos . . . . . .. .. ..

10.2.1.La proyeccién sobre el eje longitudinal . . . . ... ... ... .....
10.2.2.Correcciones a la ecuacion de Fick-Jacobs . . . . . ... .. ... ...
10.3.Un nuevo coeficiente de difusién efectivo para canales planos . . .. .. ..
10.4.Ejemplos ilustrativos . . . . . . . . . . . ..
10.4.1.Un canal inclinado conectado a dos cuellos de botella . . . . ... ..
10.4.2.Un canal en forma de serpentina conectado a un canal simétrico . . .
10.4.3.Un canal en forma de serpentina conectado a un canal asimétrico . .
10.5.Resultados numéricos: El caso de los canales cénicos inclinados . . . . . . .

11. Conclusiones y perspectivas
11.1.Conclusiones principales . . . . . . . . . . . . ...
11.2.Aplicacién de los resultados obtenidos . . . . . . ... . ... .. .......
11.3.Algunas posibles extensiones del trabajo. . . . . . ... ... ... ......

A. La ecuacion de Smoluchowski

B. Simulaciones numéricas
B.1. Losnimeros aleatorios . . . . . . . . . . . . . ... ...
B.2. Generacién de los desplazamientos de la particula browniana . . ... ...
B.3. Cdlculo del tiempo medio de sobrevivencia . . . . ... .. ... .. .....
B.4. Calculo del coeficiente de difusiéon . . . . .. ... ... ... ... ......

Bibliografia

X

129
130
131

132

134
138
139
140
141

143
144

149
149
152
154
157
159
160
160
161
161

163



INDICE GENERAL



Introduccion

Esta investigacion trata de la difusién en sistemas confinados. La difusiéon es quizas el
mecanismo de transporte mas basico en la materia y es muy comun tanto en sistemas en
equilibrio como fuera de él. Para nuestro proposito, entenderemos por un sistema con-
finado aquel que tiene tamafo limitado y fronteras bien definidas en el espacio. Vamos
a suponer ademads que las fronteras son de caracter conocido (reflejantes, absorbentes
o parcialmente reflejantes) y que el espacio donde ocurre la difusién es euclidiano®. Los
sistemas confinados son los mas abundantes y polifacéticos que existen en la naturaleza.
Asi, el tema es de gran interés para muchas disciplinas dentro de la biologia, la quimica y
la fisica.

El motivo de realizar esta tesis proviene de los intentos de los fisicos en lo ultimos
anos por generar modelos y herramientas analiticas hasta donde es posible, que permitan
explicar los resultados experimentales y de simulaciones por computadora obtenidos de
los estudios de la difusién a través de un sinnimero de estructuras, [2]. Sin lugar ha duda,
esas investigaciones han sido realizadas en aras de comprender, predecir y controlar el
transporte de muchas sustancias de interés en las mds variadas circunstancias [3], y han
hecho las veces de antorcha arrojando luz en el entendimiento de procesos fundamentales
en diversos campos. Ademas, estan ofreciendo nuevas y asombrosas aplicaciones utiles
para resolver algunos de los problemas de mayor preocupacion en la actualidad, que van
desde la salud publica [4], la ecologia [5], la creacién de nuevos materiales [6, 7], y hasta
la economia [8, 9].

Si bien es cierto que los modelos que incluyen a la difusién como actor principal son
aparentemente muy sencillos o son el resultado de una versiéon sumamente reducida de
la complejidad intrinseca de varios fendmenos, es justo mencionar que son arquetipos
gque muy a menudo han sido usados exitosamente o que llegaron a ser claves en un primer
acercamiento, [10-12]. A raiz de sus expectativas y del reconocimiento de sus limitaciones
y alcances se han podido gestar nuevos y fructiferos modelos que han mejorado nuestra
vision y el modo de entender el cosmos que nos rodea.

!Para los procesos de difusién que ocurren en otro tipo de espacios o variedades riemannianas, el trata-
miento matemdtico necesariamente es otro y queda fuera del alcance de esta tesis. Una introduccion al tema
de la difusion en variedades puede encontrarse en la sec. 4.10 de [1].



2 Introduccién

Los modelos fisicos que se discuten en esta tesis describen sistemas en cuyo interior
ocurren procesos de difusién. Esto es, dentro de ellos hay un fluido, al que se le puede de-
nominar bulto, donde se encuentran particulas suspendidas que llevan a cabo la difusién
propiamente dicha. El tamafio de estas ultimas es mucho mayor que el radio caracteristico
de las particulas que constituyen al fluido (aunque en el proceso denominado autodifusion
las particulas del fluido son las mismas que difunden, [13, 14]). Dicho sea de paso, en los
sistemas que vamos a estudiar la difusién no estd acoplada con otros procesos irreversi-
bles?, tal y como puede llegar a ocurrir de acuerdo con la teoria cinética, [15].

Es menester indicar que para poder considerar plenamente que el transporte que se
efecttia es por difusién, el tiempo de observacion debe ser suficientemente grande. Vamos
a aclarar lo anterior. Si al instante inicial nos fijamos que la particula suspendida se en-
cuentra en la posicidon x;, después de cierto tiempo ¢t veremos que la particula se halla
en xg, que estd a una distancia d = |x3 — x| del punto inicial. Al repetir esta experiencia
resulta que la particula luego del mismo tiempo ¢ no se encontrara ahora a una distancia d
como antes, sino a otra distancia, denotada por d;. Nuevamente, al repetir la experiencia
se encontrara muy probablemente en vez de una distancia d o d; a otra distancia, digamos
ds, v asi sucesivamente. Si se obtiene el cuadrado de estas distancias y se promedian para
un nimero muy grande de experiencias, se encuentra el desplazamiento cuadratico me-
dio de la particula, denotado por (d?), [16]. Esta cantidad tiene un comportamiento muy
peculiar a medida que transcurre el tiempo, véase la figura 1.1. Mientras que la particula
no haya sufrido alguna colisién, la dependencia de (d?) con el tiempo es cuadrética, lo que
indica que la particula se mueve como si fuera una particula libre en tanto no colisione
con ninguna otra particula del medio, [17]. Una vez que sufre un gran nimero de choques
con las particulas del fluido (del orden de 10%° por segundo), digamos a un tiempo tg, la
dependencia entre (d?) y el tiempo se vuelve lineal. Si el radio de la particula, r, es de
107 a 107" m, tp es del orden de 10~'2 ps. Algunas veces al intervalo de tiempo com-
prendido entre [0,t5) se le llama régimen balistico, y al intervalo [tg,tp,), donde tp, es
justo el instante cuando la relacién entre (d?) y el tiempo es francamente lineal, régimen
subdifusivo, [18]. Al tiempo caracteristico de ese intervalo se le suele denominar tiempo
browniano, tyy, ¥y depende de la masa de la particula, m, y del coeficiente de friccidn, f,
de la siguiente manera: ¢, = m/f. A partir de ¢p, la constante de proporcionalidad tiene
un valor de 2Dy, donde Dy es la constante de difusion en el bulto y el tiempo caracteris-
tico de este régimen, también denominado como tiempo de relajamiento, es ty = 12/ Dy,
que en algunos casos puede ser de minutos, [19]. Mds aun, si el sistema donde ocurre
el fenémeno posee fronteras o existen obstéculos en el medio, la relacién entre (d?) y el

2En los procesos irreversibles puede suponerse que los flujos (térmico, eléctrico, fluido y de masa) se escri-
ben como una combinacion lineal de las fuerzas termodindmicas (temperatura, potencial eléctrico, velocidad
y concentracion), obedeciendo el principio de Curie. A los coeficientes fenomenoldgicos se les llama los coe-
ficientes de transporte del fluido y dependen so6lo de sus propiedades de equilibrio. Hay varios fendmenos
irreversibles conocidos, entre ellos la difusién, que incluye a la masa como flujo y a la concentracién como
fuerza termodinamica.
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tiempo sigue siendo lineal solo que la constante de proporcionalidad ahora deja de ser la
constante de difusion del bulto y toma un nuevo valor, D¢, que depende de la forma de
la region de confinamiento y de las caracteristicas de los obstaculos, ademds de que se
cumple que Des < Dy, véase la parte derecha de la figura 1.1, [20-24]. Es en este tltimo
régimen donde se centra la atenciéon de este trabajo.

El objetivo general de esta tesis es el estudio de la difusién en sistemas confinados que
poseen formas tales que pueden considerarse como estructuras cuasi-unidimensionales, a
las que llamaremos canales. Los canales tienen en comun que su longitud caracteristica
excede por lo regular el tamafio de su ancho (en el caso bidimensional) o el radio de su
seccioén transversal (en el caso tridimensional).

A lo largo del presente texto se pretende dar respuesta a preguntas tales como ése
puede modelar la difusion en sistemas con morfologias irregulares de manera sencilla?
¢Por qué es importante el estudio de la difusién a través de canales? {Cémo se estudia
la difusién en canales y cudl es su ventaja? ¢Cudl es el precio que se paga por trasladar
los problemas de la difusion en sistemas originalmente en dos o en tres dimensiones es-
paciales con formas diversas a problemas unidimensionales? ¢Cémo se obtienen los coefi-
cientes de difusién efectivos que se usan para estudiar el transporte en canales de seccion
transversal variable? De los coeficientes propuestos a la fecha, {cudles son los que se ajus-
tan mejor a los datos experimentales o a los resultados obtenidos mediante simulaciones
computacionales? ¢(Existen propuestas para estudiar la difusién en canales asimétricos?
¢Cémo se puede obtener un nuevo coeficiente de difusién méas general y que sea 1til pa-
ra estudiar la difusién a través de sistemas bidimensionales delimitados por fronteras de
forma arbitraria? ¢Cudl es el rango de validez de este nuevo coeficiente de difusién? Para
contestar a éstas y otras cuestiones, se ha decidido organizar la tesis como se muestra en
la siguiente seccién.
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las publicaciones producidas.

1.1 | Estructura de la Tesis

La tesis consiste de tres partes. La primera de ellas es de caracter introductorio y tiene
la finalidad de brindarle al lector un panorama amplio y conciso del estudio de la difusién
en sistemas confinados, que va desde su importancia y su desarrollo histérico hasta los
novedosos métodos usados en el presente siglo para caracterizar la difusion en sistemas
cuasi-unidimensionales. En la segunda parte se describe la metodologia mediante la cual
a la fecha se han obtenido los coeficientes de difusién efectivos més robustos para siste-
mas en dos y en tres dimensiones. Finalmente, en la tercera se validan éstos coeficientes
y se propone ademads uno nuevo para el estudio de la difusiéon en canales bidimensionales
con paredes reflejantes definidas por dos funciones analiticas cualesquiera. A continua-
cién se desglosa brevemente el contenido de cada uno de los capitulos que conforman
este trabajo. La relacion entre los temas y los capitulos de la tesis puede verse en la figu-
ra 1.2. Cuando es pertinente, se menciona la contribuciéon original producida durante la
elaboracion de esta tesis y que ha sido idéoneamente revelada a la comunidad cientifica.

Para puntualizar la relevancia del estudio de la difusién en sistemas confinados, en el
capitulo 2 se hace una revisiéon muy general, reconociendo la imposibilidad de ser exhaus-
tivos, de varios sistemas de interés que pueden incluir en el andlisis de sus aspectos mas
profundos a los procesos de difusién. Se habla principalmente de los sistemas microscopi-
cos muy en boga hoy en dia donde la forma de la regiéon de confinamiento puede llegar a
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tener consecuencias importantes en el transporte. A pesar de que la fisica subyacente en
algunos de los sistemas que se mencionan en este capitulo puede ser extraordinariamente
complicada, hay que decir que atacar esos problemas usando modelos de difusién, y de
manera mas fundamental con procesos estocasticos, ha sido muy conveniente y satisfac-
torio. Aunque de lo contrario, es honesto sefialar que en varias ocasiones los procesos
estocasticos han sido el origen y la causa de la extensién de las aplicaciones de la fisica
a temadticas antafo fuera de su alcance [25-28]. El trabajo publicado en una revista de
divulgacion con arbitraje que compete a este capitulo fue

= I. Pineda, M. V. Vazquez, and L. Dagdug, “Modelacion de la difusién en canales iéni-
cos”, Materiales Avanzados 7, 19 (2010).

Con la idea de enfatizar la actualidad del tema de investigacion, en el capitulo 3 se hace
un recuento histérico de los estudios sobre la difusién. Se revisan los descubrimientos del
movimiento browniano, de la ecuacion de difusién y de la fusion de estos dos conceptos
en un mismo marco tedrico en pleno siglo XX. Dada la dificultad de resolver la ecuacién
de difusién para muchas condiciones a la frontera, este capitulo termina con el desarrollo
cronolégico de los nuevos métodos que se han venido cultivando muy recientemente para
estudiar algunas de las facetas mas interesantes de la difusion en sistemas confinados.

El capitulo 4 esta dedicado al estudio de la difusién en regiones de formas irregulares
mediante herramientas analiticas. Estas tienen que ver con la aproximacién del estudio
de la difusién en sistemas confinados como un problema de difusién entre cavidades in-
terconectadas por un canal, donde se obtiene el tiempo promedio de sobrevivencia de las
particulas en un dominio en particular. Lo importante de esta descripcién, como se vera,
es que no plantea directamente la solucién de la ecuacién de difusién para conocer la
evolucion temporal del sistema, sino més bien usa conceptos tales como los propagadores
y el tiempo promedio del primer arribo. El método de los propagadores se formulé ha-
ce apenas diez afos y conduce a que bajo ciertas condiciones el problema de la difusién
entre cavidades interconectadas puede reducirse al estudio de la difusién a través de un
canal®. Con el advenimiento de las modernas técnicas de simulacién computacional y de
las nuevas necesidades para caracterizar ciertos sistemas, el método de los propagadores
y el célculo del tiempo del primer arribo se han convertido en baluartes en el estudio de
la difusion en sistemas confinados.

En el estudio del tiempo de relajacion al equilibrio de un sistema formado por regiones
interconectadas por un canal es vital conocer los flujos a través de éste, por lo que en
el capitulo 5 se menciona como abordar el problema de la difusion en canales de seccién
transversal variable mediante la ecuacion de Fick-Jacobs. Debido a la trascendencia de es-
ta ecuacion, en este capitulo se presenta su deduccién y su solucién general en el espacio
de Laplace obtenida para el caso de un canal que interconecta dos grandes reservorios.

3En sentido estricto, lo que hay que obtener son los flujos a través del canal. Sin embargo, éstos se calculan
resolviendo una ecuacién de difusion sujeta a condiciones de frontera especiales.
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Posteriormente se calculan los tiempos del primer arribo en un canal conico y se establece
el rango de validez de la ecuacién de Fick-Jacobs. Los trabajos originales concernientes a
esta parte de la tesis que fueron publicados son

= I. Pineda, M. V. Vazquez, and L. Dagdug, “Equilibration in two chambers connected
by a capillary of arbitrary shape”, Rev. Mex. Fis. S 59, 99 (2013).

» I. Pineda, M. V. Vazquez, and L. Dagdug, Diffusion between two chambers connected
by a conical capillary. In New Trends in Statistical Physics: Festschrift in honor of
Leopoldo Garcia-Colin’s 80th birthday, A. Macias and L. Dagdug, eds. (World Scien-
tific, Singapur, 2010), pp. 147-162.

También en el capitulo 5 se plantean las modificaciones a la ecuacion de Fick-Jacobs
que han aparecido en la literatura con la finalidad de obtener mejores ajustes con datos
experimentales o con los obtenidos mediante simulaciones de caminatas brownianas. Los
trabajos de Robert Zwanzig en este sentido tienen un papel protagoénico invaluable. Como
personaje ampliamente reconocido por consolidar la mecdanica estadistica fuera del equi-
librio durante el siglo XX, la contribuciéon de Zwanzig en los estudios sobre la difusién no
podia faltar, y fue la generalizacion de la ecuaciéon de Fick-Jacobs. Para ello, Zwanzig intro-
duce los conceptos de barrera entrépica y del coeficiente de difusion efectivo dependiente
de la posicion. Con la descripcion de este dltimo topico se culmina el capitulo 5.

Motivados por el trabajo de Zwanzig, Pavol Kalinay y Jerome K. Percus desarrollaron
un método riguroso para proyectar la ecuacién de difusién en dos o en tres dimensiones
sobre la direccién longitudinal de un canal. Obtuvieron como resultado final la inclusién
en la ecuacién de Fick-Jacobs de un coeficiente de difusién dependiente de la posicion
que se puede calcular con este método, el cual se explica con sumo cuidado en la parte
II de la tesis. El método de Kalinay y Percus da una representacién unidimensional de la
evolucion temporal de un sistema, por lo que las condiciones de frontera del canal se re-
ducen Gnicamente a especificar los flujos en sus aberturas. En el capitulo 6 se describe el
método para el caso bidimensional y en el capitulo 7 se desarrolla el caso tridimensional.
En ambos se obtiene la ecuacion de Fick-Jacobs como primera aproximacion cuando la
tasa de difusién en la direccién transversal del canal es muchisimo mayor que la tasa en
la direccién longitudinal. En esos dos capitulos eventualmente se elabora un esquema de
recurrencia para encontrar las correcciones a la ecuacion de Fick-Jacobs, las cuales tienen
la pinta de una serie de operadores que incluyen términos con las derivadas parciales de
todos los 6rdenes con respecto de la posicién. Lo anterior resulta intratable, pues implica
anadir nuevas condiciones a la frontera. Para salvar la situacién, en el capitulo 8 bajo los
criterios desarrollados por Kalinay y Percus se aproximan las series de operadores como
representaciones funcionales. Esto se logra usando la condicién del flujo en el estado es-
tacionario y empatando las funciones resultantes con los coeficientes de difusién efectivos
dependientes de la posicion.
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La parte III muestra los resultados originales méas relevantes obtenidos en la tesis.
Como al dia de hoy hay varias propuestas para los coeficientes de difusiéon en canales, el
objetivo del capitulo 9 fue validar esas diferentes formulas en canales simétricos periodi-
cos bidimensionales formados por circulos traslapados. El trabajo que se cita abajo

= . Pineda, M. V. Vazquez, A. M. Berezhkovskii, and L. Dagdug, “Diffusion in periodic
two-dimensional channels formed by overlapping circles: Comparison of analytical
and numerical results”, J. Chem. Phys. 135, 224101 (2011).

complementa los resultados de la referencia [29]. Nuestros resultados en dos dimensiones
se comportan de manera muy similar a los resultados previamente obtenidos en sistemas
tridimensionales. Basicamente este comportamiento es tal que si las paredes del canal
son ligeramente corrugadas, el patréon de movimiento de las particulas que difunden es
muy parecido al que se observa en un canal recto. En cambio, si las paredes del canal son
muy corrugadas, se recuperan las estimaciones encontradas en el estudio del problema
del escape a través de diminutos orificios. Tanto en el caso en dos como en el de tres
dimensiones se muestra que el coeficiente el difusién que se ajusta mejor a los resulta-
dos numéricos y que concuerda con las aproximaciones analiticas en todo el rango de la
abertura de los recintos vecinos del canal periédico es aquel que se obtiene usando las
féormulas obtenidas por el método de Kalinay y Percus. Para hacer asequible el contenido
de los capitulos 6-9 a un publico amplio, se realizé la siguiente contribucion

= 1. Pineda, M.-V. Vazquez, and L. Dagdug, Difusion en sistemas confinados. In La Fisica
de los Procesos Irreversibles Vol. 3, L. Garcia-Colin and P. Goldstein, eds. (El Colegio
Nacional, México, 2013), pp. 911-988. En prensa.

En el capitulo 10 usamos la formulacién de Kalinay y Percus para obtener un nuevo
coeficiente de difusién efectivo para estudiar la difusién a lo largo de canales asimétricos.
La motivacién de este trabajo es que los sistemas mdas comunes en la naturaleza donde
ocurre la difusién rara vez son simétricos, por lo que el estudio de la difusién en estruc-
turas que no lo son es un tema de actualidad. Nuestro resultado es capaz de obtener el
coeficiente de difusién sugerido por Kalinay y Percus para canales simétricos y los resul-
tados pioneros para modelar la difusiéon en canales asimétricos como casos particulares.
Los articulos que se generaron a raiz de este estudio fueron

» L. Dagdug and I. Pineda, “Projection of two-dimensional diffusion in a curved midline
and narrow varying width channel, onto the longitudinal dimension”, J. Chem. Phys.
137, 024107 (2012).

= [. Pineda, J. Alvarez-Ramirez, and L. Dagdug, “Diffusion in two-dimensional conical
varying width channels: Comparison of analytical and numerical results”, J. Chem.
Phys. 137, 174103 (2012).
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En el primero de ellos se explica de manera general el método para obtener el nuevo
coeficiente de difusiéon y se proporcionan algunos ejemplos para resaltar su aplicaciéon
e importancia. En el segundo trabajo la expresiéon que obtuvimos para el coeficiente de
difusién en canales asimétricos fue validada numéricamente usando como sistemas de
estudio canales cénicos inclinados bidimensionales.

Finalmente, en el capitulo 11 se presentan las conclusiones del tranajo de tesis, asi
como posibles extensiones y algunos problemas abiertos de interés que pueden ser abor-
dados haciendo uso de los resultados obtenidos en esta tesis. También se ofrecen al final
de la tesis dos apéndices que incluyen, por un lado, la deduccion de la ecuacion de Smo-
luchowski, y por otro, las generalidades de las simulaciones por computadora requeridas.
Hemos priorizado que los capitulos de la tesis sean autocontenidos en detrimento de su
brevedad. Esperamos que su lectura no resulte tediosa.



Parte |

Difusion en sistemas confinados






La importancia del estudio de la difusion
en sistemas confinados

La difusién en sistemas confinados es un tema de gran trascendencia que tiene numerosas
aplicaciones practicas y directas en sistemas naturales y artificiales de diferentes tama-
flos. Ultimamente ha despertado la curiosidad de investigadores de muchas disciplinas
sobretodo por el avance vertiginoso de la tecnologia para disefiar y caracterizar diver-
sas microestructuras y el deseo de contar con modelos que puedan, de alguna manera,
predecir el comportamiento peculiar de las particulas que difunden bajo la presencia de
fronteras que muy a menudo exhiben formas irregulares. Incluso, para tener la posibilidad
de controlar los mecanismos de transporte de muchas sustancias de interés en diferentes
medios y en las situaciones mas variadas y asi poder calibrar con mayor profundidad sus
asombrosas potencialidades, el entendimiento cabal de las caracteristicas del transporte
en los sistemas confinados es indispensable.

La pertinencia y la motivaciéon de esta presente investigacién radica en que se han
realizado una gran cantidad de estudios experimentales y simulaciones numéricas para
describir la difusion en estos sistemas, pero desafortunadamente a la fecha no hay sufi-
cientes herramientas analiticas, a pesar de que se ha hecho un gran esfuerzo, que permi-
tan obtener las propiedades de transporte en estructuras cuyas condiciones a la frontera
no sean tan sencillas. En este capitulo se muestran ejemplos especificos donde la forma de
la region de confinamiento puede llegar a tener consecuencias importantes en los fendme-
nos de transporte. Asi, la difusion de moléculas y particulas en sistemas confinados tiene
amplia presencia en la naturaleza, véase la figura 2.1. Ejemplos notables se encuentran
en la medicina, como la liberacién controlada de fairmacos suministrados en una micro-
capsula [39,40], la penetracion en un tejido tumoral de un medicamento con propiedades
anticancerigenas [41], la migracion a través de la piel de fotones de luz laser de algunos
novedosos dispositivos de imageneologia [42, 43], entre otros. En la biologia molecular
estan en la absorcién de iones a través de proteinas altamente especializadas embebidas
en la membrana celular conocidas como canales iénicos [44,45], o a través de nanoporos
sintetizados artificialmente [46,47], también se encuentran en la migracion de ligandos
hacia sus receptores o hacia los sitios activos de una proteina [48,49], en la busqueda de

11
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Figura 2.1: Ejemplos de sis-
temas microscopicos donde
ocurren procesos de difusion.
a) Tréfico intracelular, ima-
gen tomada de la referen-
cia [30]. b) Transporte pasi-
vo a través de membranas
lipidicas, imagen tomada de
[31]. ¢) Transporte a través
de canales bioldgicos y de
poros sintéticos (las figuras
provienen de las referencias
[32] y [33], respectivamente).
d) Busqueda de sitios acti-
vos dentro de proteinas, figu-
ra tomada de [34]. e) Libe-
racion controlada de sustan-
cias a partir de microcapsulas
o liposomas, ver la referencia
[35]. f) Transporte en medios
mesoporosos, como los que
se muestran en la referencia
[36]. g) Microdisefios para el
andlisis de muestras, imagen
tomada de la referencia [37].
h) Catélisis en nano-reactores
(véase la referencia [38] y los
trabajos alli citados).
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sitios de unién que ejecuta un cierto ligando sobre una cadena de ADN durante un proceso
de reconocimiento molecular de una secuencia de nucleétidos especifica [50], y en general
en los mecanismos de comunicaciéon quimica a nivel subcelular, [51-53]. Por si esto fuera
poco, otros ejemplos en la quimica son la catélisis de reacciones en minirreactores y en
medios porosos [54,55], o bien las técnicas de separacién de particulas que tienen como
fundamento el uso de cribas moleculares o el intercambio i6nico, como son la 6smosis, la
cromatografia y la electroforesis, [56, 57]. Finalmente, en la nanotecnologia los ejemplos
incluyen el transporte de particulas a través de nanotubos de carbono [58], o a través
de membranas sintéticas semipermeables [59, 60], ademds de todos los fendmenos que
pueden ocurrir en el interior de muchas microestructuras sintetizadas en el laboratorio
destinadas para los mas diversos fines, [61, 62].

El problema de la difusién en regiones confinadas dentro de poros u otros sistemas
cuasi-unidimensionales, ha llamado mucho la atencion en anos recientes debido a que ta-
les sistemas, a parte de que son muy comunes, se pueden estudiar como problemas en una
sola dimensién luego de realizar las aproximaciones adecuadas. A continuacién veremos
a través de ejemplos algunas de las estructuras que ofrecen este tipo de confinamiento.

2.1 | Difusidén en sistemas inorganicos y artificiales

El fenémeno de la difusiéon puede ocurrir tanto en sistemas macroscopicos como micros-
cbépicos o nanoscoépicos. Sin embargo, esta seccién y la siguiente estan dedicadas a éstos
dos ultimos que estan muy en boga en la actualidad, ya que el auge de nuevas tecnolo-
gias han permitido su caracterizacion, su diseno, su sintesis y su utilizacion para multiples
tareas, [63, 64]. Entre los sistemas que se han seleccionado para su descripcion en esta
tesis estan los que limitan la difusién de particulas a regiones dentro de canales, poros o
estructuras con morfologias afines. Por razones meramente convenientes, estos sistemas
se han clasificado como sistemas inorganicos y sistemas bioldgicos.

En la presente seccién se describen a grandes rasgos algunos sistemas inorgénicos
naturales o sintetizados en el laboratorio cuyo interior tiene forma de canales por donde
pueden difundir particulas. Tal es el caso de las cribas moleculares representadas por las
zeolitas y algunas matrices poliméricas denominadas geles que se usan en la separacién
de macromoléculas en una muestra. Otros sistemas artificiales que ofrecen un confina-
miento cuasi-unidimensional y que merecen atencién son los nanotubos de carbono y los
nanoporos embebidos en membranas sintéticas que se estan usando para caracterizar pro-
piedades fundamentales de muchas moléculas de interés. Por las limitaciones de espacio y
los alcances de esta tesis vamos a dejar a un lado los mini-reactores y la liberacion contro-
lada de sustancias mediada por reaccion, que son sistemas donde ademads de procesos de
difusién ocurren transformaciones quimicas que incluyen la participaciéon de catalizadores
y de cambios energéticos notables en el sistema.
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Figura 2.2: a) Fotografia de
una zeolita, imagen tomada
de [65]. b) Representacién de
la unidad minima de una zeo-
lita, la imagen proviene de
[66]. ¢) Simulacién del paso
de sustancias a través de los
poros de una zeolita, figura
tomada de [67].

2.1.1 Zeolitas y cribas moleculares

Las zeolitas comprenden un gran conjunto de minerales cuya estructura es de un soli-
do cristalino mesoporoso, [68]. Las hay tanto naturales como sintetizadas artificialmente,
y su composicion es de silicio, aluminio y oxigeno, figura 2.2(a). Las subunidades ele-
mentales que las forman son tetraedros de aluminosilicatos que se agrupan de tal modo
que forman cavidades de dimensiones moleculares de 8 a 10 angstrom, ver figura 2.2(b).
Paulatinamente estas subunidades pueden llegar a conformar grandes estructuras con di-
minutas aberturas o espacios vacantes. Estos espacios generalmente son ocupados por
agua y algunos iones que pueden moverse facilmente a través de la estructura, aunque
en contraparte, algunas veces no pueden hacerlo; de esta manera, una zeolita puede ser
considerada como un tamiz molecular, ver la figura 2.2(c).

Las zeolitas pueden llegar a tener grandes espacios en su interior a modo de canales
formando intrincados laberintos. Dependiendo del tamaifio de la abertura de los poros y de
las especies que entran a través de ellas, las zeolitas pueden actuar como filtros, [69]; es
decir, cuando varias moléculas de diferente tamafio entran a una zeolita, algunas pueden
quedar atrapadas dentro de las cavidades mientras que otras pueden pasar libremente.
Esta propiedad puede ser usada para separar ciertas sustancias de muy bajo peso mole-
cular de una mezcla e incluso, para separar algunos iones como los de sodio, potasio y
calcio. Desde luego, este fenédmeno ya se conocia desde hace bastante tiempo y se ha ve-
nido aprovechando exitosamente en la industria, ademas de que hoy en dia ofrece nuevas
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. Mezcla de
macromoléculas
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Electroforesis Figura 2.3: Esquema de un pro-

ceso de separacién por electrofo-
resis. Imagen adaptada de [75].

potenciales aplicaciones en diversos campos, [70-72].

Otro de los usos de las zeolitas tiene que ver con la propiedad de que los cationes pue-
den migrar libremente desde el interior hacia el exterior de la estructura de la zeolita y
viceversa, por lo que puede ocurrir un proceso de catalisis en el interior de sus cavidades.
Durante este proceso se llegan a intercambiar iones entre las moléculas del interior con
las moléculas del exterior, lo cual produce un cambio drastico en el pH del medio, [73].
Esta cualidad de las zeolitas se explota en la petroquimica y en la purificaciéon de agua,
principalmente. Por lo tanto, debido a las ttiles aplicaciones de las zeolitas, es intere-
sante y necesario estudiar las interacciones y demas propiedades de transporte en estos
sistemas con cavidades irregulares, [74].

Por otro lado, los fenémenos de percolacién, relacionados con el paso de fluidos a tra-
vés de medios porosos o cribas moleculares, también pueden ser tratados como procesos
de transporte a través de canales. [76, 77]. El fundamento de muchas técnicas de sepa-
raciéon de sustancias se basa en la percolacién, y en funciéon de lo que se desea separar
corresponde la eleccion de la fase mévil (un gas, un liquido o un solvente polar) y de la fase
estacionaria (un liquido, una matriz porosa sélida como papel, gel, o acetato de celulosa)
gue se usan. En particular, si una técnica de separacion ademas de usar una matriz porosa
se basa en la movilidad de las particulas bajo la presencia de campos eléctricos, se le lla-
ma electroforesis, ver figura 2.3. Como ejemplo vamos a mencionar que cuando se desean
separar las proteinas o los 4cidos nucleicos de una muestra, la técnica méas socorrida que
se usa en la bioquimica y en la biologia molecular es la electroforesis en geles de poliacri-
lamida y de agarosa, respectivamente. Estos geles esencialmente son matrices porosas
formadas por polimeros entrelazados y por donde pueden migrar las macromoléculas co-
rrespondientes, [78-80]. Las técnicas de separacidon de mezclas han sido cruciales en la
identificaciéon y caracterizacién de muchisimas sustancias que actualmente son aprove-
chadas en la industria farmacéutica, en la ingenieria de los alimentos, en la biotecnologia
y en la ciencia de materiales.
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Figura 2.4: a) Estructura de
los nanotubos de carbono,
imagen adaptada de [84]. b)
Posibles usos de los nanotu-
bos de carbono en la separa-
cién de agua, imagen tomada
de [85].

2.1.2 Nanotubos de carbono y nanoporos sintéticos

Los nanotubos de carbono son una forma alétropa del carbono cuyo estudio se ha inten-
sificado de sobremanera en los ultimos afios gracias al advenimiento de la nanotecnolo-
gia [58], ver la figura 2.4(a). Recientemente estas estructuras de didmetros nanomeétricos
fueron sintetizadas y elaboradas para fines principalmente de soporte y de transporte
electrénico. Sin embargo, existen consignados en la literatura varios esfuerzos que han
tratado de simular el transporte de ciertas particulas a través de éstos diminutos tubos.
Por ejemplo, el transporte extremadamente rapido de agua en los nanotubos de carbono
se ha atribuido por regla general al hecho de que sus paredes son muy lisas y su superficie
es altamente hidréfoba, [86-89]. Por lo tanto, las particulas de agua cruzan los nanotubos
formando hileras, fendmeno que ha sido demostrado mediante simulaciones de dinamica
molecular y que puede usarse en la purificacion de agua, [81-83], véase la figura 2.4(b).

Otro de los logros actuales de la nanotecnologia ha sido la elaboracion y la caracteri-
zacion de nanoporos de estado s6lido en membranas, [90,91]. Estos poros se han usado
para estudiar el comportamiento idénico de varias moléculas, por ejemplo iones de potasio,
sodio, cloro e incluso, el de macromoléculas como el ADN o el ARN. Con la tecnologia ac-
tual, los nanoporos sintéticos en peliculas a base de silicio pueden fabricarse bajo disefio,
lo que permite el control efectivo de sus dimensiones y de su estructura, [63]. Actualmen-
te, existe un gran interés en el empleo de estos dispositivos en la secuenciacion y en el
andlisis de la estructura primaria de los acidos nucleidos. Estas macromoléculas de gran
importancia bioldgica atraviesan los nanoporos mediante cambios de voltaje, ver la figura
2.5. La translocacién de nucleétidos de manera secuencial es lo que permite la determi-
nacion de su estructura primaria y se debe principalmente al tamafio y forma del poro a
un voltaje dado, [94,95].

El conocimiento asi generado podria extrapolarse a temas de investigacion basica para
comprender el funcionamiento de la maquinaria celular involucrada en la replicacion del
ADN vy posiblemente, para crear analogias y entender la translocacién de otros polime-
ros de importancia trascendental, como las proteinas. Se sabe que durante la sintesis de
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(a) (b)

Figura 2.5: a) Secuenciacion
de moléculas de ADN usando
nanoporos sintéticos, imagen
tomada de la referencia [92].
b) Representacion de la trans-
locaciéon de un polimero a tra-
vés de un canal, imagen toma-
da de [93].
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proteinas éstas translocan a través de poros especiales en forma de reloj de arena desde
el citoplasma hacia el lumen del reticulo endoplasmico con ayuda de los ribosomas y la
asistencia de otras proteinas. La dindmica de la translocacién de polimeros es un tema
candente de investigacion actual, [96-99].

Los métodos comunmente usados para secuenciar acidos nucleicos hoy en dia son
muy caros, usan sustancias téxicas y requieren de un tiempo que muchas veces excede lo
deseado. Las técnicas de secuenciacién mediante nanoporos ofrecen un abatimiento real
de los costos y una aceleracion del proceso, lo que implica enormes ventajas y sorpren-
dentes aplicaciones, [92]. Por ejemplo, las técnicas de secuenciacién rapida tendran uso
inmediato en la medicina para el diagnostico molecular y el tratamiento oportuno de algu-
nas enfermedades o para complementar las técnicas de la medicina forense; o bien, seran
usadas en los estudios de evolucidén y sistematica para obtener secuencias gendmicas
completas o porciones de interés que a su vez son la materia prima para la elaboracion de
arboles filogenéticos que dan las relaciones de parentesco tanto de grupos de organismos
como de familias de genes, [100].

2.2 | Difusidn en sistemas bioldgicos

Los sistemas bioldgicos son sistemas abiertos formados por numerosos componentes. Son
sistemas extremadamente complejos con muchos grados de libertad en interacciéon o con
dependencia fuerte que dificilmente pueden estudiarse reduciéndolos a versiones mas
simplificadas; o bien, de poder hacerse estas simplificaciones se pierden partes que muy
a menudo destruyen la esencia de lo que se quiere estudiar en conjunto, [101]. Esto es,
los sistemas bioldgicos exigen para su entendimiento y comprensiéon una interpretacién
holista, [102]. Sin embargo, a parte de ese necesario e inevitable enfoque global y de que
frecuentemente la fisica de los procesos bioldgicos resulta ser muy complicada, es posible
conceptualizar y caracterizar en ciertos contextos algunos fenémenos que ocurren a nivel
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Figura 2.6: a) El primer (b)
canal i6nico cuya estructu-

ra se determiné cabalmente Peptido- grasos
fue extraido del Streptomy- :
ces lividans, una actinobac-
teria Gram positiva que se
encuentra predominantemen-
te en el suelo (la imagen pro-
viene de [111]). b) Esquema
de la membrana celular de
una bacteria Gram positiva
(imagen adaptada de [112]).
c) Las membranas son bica-
pas lipidicas que tienen em-
bebidos, entre otras sustan-
cias, complejos de naturale-
za proteica denominados ca-
nales i6nicos. Se muestra el
canal de potasio KcsA (la ima-
gen fue tomada de [113]). d)
Los canales idnicos poseen
en su interior una cavidad
(en azul) por donde pasan los
iones que estan destinados
a transportar (imagen prove-
niente de [114]).
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Espacio extracelular

celular y molecular como procesos de difusién®. La literatura especializada que integra
los modelos de la fisica con los procesos biolégicos ha aumentado mucho recientemente
con justa razon, al igual que la aparicién de varios excelentes textos dirigidos a un publico
mads amplio, verbi gratia las referencias [107-110]. En esta seccion, sin pretender hacer
un estudio exhaustivo, se describen determinados mecanismos y estructuras subcelulares
que como en el caso de la seccién precedente, estdn relacionados directamente con el
transporte por difusién de particulas a través de regiones confinadas dentro de poros o
canales, por ser éste el objetivo primordial de la tesis.

2.2.1 Canales bioldgicos

Los canales bioldgicos son estructuras de naturaleza proteica altamente especializadas
que se encuentran embebidos en las membranas celulares, [44,45], ver figura 2.6. Estan
constituidos generalmente por varias subunidades heterogéneas y su funcién es controlar
y regular el transporte de particulas especificas desde el interior de la célula hacia el

!Existen algunas revisiones que ponen en tela de juicio la utilidad de la difusién en el estudio de los procesos
celulares por tratarse de un fenémeno muy general, [103,104]. Sin embargo, dentro de su exquisita prosa se
olvidan de mencionar que la difusion en estos niveles de organizacién ocurre bajo confinamiento y en medios
abarrotados, condiciones que pueden modificar sutil o radicalmente las propiedades de los fendmenos de
transporte en el mundo celular, [105, 106].
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exterior y viceversa (o de algunos organulos o compartimientos subcelulares en el caso
de organismos eucariontes). Los canales biolégicos, por razones practicas, se clasifican
principalmente por el tipo de sustancias que estan destinados a transportar, por lo que
bésicamente comprenden a los canales idnicos y a las porinas.

Los canales idénicos se encuentran en las membranas celulares de todas las células y
contienen poros que cuando se abren, dependiendo de los estimulos externos, permiten el
paso selectivo de iones especificos bajo la presencia de gradientes electroquimicos, [115-
117]. Mediante diversas técnicas, como la cristalografia, la microscopiia electrénica e
incluso con las herramientas bioinformaticas més adelantadas y de la ingenieria genética,
se ha vislumbrado que los poros de los canales idnicos poseen formas muy caprichosas,
[113,118,119]. Debido a la interaccion electrostatica entre el ion que cruza el canal y
los residuos de aminoacidos que conforman la entrada del poro y algunos sitios activos
dentro el canal, ésta puede jugar un papel importante en la seleccion del ion o bien, en el
mecanismo de cierre y apertura del canal o en el transporte idnico propiamente dicho. A
parte de la diferencia de potencial que existe entre ambos lados de la membrana celular,
la distribucion de carga eléctrica en la vecindad y al interior del canal o la alta selectividad
a los iones, el confinamiento geomeétrico en los canales i6nicos puede ser esencial en el
transporte de particulas cargadas, [120,121].

Por su parte, las porinas funcionan como poros a través de los cuales el agua y las
moléculas pequeinas (metabolitos como iones, monosacaridos y aminoacidos) pueden di-
fundir, [122]. Algunas porinas sirven para regular el volumen celular como las acuapori-
nas, y se ha visto que su mal funcionamiento esté relacionado directamente con algunas
enfermedades, [123]. No olvidar que la forma de muchas porinas recuerda la de un barril,
aunque de manera experimental, usando la cristalografia de alta resolucién, se ha demos-
trado que algunas porinas bacterianas y otros canales pueden ser vistos como tuneles
cuya seccion transversal cambia significativamente a lo largo del eje del canal, a veces
excediendo un orden de magnitud la longitud del mismo, [124].

2.2.2 Migracion de ligandos hacia sus receptores

El transporte en la célula comprende numerosos mecanismos altamente complejos que a
la fecha no han sido elucidados del todo. Uno de ellos es el transporte a través de canales
biolégicos que se describieron en la secciéon anterior, y otro de fundamental importancia
para la comunicacién de las células, es la migracion que realizan ciertos ligandos (molécu-
las de bajo peso molecular o incluso iones) hacia sus respectivos sitios de unién, [53,125].
Para que se establezca una comunicacién quimica idénea, un ligando en particular debe
llegar a un sitio especifico al que se le llama receptor y unirse a él para formar el com-
plejo ligando-receptor. Si este complejo estd directamente relacionado con una reaccién
bioquimica o un cambio conformacional y el receptor comprende una diminuta region de
una enzima (una proteina con actividad catalitica) se le llama sitio activo, y al ligando
sustrato, [45]. Los receptores tienen propiedades quimicas y estructurales tales que pue-
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Figura 2.7: Sitios activos (g
dentro de cavidades. a) Canal
formado por la proteina M2
del virus de influenza A. b)
Sitio activo de la acetilco-
linesterasa, (las imagenes
de los incisos a) y b) fueron
tomadas de [128]). c) Sitio
activo de la proteina NPC1L1
para el colesterol, [129].

den unirse covalentemente a sus respectivos ligandos. La especificidad y la afinidad del
ligando por el receptor y viceversa son fundamentales para el reconocimiento molecular.
Los sitios activos de las enzimas (o los receptores de ciertos ligandos) suelen encon-
trarse escondidos en el interior de diminutas cavidades de la proteina, ver figura 2.7. Esto
es, la migracién del sustrato o el ligando hacia su respectivo sitio de unién puede verse
como un proceso dividido basicamente en dos etapas. La primera abarca desde que los
ligandos migran libremente en el espacio intersticial y hasta que llegan a la vecindad de
la grieta que da hacia la cavidad. La segunda etapa comprende la migracién que ejecuta
el ligando en el interior de la cavidad hasta que se une a su receptor, [126-128, 130]. Por
ejemplo, en la transmision sindptica para que se efectie la hidrdlisis de la acetilcolina,
éste neurotransmisor debe llegar hasta su respectivo sitio activo ubicado al interior de
una diminuta cavidad de la acetilcolinesterasa. Se ha visto también que la patogenicidad
del virus de la influenza A estd asociada con la proteina M2, la cual forma canales con
varios sitios activos que causan el paso selectivo de protones (iones hidronio, H3O™") que
afectan el pH intracelular. Otro ejemplo lo encontramos en el transporte de gases por los
eritrocitos, donde el sitio de unién del oxigeno con el grupo hemo se encuentra dentro de
pequenias hendiduras en cada una de las subunidades que constituyen a la hemoglobina.
El estudio de la difusién de ligandos hacia receptores escondidos dentro de cavidades y
su dindmica resulta fundamental para entender las rutas bioquimicas de numerosos meta-
bolitos y mensajeros quimicos. Ademas, es crucial para la comprensién del modo de actuar
de antibiéticos, medicamentos, toxinas y venenos, asi como para el disefio molecular de
fadrmacos para combatir la invasién de patégenos bloqueando sus vias de acceso.

2.2.3 Reciclado de receptores durante la endocitosis

La endocitosis mediada por receptores es un mecanismo de transporte celular por el cual
las células animales introducen a su interior gran variedad de material extracelular. Es-
tos materiales incluyen glucoproteinas, enzimas, colesterol, hormonas, toxinas, virus, e
incluso, porciones de liquido y bacterias completas, [45,131].

Un diagrama del ciclo endocitico se muestra en la figura 2.8, [133-135]. El ciclo inicia
cuando los ligandos llegan a sus receptores, los cuales se encuentran en la superficie de la
membrana celular o en el glicocdlix. Cuando esto pasa, rapidamente en la cara citosélica
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de la membrana celular ocurre la polimerizacién de las proteinas clatrinas que anclan a
los complejos ligando-receptor a la membrana impidiendo su libre difusién lateral. E1 me-
canismo de internalizacion consiste en que las clatrinas al asociarse con el citoesqueleto
causan la invaginacion de la porcién de la membrana con los complejos ligando-receptor,
formando asi la vesicula endocitica revestida por clatrinas. Eventualmente esta vesicula
se fusiona con algunos lisosomas que contienen enzimas en su interior y el revestimiento
de clatrinas es removido. Se ha observado que la vesicula tiene un didmetro de aproxima-
damente 200 a 800 nm y tiene incrustados uno o mas tubos membranosos de 10 a 60 nm
de didametro, [136, 137]. También se sabe que entre el 60% y el 70 % del volumen total
de este sistema se encuentra en la vesicula, [138]. Una vez que el sistema se encuentra
en el interior de la célula, un cambio en el pH del medio por la accién catalitica de enzi-
mas provoca la disociacion de los complejos ligando-receptor. Los ligandos quedan libres
nuevamente y realizan un movimiento browniano al interior de la vesicula y de los tubos.

Después de que transcurren 5-10 minutos la vesicula y los tubos se separan. Cerca
del 95 % de los ligandos quedan en la vesicula mientras que un porcentaje similar de re-
ceptores se van a los tubos. Finalmente los tubos se dirigen hacia la membrana celular,
se fusionan a ella y dejan a los receptores listos para que vuelvan a ser utilizados atra-
pando ligandos. Por su parte, los ligandos dentro de la vesicula son usados en diferentes
procesos celulares. A juzgar por los porcentajes, puede verse que la endocitosis es un me-
canismo muy eficiente donde se reciclan idéneamente los receptores y se aprovecha una
gran cantidad de ligandos. Los estudios de la difusion de particulas en sistemas formados
por una cavidad interconectada a un canal han arrojado evidencia que puede explicar la
gran eficacia de este proceso celular, [139].
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2.2.4 Transporte a lo largo de dendritas

Otro ejemplo en los sistemas biolégicos donde ocurre difusién a lo largo de canales es la
difusion de algunas moléculas de senalizacion a lo largo de las dendritas de las neuronas.
Las neuronas son de las células animales mdés grandes y complejas, figura 2.9(a). Su for-
ma intrincada y alargada presenta muchos desafios en el estudio de su funcién celular, en
particular con respecto a la eficiencia en el transporte de algunas proteinas recién sinte-
tizadas desde el cuerpo celular o soma hasta sitios tan distantes como el ax6n o las den-
dritas. El axén posee canales idénicos para la propagacion del potencial de accion y zonas
activas para la liberacién de neurotransmisores presindpticos. En cambio, cada dendrita
contiene dominios postsinapticos donde los receptores a los neurotransmisores tienden a
agruparse, [142]. Estos dominios postsinapticos se encuentra primordialmente en espinas
dendriticas, que son pequeiias extrusiones membranosa micrométricas que sobresalen de
una dendrita y es donde se realiza el contacto sinéptico con otras neuronas, [143].

Tipicamente las espinas dendriticas tienen forma de bolsa que se conecta a la dendrita
por un cuello delgado y corto, ver la figura 2.9(b). Puede haber miles de espinas distribui-
das a lo largo de una sola dendrita. Ademas, las espinas dendriticas cambian de forma de
acuerdo con su actividad propia; por decir algo, se ha observado que cuanto mdas activa
es la espina, mas estrecho es su cuello. En general se cree que las espinas actian para
compartimentar sefnales quimicas generadas por la actividad sinéaptica; es decir, las espi-
nas impiden la libre difusién de ciertas sustancias en el cuerpo de la dendrita, [144, 145].
Sin embargo, para otras moléculas las espinas pueden representan obstaculos o trampas
transitorias para su 6ptimo transporte, [146, 147]. A la fecha se han recabado bastantes
evidencias experimentales y resultados de simulaciones computacionales sobre el trans-
porte en las espinas dendriticas que los modelos tedricos que pretendan explicarlo estan
obligados a reproducir, [25, 148]. Conocer las propiedades del transporte en este tipo de
regiones formadas por un tubo conectado a una serie de protuberancias es vital para el
entendimiento de la funcién neuronal y sigue siendo un problema abierto.
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Con la idea de enfatizar la actualidad del tema de esta tesis, en este capitulo se hace una
revisiéon muy somera de los principales trabajos relacionados con el estudio de la difusién.
En primer lugar se menciona la observacién y la descripciéon del movimiento browniano.
Posteriormente se habla de los trabajos experimentales que llevaron al establecimiento de
las relaciones cuantitativas para el estudio de la difusién. Pasamos después a nombrar los
autores que lograron empatar las observaciones hechas sobre el movimiento browniano
con la ecuacién de difusion dentro de un mismo marco teérico. Luego se menciona la
dificultad de resolver la ecuacion de difusién para diversos sistemas y se termina con
la exposicion de los avances sobre el estudio de la difusién en sistemas confinados. La
seleccién de personajes que se destacan en este capitulo es necesariamente incompleta
y, por consiguiente, hasta cierto punto subjetiva, pero su propédsito es ofrecer una idea
de lo que seria el desarrollo de los estudios sobre la difusiéon desde hace casi 200 afios
[149-152]. El objetivo de este capitulo entonces es hacer hincapié en que a pesar de la
nutrida historia de la difusion, los sistemas confinados debido a su complejidad, han sido
abordados mediante algunas aproximaciones analiticas muy recientemente.

3.1 | La observacion del movimiento browniano

El movimiento continuo y muy irregular que lleva a cabo una particula muy pequeila que
estd inmersa en un fluido se llama movimiento browniano. Este fendmeno se puede ob-
servar, por ejemplo, cuando nos percatamos de la presencia de diminutas particulas de
polvo suspendidas en agua, o incluso en aire, que se estan moviendo incesantemente y de
manera azarosa, [16].

La primera descripcion cualitativa y literaria del movimiento browniano tal vez fue
hecha por Lucrecio cerca del afio 60 a. C en su poema De rerum natura, y quizas la
primera observacién documentada de la que se tiene registro sea la que realiz6 Jan Ingen-
Housz (1730-1799) alrededor de 1784, [153, 154]. Ingen-Housz describié el movimiento

23
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Figura 3.1: a) Acuarela de
Clarkia pulchella, imagen to-
mada de [155]. b) Granos de
polen de C. pulchella vistos
al microscopio, la imagen pro-
viene de [156].

erratico y sin cesar de diminutas particulas de carbon sobre la superficie de una gota de
alcohol con ayuda de un microscopio. Sin embargo, es a Rober Brown (1773-1858) a quien
se le atribuye la descripcién del movimiento que lleva su nombre debido principalmente a
que fue él quien realiz6 una serie de meticulosas observaciones para elucidar la fuente de
origen de este peculiar movimiento, [154].

En 1827 Brown se encontraba estudiando los mecanismos de la fecundacion de la plan-
ta Clarkia pulchella cuando logré poner en suspension liquida granos de polen de esta flor,
ver figura 3.1(a). Como excelente microscopista que era, logré identificar el movimiento
agitado, irregular e incesante de minusculas particulas en el interior de las vacuolas de
los granos de polen, ver la figura 3.1(b). Similares observaciones fueron llevadas a cabo
ese mismo ano por Adolphe Brongniart (1801-1876), aunque Brown en su trabajo men-
ciona solo las realizadas por Wilhelm F. von Gleichen (1717-1783) y por John T. Needham
(1713-1781), [150]. Brown fue el primero que hizo una investigacién detallada del feno-
meno. Fue descartando de manera sucesiva las posibles causas de este vaivén: cambios de
temperatura, corrientes de aire y agua, portaobjetos opresores, entre otros, hasta llegar
a la conclusién de que este movimiento no era propio de la vida, sino caracteristico de
cualquier tipo de suspensiones que tuvieran particulas suspendidas de dimensiones muy
pequenas. Para corroborar esa idea, Brown realiz6 las mismas observaciones con granos
de polen tratados durante mucho tiempo con alcohol y siguid identificando aquel movi-
miento incesante. Finalmente, en su trabajo de 1828 On the general existence of active
molecules in organic and inorganic bodies, Brown reportd los resultados de sus experi-
mentos realizados con suspensiones de diferentes particulas inorganicas (vidrio, ceniza
y algunos minerales), [157, 158]. En todos los casos encontré un movimiento erratico y
persistente, concluyendo que se trataba de un fenémeno estrictamente fisico.

Luego de las fructiferas observaciones de Brown se perdi6 inexplicablemente el interés
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en el problema. Fue hasta 1858 cuando entra en escena Jules Regnault (1797-1863) al su-
gerir que la causa del movimiento browniano era la luz incidente en el fluido que al calen-
tarlo, provocaba su evaporacién que a su vez, ocasionaba el movimiento de las diminutas
particulas brownianas, [154]. A partir de entonces se revive la discusién principalmente
para atribuirle una causa al movimiento. Por ejemplo, Giovanni Cantoni (1818-1897) de-
mostro que el fendémeno no se debia a la diferencia de temperatura entre diferentes puntos
del fluido, pues se podia seguir observando incluso si la temperatura del fluido era unifor-
me; asimismo, corroboré que tampoco se debia a fuerzas capilares, [16]. En 1863 Christian
Wiener (1826-1896) argumenté que el movimiento browniano debia estar asociado con la
agitacion interna del fluido, aunque en los afios de 1870 Karl Nageli (1817-189) y William
Ramsay (1852-1916) dieron argumentos en contra de esta idea, [154]. Sin embargo, en
ese mismo tenor, en 1888 Léon Gouy (1854-1926) introduce la nocién de fluctuaciones
y por su parte llegé a demostrar mediante experimentos exhaustivos que el movimiento
browniano era independiente de las fuerzas externas (vibraciones, temperatura, campos
eléctricos, luz y tension superficial). Gouy establecié del movimiento browniano su de-
pendencia inversa con el tamafno de las particulas en suspension y con la viscosidad del
liquido en que se encontraban, [152,154].

Hacia finales del siglo XIX se habia establecido experimentalmente la realidad del mo-
vimiento browniano en forma objetiva y cuantitativa. Es interesante notar que aunque
el entendimiento del movimiento browniano estimulaba nuevos disefios experimentales
y conjeturas, los fundadores de la teoria cinética, James C. Maxwell (1831-1879), Lud-
wig Boltzmann (1844-1906) y Rudolf Clausius (1822-1888), no publicaron nada acerca de
él, [152]. La razon tal vez se deba a que sus estudios se enfocaban en las velocidades de
las particulas, [159], y la medicién de la velocidad de las particulas brownianas era to-
do un reto para la época. Podemos citar los esfuerzos realizados por C. Wiener, S. Exner
(1846-1926) y posteriormente por Felix M. Exner (1876-1930) que al tratar de medir esa
velocidad como la razén del desplazamiento y el intervalo de tiempo de la observacion,
encontraron resultados muy intrigantes, [154]. Hoy en dia se sabe que los caminos de
las particulas brownianas no poseen tangente alguna. Estos resultados fueron aclarados
hasta que se establecid, en el siglo XX, la teoria del movimiento browniano. Antes de men-
cionar esta teoria, pasaremos a revisar los trabajos experimentales que se llevaron a cabo
también durante el siglo XIX para establecer la ecuacion de difusion.

3.2 ‘ El origen de la ecuacién de difusion

El término difusién proviene del latin diffundere y usualmente se emplea para describir la
dispersion de una sustancia a través de otra o en ella misma. Actualmente se sabe que la
difusion es causada por el movimiento browniano de los 4tomos o las moléculas, pero el
vinculo entre esos dos conceptos se dio hasta los inicios del siglo XX.
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Segun la tradicién, la historia moderna del estudio formal de la difusién inicia con
los trabajos de Thomas Graham (1805-1869) en gases, realizados de 1828 a 1833, ins-
pirados en los trabajos pioneros sobre la difusiéon del hidrégeno de Johann Doébereiner
(1780-1849), [160,161]. En su experimento mas famoso, Graham utilizé un tubo vertical
cuyo extremo superior estaba tapado con un tapon de estuco, mientras que el extremo in-
ferior se encontraba sumergido en agua. El tubo contenia en su interior gas hidrégeno que
eventualmente difundia a través del tapon; de igual modo, el aire del exterior difundia por
el tapon hacia el interior del cilindro. Debido a que la difusién del hidréogeno es mas rapida
que la difusiéon del aire, el nivel de agua en el tubo se elevaba durante el proceso. Graham
midio6 las velocidades relativas de la difusién de varios gases y llegé a la conclusién que
cuanto mas denso era el gas, mas pequeila era su velocidad de difusion. Con estas obser-
vaciones llegé a establecer la ley que lleva su nombre y que indica que si la temperatura
y la presién de dos gases son iguales, las velocidades a las que ambos se difunden son
inversamente proporcionales a la raiz cuadrada de sus densidades, [10,151,152]. Esta ley
combinada con el nimero de Avogadro permitié en el siglo XIX la determinacion de las
masas molares de diferentes compuestos.

Graham también estudié la difusién de sustancias en solucién, descubriendo que la di-
fusidn en liquidos es tres drdenes de magnitud més lenta que la difusion en gases. Aunque
no logré a establecer un modelo cuantitativo de la difusién en liquidos, quizas debido a
sus ideas incorrectas sobre la naturaleza de las soluciones, Graham describié el fenémeno
de la dialisis cuando empleaba membranas porosas en sus multiples experimentos con
coloides, [151,152,162].

El siguiente avance importante en la teoria de la difusién provino de la obra de Adolf
Eugen Fick (1829-1901), quien estimulado por los trabajos de Graham sobre la difusién
de sal en agua desarrolld un modelo matematico para el fendmeno de la difusion usando
una analogia entre la difusion y las leyes de la conduccién del calor establecida por Joseph
Fourier (1768-1830), y la de la conduccién eléctrica obtenida por George Simon Ohm
(1789-1854), [163]. Esta misma idea habia sido mencionada en términos generales por
Claude L. Berthollet (1748-1822) en 1803, pero fue Fick el primero en definir con presicion
las cantidades involucradas y constatar el modelo experimentalmente.

En 1855 Fick logrd plantear los resultados de los experimentos de Graham sobre bases
cuantitativas. Postuld que el flujo de sal, digamos J, se debe a una diferencia de concen-
traciones, ¢, de tal manera que la relacién entre estas cantidades es directamente propor-
cional. A la constante de proporcionalidad se le conoce como la constante de difusion, Dy,
y depende de la naturaleza de las sustancias empleadas, entre otras variables, por lo que
hoy en dia es mejor usar el término coeficiente de difusion. En la notaciéon moderna, la

primera ley de Fick es
Oc
J = —Dyee (3.1)
Ox
Usando la conservacion de la masa con el mismo espiritu que el tratamiento de Fourier

para el calor usaba la conservacién de la energia, Fick dedujo la expresién conocida ac-
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tualmente como la segunda ley de Fick o simplemente la ecuacion de difusion,
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¢ 052

BN (3.2)

Sin embargo, hay que destacar que la primera ecuacion que Fick plante6 originalmente
en su trabajo Uber Diffusion, [165], se la atribuye al modelo matemaético de Fourier. Furier
habia estudiado en su obra Theorie analytique du la chaleour de 1822, la propagacion del
calor y habia considerado en su andlisis el area de los cascarones infinitesimales que
constituyen a los cuerpos estudiados (un anillo, una esfera sélida, un cilindro sélido, un
prisma solido de longitud infinita y un cubo sélido), [166]. De manera similar, Fick en su
modelo cuantitativo incluyé el area de la secciéon transversal del recipiente donde realiz6

sus observaciones, w, ,
QC =Dy <8c + 1dw80> (3.3)
ot 0z?2  wdx Ox

Fue precisamente esta ecuacion la que le planted a Fick una serie de dificultades para po-
derla demostrar experimentalmente, ver figura 3.2(a), aunque como se vera mas adelante,
es sorprendente que desde 1855 Fick haya planteado correctamente la primera aproxima-
cién del estudio de la difusién en sistemas de ancho variable como un problema en una
sola dimension espacial. Fick presentd sus resultados para recipientes tanto de seccién
tranversal constante (un cilindro) como variable (un cono invertido) en tablas de datos,
ver figura 3.2(b). Para esos dos casos dio las soluciones en el estado estacionario, esto
es, cuando la concentracion ya no cambia en el tiempo y se cumple que J;c = 0. Es claro
que si se tiene un recipiente de seccién transversal constante la ecuacion (3.3) recupera
la (3.2), y para Fick, esa era la ecuacién que maés lo entusiasmaba.

El estudio de la difusién en liquidos y su aplicacién en varios fenémenos fisioldgicos
cobré importancia en la recta final del siglo XIX. Por ejemplo, Fick también estudid, en-
tre otras muchas cosas, la difusidon a través de membranas semipermeables, la dsmosis,
fendmeno que ya habia sido descrito por Henri Dutrochet (1776-1847) unos anos an-
tes, [162, 163]. Con respecto al estudio de la ésmosis pueden afiadir las contribuciones
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de Wilhelm Pfeffer (1845-1920), quien en 1877 midi6 cuantitativamente la presién osmo-
tica usando membranas artificiales, y de Walther Nernst (1864-1941), quien examiné de
manera conjunta el proceso de difusién y el fendémeno de la ésmosis y puntualizé sus li-
mitaciones, [162]. Eventualmente el estudio de la difusién se llevaria a cabo también en
solidos, [151,152,163].

Las primeras mediciones de la difusién en sélidos fueron realizadas hacia finales del
siglo XIX por Williams Roberts-Austen (1843-1902), aunque este fendmeno ya era conocido
y habia sido observado cuidadosamete por Robert Boyle (1627-1691) desde 1684, [163].
Los trabajos de Roberts-Austen resultaron cruciales en una época donde la metalurgia
estaba en su apogeo, aunque omitio la dependencia en la temperatura de los coeficientes
de difusién. Es a Svante Arrhenius (1859-1927) a quien se le atribuye el estudio de esa
dependencia, [152]. Sin embargo, es probable que la sugerencia de que la difusién en
solidos obedece la ley de las reacciones quimicas propuesta por Jacobus van’t Hoff (1852-
1921) se deba a Irving Lagmuir (1881-1957) y a Saul Dushman (1883-1954), [7, 152].

Con las observaciones detalladas del movimiento browniano y los experimentos cuanti-
tativos cuyos resultados fueron modelados satisfactoriamente por la ecuacion de difusién
se cerraba el panorama del siglo XIX en cuanto al tema de interés de esta tesis. Faltaba
la fusion de estos dos fendémenos, la cual llegé en los albores del siglo XX, y que permitio
tener una teoria tanto del movimiento browniano como de la difusién sustentada en la
naturaleza atomica de la materia. De todo esto trata la siguiente seccién.

3.3 | La teoria del movimiento browniano

La primera descripcion matemética del movimiento browniano fue tal vez la realizada por
Thorvald N. Thiele (1838-1910) en 1880, [153,154]. Otra descripcién pionera, aunque en
el contexto de la especulacién financiera, fue hecha por Louis Bachelier (1870-1946) en
su tesis doctoral de 1900. Sin embargo, la primera explicacién tedrica, desde el punto de
vista fisico, del movimiento browniano fue publicada de manera independiente por Albert
Einstein (1879-1955) en 1905 y por Marian von Smoluchowski (1872-1917) en 1906.
Smoluchowski alrededor de 1900 usé los resultados obtenidos de la teoria cinética de
Maxwell para modelar y explicar las causas del movimiento browniano; es decir, su ex-
plicacion del movimiento se basaba en las colisiones de las moléculas o dtomos del fluido
con las particulas brownianas, [167, 168]. Por un lado, Maxwell habia demostrado que ca-
da particula en un fluido no tiene la misma velocidad, sino que hay una distribucién de
velocidades en todas las direcciones posibles; por otro lado, el nimero de colisiones que
experimenta una particula browniana es del orden de 10?° por segundo y por lo tanto,
se puede apreciar el efecto neto de todas las colisiones moleculares sobre una particula
como las que observé Brown, [159,169]. La segunda gran contribucién de Smoluchowski,
realizada de 1913 a 1915, fue la de establecer una ecuacién que describe al movimiento
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browniano en presencia de una fuerza externa, [168]. Smoluchowski también estuvo in-
teresado en la comprobacién experimental de su teoria y en medir la distribucién espacial
de las particulas brownianas.

Por su parte, Einstein en su trabajo de 1905, Uber die von der molekularkinetischen
Theorie der Warme geforderte Bewegung von in ruhenden Fliissigkeiten suspendierten
Teilchen, traté de hacer predicciones que pudieran ser observadas macroscépicamente si
se tomaba en cuenta el movimiento térmico molecular de un fluido, para ello usé la hidrodi-
namica y la mecénica estadistica recién creada, [170,171]. Einstein model6 el movimiento
browniano como un proceso estocastico. Esto es, uso el concepto de la probabilidad de en-
contrar a la particula browniana en un cierto lugar a un cierto tiempo. Fue quizas Einstein
uno de los primeros en darse cuenta que lo importante para cartacterizar al movimiento
browniano era el cuadrado de la distancia recorrida en promedio por la particula brow-
niana entre el tiempo que le llevaba hacerlo, razén que era constante. Ademas, Einstein
con este modelo pudo deducir la ecuacién de difusion, que describe la manera en que
un conjunto de particulas brownianas se difunden en un fluido debido a las fluctuaciones
inducidas por las colisiones moleculares en el mismo, [172,173].

Einstein llegd a establecer el coeficiente de difusién como una relacién de fluctuacion-
disipacion,
kT
S omy

Dy (3.4)

donde kp es la constante de Boltzmann, 7" la temperatura del fluido, m la masa de la parti-
cula browniana y  es el coeficiente de friccion efectivo del fluido. Esta ecuacién también
fue obtenida independientemente por William Sutherland (1859-1911), pero Einstein dio
la forma en que el coeficiente de difusién puede determinarse usando el desplazamiento
cuadrético medio, (d?),

(d?) = 2Dyt (3.5)

y sugirié que seria deseable que alguien midiera el coeficiente de difusién usando ese
resultado. A este llamado atendieron Theodor Svedberg (1884-1971) y Jean Perrin (1870-
1942) unos afios después.

El equipo de Perrin se dio a la tarea de demostrar experimentalmente y de manera
satisfactoria que el cuadrado de la distancia recorrida en promedio por la particula brow-
niana entre el tiempo es una constante, [174, 175], véase la figura 3.3. Para ello, usaron
sistemas coloidales y emulsiones, y tomaron una serie de fotografias con ayuda de un ultra-
microscpio, registrando las posiciones de una particula en intervalos de 30 s. Encontraron
el comportamiento predicho por Einstein y ademads, obtuvieron un valor muy preciso del
numero de Avogadro (usando de por medio la constante de Boltzmann).

A partir de entonces los esfuerzos por generalizar los resultados del movimiento brow-
niano a otras situaciones y contextos se multiplicaron y surgié el estudio de la teoria de
los procesos estocasticos, que pueden representar a cualquier familia de variables alea-
torias que dependen de la evolucién de un pardmetro, por ejemplo, el tiempo. En 1908
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Paul Langevin (1872-1946) publicé una descripcién macroscépica del movimiento brow-
niano donde escribié la segunda ley de Newton para una particula browniana. Supuso que
la fuerza neta que experimenta la particula se podia descomponer en dos, una de ellas
debida al gran nimero de colisiones con las moléculas del fluido y otra debida a la vis-
cosidad, [177,178]. Este tratamiento fue probablemente el primer planteamiento de una
ecuacion diferencial estocastica.

La formulacién de Einstein y de Smoluchowski sentdé las bases para comprender lo
que actualmente se denomina como el teorema fluctuacién-disipacién y los fenémenos en
equilibrio y fuera de él. Con respecto al primer tema se pueden mencionar los trabajos
de Herbert Callen (1919-1993) y Ryogo Kubo (1920-1995), [179], y en relacion al segun-
do se pueden citar los trabajos pioneros de Leonard Ornstein (1880-1941) y de George
Uhlenbeck (1900-1988), [180, 181]; ademas de los de Nicolaas G. van Kampen (nacido
en 1921), [182]. Podemos anadir que el tratamiento matematico formal del movimiento
browniano y otros temas afines han tenido en vilo a las mentes mas originales y fueron
estudiados principalmente por Andrey A. Markov (1856-1922), Karl Pearson (1857-1936),
Emile Borel (1876-1956), Norbert Wiener (1884-1964), Paul Lévy (1886-1971), Gyorgy Pél-
ya (1887-1985), Andrei N. Kolmogorov (1903-1987), William Feller (1906-1970), Joseph L.
Doob (1910-2004), Mark Kac (1914-1984) y Kiyosi It6 (1915-2008), [183,184]. Finalmente,
s6lo mencionaremos algunos personajes que estuvieron involucrados en el desarrollo de
las ecuaciones que en la fisica se aplican a la difusién y a problemas muy relacionados.
Tal es el caso de aquellos quienes lograron conectar la termodinamica con los procesos
irreversibles o quienes tuvieron que ver con la generalizaciéon de la ecuacién de Smolu-
chowski y con todo el desarrollo ulterior de los procesos estocasticos en la fisica. A riesgo
de cometer injustas omisiones, podemos citar a Lord Rayleigh (1842-1919), Max Planck
(1858-1947), Adrian Fokker (1887-1972), Reinhold Furth (1893-1979), Oskar Klein (1894-
1977), Hendrik A. Kramers (1894-1952), Stephen O. Rice (1907-1986), Subrahmanyan
Chandrasekhar (1910-1995) y Elliott W. Montroll (1916-1983), [149, 184].
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3.4 | El estudio de la difusion en sistemas confinados

Una vez que se establecio la base molecular del movimiento browniano y de la difusién, las
leyes de Fick dejaron de ser ecuaciones empiricas y pasaron a ser ecuaciones generales
que podian describir la concentraciéon de las particulas en un instante y lugar determina-
dos como una consecuencia de la naturaleza atémica de la materia. Sin embargo, para
encontrar la solucién de la ecuacién de difusién se necesita una condicion inicial y condi-
ciones a la frontera.

El primer tratamiento moderno para resolver la ecuacion de difusion se halla en la obra
de Fourier de 1822 dentro del contexto de la conduccién del calor, [166]. En ese trabajo se
pueden encontrar varios problemas resueltos con el método de las series trigonométricas.
También desde entonces se sabe que en el estado estacionario la ecuacién de difusién es
una ecuacion en derivadas parciales que cominmente aparece en numerosos problemas
tanto de la mednica, la hidrodindmica o de la electrostatica, la conocida como ecuacion
de Laplace. Esta ecuacion fue estudiada exhaustivamente para distintos casos particulares
por Pierre-Simon Laplace (1749-1827) y varios matematicos ilustres de su época y del siglo
XIX, [185]. En cuanto a la ecuacion de difusion, por tratarse de una ecuacion en derivadas
parciales, muchos prominentes matematicos notaron la relevancia de las condiciones de
la frontera para poder encontrar su solucion matematica, [186]. Lo anterior es importante
porque ahora se sabe que la ecuacién de difusiéon no puede resolverse analiticamente para
cualquier condicién inicial y bajo condiciones de frontera que no sean muy simples. Por
decir algo, los problemas que se han resuelto exitosamente desde tiempos de Fourier y que
se encuentran desarrollados en algunos de los tratados sobre difusion més influyentes del
siglo XX, como los redactados por Horatio Carslaw (1870-1954), John C. Jaeger (1907-
1979), [187], y mas recientemente por John Crank (1915-2006), [188], corresponden a los
que modelan la difusién en sistemas que se encuentran en el estado estacionario y/o que
poseen geometria cilindrica, esférica o rectangular.

Por otra parte, la difusién a través de medios porosos también es un problema de confi-
namiento donde las fronteras del sistema que definen la regiéon por donde pueden difundir
las particulas son extremadamente complicadas. Para este tipo de problemas desde el
siglo XIX se han elaborado teorias efectivas provenientes principalmente del campo de
la geofisica. Uno de los trabajos pioneros fue el de H. Darcy (1803-1858), por mencio-
nar el mas famoso, [189]. Ya en el siglo XX se aplico a los medios porosos la teoria de
la percolacion, que fue desarrollada por Paul J. Flory (1910-1985) y Walter H. Stockma-
yer (1914-2004) alrededor de los afios 1940 y fue profusamente cultivada posteriormente,
e incluso, llegdé a usarse para estudiar la dindmica de los polimeros [190]. Al respecto
también podemos citar los recientes trabajos de Daniel ben-Avraham que tratan sobre la
difusién en medios desordenados y fractales, [191], aunque la literatura actual sobre este
tema es muy abundante. Finalmente, vamos a indicar que apenas en 2012 se demostro
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que este tipo de problemas, y en particular el problema de la difusién en presencia de
obstaculos, pueden estudiarse como problemas de difusién a través de canales, [76, 77].
De ahi la importancia y actualidad de la presente tesis, pues este nuevo enfoque puede
dirigirnos hacia novedosas y promisorias investigaciones.

Antes de comentar sobre la historia del estudio de la difusién en sistemas confinados
mencionaremos el problema sobre la difusiéon hacia un disco completamente absobente.
Este problema en electrostatica se conoce como el disco de Weber y la solucion en el
estado estacionario se conoce desde la primera mitad del siglo XX, [192]. Lo interesante
es que a la expresion que relaciona a la corriente que pasa a través de un disco con su
tamano se le conoce como la férmula de Hill, en reconocimiento a Terrell L. Hill (nacido

en 1917),
4aDy

%
donde k es la constante de equilibrio en una cinética de primer orden, a es el radio del
disco y V el volumen del recinto. Esta expresion fue usada por Hill en 1975 para modelar
el proceso de asociacion de un ligando con una proteina controlado por difusién, [193].
Luego, en 1977 Howard C. Berg (nacido en 1934) y Edward Purcell (1912-1997) en la
referncia [194] emplearon la misma férmula para estudiar la difusién de ligandos hacia sus
receptores ubicados en una esfera que emulaba a una célula’. Este tipo de ideas motivaron
eventualmente el estudio asiduo del escape a través de pequenos orificios, pues se sabe
que el reciproco de k es el tiempo medio de sobrevivencia, 7, de las particulas en la regién
V; es decir, 7 = kL.

Fue hasta inicios del presente siglo cuando este resultado sirvié para interconectar
mediante fronteras matemadticas cavidades de forma arbitraria con canales, proporcio-
nando una nuevo acercamiento para desentranar los aspectos de la difusion en sistemas
confinados en geometrias complejas que se describe en la siguiente seccion. Desde luego,
este tipo de trabajos se siguen cultivando a la fecha, pero fueron animados y dirigidos en
sus inicios en la escuela fundada en el NIH por George H. Weiss (nacido en 1929), Robert
Zwanzig (nacido en 1928) y Attila Szabo (nacido en 1947).

k (3.6)

3.4.1 La difusion entre grandes reservorios interconectados por un canal

Uno de los problemas que desperto el interés desde hace tiempo debido a su presencia
recurrente tanto en sistemas naturales como en artificiales, es el estudio de la disfusién en
sistemas formados por grandes reservorios de forma arbitraria interconectados mediante
regiones de menor tamafo. Para intentar resolver este problema se necesitaba definir
adecuadamente las fronteras del sistema. Pronto se constaté que el problema carecia
de solucién analitica practicamente para cualquier situaciéon. Sin embargo, a principios
de este siglo el panorama cambié radicalmente. En vez de obtener la concentracién de
las particulas como funcién de la posiciéon y del tiempo, se vio que era mas conveniente

1Un tratamiento mas moderno de este problema puede encontrarse en [195,196].
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obtener la probabilidad de que las particulas estuvieran en una determinada cavidad a un
cierto tiempo. De esta manera se pudo predecir el tiempo promedio en que las particulas
llegan a una cierta regién, lo cual es muy util para diferentes aplicaciones.

El origen de este enfoque se remonta a 1991, cuando Huan-Xiang Zhou y Robert Zwan-
zig se dieron cuenta que la probabilidad de sobrevivencia de una particula dentro de una
cavidad con un pequeno orificio decae exponencialmente, lo que indicaba que el proce-
so estaba controlado por una barrera entrépica en vez de una barrera energética, [197].
Este hecho significaba ademas que la probabilidad de sobrevivencia obedecia una ecua-
cién diferencial como la que siguen las reacciones quimicas, donde esta involucrada una
constante de velocidad. Casi diez anos después, en 2002 Igor V. Grigoriev et al., [198] estu-
diaron la dependencia temporal de la probabilidad de sobrevivencia de una particula que
escapa desde un diminuto agujero, y llegaron a demostrar que en la aproximacién en el
estado estacionario y con un orificio sumamente pequefio la probabilidad decae exponen-
cialmente. Argumentaron también que la constante de velocidad con la que las particulas
llegan por vez primera al orificio estda dada por la formula obtenida por Hill, la ecuacién
(3.6). Luego, en 2003, el grupo del NIH estudio la cinética de equilibrio de las particulas
que difunden entre dos camaras de forma arbitraria interconectadas por un canal cilin-
drico, [199]. Calcularon las funciones de relajacién que describen el proceso usando el
método de los propagadores y lograron escribir la evoluciéon temporal del sistema en tér-
minos de los pardmetros geomeétricos del problema y de las constantes de difusion. Para
conseguirlo, dividieron el problema en dos partes. En una de ellas se estudiaba la difusién
desde las camaras hacia las aberturas del canal haciendo uso de la férmula de Hill y de las
condiciones que satisfacen los propagadores. En la otra, se obtuvieron los flujos a través
del canal bajo las condiciones a la frontera radiativas en sus extremos que ya habian sido
usadas por Sergey M. Bezrukov et al. en el afio 2000, [200].

Antes de pasar a describir el desarrollo histdrico del estudio de la difusién en canales
es justo senalar que el método de los propagadores aplicado a una cavidad conectada a
un tubo fue usado por Dagdug et al. en 2004 para modelar la cinética del reciclado de los
receptores durante la endocitosis, [139]. Este problema de gran interés entre los bidlo-
gos, habia sido tratado previamente en 1989 por J. L. Lindermann y D. A. Lauffenburger,
quienes modelaron la vesicula endocitica como una esfera y sustituyeron el tubo que se
conecta a ella como un pequeiio orificio, [201]. Con estas simplificaciones Lindermann y
Lauffenburger encontraron un tiempo promedio de relajacién del orden de 10~2 segundos
que discrepaba sobremanera con las observaciones experimentales. Sin embargo, con la
novedosa metodologia de los propagadores que toma en cuenta tanto a la vesicula como al
tubo, se encontré un tiempo promedio de relajacion de hasta 90 minutos. La consecuencia
de este resultado es que luego de los 10 minutos que tarda la célula en reciclar los recep-
tores el sistema no ha alcanzado el equilibrio y por lo tanto, la mayoria de ellos atin estan
dentro de la vesicula y no en los tubos (ver la descripcién del proceso de la endocitosis en
el capitulo 2), 1o que explica convincentemente la gran eficiencia de este proceso celular.
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El gran mérito del método de los propagadores fue que abordé el problema de la difu-
sion en geometrias complejas como el estudio de la difusion entre cavidades interconec-
tadas por un canal, que a su vez, se reduce a tratar de averiguar cémo son los flujos a
través de él. Ademas, haciendo a un lado la idea de querer saber la concentracién en cual-
quier punto de un sistema, y s6lo tomando en cuenta la concentracién por cada una de las
regiones implicadas, se pudo obtener el tiempo de relajaciéon y la concentracién en cada
uno de los reservorios como funcién del tiempo. Sin lugar ha duda, esta nueva teoria abre
nuevas perspectivas para el estudio de los procesos de difusién en geometrias complejas
con aplicaciones en varias disciplinas.

3.4.2 La difusion en sistemas cuasi-unidimensionales

Tradicionalmente se ha estudiado el transporte por difusién en sistemas confinados en
geometrias que van mas alld de las formas tradicionales por medio de métodos numé-
ricos, [202]. Sin embargo, la utilidad de un modelo tedrico sélidamente justificado, que
permita simplificar el esquema de solucion y obtener expresiones analiticas para muchos
casos de interés, ha alentado numerosos esfuerzos recientemente. La principal linea de
investigacion al respecto consiste en simplificar la descripcion de estos sistemas median-
te una reduccion dimensional efectiva del problema; es decir, tratar de encontrar si existe
una ecuacién de evolucion que dependa directamente de cantidades unidimensionales y
que sea de alguna manera equivalente al problema original. Muy a menudo es la direcciéon
longitudinal la que resulta de mayor atencion en varios sistemas cuasi-unidimensionales.
El primer resultado notable en este sentido fue la ecuacion que obtuvo, mediante un ra-
zonamiento heuristico, Merkel H. Jacobs (1884-1974) en 1935, quien publicé inicialmente
sus ideas en una primera edicidon en aleman y en inglés hasta 1967, [203]. Su ecuaciéon
actualmente se conoce como la ecuacién de Fick- Jacobs,

0 0 c(z,t)

0
ac(x,t) = DO%U)(:L‘)% w(z)

(3.7)

donde a partir de ahora y en el resto de la tesis ¢(z,t) representa la concentracién lineal
efectiva de las particulas y w(x) la seccién transversal de un canal. Aunque esencialmente
es la misma ecuacion que la propuesta por Fick, ver la ecuacion (3.3), se le denomina
de Fick-Jacobs porque Jacobs a diferencia de Fick proporciona en su texto el modo de
demostrarla y la encasilla dentro del tema de la difusién unidimensional en sistemas con
dos fronteras abiertas; es decir, canales. En 1958 Clifford S. Patlak también lleg6 a esa
misma ecuacién estudiando precisamente la difusién a través de tubos de seccién trans-
versal variable, [204]. Podemos decir ademds que la ecuacién (3.7) aparece como parte de
los razonamientos y deducciones en un trabajo relacionado con el estudio del movimiento
browniano sobre sobre una esfera realizado por P. H. Roberts y H. D. Ursell y publicado
en 1960, [205].

En 1992 Zwanzig dedujo formalmente la expresion de Jacobs usando la ecuaciéon de
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Smoluchowski, [206] (esta deduccién se discutira en el capitulo 3). Zwanzig ademas in-
trodujo el concepto de barrera entrépica asociado con la forma del canal donde ocurre la
difusién. Probablemente ese término esté inspirado en los trabajos sobre la cinética de las
reacciones quimicas donde la transicion ocurre luego de que los reactantes cruzan una
barrera energética. Los trabajos pioneros en ese campo los llevaron a cabo H. A. Kramers,
H. Eyring (1901-1981) y M. Polanyi (1891-1976), [207]. Posteriormente este tépico fue
extendido al estudio de la difusién a través de potenciales periédicos por Shneior Lifson
(1914-2001) y Julius L. Jackson (1924-1974), [208], y luego por R. Festa et al. [209], y el
mismo Zwanzig, [210,211]. En este momento, aprovechamos la ocasion para decir que
esta tesis pretende hacer una modesta contribucién a ese problema pero en ausencia de
fuerzas, aunque es justo mencionar que en la actualidad el problema de la difusién bajo la
presencia de un potencial peridédico y una fuerza externa se sigue cultivado ampliamente
por diferentes grupos en el mundo, uno de los mas importantes esta encabezado por Peter
Hanggi (nacido en 1950), [212-215].

Asimismo, Zwanzig ofrecié un método para proyectar un problema de difusién en dos
o tres dimensiones a un problema en una sola dimensioén y asi obtener las correcciones
a la ecuacion de Fick-Jacobs a modo de un coeficiente de difusién efectivo dependiente
de la posicion. Se vio después que los coeficientes de difusién propuestos por Zwanzig
conceptualmente eran interesantes pero no se ajustaban debidamente a los resultados
obtenidos mediante simulaciones numéricas. Por lo tanto, en los comienzos de este siglo,
varios autores se dieron a la tarea de deducir la forma funcional de nuevos y mejores
coeficientes de difusién. En 2001, David Reguera y José Miguel Rubi en el marco de la ter-
modindmica fuera del equilibrio de sistemas mesoscépicos lo hicieron usando argumentos
heuristicos, [216,217]. Mas tarde, en 2005, Pavol Kalinay y Jerome K. Percus establecie-
ron un método matematico mediante el cual obtuvieron las expresiones que, a la fecha,
son las mas robustas para sistemas confinados en geometrias simétricas, [218-221]. Estas
expresiones han sido validadas muy recientemente en diversos trabajos mediante simula-
ciones computacionales de dindmicas brownianas, [29,222]. Por otra parte, en los ultimos
3 anos se han propuesto coeficientes de difusién efectivos para canales asimétricos; es
decir, aquellos canales cuya linea media es curva y tienen una seccién transversal varia-
ble. En este sentido, la motivacion de esta tesis es obtener un coeficiente de difusién que
pueda usarse para canales asimétricos y que mejore las propuestas de M. R. Bradley de
2009, [223], y la de A. Szabo y A. M. Berezhkovskii de 2011, [224].
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La difusidon en geometrias irregulares

En el capitulo 2 se describieron algunos sistemas donde los procesos de difusion pueden
ocurrir en el interior de regiones con morfologias caprichosas, mientras que en la ultima
seccion del capitulo 3 se presento el desarrollo histdrico de los estudios de la difusién en
sistemas confinados. En este capitulo se presentan con mayor detalle una selecciéon ad
hoc de los trabajos que a principios de este siglo desencadenaron una serie de esfuerzos
por tratar de elucidar cémo es la difusién en sistemas confinados dentro de regiones de
formas irregulares mediante herramientas analiticas. Los avances de los que hablamos no
tuvieron que ver con el desarrollo de nuevas técnicas matematicas o computacionales para
la obtencion de la solucién explicita de la ecuacién de difusion propiamente dicha. Mas
bien, estédn relacionados con la obtencién de informacién ttil para comprender algunos
de los aspectos méas generales de los procesos de difusiéon, como son: 1) Dado que una
particula difunde por un medio a través de regiones claramente diferenciadas, écudl es la
probabilidad de que en un cierto tiempo la particula se encuentre en una u otra regién? O
bien, {cuédnto tiempo tarda el sistema en alcanzar el equilibrio? 2) Dado que una particula
difunde en un cierto dominio, écuanto tiempo en promedio tarda en abandonar la regién
en cuestion o en ser removida del sistema? En otras palabras Jcudl es la probabilidad de
sobrevivencia de la particula en una regién?

El interés por responder acertadamente a esas preguntas condujo al desarrollo de los
métodos que se exponen en este capitulo. Por un lado estd la conceptualizacion de un
dominio irregular como una regién formada por uno o dos grandes reservorios interco-
nectados por un diminuto canal, que es de lo que tratan las las dos primeras secciones
de este capitulo. Bajo ciertas condiciones este problema puede reducirse al estudio de la
difusién a través de un canal, lo que es esencialmente el objetivo de esta tesis y que se
desarrolla detenidamente en capitulos posteriores. Por el otro lado, esta la obtencion del
tiempo promedio que pasa una particula que difunde en el interior de una region, y que se
fundamenta en la teoria del tiempo del primer arribo. Muy a menudo no se puede resolver
la ecuacién de difusién para las condiciones iniciales y de la frontera que se presentan
en muchas aplicaciones; aun asi, es posible averiguar el tiempo en promedio que dura un
cierto proceso difusivo. De esto trata la seccion final de este capitulo.
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Figura 4.1: Representacion
de un sistema formado por
dos cavidades de volimenes
Vi y V2 interconectadas por
un tubo de longitud L y aber-
turas de radios r1 y 72.

4.1 | Difusidn entre dos cavidades interconectadas por un canal

Tratar de encontrar la solucién a la ecuacion de difusién en una regién como la que se
muestra en la figura 4.1 es una tarea impracticable. En esta seccion se describe el proce-
dimiento mediante el cual el problema de la difusién en geometrias complejas, en cierto
modo, puede simplificarse como el estudio de la difusiéon entre dos cavidades interconec-
tadas por un tubo, [199]. Para ello se requiere del uso de propagadores. Los propagadores
indican la probabilidad de que las particulas a un cierto tiempo se encuentren en algu-
na de las regiones que constituyen al sistema. El método de los propagadores tiene la
bondad de que para conocer la evolucion temporal del sistema sélo es necesario obtener
la transformada de Laplace de los flujos a través del canal. Es decir, de manera natural
el problema de la difusiéon en geometrias complejas nos lleva al estudio de la difusién a
través de canales.

4.1.1 Definicion del problema y propiedades basicas

Cosideraremos que en el interior de una regién formada por dos grandes cavidades de
volumenes V; y V5, interconectados por un canal de volumen V., ver la figura 4.1, ocurre
un proceso de difusion. Las constantes de difusién son Dy, Ds y D, para las cavidades
1, 2 y el canal, respectivamente. El canal tiene longitud L y se encuentra alineado a lo
largo del eje coordenado x. Las paredes que revisten el volumen total del sistema son
completamente impenetrables. La forma del canal puede ser arbitraria. El caso de un
canal cilindrico que interconecta dos cavidades fue resuelto en 2003, [199], mientras que
el caso cuando el canal es cénico se resolvié hace un par de anos, [225].

Un propagador, G;(t), se define como la probabilidad de que una particula esté en la
cavidad 7 al instante ¢ = 0 y posteriormente se encuentre, al tiempo ¢, en la cavidad j.
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Para tiempos muy largos es razonable pensar que el sistema alcanza el equilibrio, lo que
significa que las particulas que difunden se encontraran uniformemente distribuidas en
todo el volumen. Entonces, la probabilidad de encontrar a una particula en cada una de
las cavidades, j, en el equilibrio esta dada por

Vj

P — 1im Gi(t) = —3
7= lim Gji(t) R

i=12¢c (4.1)
Por otro lado, la funcién de relajacién, R;;(t), indica cémo se llega al equilibrio en cada
una de las cavidades j a medida que transcurre el tiempo, por lo que si una particula se
encuentra at =0 en Vj se cumple

Gu(t) = PP+ [1 — PP Ry (t), Go1(t) = PSI[1 — Ro1(t)] (4.2)

donde es claro que la imagen de R;;(t) es [0, 1]. Para calcular R;;(t) es necesario introducir
funciones que describan los flujos de las particulas que escapan desde los dos extremos
del canal al tiempo ¢, con la condicién de que las particulas hayan entrado al canal desde la
cavidad ¢ al instante ¢ = 0, donde + = 1, 2. Estos flujos son producidos por las trayectorias
de las particulas que salen del canal por primera vez al tiempo ¢, por lo que hay dos direc-
ciones para ellas, la de traslocacion y la de regreso. Asi, el flujo debido a la traslocacién
de particulas desde la cavidad i se denotard mediante fi;(¢), mientras que el flujo debido
a su regreso como f;(t). La integral de estos flujos da la probabilidad de translocacién y
de regreso hacia la cavidad correspondiente

Pres — / foi(O)dt  Poi— / fa®dt,  i=1,2 4.3)
0 0

Mads adelante se indica como obtener estos flujos. Mientras tanto, nuestra atencién se
enfoca en el par de ecuaciones no-Markovianas integro-diferenciales que los propagadores
satisfacen,

d

t t
%Gll(t) = —kiGui(t) + ki / Jra(t = Q)G11(¢)d¢ + kz/ Jir2(t — )G21(¢)d¢ (4.4)
0 0

d

¢ ¢
%Gm(t) = —koGai(t) + k‘z/ fra(t — Q)G21(Q)d¢ + kq / Jur,1(t — Q)G11(¢)d¢ (4.5)
0 0

que pueden resolverse con las condiciones iniciales dadas por G11(0) = 1y G21(0) = 0,
suponiendo que todas las particulas inicialmente se encontraban dentro de la cavidad 1.
Las constantes k;, i = 1,2, son las constantes de velocidad con que las particulas llegan
desde la cavidad 7 hacia la abertura correspondiente del canal de acuerdo con la férmula

de Hill, ecuacién (3.6),
. 4T1Dz

Vi

k; , i=1,2 (4.6)
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Figura 4.2: Explicacion de
los términos del lado derecho
de la ecuacion (4.4). a) Tra-
yectorias que abandonan Vi
al tiempo t. b) Trayectorias
que abandonan V; al tiempo
¢ y que posteriormente regre-
san a un tiempo t sin haber
entrado en V». c) Trayectorias
que traslocan desde V> hacia
V1 a un tiempo ¢.

Vamos a explicar ahora el significado fisico de cada uno de los términos del lado de-
recho de (4.4). El primer término toma en cuenta todas las trayectorias que abandonan
la cavidad 1 al tiempo t, ver la figura 4.2(a). El segundo contabiliza aquellas trayectorias
que abandonan la cavidad 1 a un tiempo ( < t y que posteriormente regresan a misma
la cavidad a un tiempo ¢ sin haber entrado a la cavidad 2, ver la figura 4.2(b). El tercer
término cuenta las trayectorias que entran al tubo desde la cavidad 2 a un tiempo ¢ < ¢,
pasan un tiempo ¢t — ¢ dentro del canal, y posteriormente lo abandonan incursionando en
la cavidad 1 al tiempo ¢, figura 4.2(c). De manera andloga se determinan los términos del
lado derecho de la ecuacion para dGo; /dt.

4.1.2 La solucion del método de los propagadores

Para hallar la expresién de los propagadores G;;(t) y asi poder saber la probabilidad de
qgue al tiempo ¢ las particulas se encuentren en una u otra cavidad, se toma la transformada
de Laplace, definida como ﬁ(s) = fooo e *'h(t)dt, de las ecuaciones (4.4) y (4.5) obteniendo
un sistema lineal de ecuaciones

sG1(s) =1 = —kiG11(s) + k1 fr1Gri(s) + ko fir oG (s)

sGa1(s) = —kaGai(s) + k2fr,2é21(3) + klftnléll(s)
cuya solucion puede demostrarse que es
Guis) = Als)™! x {5 + ks [1 - frvg(s)] } (4.7)

~

Ga(s) = Als)™!x {kl ftm(s)} (4.8)

donde

A(s) = {8 + k1 [1 - fr,l(s)] } X {8 + ko {1 — fr,2($)} } — kika fir1(5) fre2(s)
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Usando las probabilidades en el equilibrio dadas por (4.22) se puede encontrar la trans-
formada de las funciones de relajacion,

~ Gil (8) — %Ceq .
RZ']_(S) = W7 1 = 1,2 (4.9)
donde §;; es una delta de Kronecker. Estas expresiones sirven para calcular el tiempo de
relajacion promedio del sistema, (),

N

) :/ Ra(t)dt = Rn(0),  i=1,2 (4.10)
0

Las ecuaciones (4.9) y (4.10) nos dan toda la informacién que requerimos para carac-
terizar la evolucion del sistema. Hay que destacar que el método de los propagadores
también puede usarse para modelar un sistema formado por una sola cavidad conectada
a un tubo. En particular ese modelo se empled con éxito para estudiar el reciclaje de los
receptores moleculares involucrados en el proceso de transporte celular de la endocito-
sis, [139].

Las limitaciones del método de los propagadores son, en primer lugar, que los volime-
nes de las cavidades deben ser muchisimo mayores que el volumen del canal, V;, V5 >V,
para garantizar que el modelo sigue una cinética de primer orden dada por la transiciéon
entre dos estados representados por las cavidades V; y V5. Otra limitacidén es que exige
el conocimiento de la transformada de los flujos a través del canal. Para determinar estos
flujos es necesario averiguar como cambia la concentracién de particulas en el espacio a
medida que transcurre el tiempo; es decir, se debe resolver la primera ley de Fick.

En lo que sigue, vamos a suponer que la concentracion de particulas en el canal es una
funcién que sé6lo depende de la coordenada x y del tiempo, c(z,t), y que se satisface la

ecuacion de difusion )

0 0

—c(x,t) = D.—=c(x,t 4.11
ot (2,7) “Ox? (z,7) ( )
Para resolver esta ecuacién, en las aberturas del canal ubicadas en x = 0y en x = L se
imponen las condiciones de frontera Robin, las cuales también suelen denominarse como

condiciones de frontera radiativas o de paredes parcialmente absorbentes,

chc(a:,t) = r1¢(0, 1) Dcic(az,t) = —roc(L,t) (4.12)

O =0 O z=L

donde k; = 4D;/7r;, es la constante que caracteriza el nimero de particulas que salen
por el canal hacia el volumen ¢ = 1,2, [200]. Estas condiciones se usan para obtener
la transformada de Laplace de los flujos a través del canal de acuerdo con la condicién
inicial que indica que inicialmente una particula parte de la posicién zg, la cual se denota
por é(x, s|xp). Asi, la transformada de los flujos de translocacién y de regreso hacia las dos
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cavidades que se requieren en (4.9) son, [199],

fra(s) =re(0,510)  fui(s) = mae(L,s/0)
(4.13)
fr,Q(s) = rol(L, s|L) ftr,2<3> = k1¢(0, s|L)

Noétese como la transformada de la funcién de relajacion (4.9) contiene la informacién
de la geometria del sistema y las constantes de difusiéon. En resumen, con el método de
los propagadores que acaba de describirse se puede trasladar el problema de la difusiéon
en algunas geometrias complejas al estudio de la difusién a través de canales usando la
transformada de Laplace. En el siguiente apartado se da la solucién al caso mas simple, el
de un canal cilindrico, en tanto que en el siguiente capitulo se presenta el modo de estudiar
la difusion a través de canales de seccion transversal variable, lo que muy a menudo es la
regla en la naturaleza. Posteriormente, en este mismo capitulo se presenta el caso de una
cavidad conectada a un tubo.

4.1.3 Los flujos a través de un canal cilindrico

Vamos a dedicar este espacio para calcular los flujos de regreso y de translocacion a
través de un canal cilindrico de radio r y longitud L que conecta dos reservorio con las
caracteristicas dadas con anterioridad, ver la figura 4.3. Supongamos que se cumple la
ecuacion de difusién en el interior del canal y que la condicién inicial es que al instante
t = 0 la particula que difunde se encuentra en el interior del tubo justo en z¢ € [0, L].

Para resolver la ecuacion de difusion se elige el método de la transformada de Lapla-
ce en concordancia con las expresiones encontradas en la seccion anterior. Al tomar la
transformada de (4.11) se halla

sé(x,8) — 8(x — x0) = D" (x, 5) (4.14)
y que se resuelve como
{e\/ s/Dex _ dcite” Vv S/DC’”} P para 0 < x < x,
Ceil(x, 8) = (4.15)

[e\/ s/De(L—z) _ Yeite” V S/DC(L”J)} U parazg <z < L.

donde al hacer uso de las condiciones (4.12) y sendas expresiones de (4.15) se obtiene el
valor de las constantes ¢ci1 ¥ Ucil,

K1 — vsD. il = Ko — /8D, '_4Di
k1 +/sD.’ cil ko + /sD.’ r

¢cil =
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Figura 4.3: Canal cilindrico
de longitud L y radio r que in-
terconecta a las cavidades de
volumenes V1 y Va.

Con estos valores se puede reescribir (4.15) como

[\/sDc cosh (1 /Dicx) + k1 sinh (, /Dicxﬂ Dt para 0 < x < xo,

éCil(mv 8) =

[\/S_Dccosh <\/DEC(L - as)) + Ko sinh <\/DZC(L - m))] Uy parazg <z < L.
(4.106)

donde las constantes, ®.; y Vi, se determinan usando la condicién de continuidad en una

vecindad de x(, a saber
e _ 1 4.17)
zo—e D '

Si evaluamos esta condicion alrededor de zg = 0 obtenemos

V/sD,. cosh <\/DZCL) + Ko sinh ( DiCL) 1
VsDcYci(s) 7

& (z,s

(I)Cil -
donde

Yeu(s) = v/5De [(K1 + #2)] cosh ( DicL) + [sD, + k1Ko sinh ( D%L)

Los flujos a través de un canal cilindrico desde la cavidad 1 quedan determinados

entonces como
il K1 S . S
= D.cosh | L,/ — h(L,/ —
r1(8) T (5) [\/s Ccos ( ’/Dc> + Ko sin < DC):|

(4.18)
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En cambio, si se evalia (4.17) alrededor de zy = L pueden obtenerse los flujos desde
la otra cavidad,

}Cg(s) = Tﬂz |:\/SDC cosh <L 8) + k1 sinh (L s)]

cil(s) D,
(4.19)
k1v/'sD,
Yei(s)

Como caso especial, si la constante de difusién es la misma tanto en las dos cavidades
como en el canal, digamos Dy, entonces k1 = ko y los flujos a través del canal son

o) = fls) = Js) () = feh(s) = o)

Mads aun, si los volumenes de las cavidades son iguales, V) = V5 y por consiguiente las
constantes de velocidad también, k1 = ko = k, entonces las transformadas de Laplace de
los propagadores se reducen a

il
tcrl,Q(S) =

Guls) = Als)! x {s +k [1 - }C“(s)} } (4.20)

A~

Gor(s) = A(s)™Lx {kfg;ﬂ(s)} (4.21)

donde )
As) = {s+k[1=fs)] } - K2fEN5)?

tal y como se demuestra en la referencia [199].

4.2 | La difusion en una cavidad conectada a un tubo

El problema de la difusién en una cavidad esférica conectada a un tubo cilindrico fue
resuelto en 2004, [139]. Aqui reproducimos esos resultados con el afdn de enfatizar la
utilidad del método de los propagadores. El tubo o canal tiene longitud L, radio r, y en la
posiciéon x = 0 se conecta hacia la cavidad. La esfera tiene un volumen V y constante de
difusién Dy, ver la figura 4.4.

En este problema bastard con encontrar un solo propagador al que denotaremos me-
diante Gyes(t) aludiendo al hecho de que este sistema se estudié para modelar el reciclado
de receptores durante la endocitosis, donde se forma una vesicula al interior de la célula a
la que luego se le fusiona un tubulo. Si V, es el volumne del canal, el valor del propagador
a tiempos largos es

PRI = lim Gies(t) = (4.22)

V+V,



4.2 Ladifusion en una cavidad conectada a un tubo 45

Figura 4.4: Cavidad esférica
de volumen V' y constante de
difusién Dy conectada a un
tubo cilindrico de longitud L,
radio r y constante de difu-
sién D..

Si las particulas inicialmente se encuentran dentro de la vesicula, Gyes(0) = 1, la fun-
cion de relajacién R(t) queda determinada por la relacién

Gves(t) = P91+ [1 — P R(t) (4.23)
El propagador en este caso satisface una ecuacién no-Markoviana integro-diferencial,

d t
_Gves(t) = _kaes(t) + k/(; ftub(t - C)Gves(C)dC (4-24)

dt
donde la constante de velocidad de llegada de particulas hacia la abertura del tubo es
k = 4rDy/V v fup(t) es el flujo a través del tubo. Los términos del lado derecho de la
ultima ecuacion se explican enseguida. El primer término cuenta las particulas que han
abandonado la vesicula al tiempo ¢, mientras que el segundo las que han regresado en ese
mismo tiempo. Al tomar la transformada de Laplace de la expresion (4.24) se encuentra

~

SGVES(S) —1= —k‘éves(s) + k‘ftub(s)éves(s)

de donde se obtiene )

Grea(2) = s+ k [1 — ftub(s)}

Con la probabilidad en el equilibrio dada por (4.22) se puede encontrar la transformada
de la funcién de relajacion,

(4.25)

. Gues(s) — LPea
R(S) _ ves( ) s
1— Peq
y de alli se puede hallar el tiempo de relajacién promedio del sistema del mismo modo en
que se obtuvo en la seccion previa.
Ahora se va a calcular el flujo a través del canal, fin(t). Para ello se resuelve la ecua-

(4.26)
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cién de difusiéon sujeta a las condiciones de frontera que indican cémo es el flujo de par-
ticulas justo en los extremos del canal. En z = L la pared del tubo es completamente
reflejante,

0
— t|0 =0 4.27
gre@ o) (4.27)
mientras que la pared en x = 0 es parcialmente absorbente,
0 .
Dy—c(x,t]0) = k¢(0,]0) (4.28)
ox 20

donde k = 4Dq/r. El lado izquierdo de esta ultima ecuacién da el flujo de probabilidad
de escape desde el tubulo al tiempo ¢, por lo que fun(t) = kc(0,t]0). Usamos entonces
la transformada de Laplace de la ecuacién (4.11) con la condicién inicial que ubica a las
particulas que difunden justo a la entrada del tubo, en xyp = 0. La ecuacién transformada
tiene como solucién la expresiéon (4.15), sélo que en este caso el valor de las constantes
sera otro debido a que en uno de los extremos del canal se ha cambiado la condicién a la
frontera de pared parcialmente absorbente a pared totalmente reflejante,

[GM$ — ¢tube—mx] P para 0 < z < o,

Cub (T, 8) = (4.29)
[e\/ $/De(L=2) _ 4 e~V S/Dc(L_”C)} U  parazy <z < L.

Con las condiciones (4.27)-(4.28) se obtiene el valor de las constantes ¢wp YV Ytub,

p Kk —+/sD, y 1 4Dy
= ———— = — s R = ——
W+ VsDe b r

y ahora se reescribe la solucion (4.29) como

DPrup X [\/sDC cosh (, /Dicx) + Kk sinh (, /Dicxﬂ para 0 < x < xq,

Ceit(x, 8) = (4.30)
Wiup X cosh ( DiC(L — ;n)) para zg < x < L.

En efecto, al usar la condicién de continuidad alrededor de xy = 0 se obtiene

sD. cosh (L \/DZL)

(I)tub = \I/tub = T—b(s)
tu

Twp(s) = /sD.k cosh iy + sD,sinh S
D, D,

donde
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La transformada del flujo a través del tibulo puede calcularse finalmente como

frun(s) = et (\/DjL> " (4.31)

K cosh (\/D%L) + V/sD.sinh (, /D%L) % 4 /5D, tanh (1 /DicL)

En el siguiente apartado se muestra como con este resultado tiene una aplicacion prac-
tica en un problema de interés bioldégico (una deduccién mas detallada de los resultados
que aqui se presentan puede consultarse en [169]).

4.2.1 Modelo para el reciclado de receptores durante la endocitosis

Con la expresion (4.31) se puede obtener el propagador para la vesicula endocitica en el
espacio de Laplace,

Gves(s) =

; {s+k— ke }1
k + +/sD.tanh <\/DZCL>

y con este resultado se puede también calcular la funcién de relajacién del sistema dada
por (4.26). Si se hace un desarrollo en series de Taylor de fup(s) alrededor de s =0y con
los primeros términos se puede llegar a

(4.32)

50) — tup (0)

R(0) = — - (4.33)
21up (0) [1+ K ffus(5)]
donde . or2 .
fuun(s) ===, () = S <3 + ’;) (4.34)

Con ayuda de estas ultimas expresiones se obtiene finalmente R(O) que es el tiempo
promedio de relajacién del sistema, [169],

V. I? AN
(tves) = <4TDC + 3DC> <1 + V) (4.35)

Bajo la hipdtesis de que los complejos ligando-receptor durante la formacién de la vesi-
cula endocitica y hasta después de su disociacién sufren un proceso de difusién, podemos
caracterizar el tiempo promedio de relajacién del sistema usando los parametros que ex-
perimentalmente se han encontrado. Estos pardmetros son V = 3 x 10713 cm3, r = 1076
cm, Viotal =0.7(V + V.) y por razones de simnplicidad se hace Dy = D, = 10~ cm?/s. Con
ellos se obtiene un tiempo de relajacion de alrededor de 90 minutos. Se sabe experimen-
talmente que el reciclado de receptores ocurre en casi 10 minutos, lo que significa, de
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acuerdo con los resultados tedricos, que luego de ese tiempo la mayoria de los ligandos
se encuentran dentro de la vesicula y no en el tibulo; es decir, la célula puede aprovechar
eficientemente los ligandos mientras que recicla oportunamente a los receptores, [139].

Al obtener una aproximacién sensata del tiempo que tarda en equilibrarse la concen-
tracion de ligandos en la vesicula endocitica y en el tibulo, se logré validar y promover
el método de los propagadores. Sin embargo, en la naturaleza la forma de los tubulos
puede ser muy elaborada, o pueden tener engrosamientos en algunas zonas, [136,137]. El
estudio de la difusion en canales de seccién transversal variable se revisa en el siguiente
capitulo.

4.3 | El tiempo promedio de sobrevivencia dentro de una region

En muchas ocasiones no es factible resolver la ecuacion de difusion y atin asi, para fines de
las aplicaciones, se requiere saber el tiempo promedio en que las particulas que difunden
alcanzan ciertos objetivos de interés. Este tipo de problemas se tratan con el formalismo
del tiempo promedio de la primera llegada, [226-228]. En esta secciéon se deduce una
expresion para calcular el tiempo de sobrevivencia de una particula dentro de una regién
con constante de difusién Dy y limitada por dos extremos que pueden ser absorbentes,
totalmente reflejantes o combinacion de éstos. Usaremos para esta exposicién un sistema
unidimensional, aunque los resultados pueden generalizarse a sistemas en mas de una
dimension.

La probabilidad de que una particula se encuentre en la posicién z de una regién de
longitud L al tiempo ¢ cuando inicialmente se encontraba en la posicién zg € (0,L) se
denota como p(zx,t|xp). La regiéon puede pensarse como un canal. Debido a que el despla-
zamiento cuadratico medio de un caminante al azar es igual a cero, se puede inferir que
la posiciéon de las particulas con respecto a un origen es simétrica. Ademas, debe cum-
plirse la ecuacion de difusién con la derivada temporal respecto al punto de inicio xy que
puede ser arbitrario pero fijo, conocida como ecuacion hacia atras (backward equation en

inglés), [169],
2

0 0
ap(x,ﬂxo) = Doa—x%p(x,ﬂxo) (4.36)

Para la deduccion, supondremos que los extremos del canal localizadosenz =0y x = L

son absorbentes de modo que, al ser alcanzados por las particulas éstas son removidas del

sistema, ya sea por absorciéon o por alguna transformacién. Para calcular la probabilidad

de sobrevivencia se integra (4.36) con respecto a x en todo lo largo del canal, obteniendo
0 0?
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donde se ha definido a .
S(t|wo) = / (e, o) da (4.38)
0

como la probabilidad de sobrevivencia, o bien, la probabilidad de estar en cualquier parte
dentro del canal al tiempo ¢. Ahora, para obtener la ecuacién diferencial que obedece el
tiempo promedio de sobrevivencia se integra la ecuacién (4.37) con respecto del tiempo,

(e%e] 2 oo
/ dS (¢ o) :DoaQ/ S(t|xo)dt (4.39)
0 8$0 0

donde la integral del lado derecho es precisamente el tiempo de sobrevivencia, de ahora
en adelante denotado por 7(zy), asi

S(tao)|” = Dy (4.40)
t\x ) = —5T7(x .
(ts0)], = Doy (o)
Para evaluar el lado izquierdo de (4.40) tenemos que conocer los valores que toma S(t|xo)
al tiempo inicial y a tiempos muy largos. Como al inicio del proceso la particula se en-
contraba en el sistema, entonces la probabilidad de sobrevivecia a ¢t = 0 es igual a 1; en
tanto que la probabilidad de sobrevivencia a tiempos muy largos sera cero porque even-
tualmente la particula alcanzara la frontera absorbente del canal en un tiempo finito. De
este modo se halla

82

Doa—a%T(xo) =1 (4.41)

Esta ecuacion se puede generalizar al caso de sistemas tridimensionales como

V2r(rg) = —— (4.42)

Para poder resolver las ecuaciones (4.41) o (4.42) se imponen condiciones a la frontera
en los extremos del canal, [195]. Estas pueden ser paredes absorbentes, parcialmente
absorbentes, reflejantes. A continuacion se describen estas fronteras usando como modelo
un sistema unidimensional.

Una frontera absorbente es aquella capaz de remover del sistema cualquier particula
que entre en contacto con ella, por lo que la concentracion de particulas en la frontera,
ubicada en x = f, es igual a cero a todo tiempo, [169], asi, el tiempo de sobrevivencia
cumple

(20 =0 (4.43)

Una frontera reflejante es aquella en la que, al entrar en contacto con las particulas,
éstas sufren un cambio de direccion; es decir, el flujo de particulas a través de ellas es
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cero, [169,226], por lo que

5.7 (®0) =0 (4.44)

Por su parte, una frontera parcialmente absorbente es aquella que s6lo deja pasar un
porcentaje de particulas del total que entra en contacto con ella, [169,226]. La eficiencia
con la cual la frontera deja pasar a las particulas es una constante de proporcionalidad, «,
por lo que esta condicién se denota como

%7‘(1‘0) oy DioT(xo) (4.45)
Puede verse que las dos condiciones acteriores dadas por (4.43) y (4.44) son casos parti-
culares de (4.45), pues se obtienen haciendo x — oo y kK = 0, respectivamente.

Con estas fronteras pueden modelarse diferentes sistemas y emular diversas condi-
ciones para luego poder obtener el tiempo promedio de sobrevivencia de una particula
dentro de una regién. Hay que destacar que el tiempo caracteristico puede determinarse
empiricamente mediante simulaciones computacionales. Esto es, se pueden realizar expe-
rimentos en la computadora y constatar los resultados obtenidos con los esperados. Ante
la dificultad inherente de reproducir muchos sistemas en el laboratorio, las simulaciones
numéricas se han convertido en uno de los instrumentos mas socorridos para validar los
modelos que tratan de explicar cdmo ocurre la difusion en los sistemas confinados.

4.3.1 Los momentos de la distribucion del tiempo promedio del primer arribo

Vamos a formalizar los resultados anteriores dentro del contexto del tiempo promedio del
primer arribo (mean first-passage time en inglés), el cual se define como

T(xo) = — / tds(;txo)dt (4.46)
0

A su vez, el n—ésimo momento puede definirse de manera similar, [226-229],

< dS(t
T™(z0) = —/ t”S(dtxO)dt, n=12,... (4.47)
0

Si se integra por partes se llega a la siguiente expresion
(o)
T (z0) :n/ t" LS (t|zo)dt (4.48)
0
Como puede verse, si n = 1 se tiene el tiempo promedio de sobrevivencia en el canal,

T"=Y(z0) = 7(x0); es decir, el primer momento de la distribucién del tiempo promedio del
primer arribo.
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Si ahora tenemos una ecuacion cinética de la forma, [226,229],
0
ap(az,t} = L(z)p(x,t) (4.49)

donde p(z,t) es una probabilidad —que puede representar a la concentraciéon de un siste-
ma, c(z,t)—, y L(x) es un operador del tipo Fokker-Planck, [1], entonces, el operador de
regreso correspondiente, denotado mediante £ (z(), satisface una ecuacién hacia atrés de
la forma

d
L (20)S(t]xo) = 55 (tlo) (4.50)

Cuando se multiplican ambos lados de la ecuaciéon (4.50) por nt"1 y se integra con
respecto a t se encuentra, [226-228],

/ nt" LT (o) S (t|2o)dt = / nt"‘lgtS(t:co)dt (4.51)
0 0

y luego de integrar por partes, evaluar y promediar temporalmente se obtiene
L (20)T™(x0) = —nT™ (a0) (4.52)

que generaliza a la ecuacion (4.41) y permite el caculo de todos los momentos de la distri-
bucién del tiempo promedio del primer arribo.
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La ecuacion de Fick-Jacobs

En el capitulo anterior se vio que se para estudiar la relajacion al equilibrio de las parti-
culas que difunden en un sistema formado por regiones interconectadas por un canal es
imprescindible averiguar los flujos a través de éste. En otras palabras, el problema de la
difusién en regiones confinadas puede simplificarse, bajo ciertas suposiciones, al estudio
de la difusién en un canal, que a su vez puede pensarse como un sistema unidimensional.
Se presentaron ademas dos problemas que incluian a un canal en forma de cilindro en
su morfologia y se obtuvieron los tiempos del primer arribo en una linea. Sin embargo,
en muchos casos reales, algunos descritos en el capitulo 2, la forma de los canales muy a
menudo es mds irregular que un cilindro.

En este capitulo se estudia la primera aproximacién histérica al estudio de la difu-
sién a través de canales de seccion transversal variable que se debe a Fick, [165], v a
Jacobs, [203]. Al resultado de Jacobs, obtenido tras una reduccién dimensional, se le co-
noce en la actualidad como la ecuacion de Fick-Jacobs. En este capitulo se proporciona la
deduccion de esta ecuacion, asi como su soluciéon general en el caso de un canal que inter-
conecta dos grandes reservorios. Posteriormente se calculan los tiempos del primer arribo
en un canal cénico. A raiz de los resultados obtenidos mediante simulaciones computacio-
nales, se pudo establecer el rango de validez de la ecuacion de Fick-Jacobs. Finalmente, se
exponen las modificaciones principales a dicha ecuacion que han surgido con la finalidad
de ampliar ese rango de validez y asi poder obtener mejores ecuaciones de evolucion para
modelar el transporte por difusiéon en canales de seccién transversal variable.

5.1 | Deduccion de la ecuacion de Fick-Jacobs

Cuando se pretende resolver un problema de difusiéon en dos o en tres dimensiones espa-
ciales, las condiciones a la frontera debidas a la forma del sistema pueden convertir dicha
tarea en impracticable. La virtud del tratamiento de Jacobs es que reduce el problema
original a uno en una sola dimensién, lo que puede resultar conveniente y mucho mas tra-
table. La ecuacion de Fick-Jacobs es una ecuacion de evolucion mas general que recupera

53



54 La ecuacion de Fick-Jacobs

Figura 5.1: Elemento dife-
rencial de volumen en un ca-
nal de seccidn transversal va-
riable, w(z) = 7r(z)? y de
longitud L. Estan representa-
dos los flujos en la entrada y
a la salida de la rebanada infi-
nitesimal de grosor dz. Estos
flujos son diferentes debido a
la forma del canal.

como caso particular a la ecuacién de difusidon sobre una linea cuando la seccidn transver-
sal del sistema no cambia. Ademas, la enorme ventaja de la ecuacién de Fick-Jacobs es que
las condiciones a la frontera se reducen simplemente a especificar los flujos de entrada y
de salida en los extremos del sistema. Por supuesto, lo anterior concuerda perfectamente
con los requerimientos de la metodologia de los propagadores descrita en el capitulo 4.

Por la trascendencia y utilidad de la ecuacién de Fick-Jacobs, en esta seccién se ofrecen
dos maneras para deducirla, una heuristica debida a Jacobs que data de 1930, [203], y
otra formal debida a Zwanzig realizada en 1992, [206]. La primera deduccion se basa en
el balance de la corriente y de los flujos de entrada y de salida por un canal de seccién
transversal variable y también aparece en la referencia [217], mientras que la segunda
introduce en la ecuacién de Smoluchoswki un potencial de tipo entrépico que depende de
la morfologia del canal.

5.1.1 Deduccion heuristica

En este apartado se usa el razonamiento de Jacobs para encontrar una ecuacién de difu-
sién para canales de radio r(z) y seccién transversal variable, w(z) = mr(x)?, con su eje
de simetria alineado con el eje coordenado x. Consideremos una rebanada infinitesimal
de tubo perpendicular al eje de simetria; es decir, un elemento de volumen de tamarfio
w(z)dz, ver la figura 5.1. Entonces, c¢(z,t)dz es la cantidad total de particulas dentro de
esta rebanada en la posiciéon z al instante ¢, la cual también es igual a la integral de la
concentracion sobre el volumen w(z)dx. Con ayuda de la primera ley de Fick,
0 c(xz,t)

J(l‘,t) = _D0% w(:L')

(5.1)

donde ¢(z,t)/w(x) es la concentracién volumétrica local, se va a establecer la razén de
entrada y de salida de particulas que difunden en el canal en (z,t), que podemos suponer
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como la entrada de una rebanada infinitesimal, y para (z + dz,t + dt) que corresponde a la
salida de la misma rebanada de grosor dx al tiempo ¢ + dt. Indudablemente estas razones
seran diferentes no solamente porque el gradiente de concentracién depende de z, sino
también porque la seccion transversal varia a lo largo del canal. Para tal fin usaremos el
concepto de corriente que se calcula multiplicando el flujo por la seccién transversal de
area que cruza, por lo que en la entrada del tubo tenemos
0 c(x,t)

Ient = _Dow(w)% UJ((L')

(5.2)

Por otro lado, al realizar un desarrollo en serie de Taylor de los flujos alrededor del
punto de entrada se tiene que a la salida de la rebanada infinitesimal la corriente esta

dad
aca por I D) 0 c(z,t) 0 0 c(z,t) d 53
sal = 0{w<$>ax w(z) | 9w [w@)ax w@;)} “} (53

Finalmente, en esta ultima ecuacién sélo se consideran términos de primer orden en dx.
Tras hacer el balance Iyt — Isq v al igualar este resultado con la tasa de cambio de parti-
culas por unidad de volumen elemental denotada por [dc(z, t)/dt]dx, se llega a la ecuacién
de Fick-Jacobs

(z,t) = Do% [w(x)(ic&g)] (5.4)

ac

En esta deduccion se ha considerado que la constante de difusién D, es la misma en
todas las direcciones del espacio; es decir, se ha tratado el caso de un medio isotrépico.
En general, la tasa de difusién en la direccién transversal del canal no tiene por qué ser
igual a la tasa de difusion en la direccién longitudinal. Es importante enfatizar que el uso
de la ecuaciéon de Fick-Jacobs se basa en suponer que la distribuciéon de particulas que
difunden es uniforme en todas y cada una de las secciones transversales del canal. Las
condiciones a la frontera para poder resolver la ecuacién de Fick-Jacobs, al depender ésta
exclusivamente de la coordenada espacial x, seran aquellas que especifiquen como es el
flujo a la entrada y a la salida del canal.

5.1.2 Deduccidn a partir de la ecuacion de Smoluchowski

Otra de las deducciones de la ecuacién de Fick-Jacobs fue hecha por Zwanzig en 1992
usando la ecuacion de Smoluchowski, [206], que puede representar la difusion en presen-
cia de un potencial (la deducciéon de la ecuaciéon de Smoluchowski puede encontrarse en
el Apéndice A). La ecuaciéon de Smoluchowski en dos dimensiones con un potencial U(x, y)
es

0

0 0 0 0
- BU (z,y) BU (z,y) BU (z,y) BU (z,y)
tC’(m,y,t) Dg{ e e C(z,y,t) + ye ye C’(m,y,t)} (5.5)
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donde 5 = 1/kgT, kp es la constante de Boltzmann, 7" la temperatura absoluta a la que se
encuentra el sistema y C(x,y,t) es la concentracién bidimensional. Para reducir el sistema
a una dimension espacial se integra (5.5) en la variable y,

0 0 0
ac(m,t) = DO% /e_’@U(x’y)axeﬁU(m’y)C(az,y,t)dy (5.6)

donde la concentracién reducida c(z,t) se define como
c(x,t) = /C(x,y,t)dy (5.7)

El punto clave en la demostracién de Zwanzig radica en la suposicién de que la con-
centracién en la direccién transversal y llega al equilibrio casi instantdneamente. Hay que
indicar que Zwanzig estaba muy familizarizado con los problemas de la difusion a través
de potenciales, [197,207,210,230], y conocia los estudios en reacciones quimicas reali-
zados principalmente por A. Szabo, [226,231]. Con esos antecedentes, Zwanzig introdujo
una energia libre promedio F(z) que dependia exclusivamente de la posicién z, indepen-
dientemente del radio del canal en esa posicion, aprovechando la simetria radial del tubo.
Ademas, ese nuevo potencial era el responsable de confinar el movimiento de difusién de
las particulas dentro del canal, y se puede expresar mediante

o—BF@) _ /e—ﬁU(%y)dy (5.8)

que a su vez se puede emplear para normalizar la probabilidad condicional de que las
particulas se encuentren en el equilibrio en la coordenada y dado que se hallan en la

coordenada z,
e~ BU(z,y)
p(ylz) = o BF@) (5.9)

Usando pequertias desviaciones al equilibrio local, la concentracion lineal efectiva se puede
escribir como
Clz,y,t) = c(z, t)p(ylz) (5.10)

Con lo anterior y las ecuaciones (5.7)—(5.10) la expresién (5.6) queda

0 0 0
ac(azjt) = Dg%e_ﬂF(fp)%eﬁF(”ﬂ)c(m,t) (5.11)
gue no es sino la ecuacion de Fick-Jacobs escrita en la forma de la ecuaciéon de Smolu-
chowski bajo la accién del potencial F'(x). Si la seccién transversal del tubo es w(z), la

forma del potencial es F'(z) = — In[w(z)]/.

Hay que notar que F'(z) no es funcién explicita de T, por lo que se trata de un potencial
de tipo entrdpico. Asi, la ecuacion de Fick-Jacobs reescrita en la forma de la ecuacién
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(5.11) describe la difusién a través de una barrera entrépica, establecida precisamente
por la forma del tubo. De nuevo, en esta deduccidon se considerd a D constante. Obsérvese
que no hubo necesidad de incluir las condiciones a la frontera, pues éstas se encuentran
codificadas bajo los efectos del potencial de confinamiento.

5.2 | Solucién general de la ecuacién de Fick-Jacobs

En esta seccién se indica uno de los procedimientos para obtener la solucién general de la
ecuacion de Fick-Jacobs. Como se sabe, al tratarse de una ecuacién en derivadas parciales
para tal fin se requiere de una condicién inicial y de condiciones a la frontera. De todos los
métodos que se pueden seguir para obtener la solucion a la ecuacion de Fick-Jacobs vamos
a describir el que hace uso de la transformada de Laplace. La razéon de esta eleccion es
que en la seccion final del capitulo 4 se llegé a escribir las funciones de relajacién de un
sistema en términos de las transformadas de los flujos a través del canal. Esto es, si se
pueden obtener esas transformadas el problema de la difusion en geometrias complejas
queda resuelto, al menos en cuanto al estudio de su evolucion temporal. Parte de las
deducciones que a continuacién se presentan se encuentran en [232].

La condicién inicial que usaremos es la que indica que al tiempo ¢ = 0 la particula se
encuentra dentro del canal en la posicion z = xg,

c(x,0) = 0(x — xo) (5.12)

Al tomar la transformada de la ecuacién de Fick-Jacobs, ecuacién (5.4), se hallal

Y] 1)+ [w'm? @)

w(x) w(z)?  w(x)

sé(z,s) — 6(z — w0) = Do{é”(:c, 5) — [ ] &z, s)} (5.13)

donde w'(x) es la primera derivada con respecto de la posicion de la seccion transversal y
w”(x) la segunda derivada. La misma notacién se ha usado para &(z,s) y ¢’(x,s), y es la
que se empleara en el resto de la tesis. Se debe ahora buscar la solucién de (5.13) en los
intervalos 0 < z < zg y xp < < L; es decir, donde 6(z — zg) = 0. Si se usa la sustitucién
é(x, s) = v(z, s)u(z) el factor integrante de la ecuacion diferencial (5.13) es

u(z) = exp B/Z[((j))dx} = Vw(z) (5.14)

y de la forma candnica de (5.13) puede corroborarse que v(z, s) satisface

}w/($)2 B lw//(m) B i
4w(x)? 2w(x) Dy

o' (x, 8) + [ ] v(z,8) =0 (5.15)

! Advierta el lector que en este capitulo hemos asumido que la constante de difusién en el canal es Dy.
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Claramente, dependiendo de la forma de w(x) la ecuacién (5.15) tendrd o no solucién;
por ejemplo, para canales tridimensionales cuya seccién transversal cambia linealmente
w(z) = 7(1 + mz)?, de modo exponencial w(z) = 2w exp[l + mz], o de manera sinusoidal
w(z) = 7sin?(1 +mz), la ecuacioén (5.13) tiene solucién analitica en los reales para v(z, s).
Supongamos que la solucién de (5.15) incluye dos funciones especiales, digamos Fi (z, s)
y Fa(z, s); entonces, la solucién general de la ecuacion (5.13) es

Vuw(z) [Fi(z,s) + ¢Fa(z,s)| para 0 < z < zo,
é(x, s) = (5.16)

Vw(ll —z)[Fi(L —x,s) +pFo(L —x,s)]¥ parazy <z < L.

donde hay cuatro constantes por determinar, ®, ¢, ¥ y v. Para encontrar ¢ y 1) se usan las
transformadas de las condiciones a la frontera del caso de un canal que interconecta dos
cavidades; esto es, se usan paredes parcialmente absorbentes,

Doé'(:v,s)|m = k1¢(0, ) Doél(x,s)‘m = —kol(L, s) (5.17)

=0 =L

Al evaluar (5.17) de manera separada en las posiciones xg = 0 y g = L y usando las
condiciones a la frontera se llega a

_ Fi(zs) | w'(z) _ Fi(L—zs) | w'(L—x)
¢ . w1 — Do |:.7:i(a:,s) + 2w(z)} 1/} . w2 — Do [fi(L—x,s) + 2w(L—x)} (5.18)
B Fi(x,s) w'(z ’ o Fh(L—=x,s) w'(L—=z ’
w1 — Do []—'z(m,s) + 2w((a:))} =0 #g — Do [f;(L—m,s) + 2w((L—a:))} x=L

Por otro lado, para obtener ® y ¥ se usa la condiciéon de continuidad alrededor de x,
To+e€
/ [s¢(x,s) — d(x — xp)|dx =
ro—€
To+e€ w’(a:) w/($)2 w//(x)
Al A~ A~
= Do/x {c (x,s) — { ] ¢ (z,s) + {w(x)Q — } c(m,s)}d:c

0—€

que puede reescribirse como

{wl(x) &z, 5) — &(z, s)}

Tomando el limite ¢ — 0 y evaluando en xp = 0 de acuerdo con la ecuacion (5.16) se
encuentra un sistema de ecuaciones lineales con ® y ¥ como incégnitas. Al resolverlo se
halla

xro+e€ B 1
— DO

(5.19)

To—€

d — gl(x73)

o gQ(xv 8)
ol vl N (5.20)

=0 B D()H(.Z’,S)

=0
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Figura 5.2: Dos cavidades
interconectadas por un canal
cénico de seccion transversal
r(z) = mx + b. La constante
de difusiéon en el interior del
canal es Dy.

donde

H(z,s) = Gi(z,s)

Gi(z,s) = Vw(x)|[Fi(z,s) — oFa(z,s)]

Ga(z,s) = ~w(L—x)[Fi(L—=x,8)—pFo(L — x,s)]

Una vez conocidas las cuatro constantes, la soluciéon general de la ecuacion de Fick-
Jacobs queda determinada en el espacio de Laplace. No hay que olvidar que esta solucién
fue calculada para el caso cuando el canal conecta dos regiones. En el caso cuando el
canal se conectara a una sola cavidad las condiciones a la frontera serian las de una pared
parcialmente absorbente y otra totalmente reflejante. Lo que sigue, en correspondencia
a lo expuesto en el capitulo anterior, es obtener los flujos a través del canal y de ahi
las funciones de relajacion del sistema. Todos estos resultados dependen exclusivamente
de los pardmetros geométricos del problema y del coeficiente de difusién en el canal. A
continuacion se muestra uno de los casos mas sencillos donde existe solucion analitica a
la ecuacién de Fick-Jacobs.

5.2.1 El caso de un canal conico

El sistema que se estudia en este apartado estd representado en la figura 5.2. La solucién
a la ecuacion de Fick-Jacobs en el espacio de Laplace en el caso de un canal cénico (con)
de radio r(z) = 1 + ma y seccién transversal w(z) = 7r(z)?, fue estudiado primero de
manera numérica en [233]. Usando la condicién ¢(x,0) = d(x — x¢) se puede demostrar
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que la transformada de Laplace para la ecuacidon de Fick-Jacobs en este caso es

. B B _ " _2m 2m?
sé(x,s) —0(x — xp) = D[){C (z,s) T mat (z,s) + A tma) mx)Qc(a:, s) (5.21)

Haciendo ¢é(x,s) = v(z,s)u(x) se puede obtener de la forma candnica de esta ecuacion

diferencial que u(z) = 1 + ma y ademas que v(z, s) satisface

v (z,8) — Diov(x, s)=0 (5.22)

por lo que la solucién buscada es

(ew/s/Dox _ ¢Con€—\/s/7Dox> (1 + ma)Peon para 0 < z < xo,

écon(fva 5) =
(e\/S/Do(Lffv) _ ¢Cone*V5/D0(L*l’)) (14+m(L — 1)) Yeon parazg <z < L.
(5.23)

Al usar las condiciones de frontera (5.17) y al evaluar de manera separada en (5.23) se
pueden obtener las constantes ¢con ¥ Yeon,

(5.24)

donde

De esta manera se puede reescribir (5.23) como

[0 ) v )] x4

para 0 < x < xo,
Ceon(T,8) =
[(Hg — mDy) sinh ( Do (L — w)) + v/sDy cosh (\/DZO(L — :x))}

X (1+m(L—x))¥Yeon para zg <z < L.

Para determinar a las constantes ®¢on ¥ Weon S€ usa la condicién de continuidad, que
en este caso estd dada por

xo+€ 1

{2’”@(9@, ) — &, s)}

1+ mx

To—€
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Tomando el limite cuando ¢ — 0 y evaluando alrededor de zy = 0 finalmente se obtiene

(1+mL) [\/ﬁcosh (\/DiOL> + (k3 — mDp) sinh ( EL)}

P —
con V$DoYcon(s)
V SDO
N\ = 2
con T(S) (5 5)

donde

Yeon(s) =v/sDg [(1 + mL)(x1 + K2) — m*LDy| cosh < ;()L)

+ [sDo(1 +mL) — m*>D§ — mDo(k1 + kimL — k2) + (1 + mL)k1 k2] sinh <1 /5L>
0

Hemos resuelto la ecuacién de Fick-Jacobs para un canal cénico en el espacio de La-
place con la condicién inicial de que las particulas inicialmente se encuentran dentro de
éste, [225]. Con esta solucién se pueden obtener las transformadas de los flujos de trans-
locacion y de regreso por el canal hacia la cavidad 1,

feon(s) = W [\/ﬁcosh (L\/DTO> + (k2 — mDy) sinh (L li)]

Acon(s) — ng\/ﬁ (5.26)
tr,1 Tcon(s) .

Para encontrar los flujos hacia la cavidad 2 se repite el mismo anédlisis pero alrededor
de xy = L. Obsérvese como las expresiones (5.23)-(5.26) recuperan la soluciéon del caso
de un canal cilindrico (cil) reportado en [199] haciendo m = 0.

Aunque hay varios ejemplos de canales cuya forma permite el cdlculo de la solucion
de la ecuacién de Fick-Jacobs por medio de la transformada de Laplace, en general para
canales con formas mucho mas sinuosas o irregulares el problema puede ser muy compli-
cado y muchas veces, puede no tener solucion analitica. A pesar de eso, se sabe que se
puede obtener informacion relevante del tiempo promedio que pasan las particulas dentro
de un canal antes de abandonarlo por vez primera sin necesidad de resolver la ecuacion
de difusién o la ecuacién de Fick-Jacobs. Es decir, la reduccion dimensional de la ecuaciéon
de Fick-Jacobs nos provee de una simplificacién significativa del problema original, pero
si lo que se desea conocer es el tiempo en que las particulas escapan del canal se debe
usar otro método, [226,227,234]. De esto trata la siguiente seccion.
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5.3 | El tiempo promedio de sobrevivencia para un canal cénico

Un canal cénico como el que se muestra en la figura 5.2 puede recorrerse esencialmente
de dos maneras, desde la regién estrecha hacia la regiéon ensanchada o al revés. Por la
asimetria del recorrido se espera que el tiempo promedio de sobrevivencia en cada una
de estas dos direcciones sea diferente y refleje, de algin modo, su dependencia con la
inclinacion del canal, [225]. En vez de resolver la ecuacion diferencial (4.41), en esta
oportunidad se resolverd aquella relacionada con la ecuacién de Fick-Jacobs, a saber

1 0 0 1
w(ajo) aixow(l'o)aixoT(fEO) = —— (5.27)

sujeta a ciertas condiciones a la frontera. Para el canal conico de longitud L vamos a fijar
las condiciones siguientes en el caso cuando se recorre desde la abertura menor hasta la
mayor, denotada mediante (n — w).

1. Las particulas que inician su recorrido en la pared del canal, situada en zg = 0, no
tardan ningtn tiempo en regresar a la posicion inicial. Por tanto, en ese caso como
la particula no ha transitado por el canal, se debe cumplir que

7(20)|,,_g =0 (5.28)

2. Las particulas que han alcanzado la frontera zy = L tardarian un tiempo para regre-
sar a la posicion inicial g = 0 equivalente al tiempo de supervivencia de la particula
en el canal. Por tanto, si las particulas recorren completamente la longitud del canal,
por definicién pasaran el mayor tiempo posible dentro de éste y 7 tendrd un maximo
en g = L, de tal suerte que la segunda condicion es

d
= 2
dxofr(l‘o) 0L 0 (5 9)

Para el recorrido del canal en el sentido contrario, de la abertura mayor a la menor,
(w — n), al emplear un razonamiento analogo se llega a las condiciones de frontera si-

guientes
d
(@) =0, T =0 (5.30)

Ahora bien, la solucién a la ecuacién (5.27) con w(z) = (1 + mz)?, m > 0, puede
demostrarse que es
B o x%

- — 5.31
(I+mz) 3mDg 6Dy ( )

T(z0) = A — -
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donde las constantes A y B se hallan usando las condiciones a la frontera arriba mencio-
nadas. Para el recorrido en la direccién (n — w), se fija 29 = 0y con las condiciones a la
frontera (5.28) v (5.29) se puede encontrar que el tiempo promedio de sobrevivencia en el

canal cénico es 2( )
L#(3+mL
nnﬁw)@w)==gf%(fl;ﬁzﬁ (5.32)

En cambio, para la direccién opuesta (w — n), usando las condiciones (5.30), se halla

L%*(3 4 2mL)

5.33
6Dy (5.33)

T(n—w) (ZEQ) =

Como era de esperar, el tiempo de recorrido del canal depende exclusivamente de la
pendiente del canal. Puede verse que el tiempo de sobrevivencia es mayor en la direccién
que va de la abertura chica a la grande, (n — w), que en la direccién opuesta, (w — n).
Lo anterior puede atribuirse a que en la direccién (n — w) las particulas que difunden
encuentran una mayor restriccién en las configuraciones posibles, lo que da sentido al
concepto de barrera entropica, [225,235]. La misma légica puede aplicarse al caso con-
trario. Es claro que para un canal cilindrico, haciendo m = 0, los tiempos de sobrevivencia
dentro del canal son los mismos independientemente de la direccién del recorrido,

L2

— 5.34
5D (5.34)

7'cil(xo) =

Para validar el rango de validez de la ecuacién de Fick-Jacobs se realizaron simula-
ciones computacionales del tiempo promedio de sobrevivencia dentro de un canal cuando
éste se recorre en las dos direcciones ya mencionadas. Se tomé por conveniencia Dy = 1
y el tamafio del paso fue de At = 1074, por lo que v/2DoAt = v2 x 1072 <« 1, [225]. Los
resultados se presentan en la figura 5.3. Cuando se comparan los datos obtenidos con las
predicciones de la ecuacion de Fick-Jacobs puede notarse lo siguiente. Antes que nada,
hay que resaltar que el transporte en cada una de las direcciones para el recorrido del
cono es diferente, lo que revela la fuerte influencia de la barrera entrdpica en el tiempo
promedio del primer arribo. Para el recorrido en la direccién (n — w) existe una buena
concordancia entre el modelo tedrico y las simulaciones hasta valores de la pendiente de
0.2. En el caso del recorrido en la direccién opuesta, (w — n), el ajuste del modelo tedri-
co con las simulaciones puede considerarse bueno incluso hasta valores de m de 0.4; es
decir, el rango de validez para esta direccion es casi el doble al de la direccién contraria.
Sin embargo, mas alla de esos valores el modelo de Fick-Jacobs subestima los tiempos
promedio del primer arribo. Como conclusion, puede verse que el uso de la ecuacion de
Fick-Jacobs estd justificado para canales cuya inclinaciéon es menor que 0.2. Asimismo, en
las dos graficas presentadas en la figura 5.3 se han mostrado las predicciones de otros
modelos tedricos que evidentemente tienen un mayor rango de validez que la ecuacién de
Fick-Jacobs. La siguiente seccién se dedica a explicar el origen de estos nuevos modelos.
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Figura 5.3: Tiempos de sobrevi-
vencia normalizados de particulas
brownianas que difunden a través
de un canal canal coénico. El reco-
rrido del canal se puede efectuar
en dos direcciones opuestas, deno-
tadas (@) n — w, y (b)) w — n.
Los triangulos representan los da-
tos obtenidos mediante simulacio-
nes computacionales. Las lineas co-
rresponden a las ecuaciones (5.32)
y (5.33), respectivamente, usando
tres modelos tedricos de difusion:
Zwanzig (Zw), Reguera y Rubi (RR),
y Fick-Jacobs (FJ).

La ecuacion de Fick-Jacobs
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5.4 | Modificaciones a la ecuacion de Fick-Jacobs

A la luz de resultados similares a los mostrados en la figura 5.3 obtenidos para otro tipo de
canales, principalmente de forma periddica, la tarea que realizaron varios investigadores
con la idea de ampliar el rango de validez de la ecuacion de Fick-Jacobs fue modificarla a
modo de obtener una mejor ecuacién de evolucion que reflejara los efectos de la forma del
canal. El primer intento al respecto lo hizo el mismo Zwanzig en 1992, [206]. El trabajo de
Zwanzig a la postre resultd ser la fuente de inspiraciéon que dio lugar a las subsiguientes
y mejores modificaciones que se conocen hoy en dia. Enseguida se presentan los puntos
fundamentales de su propuesta.

Considerando pequenas desviaciones al equilibrio local en la concentracion,
3C(x,y,t) = C(x,y,t) — c(z, t)p(y|x) (5.35)

Zwanzig se dio cuenta que la forma exacta de la ecuacion de evolucién de c¢(z,t) es

0 0 _gra O ar
tc(x,t) =Dy € e c(x,t)

0 0 1
v —BF (x) Y _BF(x) ) t)d 5.36
v / I Oplyfa) g 60y iy (5.36)

Luego de ominosa algebra y de hacer un desarrollo asintético llegé a la expresion

0 0 0 0 0
ac(w,t) = DO%e*ﬁF(m)a—xeﬂF(x)c(Q:,t) + DO%e*ﬁF(lﬂ)’y(w)%eﬁF(’E)c(w,t) +... (5.37)
donde ~ /5 . 5
_ I 220 I
)= [ [T (et} e (ptole) ) ey 5.38)
y D siendo un operador de la forma
0 0 1
D=— T
ayp(y‘ )8y p(y|)

Finalmente tras varias aproximaciones postulé su idea fundamental, donde todas las co-
rrecciones a la ecuacion de Fick-Jacobs podian agruparse en forma de un coeficiente de
difusién dependiente de la posicidn; es decir, la principal contribucién de Zwanzig fue
sugerir la siguiente ecuacién de evolucién?

En (5.39)

2A la ecuacién (5.39) en el resto de la tesis se le conocera como la ecuacién de Fick-Jacobs generalizada.
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por lo que el célculo del tiempo de sobrevivencia dentro del canal se halla tras resolver

1 0 0 1

Como parte de su andlisis, Zwanzig obtuvo

Dy
D(x)=Dy[l — + .| =+ 5.41
(#) = DolL = (@) + ] = s (5.41)
donde luego de serias consideraciones encontré que
1 / 2 1 / 2
(@) = () (@) = SR (2) (5.42)

para los casos bidimensional y tridimensional, respectivamente. Asi, los coeficientes de
difusién efectivos sugeridos por Zwanzig son

1
D3 (@) = 1T L) (5.43)
3
7w 1
D3y () (5.44)

T 1+ IR(2)2

En la figura 5.3 se aprecia que el uso del coeficiente (5.44) ofrece un mayor rango
de validez que el modelo de Fick-Jacobs. En la direccién (n — w) el modelo de Zwanzig
se ajusta a los datos experimentales para valores de m de hasta 0.4, mientras que en la
direccién (w — n) para valores incluso de hasta 0.8. En ambas direcciones, para valores
mayores de m el modelo de Zwanzig sobrestima los tiempos promedio del primer arribo.
En su trabajo original, Zwanzig habia sugerido que el coeficiente de difusion efectivo
propuesto por él era valido cuando se cumple que la seccion transversal del canal casi no
cambia, |w'(z)| = 1, tal y como se pudo constatar numéricamente hace apenas algunos
anos, [225,233].

Posteriormente, Reguera y Rubi (RR) mediante argumentos heuristicos en 2001, [217],
obtuvieron nuevas expresiones para los coeficientes de difusion,

1

Dy (1) = 5 ey oL (5.45)
1

Did(e) = ey o7 (5.46)

Puede demostrarse, al desarrollar en serie de Taylor los coeficientes propuestos por Zwan-
zig y los propuestos por Reguera y Rubi, que sélo sus dos primeros términos coinciden; es
decir, el problema que se afrontaba era el de obtener una serie completa que produjera
al mejor coeficiente de difusion para tratar de explicar los resultados experimentales. En
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2005 y 2006 Kalinay y Percus (KP), [218-221], desarrollaron un mapeo riguroso median-
te el cual obtuvieron las siguientes expresionesde las series que resultaban luego de ir
generando correcciones sucesivas a la ecuacion de Fick-Jacobs,

_ 2arctan [w'(x)/2]

Dy (z) = () (5.47)

1
V14 R'(x)?

Notese como en el caso tridimensional Kalinay y Percus obtuvieron la misma expresiéon
que la propuesta por Reguera y Rubi. Sin embargo, el gran mérito de Kalinay y Percus
es que desarrollaron un método matematico capaz de obtener los coeficientes de difusiéon
efectivos que, como puede verse en la figura 5.3, son los més robustos conocidos a la fecha.
En la direccién (n — w) el uso del coeficiente de Reguera y Rubi predice un muy buen
acuerdo entre el modelo teérico y los datos experimentales cuando m < 0.5. En tanto
en la otra direccién, (w — n), el ajuste del modelo con los puntos obtenidos mediante
simulaciones es excelente para valores de m incluso hasta 2. En términos generales, el
coeficiente de difusién efectivo para canales tridimensionales que ajusta mejor el modelo
tedrico de la generalizacion de la ecuacién de Fick-Jacobs con los resultados numéricos
es el propuesto por Reguera y Rubi, [217], que fue validado posteriormente por Kalinay y
Percus, [218-221].

Asi el panorama, en esta segunda década del siglo XXI quedaba pendiente el estudio
de la difusién en sistemas bidimensionales. Uno de los temas centrales de la tesis fue
discernir entre los coeficientes de difusién propuestos a la fecha cual era el mejor para
el caso de un canal simétrico bidimensional. Se lleg6 a constatar, como se muestra en el
capitulo 9, que el coeficiente desarrollado por KP es el mejor, por lo que la parte II de
esta tesis se consagra a explicar dicho método. Otro tema trascendental de esta tesis fue
extender esa metodologia al caso de canales asimétricos bidimensionales y obtener un
nuevo coeficiente de difusién, tal y como se describe en el capitulo 10.

DXP(z) = (5.48)
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Proyeccion de la ecuacion de difusion
bidimensional

En muchos de los procesos de difusién en sistemas confinados sucede muy a menudo que
el transporte en una cierta direccién es el de mayor interés (recordemos por ejemplo el
caso de la translocacién de iones y polimeros a través de canales bioldgicos y de poros
sintéticos o el uso de cribas moleculares o estructuras nanoscépicas para el filtrado de
sustancias). Suele denominarse a esta direccion privilegiada como la direcciéon longitudi-
nal. Por lo tanto, una descripcién unidimensional de una situacion originalmente en dos o
tres dimensiones es muy conveniente. Sin embargo, esta descripcién no puede ser arbitra-
ria, sino debe ser consistente con la descripciéon dimensional original; es decir, debe usar
cantidades unidimensionales que reflejen adecuadamente aquellas cantidades correspon-
dientes escritas para canales definidos en dos o tres dimensiones, segun sea el caso.

En este capitulo se presenta el método desarrollado por Kalinay y Percus que proyec-
ta de manera rigurosa el problema de la difusién en canales planos bidimensionales a un
problema en una sola dimensién espacial, [218,220,236]. Basicamente este procedimiento
consiste en escribir a la ecuacion de difusién en dos partes claramente separadas, la espa-
cial y la temporal. La parte espacial dependera exclusivamente de términos que contengan
a las las derivadas parciales con respecto a la variable que coincide con la direccién longi-
tudinal del canal, que en lo subsiguiente sera la variable x. Lo anterior se logra definiendo
una densidad lineal efectiva como funcién de la densidad inicial y después haciendo un
desarrollo perturbativo!.

Las ventajas de esta proyeccion son: 1) La obtencién de una representacién unidimen-
sional de un problema originalmente descrito en dos dimensiones espaciales, donde las
variables finales, = y t, se encuentran separadas. 2) Las condiciones de frontera de todo el
canal se reducen Unicamente a especificar los flujos de entrada y salida a través de él. 3)
La consistencia de esta decripciéon con el modelo deducido heuristicamente en 1967 por
Jacobs y posteriormente mejorado por Zwanzig en 1992 usando el concepto de barrera en-
trépica en la ecuacion de Smoluchowski. 4) La obtencion de la proyeccion de la ecuacion

!Nos limitaremos a exponer el método de Kalinay y Percus que tiene que ver con un desarrollo perturbativo,
el método variacional queda fuera del alcance de esta tesis pero puede consultarse en [220]
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Figura 6.1: Esquema de un
canal plano de longitud L y
ancho w(z). En este esque-
ma también estdn represen-
tadas las condiciones del flu-
jo, J(z,y,t), sobre las paredes
longitudinales del canal.

de difusién con un grado de precision deseado, [237].

El esquema de este capitulo es el siguiente. En la primera seccién se describe un canal
bidimensional. En la segunda se obtiene la ecuacion de Fick-Jacobs como primera aproxi-
macion (o aproximacién a orden cero) del método de proyeccién cuando la constante de
difusién en la direccién transversal es muchisimo mayor que la constante en la direcciéon
longitudinal; esto es, cuando se tiene un canal estrecho cuyo ancho no cambia abrupta-
mente. En la tercera seccién se obtienen las correcciones a la ecuacion de Fick-Jacobs
proponiendo a la densidad bidimensional como una serie infinita de acuerdo con el méto-
do de las perturbaciones. Finalmente, en esa misma seccion, se obtiene un esquema de
recurrencia que permite calcular todos y cada uno de los elementos de la serie. En el ca-
pitulo 8 se verd la forma de tratar convenientemente la expresion que se obtiene en este
capitulo mediante la incorporacion de un coeficiente de difusién efectivo dependiente de
la posicidn.

6.1 | Descripcion de un canal plano

Vamos a considerar un canal plano de longitud L y que estd delimitado por dos paredes
longitudinales impenetrables y totalmente reflejantes, una inferior que coincide con el eje
x y otra superior determinada por una funcién positiva definida, continua y diferenciable
en el intervalo (0, L), que corresponde al ancho del canal, w(z), véase la figura 6.1). Las
condiciones anteriores describen lo que se denomina un canal simétrico bidimensional?.
Ademads, se puede satisfacer cualquier tipo de condicién a la frontera (tipo Dirichlet, Neu-
mann o Robin) justo en las secciones transversales del canal ubicadas en las posiciones

2Aunque puede pensarse que este canal es asimétrico al ser diferentes sus dos fronteras, la condicién de
la pared horizontal de ser totalmente reflejante lo convierte en uno simétrico.
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x = 0y z = L. De esta manera, el flujo a lo largo del canal es paralelo a las paredes,
mientras que en la entrada o en la salida del canal puede ser arbitrario.

La densidad bidimensional de particulas dentro del canal se denota mediante C(x, y, t),
y satisface la ecuacién de difusion (segunda ley de de Fick),

80(3; t)y=D o C(z,y,t)+ D o C(z,y,t) (6.1)
8t 7y7 - xaxQ 7y7 yayQ 7y7 .
donde D, y D, son las constantes de difusién en las direcciones longitudinal y transversal,
respectivamente. Es claro que en un medio isotropico D, = D,, pero esta anisotropia se
ha impuesto de manera artificial por las razones que se explican mas adelante.

6.2 ‘ La proyeccion sobre el eje longitudinal

En primera instancia, se define la concentracion reducida de particulas como la proyeccién
de la densidad bidimensional sobre la direccién longitudina mediante

w(x)
c(w,t) = / C(x,y,t)dy (6.2)
0

A continuacién, la ecuacion (6.1) se integra en la direccién transversal y en todo lo
ancho del canal; es decir, desde y = 0 hasta y = w(z),

/0 a (ac,y,t) y_/O I@ ($7yvt) y+/0 yaiyg (:r,y,t) Y

El término de la izquierda se puede integrar inmediatamente. En cambio, para integrar
el primer término de la derecha se usa la regla de Leibniz,

/O o [axC(:c y t)] dy
y=w(x)}

o w(x) B , 0
_Dx{ oz /0 g0 (@9 )y —w'(@) 5 Cla 1)
_plo a/w@c( Dy — ' (@)C(,w(w). £) | — (@) 2l y, 1)
) 0z |0z g z,y,t)ay —w(z)C(z, w(z), R T

y=w(z) }

donde w'(x) = dw(x)/dz. Para integrar el segundo término de la derecha se usa el teorema
fundamental del calculo,

y=w(zx)

w(x)D 82(3’ d D 80
/0 yaiyg (l’,y,t) Yy = yaiy (x,%t)

y=0
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Juntando estos resultados y usando la definicién (6.2) se encuentra

) o? a1,
(1) = Dz{ax?c(x,t) - [w (w)C(x,w(:z),t)]
, o o y=w(z)
—w(x)=—C(z,y,t + D C(x,y,t (6.3)
w ( )855 ( Yy ) y:w(z) yay ( Yy ) y=0

Esta ultima ecuaciéon debe cumplir las condiciones de frontera que establecen que el
flujo sobre las paredes longitudinales del canal es paralelo a ellas. De acuerdo con la
primera ley de Fick el flujo bidimensional en el canal es

0 . 0 R
J(l’,y,t) = _Dz%c(xayvt)em - Dy@0<m7yvt)ey

donde &;, i = x,y, son los vectores unitarios en la direcciéon de los ejes coordenados in-
dicados. De la definicion de las fronteras del canal que estamos estudiando, se sabe que
un vector unitario paralelo a la pared inferior es Vi, = €,, mientras que uno paralelo a la
pared superior es Vg, = [€; + w'(x)é,]/y/1 + w'(z)?. Si el producto cruz del flujo justo en
las paredes del canal con estos dos vectores es cero,

~

‘A’ianJ2d($aZ/7t): 9 9 eZ:0
_D:E%C(:Evzht) _Dy@C(x7yat)

-1 W@
V14w (z)? V14w (z)? .

i\"Sup X J2d(x7y7t) = €, = 0
—DIE)%C'(x,y,t) —Dya%C(:z,y,t)

las condiciones a la frontera se cumplen y quedan determinadas por>

o
_Dya—yC(x,y,t) - =0 (6.4)
D, 2 Cayn)| =D)L @y (6.5)
dy y=w(z) Oz y=w(z)

Con estas condiciones, de (6.3) se encuentra la ecuacion de difusion unidimensional

3Estas condiciones a la frontera también pueden obtenerse igualando a cero el producto punto entre el
flujo y un vector normal a cada una de las paredes del canal que yace sobre el plano del canal.
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Figura 6.2: En la aproxima-
cién de Fick-Jacobs la concen-
traciéon de particulas llega al
equilibrio instantaneamente en
la direccion transversal del ca-
nal. Por lo tanto, en vez de con-
siderar a la concentracién bi-
dimensional C(z,y,t), se pue-
de emplear una concentracion
lineal efectiva, c(z, t).

proyectada,

%c(a:, t) = Dx{%c(x, £) - 5% [w'(w)C’(m, w(z), t)] } (6.6)

que es una ecuacion diferencial que depende en su lado derecho exclusivamente de las
derivadas parciales con respecto a la variable longitudinal, x. Ahora, para cerrar esta
ecuacion nétese que es necesario indicar la forma de la funcién C(x, y,t) cuando y = w(z).
De acuerdo con la definicién (6.2), C(x,y,t) depende de alguna manera de ¢(z,t). Como
un primer acercamiento, se impone la condicién de que la tasa de difusion en la direccién
trasversal del canal es muy grande (incluso puede pensarse que tiende a infinito); esto es,
que en dicha direccién la concentracion se equilibra muy rapidamente. Una representa-
cién de esta situacién puede verse en la figura 6.2, y lo que en realidad indica es que se
trata de un canal muy estrecho. Con este criterio, de (6.2) se encuentra entonces

c(z,t)
t) = 6.7
C(z,y,t) (@) (6.7)
Reemplazando esta ultima expresion en (6.6) y haciendo D, = Dg se obtiene
0 0? 0 c(x,t)
—c(z,t) = Do} —5c(x,t) — — |w :
que al reacomodar términos se puede hallar finalmente la ecuacion de Fick-Jacobs
0 0 0 c(x,t)
— t) = Dy— _— 6.8
atc(x’ ) 00z [w(:v)@m w(z) ] (6.8)

En el esquema propuesto por Kalinay y Percus que se describe en la siguiente seccidn,
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la ecuacién (6.8) es la aproximacion a orden cero de la proyeccion de la ecuacion de difu-
sion a lo largo de la direccion longitudinal de un canal. No olvidemos que esta aproxima-
cién se debe a Jacobs y es valida solamente si la tasa de difusién en la direccién transversal
del canal es mucho mayor que la de la direccion longitudinal, D, >> D,, [203,206].

6.3 | Correcciones a la ecuacion de Fick-Jacobs

En esta seccién se obtienen sistematicamente correcciones, a mayor orden en las deriva-
das, de la ecuacion de Fick-Jacobs. Para tal fin, Kalinay y Percus, [218,220] propusieron a
la densidad bidimensional como una serie infinita de acuerdo con la teoria de las perturba-
ciones usando como paramero de desarrollo la razén de las constantes de difusién en las
direcciones longitudinal y transversal del canal, A = D,/D,. Esta anisotropia, impuesta de
manera artificial, ocasiona una separacion entre los modos de difusién rapidisimos en la
direccion transversal y los lentos en la direccion longitudinal, ademas de que formalmen-
te permitird encontrar un esquema de recurrencia mediante el cual se podra obtener la
proyeccién de la ecuacién de difusiéon con un grado de exactitud deseado. Asi, la densidad
bidimensional se escribe como

C($,y, t) = Z)‘jaj($ayat) (6.9)
7=0

Para que la ecuacién (6.6) sea consistente, [218], los términos o;(x, y,t) deben tener la
forma de algun operador actuando sobre ¢(x,t)/w(x). También, si j = 0 se debe recuperar
la ecuacion de Fick-Jacobs, y en ese caso C(z,y,t) no depende de y, por lo que de la
definicién (6.2) es inmediato que

(6.10)

C
O'O<x7y7t) =

Ademas, si se supone que cada o;(z,y,t) depende directamente de og(x,y,t) y no explici-
tamente del tiempo, la serie (6.9) puede reescribirse como

0 c(z,t)

Clay,t) =Y Noj(w,y,00) 5 (6.11)
=0

x w(x)

donde las expresiones de los operadores ;(x,y, d;) s6lo dependen de las coordenadas y de
las derivadas con respecto de z, denotadas por J,. A continuacién se establece un esquema
de recurrencia para determinar univocamente a todos y cada uno de los elementos de
la serie (6.11). Es claro que, de acuerdo con la aproximacion de Fick-Jacobs, véase la
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ecuacion (6.10), se debe cumplir que

) 0
ao(m,y,c'?x)% =1 (6.12)

Para calcular los siguientes operadores se introduce (6.11) en las ecuaciones (6.1) y
(6.6). Luego de combinar las dos expresiones resultantes se factorizan los términos que
multiplican a un ) elevado a una potencia j en particular. Los detalles de este procedi-
miento se muestran enseguida.

Primero se escribe a la ecuacion (6.1) de la forma

1 0 D, 0? 0?

770(11 Y, ) D o QC(x Y, )_ 8:1/2

y se reemplaza C(z,y,t) de acuerdo con la serie (6.11). Notando que A = D,/D, y aprove-
chando la linealidad del operador diferencial se llega a

19 2\§ D c(x,t) o~y 0* . 0 c(z,t)
- Jj+1 v Y ,
(Dm ot 8x2) ;A 55(@,9, %) ;A 001 @0 Ty (619

Por otra parte, al introducir la serie (6.11) en (6.6),

5 ) 82 8c(w,t)

y al escribir la expresion anterior de manera conveniente tomando en cuenta que la ecua-
cién de Fick-Jacobs es la correccion para j = 0, se obtiene

n=n,2 [w(x) — () Z N6 (x, w(z), am)} 9 cla,t) (6.14)

gc(m
ot Oz Oz w(x)

Ahora se juntan las expresiones (6.13) y (6.14), para eso, primero se reescribe (6.13)
de la forma

1 o 1 0 i 0 ezt
>Nt [Do—m,y,aa el t) = 4301(r,0,00) )
j=0 ’

0P 0 c(x,t)
_ 7Y s el
2 RS oy

y se sustituye en el primer sumando del lado izquierdo la expresién de d;c(x,t) obtenida
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en (6.14),

0% 0 c
8 2 (.Z' y7a)}8

0 c(x,t)
E VR
A 8y (z,y,0x )8$ w(z) (6.15)

7=0

Se desarrolla entonces (6.15) término a término con la precaucién de que las dos su-
matorias que aparecen en el lado izquierdo de la ecuacién son independientes. Luego se
identifican y agrupan aquellos términos que multiplican a )\,

- 02 0 c(x,t) ; 0 1
j 5 Ay BVFS <
{)\ 8y20]($’y7 ax)}8$ w(z) {A U]_l(x’y’ax)ax w(z)

w

—

x)

Tl

o 1 0 R ]
X000 5w N (), 0.)
i o 1 0 oo 1
+ X765 3(x,y, 0, )%w(m)% —w (2)A"62(z, w(z), 0z)
+

) o 1 8 . ]
“!‘)\20'1(1'73/78%)81.“}(1_)6.%|:_w,($))‘J 20']‘_2(1',11](37),8:5)
L. o 1 0 NPT T
+)\ O-O(:Uayaaw)%w(w)% —w (l‘))\ O-jfl(x7w($)7ax)

- 2 0 c(x,t)

_\ 5. — ?
o TA axf”‘l(w’y’ax)}ax w(x)

La expresién resultante, al cancelar el factor )’ y al sustituir j por j + 1, puede reescri-
birse en funcién de un operador 6;(z,y, d,) en particular. Lo que se obtiene finalmente es
una relaciéon de recurrencia entre los elementos de la serie (6.11), la cual es el principal
resultado de esta seccion,

0? . 0 c(x,t)
{8y20]+1(x7yaax)}ax ’UJ(QZ’) -

j
{ Z k(z,y,0 aa (1 gw’(a:)&k(:c,u)(gc),@a;) (6.16)
k=1

2 c\T
$63(0000) 5 l) = 0. 00) b S0

La forma explicita de cada operador de (6.16) se encuentra integrando dos veces con
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respecto a la coordenada y de tal manera que las constantes de integracion satisfagan por
un lado, la condicidn a la frontera en la pared inferior,

. 9 c(x,t)
@Uj(wayv )81‘ ’U)(.%')

=0 (6.17)
y=0

y por otro lado, la condicién de normalizacion, que por la definicién (6.2) y el resultado
(6.10) esta dada por

wi@) 9 clz,t) _
/0 Uj(x,y,t)% w(z) dy =0, j>0 (6.18)

En el siguiente apartado se obtienen los primeros operadores de la serie (6.11).

6.3.1 Obtencion de los primeros operadores ¢;(z,y, 0,)

En esta seccién se calculan los primeros operadores de la serie infinita que representa a
la densidad bidimensional con el objetivo de obtener las correcciones subsecuentes de la
ecuacion de Fick-Jacobs.

En la seccion anterior se estableci6 la forma del primer operador , 6¢(z,y,0:)0; = 1,
y se obtuvo una relacién de recurrencia entre los operadores siguientes. Sin embargo,
advierta el lector que la expresion (6.16) tinicamente sirve para obtener los operadores
cuando j > 1. Para hallar entonces al siguiente operador, 1(z,y,d,), se usa (6.13) con
j = 0en ellado izquierdo y j = 1 en el lado derecho, ademas de 6¢(z,y,0;)0, = 1, esto es

1o 0 c(x,t) 0% 0 c(x,t)
<Dz(‘9t B 8{E2>)\1 w(x) )\18 701y, 0 )690 w(z)

En el lado izquierdo se usa convenientemente la ecuaciéon de Fick-Jacobs reescrita de la
forma (2.1) ) (2.1
0 0 c(x,t 0° c(x,t
- t — D -~ 9 -~ 1)
atc(x’ ) N [w (z) Oz w(x) w(z) 022 w(x)
Para calcular al operador &1 (z,y,t) se debe obtener entonces la doble integral con respec-
to de y de la expresion anterior,

//[ T } c(z, t)dydy _ 6_1(%%61)@0(90,1&) 6.19)

(z) | 0z w(x) Oxr w(x)

La primera constante de integracién se encuentra tras imponer la condicién a la fron-
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tera en la pared inferior del canal

0 . 0 c(xz,t)

%Ul(xvyv ax)% w($)

donde es facil ver que c¢;; = 0. La segunda constante de integracién debe cumplir la
condicién de normalizacion, (6.18), es decir

/Ow(x> { Mf((z)) aax c&;))] y22+cQ71}dy _

S(ETE T

de la cual se deduce que

Finalmente, empleando (6.19) y las constantes obtenidas se halla la forma del operador

buscado ) )
51(x,,00) = [w%x) - wgf)} vle) (6.20)
que evaluado en y = w(x) es
o1(z,w(x),0y) = %w(m)w’(x) (6.21)

Por otro lado, para encontrar al operador d5(z,y,t) se puede usar la relacién de recu-
rrencia (6.16) con j =1,

(o} -

= { — oo(z,y, 0 )(‘fxng)@ax "(2)61 (2, w(x), dy) (6.22)
2 c\x
For(eande) g s L) - o n) |

y con los operadores previamente calculados, 6¢(x,y, 0;)0x, 61(x,y,0:) ¥ 61(x, w(x),0;), la
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ultima expresion puede escribirse como

{0} 52555 -

que tiene la forma siguiente

0% . 0 c(z,t - .
{ a0 p o ) w0, + .0}

donde se han usado los operadores auxiliares

w(xz) o 1 0
2w(z) Oz w(x) %w(:c) 922 2w(x)

Ml(xa 890) =

Estos operadores tienen el siguiente desarrollo,

Ml(ﬂj‘, 8x) :{

{ 6 Oz w(x) 6 Ox 6 Ox?
w(z)w'(x) 9 0 w(z)w'(x)] 0 0? w(z)w'(x)
+{ 6 o2 2 [a 6 ] P [a 6 } }
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que al simplificar quedan como

(2,00 =g { [B0) - 200 @)
7 / " 3w’ (z)3
—w(z)w" (x) + 4w’ (x)w" (x) — M}
(6.24)
MQ(mv Op) = — é{ [wl(ﬂf)2 - 2w(:c)w”(x)} %

Se integra luego la ecuaciéon (6.23). Puede demostrarse que al usar la condicién de
frontera se encuentra

aay ba(.9.00) a% c&'xg) ’yo _ { / [yZ M (z,0z) + Mg(x,ax)} ;ﬂccﬁg dy + 61,2} o
= { [?J;Ml(:c, or) + yMQ(:E,Gx)} 88:13615)3?;:)) + 61,2} o

0

de donde es inmediato deducir que la primera constante de integraciéon para el operador
62(3?, Y, 837) es 0172 =0.

Por otra parte, la segunda integral de (6.23) da

0 c(z,t)
or w(z) €22

y' - y: -
= [12M1 (x,0x) + EMg(az, 8x)}

y al aplicar la condicién de normalizacién, ecuacién (6.18), puede verificarse que la segun-
da constante de integracion es

w(zw)? [w(fv)Z
6 10

My(x,0;) + Ma(z, 83;)] 8% C&;})

C22 = —

Con estas dos constantes y reemplazando los operadores Mi(xﬂm), 1 = 1,2, por sus
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expresiones dadas en (6.24), el operador buscado queda entonces definido por

4

b2, ,1) = y{ [30/(@)? — 2u(ayu’ ()] 2

- 24w(x) oz

w'(x)3
—w(x)w”’(a:) +4w’(x)w”(x) _ 3 ( ) }

w(z)
2
+?1J2{ — [w’(av)2 — 2w(ac)w”(:c)] (9(1 (6.25)
w'(z)3
+w(z)w” (z) — 2w’ (z)w" (x) — w((x)) }
w()? 9

ooz, w(x),t) = o5 {2[w'(m)2—|—w(x)w”(x) 8836

Tw'(z)3

w n / 1! _ 6.26
(@) + '@ (@) - = (6.26)
Para calcular los siguientes operadores, desde d3(x,y,t) en adelante o bien para j > 1,
se usa iterativamente el mismo procedimiento incorporando todos los operadores que se
vayan obteniendo. Cuando se sustituyen estos operadores evaluados en y = w(z), en este
caso las ecuaciones (6.21) y (6.26) en (6.14), la expresion que se encuentra es la ecuaciéon

de difusién proyectada sobre la direccion longitudinal de un canal plano, a saber,
0 0 A
ac(w,t) = Dmax{w(x) - gw(ac)u/(av)2 (6.27)

B i‘;w(x)Qw/(iﬂ) {2 (w’(w)Q + w(m)w"(:r)) %

7w’(x)3} - m}@c(m,t)

+ w(z)w" (z) + w'(z)w" (x) — w(z) dz w(z)

A medida que se afladen mas operadores a esta ultima expresion, el grado de precision
de la ecuacidn proyectada crece. Obsérvese que esta ecuacion en derivadas parciales ha
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aumentado de orden con respecto al de la ecuacion de difusion original. En el capitulo 8
se describe cémo representar la serie infinita de operadores de (6.27) como un coeficiente
de difusion efectivo, a modo de volver a tener una ecuacion en derivadas parciales de
segundo orden. Es importante resaltar que si el ancho del canal no cambia, w'(z) = 0, se
recupera la ecuacién de Fick-Jacobs, por lo que ahora es claro que el resto de los términos
entre corchetes después de w(x) corresponden a las correcciones siguientes.



Proyeccion de la ecuacion de difusion
tridimensional

En este capitulo se estudia el caso de la proyeccién de la ecuacion de difusién a lo largo de
la direccién longitudinal de un canal tridimensional de simetria radial. En adelante, a ese
tipo de canales también se les llamara tubos o capilares. El procedimiento esencialmente
es muy similar al descrito en el capitulo anterior para el caso de un canal en dos dimen-
siones, solo que ahora se hablara del tamano del area de la seccién transversal del canal.
La estructura de este capitulo es como se indica a continuacion. En la primera seccién se
describen las condiciones que definen a un canal tridimensional simétrico. En la segunda
seccion se plantea el método de proyeccion y se obtiene como primera aproximacion la
ecuacion de Fick-Jacobs. Finalmente, en la tercera seccién se obtiene una realacion de
recurrencia para poder encontrar las correcciones sucesivas a esta ecuacion.

7.1 ‘ Definicion de un canal tridimensional

El canal tridimensional sujeto de estudio tiene longitud L y su eje de simetria coincide
con el eje coordenado x. El radio del canal estd definido mediante una funcién analitica
R(z) > 0. La pared del canal es impenetrable y totalmente reflejante, ademds de que
estad definida por la superficie R(z) — r = 0, donde la coordenada r es igual a y/y? + 22 si
pensamos en un sistema coordenado zyz, ver la figura 7.1. Como en el caso de un canal
bidimensional, en las secciones transversales del capilar ubicadas en las posiciones x = 0
y x = L se puede satisfacer cualquier condicion a la frontera.

La densidad tridimensional de particulas dentro del canal se denota como C(z,,t). La
constante de de difusion en la direccion radial es D, y en la direccién longitudinal es D,,.
En un medio isotrépico D, = D,. Por la simetria del problema, la ecuacién de difusién que
satisface C(x,r,t) es

gC’(m, r,t) = D,

9?2 10
ot

0
wC(x,n t) + Dr;ar r—C(x,r, t)] (7.1)

or

85
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Figura 7.1: Esquema de un
canal tridimensional de longi-
tud L y radio R(z). En este
esquema también estd repre-
sentada la condicion del flujo,
J(z,7,t), sobre la pared del
tubo; es decir, cuando r =
R(x).

7.2 | La proyeccion sobre el eje de simetria

Como en el capitulo anterior, se necesita definir una concentracion reducida de particulas.
En esta ocasion la densidad lineal a lo largo del canal se definde como

2r  rR(z) R(z)
c(x,t) = /0 /0 C(z,r t)rdrdp = 27r/0 C(z,r,t)rdr (7.2)

Al usar esta definicién en la ecuaciéon de difusion tridimensional, ecuacién (7.1), e
integrar desde r = 0 hasta » = R(z), se obtiene

2 R(m)aC dr =2 e D 820 Dla 80 d
77/0 pn (z,r, t)rdr = W/O { 152 (x,rt) + - [TE (.Tﬂ’,t)] }7’ r
Como en el caso bidimensional, la integral del lado izquierdo se calcula inmediatamente,
mientras que para obtener la del primer término del lado derecho se emplea la regla de
Leibniz dos veces,
Rz 910 o @) g aC (x,7,t)
Dm_ a_ :Da: a_ a_ 5 Ty - R — 2
/0 5 [&UC’(m,r, t)] rdr {890/0 8x0(m r,t)rdr — R'(x) [r P ] i
D o |a [ C dr — R(z)R'(2)C(x, R
D g |an [ Clantrdr = R R @0 R0
T—R(a:)}

oC (z,r,t)
v Ox
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y para la del segundo término el teorema fundamental del célculo,

B=) 197 o aC (z,r,t)
27r/0 DT;E {T&C(x,r, t)} rdr = 2rD, [Tar}

r=R(x)

r=0

Hecho lo anterior se encuentra

) 8? ) ,
ol t) = Dx{wc(x, t) - 2m [R(x)R ()C(z, R(z), t)}

} (7.3)
r=R(x)

r=R(x)

oC (z,r,t)
ox

oC (z,r,t)
or

—27R(x)R (x)

+ 27D, [’r

r=0

que debe cumplir la condicién a la frontera que establece que el flujo sobre la pared del
canal es paralelo a ella. Por la geometria de este sistema el flujo es

0 . 0 .
Jsq(z,r t) = —Dx%C(:n,r, t)é, — DTEC(x,T, t)é, (7.4)

donde &;, i = x,r, es un vector unitario en la direccién indicada. Un vector unitario normal
a la pared del capilar es i = [R/(x)é, — &,] /y/1 + R'(z)?, y entonces la condicién de que el
flujo sea paralelo a la superficie se satisface si

n-Jsg(z,rt) =0

en r = R(z), es decir, sila condicién a la frontera es

DTQC@J,T, t)

0
_ /
B =D,R (x)—xC(x, r,t)

(7.5)
r=R(x) 9

r=R(x)

Al imponer la condicién (7.5) en (7.3) se encuentra la ecuacion de difusion proyectada

2

0 0 0 ,
ac(x, t) = Dx{a];?c(ac, t) — 27r8— [R(a:)R (2)C(z, R(x), t)} } (7.6)

X

Si se supone, como en el caso de la aproximacion de Fick-Jacobs, que la tasa de difusién
es infinita en la direccidn transversal del canal, véase la figura 7.2, de la ecuacion (7.2) se
obtiene

clx,t)  c(x,t)

C(x,r,t) = TR(2)? = w(@) (7.7)

donde ahora w(x) es el area de la seccidn transversal del capilar, a diferencia del capitulo
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Figura 7.2: Representacién
de la hipétesis de Fick-Jacobs
que supone que en la direc-
cién radial la concentracién
de particulas alcanza el equi-
librio instantaneamente.

anterior donde representaba el ancho del canal®. Sustituyendo esta ultima expresién en
(7.6) y haciendo D, = Dy se halla la ecuacién de Fick-Jacobs,

0 B 0 0 c(x,t)
ac(x,t) = Dz% [w(w)% w(z) ] (7.8)

que es la correccién a orden cero de la ecuacion de difusion unidimensional proyectada a
lo largo del eje del tubo como en el caso bidimensional.

7.3 | Correcciones a la ecuacion de Fick-Jacobs

En esta seccion se emplea el método de Kalinay y Percus para obtener las correcciones
subsecuentes a la ecuacién de Fick-Jacobs. Se usa de manera conveniente a n = D, /D,,
como paramero del desarrollo de la densidad tridimensional como una serie infinita de
operadores tal y como se hizo en el capitulo anterior con la densidad bidimensional,

. 0 c(x,t
C(.T,?", t) = Zﬁjﬁ’j(l‘ar, 63:)8_ ( )
7=0

x w(x)

(7.9)

Nuevamente, si j = 0 se debe recuperar la aproximacion de Fick-Jacobs. En semejante
situacién, C(z,r,t) no depende de r segun la definicién (7.2) y por lo tanto, el primer
operador buscado es

. 0
po(z, t)% =1 (7.10)

'En adelante nos referiremos a w(z) simplemente como la seccién transversal del canal indistintamente si
se trata de un sistema en dos o en tres dimensiones.
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La serie (7.9) se usa tanto en la ecuacion de difusién (7.1),
= jf;)n’iaar [raarﬁj(x,r, 890);66&;3)] (7.11)

como en la ecuacién de difusion tridimensional proyectada en la direccién del eje del
canal, ecuacién (7.6),

2

_plo 9 NN 9 clz,t)
5C@ ) = Dm{ach(x, t) =215 [R(m)R (x) ;0 7 pi(z, R(x),8,) ] }

Jz w(x)
que como w'(z) = 2rR(x)R'(x), esta ecuacién se puede reescribir como

0 0

(o0 = Day o) = u/(2) > ), )] 45 o) (7.12)

Después se sustituye (7.12) en (7.11) obteniendo

— o 1 9 -
I Py, ) s o | w(a) —w'(2) ) n*pn(z, R(), 0:)
]Z;n {p Ox w(x) am[ ;77 Pr ]
2 d c(x,t) > 10 g . 0 c(x,t)
_@pj(x’n ar)}({)sc w(r) ]Z:gnjrr [Tﬁrp‘j(x’r’ ax)% w(x) }

Tras desarrollar término a término esta ultima ecuacion y al reacomodar los factores
que multiplican a un 7’ en particular, tal y como se hizo en el caso bidimensional, se
obtiene la relacién de recurrencia entre los operadores p;(z,r,d,), a saber,

(T FEE

~{ =S halen 00w @ R, 0.)
k=1

0 1 0 H?
+ﬁj (.f, r, 83U)7

. 0 c(x,t)
Oz w(x) %w(x) B @pj(w,r, aw)}(%: w(x)

Nétese cdmo cualquier g;(x, r, 0,) depende de todos los operadores precedentes. La forma
final de cada operador se halla integrando dos veces la ecuacién (7.13) con respecto a r,
de tal forma que las constantes de integracion satisfagan la condicién a la frontera en la

(7.13)
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pared,
-0 . 0 c(z,t) - 0 . 0 c(z,t)
Vary ) =t () =p: ) —— 7.14
{77 arpg(x,r,a )833 w(@) } o) {77 w (x)arp](x,r,f) )8;2 @) S|y po (7.14)
y la condiciéon de normalizacion,
R(z) 0 c(x,t)
2 ? e ] 7.1
7T/0 pj(xra)axw(w)rdr 0, ji>0 (7.15)

En la siguiente seccion se obtienen los primeros operadores de la serie (7.9).

7.3.1 Obtencion de los primeros operadores p;(x,r, 0,)

De manera anéloga al caso bidimensional se obtuvo que py(z,r,d,)0, = 1. Para encontrar
al siguiente operador, p;(z,r,9,), se usa (7.11) con j = 0 en el lado izquierdoy j = 1 en el

lado derecho, obteniendo
0? 0 c(x,t)
/ / <D i )po(:nra)ax w (@) drdr

Usando la ecuacion de Fick-Jacobs, ecuacién (7.8), se halla

"(z) x,t)
81’ wl / / w (@) 83} ” x) drdr (7.106)

0 (x, rt

p1(z,rt)—

y tras integrar se obtiene

. 9 c(z,t) r?w'(x) 0 c(z,t)
pri.r t)a w(x) Zw(m) or w(x)

—i—blllnr—i—le (7.17)

donde by 1 y b2 1 son las constantes de integracion. Debido a que la densidad tridimensional
esta definida en r = 0, b;,; debe ser igual a cero. En tanto, para encontrar el valor de b; »
se usa la condicién de normalizacién, ecuacion (7.15),

R(z) R(x)
27r/ pi(x,m, t)ﬁc@’t) rdr —27r/ [T w(@) 9 e(z,t) + b1,2} rdr
0 0

Oz w(x) 4 w(z) 0z w(x) "
R

=0



7.3 Correcciones a la ecuacion de Fick-Jacobs 91

de donde puede probarse que

Por lo tanto, el operador buscado tiene la forma

X _ [ R@)] .,
que evaluado en r = R(x) da
1
p1(z, R(x),0,) = ZR(ZL')R/(J‘) (7.19)

Para calcular el operador siguiente, po(x,r,0,), se hace uso de la relacién de recu-
rrencia (7.13) con j = 1, y de los operadores po(x,r,05)05, pi(x,7,0z) ¥ pi(x, R(x),0y)
previamente calculados, asi se obtiene

(2] Zoianar] 20

{— L) [ R W) + [ grs - P R L i)

w(z) 4 2R(z) 4 Oz w(x) Ox
0? 72 R(z)] ., 0 c(x,t)
" 0a? [23@:) T4 ] i (””)}ax w(z) (7:20

que es una ecuacion de la forma

T L A EEC

donde los operadores auxiliares son

. _R@) o 1 9 02 R'(x)
Q1(z,0;) = 3R(zx) 0z w(z) 550 — 5% 2R(2)
A )R (x 2 R(2VR'(x
Or(2.0,) =~ L (@) R R () - BDE@ 0 1 0y, O Re)Riz)

4 Oz w(x) Ox 0x? 4
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Estos operadores pueden desarrollarse y simplificarse como

O, 0,) = —

/ 1" 0 1" / 1 4R,(5L‘)3
2{2[23 ()" = RE)R"(@)] 50 = R@)R" (@) + 5B (2) R () = =5 }

2R(x) Ox
- 23'(:,;)3}

O, 8y) = 1{ _9 [R'(x)2 ~ R(x)R”(x)} 9 R@)R" () — 3R (2)R"(z)

oz R(z)

(7.21)

Integrando (7.20) dos veces con respecto a r se halla

A 9 cla,t)  [rt r? . 0 c(x,t)
{pQ(xan aﬂi)}ax w(x) = {16621(557890) + 4Q2($,ax)}856 w(x) +b1,2 lnr+b272

donde la constante b; » como en el caso del operador anterior, debe ser cero.

La otra constante, by », se encuentra luego de imponer la condicién de normalizacion,

1'4A I‘z A c\T
o ={ = T w00 - HEEutwon) 40

Or w(x)

)

Finalmente, el operador ps(x,r, 0,) se puede escribir como

4 2 R(z)? [R(x)2

paler,02) = T Qu(w.00) + [ Qali 00— T T, 0,0,) + Qa0

Al sustituir los operadores Ql(x, 0z), i = 1,2, por su forma original se encuentra

po(z,7,8,) = 32;;)2{2 [2R’(a:>2 - R(m)R”(a;)} ;x
— R(z)R"(x) + bR (z) R’ (z) — 42’((;3))3 }
+71fs{ 2[R @)’ - R@)R"(@)| ;a: (7.22)
+ R(2)R"(x) — 3R (x) R (x) — 22’((::))3 }
_Riaéf{ ~ [R(2)* = 2R(x)R" ()] aax
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cuya evaluacién en r = R(z) da

X

po(z, R(z),0,) = {2 [R’(:v)2 + R(a:)R”(x)} 88 (7.23)

" / /! 14R/($)3
+ R(z)R"(z) + R (z)R"(x) — R(a:)}

El resto de los operadores, p;(x,r,0,), para j > 3, se calculan de igual forma. Cada
operador p;(z,r,0;) es un polinomio en potencias de r?k k= 0,1, ..,7, v el orden de sus
derivadas con respecto a x es j — 1. Finalmente, se sustituyen los operadores obtenidos
evaluados en = R(z), ecuaciones (7.19) y (7.23), en (7.12) para encontrar la ecuacién de
difusién proyectada, a saber,

0 0 n. /
ac(m, t) = Dxax{w(x) v ()R(z)R' (z) (7.24)
2
- %u/(m)R(x)Q {2 (R’(g;)2 + R(:c)R”(x)) ai
m / ey 14R/(:L')3 _ gc(xvt)
+ R(x)R"(z) + R'(z)R"(x) R(x) ] }8$ w (@)

Como en el caso bidimensional, el grado de precisiéon de la proyeccion aumenta si se
anaden maés operadores. Para obtener de esta tltima expresién una ecuacién en derivadas
parciales del mismo orden que la ecuacion de difusion original, en el siguiente capitulo se
reproduce el método sugerido por Kalinay y Percus para representar la serie infinita de
operadores de la ecuacidon (7.24) como un coeficiente de difusién efectivo, [220].
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Coeficientes de difusion efectivos para
canales simétricos

En los dos capitulos anteriores se estudi6 la proyeccién de la ecuacion de difusion sobre
la direccién longitudinal de un canal, usando el método riguroso propuesto por Kalinay y
Percus basado en la teoria de las perturbaciones y tomando como primera aproximacién
la ecuacion de Fick-Jacobs. Como resultado se obtuvieron sendas ecuaciones de evolucion
unidimensionales donde las condiciones a la frontera se reducen a especificar los flujos en
la entrada y a la salida del canal. Sin embargo, en aquellas ecuaciones estaban involucra-
das, en principio, las derivadas parciales de todos los 6rdenes con respecto de la posicion.
Esto es, para poder trasladar un problema originalmente en dos o en tres dimensiones es-
paciales a un problema unidimensional que puede resultar beneficioso, se debe pagar un
precio. Este consiste en que se obtiene una ecuacién diferencial de orden superior al de
la ecuacion de difusion, lo que implica la afiadidura de nuevas condiciones a la frontera.
Para salvar el problema, en este capitulo se aproximan las series de operadores obtenidas
por el método de Kalinay y Percus como representaciones funcionales, [220]. A estas nue-
vas funciones se les conoce como los coeficientes de difusion efectivos dependientes de la
posicion. De esta manera, cuando se proyecta un problema de difusiéon en canales sobre
la direccién longitudinal se puede usar la ecuacion de Fick-Jacobs generalizada con un
coeficiente de difusién dependiente de la posicién correspondiente con la forma original
del sistema cuasi-unidimensional, y que se halla con el método de Kalinay y Percus.

La estructura de este capitulo se describe a continuacion. En la primera seccién se
recapitula la forma en que se generaliza la ecuaciéon de Fick-Jacobs, mencionando las
principales contribuciones y sugerencias encontradas en la literatura sobre los coeficien-
tes de difusion efectivos. En la segunda seccién se describe como usando la condicion del
flujo en el estado estacionario se pueden agrupar en una férmula los términos de las series
de operadores que incluyan exclusivamente a la primera derivada de la forma del canal,
a modo de obtener una representacion funcional o férmula de los coeficientes de difusion
efectivos. Finalmente, en la tercera seccion se obtienen explicitamente los coeficientes de
difusién para canales en dos y en tres dimensiones que a la fecha han resultado ser los
mas robustos en el estudio de la difusién en canales simétricos.

95
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8.1 | Generalizacion de la ecuacion de Fick-Jacobs

La ecuacién de difusién tiene validez universal, lo que significa que puede describir co-
rrectamente la distribucion espacial y temporal de particulas en cualquier situacién. En
un medio isotrépico la ecuacién de difusién es

9 2
&C(r,t) = DoV<C(r,t) (8.1)
donde Dy es la constante de difusién y la densidad de particulas es C(r,t) = C(z,y,t) en
el caso bidimensional y C(r,t) = C(z,y, z,t) en el caso tridimensional.

Cuando se usa (8.1) para modelar la difusiéon a través de canales simétricos definidos
por paredes longitudinales totalmente reflejantes y cuya seccion transversal depende de
la posicién, w(x), se deben imponer condiciones a la frontera. Dependiendo de estas fron-
teras, resolver el problema puede ser muy complicado. En el capitulo 5 se mencioné que
una propuesta para estudiar la difusion en canales fue hecha por Jacobs,

0 0 c(x,t)

3}
ac(a:,t) = DO%M(Z’)% w (@)

(8.2)

donde para canales planos, w(x) es el ancho del canal y en capilares de radio R(z) la
seccién transversal es w(z) = wR(z)?. Esta ecuacién sélo es vdlida cuando la tasa de
difusién en la direcciéon transversal es muchisimo mayor que la tasa de difusién en la
direccidén longitudinal, o 1o que es lo mismo, cuando se tiene un canal estrecho.

Para ampliar el rango de validez de la ecuacion de Fick-Jacobs, Zwanzig propuso la
siguiente ecuacion,

0 B 0 0 c(z,t)
&c(az,t) = DO%w(z)D(m)% w(@)

donde habia que estimar la forma de D(xz). En su trabajo, Zwanzig propuso las siguientes
ecuaciones de evolucién

(8.3)

SN SN S B IR
ac(x,t) = Dy axw(x) [1 3 () + .. } Bz w(a) (8.4)
o _ 0 o[y 1o o 0 c(z,t)

para un canal bidimensional y uno tridimensional con simetria radial, respectivamente.
Ademads, Zwanzig sugirié que los términos entre corchetes de las ecuaciones (8.4) y (8.5)
eran en realidad desarrollos en serie truncados. Zwanzig estimé que la serie completa
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podia reproducir las siguientes ecuaciones

0 B 0 w(x) 0 c(xz,t)
&C(x’t) B DO% (14 fw'(z)?] oz w(x) (8.6)

9 R(z)? 0 c(z,t)
O [1+4 3R (z)?] 0z R(x)?

0

—c(x,t) =D 8.7

ot ( ) ) 0 ( )
para el caso bidimensional y el tridimensional, respectivamente. Los resultados obtenidos
mediante simulaciones computacionales una década después insinuaron que los coeficien-
tes de difusion obtenidos por Zwanzig debian mejorarse. En 2001 Reguera y Rubi usando
argumentos heuristicos propusieron las siguientes ecuaciones de evolucion

9 9 w@ 0 c(z,t)
o) = o A )R 0 wia) (8.8)
0 B 0 R(z)? 0 c(z,t)
o0 = Dog ey r RGP @9

para dos y tres dimensiones, respectivamente. Sin embargo, con un método sistematico
descrito en los dos capitulos anteriores, Kalinay y Percus establecieron que la forma de la
ecuacion de evolucion debidamente proyectada era

a _ 2 _i / 2
ac(m,t) = Dy w(x){l 3w (x) (8.10)

para el caso bidimensional y

& el ) = DoiR(x>2{1 Ry (8.11)
+”—23(x)3’(m) [ - 2(3’(.@2 - R(x)R”(x)) 9
48 or
()3 c(x
FR(x)R"(z) — TR (2)R" () + 18;:(53))] - ...};x Pf (9;;2

para el caso tridimensional.
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Obsérvese como las ecuaciones de evolucion sugeridas tanto por Zwanzig, Reguera y
Rubi como por Kalinay y Percus recuperan la ecuacién de Fick-Jacobs cuando la seccién
transversal del canal no cambia; es decir, cuando w'(x) = 0 o bien, cuando R'(z) = 0. Ade-
mas, es interesante resaltar que las propuestas del coeficiente de difusién efectivo hechas
por Zwanzig y luego por Reguera y Rubi quedan escritas exclusivamente en términos de la
primera derivada de la forma del canal, w'(x) o R'(x); mientras que la ecuacién obtenida
por un mapeo riguroso incluye no sélo a las derivadas de orden superior de w'(z) o R'(z),
sino a términos cruzados que incluyen nuevas derivadas parciales que la convierten en
una ecuacion diferencial cuyo orden excede al de la ecuacién de difusién original. Si se
desarrolla en serie a los coeficientes de difusiéon sugeridos por Zwanzig y por Reguera y
Rubi puede verse que los dos primeros términos coinciden con los dos primeros de la serie
de operadores obtenida por Kalinay y Percus. La idea entonces que se desarrolla en este
capitulo es, a partir de la serie completa de Kalinay y Percus proceder de algin modo para
obtener una representacion funcional de los coeficientes de difusién efectivos para cana-
les en dos y en tres dimensiones. Esencialmente este tratamiento es el que describieron
Kalinay y Percus en la referencia [220].

8.2 | La aproximacion en el estado estacionario

En esta seccion se estudia la manera de hacer manejables a las expresiones (8.10) y (8.11).
Para ello se agrupan los términos de las series de operadores a modo de obtener férmu-
las para los coeficientes de difusion efectivos. Primero se describe el procedimiento en
general y después, en la siguiente seccion, se obtienen explicitamente los coeficientes de
difusién efectivos para los casos en dos y en tres dimensiones.

Empezaremos escribiendo a las ecuaciones (8.10) y (8.11) de una forma mas compacta

como 5 5 9 e(o.t)
. c(z
= = Do4- 1= €Zi(%,00)| 5=~
8tc(x’t) Oaxw(x)[ €iZi(@, 9 )} dr w(x)

donde los pardmetros de los desarrollos son eag = A = D, /Dy y €3¢ = A = D,/ D,. Por otro
lado, el operador Z;(z, 0;) es

i = 2d,3d (8.12)

Zoa(x,05) =Y N1 (2, w(x), 0:) (8.13)
k=0

Zsa(x,02) = > 0" pryr(z, R(), Os) (8.14)
k=0

para los casos bidimensional y tridimensional, respectivamente. No hay que olvidar que
en el caso bidimensional w(x) es el ancho del canal y en tres dimensiones w(z) = mR(x)>.
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Los desarrollos de estos operadores son (ver los detalles en los capitulos precedentes),

Fad,05) = 0/ @ + o)/ o) |2(w/ @ + wo) @) 5 (8.15)
e (@) + ol o) (@) - T2
D, 0y) = %R’@)? n %R(m)R’(x) [2 (R’(x)2 + R(m)R”(x)) ;x (8.16)
+ R(2)R"(z) + R () R" () — Mggg)g}
Por otro lado, la ecuacién (8.3) puede escribirse como
aatc(l‘,t) - iw(m)Di(x)iw, i = 2d,3d (8.17)

A continuacién, se igualan las expresiones (8.12) y (8.17). Para tal fin, se considera al flujo
a lo largo del canal en el estado estacionario, J; = J;é,; es decir, cuando la concentraciéon
en el canal ya no cambia a medida que transcurre el tiempo, ¢(z,t) = ¢(x). De acuerdo con
la primera ley de Fick, de (8.12) se obtiene

si= )1 - a0 L S0 =2 (8.18)

y de igual forma de (8.17) se encuentra que

0 c(z)
Oz w(x)’

J; = —w(z)D;(x) i =2d,3d (8.19)

Cuando se sustituye el término 0,c(z)/w(z) de la ecuacién (8.19) en la expresion (8.18),
por la continuidad de J; se halla

Ji = —w(x) [1 — e Zi(x, 896)} [_M] , i =2d,3d
o bien,
1 = w(x) [1 — &2, ax)} w(x)lD(:c) i = 2d,3d (8.20)

Ahora, sélo hay que determinar la forma del coeficiente de difusién efectivo, D;(x). Como
el término entre corchetes de la tltima ecuacion es una serie de operadores, para despejar
a D;(x) se aplica por la izquierda en ambos lados de la ecuacidn (8.20) el operador inverso
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de [1 — ¢;Z;(x,0;)|, asi se encuentra que

.
w(z)’

Cuando se desarrolla en serie el lado derecho de (8.21) bajo la justificacién de que ¢; << 1,

i =2d,3d (8.21)

e =@ [1 — &2, az)} -

Dil(x) = w(@)[1+ Zi(e.0,) + i, 1) + .| w(lm) i = 2d,3d
se obtiene
L 1t (@) 2 ) —— + Cw(@) Zi(, ) —— + ., i =2d,3d
Dj(x) w(z) w(z)
que al reagrupar, bajo el mismo criterio, se encuentra
1 5 1 1
Di(a) = [1 — ew(x)Z;(x, am)w(x)] 1, i =2d,3d (8.22)

La ecuacion (8.22) indica el modo exacto de calcular los coeficientes de difusion efec-
tivos una vez que se ha realizado la proyeccion unidimensional y luego de que se conocen
los términos del operador Z}(:L', d:). Sin embargo, invertir todos los operadores involucra-
dos puede resultar tedioso e incluso, impracticable. Por lo tanto, se procede haciendo una
aproximacion, también introducida por Kalinay y Percus, la cual consiste en suponer que
los operadores que aparecen en (8.22) no actian sobre todos los términos a su derecha,
sino que lo hacen exclusivamente sobre el primer término; es decir, s6lo actian sobre
w(z)~!. De esta manera la expresién final del coeficiente de difusién efectivo debido a
Kalinay y Percus queda como

1

DX (z) ~ 1 — w(x) Zy(x, 83;)@, i = 2d, 3d (8.23)

En la siguientes subsecciones se obtienen explicitamente las expresiones para los coe-
ficientes de difusién efectivos en dos y en tres dimensiones estimadas por Kalinay y Percus.

8.2.1 El coeficiente de difusion efectivo para canales planos simétricos

Para el caso bidimensional se usa (8.23) con ¢ = 2d, ademas de que la seccién transversal
corresponde al ancho del canal, w(x), y €24 = A,
1

D3j(x) ~1— Aw(x)sz(x,&z)m (8.24)
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Al sustituir la expresién del operador ng(a:, 0:), ecuacién (8.15), en (8.24) se obtiene

A

DEP(r) ~ 1 - Aw<x>{1w’<x>2 ) @)2(0 @ + vl

3 Ox

w'(x)3
(@) (@) + v (@) (z) — ) ]+} L

w(z)
Tras realizar la derivada indicada y simplificar se llega a

A
Dﬁ@g:1f§wuf (8.25)
A2

+ Ew'(x) 9w’ ()3 + w(x)w' (z)w” (z) — w(x)2w'”(x)] + ...

que es la expresion que corresponde al coeficiente de difusion efectivo para canales planos
definidos por una pared horizontal y otra determinada por la funcién de ancho, w(z),
ambas totalmente reflejantes. Si el ancho del canal no cambia abruptamente, w'(z) < 1,
entonces se pueden despreciar los términos que contienen a las derivadas de orden mayor
o igual que dos en (8.25), obteniendo

)\2
w' (z)? + T ()t — ... (8.26)

Dg(m):l— E

Como se conoce la relacién de recurrencia entre los operadores que generan a estos
términos, la serie anterior puede completarse univocamente y se puede verificar que todos
sus términos se pueden agrupar como

n

Léﬂxy=§:é;ﬁlw%m%’ (8.27)
n=0

gue es una serie convergente que ademas es la representacion de la funciéon

. arctan [\f)\w’(aj)}
DXP (1) = (8.28)
2d( ) \/Xw’(x)
Esta tultima expresion, para el caso isotrépico, A =1, da
arctan w’(z
Dﬁ@ﬁ:————iﬁ (8.29)

w'(x)

que es finalmente el coeficiente de difusién efectivo para canales planos obtenido de
acuerdo con el método propuesto por Kalinay y Percus.
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8.2.2 El coeficiente de difusion efectivo para capilares

Para el caso tridimensional se usa (8.23) con i = 3d, ademads de que la seccion transversal
es w(r) = 7R(x)?, y €34 = 1, entonces

. 1
DXP(2) ~ 1 — nR(x)* Zsq(x, am)w (8.30)
Sustituyendo (8.15), en (8.30) y luego de simplificar se encuentra
DXP(z) =1 — gR’(x)Q (8.31)
2 / 3
+ %R(@R’(@ 18};((?) + 3R (2)R"(z) — R(z)*R"(2)| + ...

qgue es la expresion completa del coeficiente de difusién efectivo para canales tridimensio-
nales de simetria radial y radio R(x). Como en el caso bidimensional, si el radio del canal
no cambia abruptamente, R'(z) < 1, entonces (8.31) se puede aproximar como

3 5
DXP(z) ~ 1 — gR’(m)2 + PR @) = R (@) + . (8.32)

Si se usa la relacién de recurrencia entre los operadores se puede encontrar que los
términos anteriores se agrupan segun la siguiente sumatoria

o0

Dif(z)=>" (2("2;),1,)” [—nu! (2)?]" (8.33)

n=0
que se trata de una serie convergente que representa a la funcién

1
DY () = ——— (8.34)

V1R (z)?

En el caso isotroépico, n =1,

1
DS (2) = ——— (8.35)

1+ R(x)?
que es el otro resultado principal de esta seccidn.

Noétese como los dos primeros términos tanto de la serie (8.32) como de la (8.26) co-
rresponden a las aproximaciones sugeridas por Zwanzig hace més de veinte afios. Ademas,
no sobra decir que la expresién obtenida por el método de Kalinay y Percus en el caso tri-
dimensional coincide con la obtenida heuristicamente por Reguera y Rubi.

En resumen, para el estudio de la difusién en canales de seccién transversal variable un

procedimiento viable es encontrar una ecuacién de evolucién que dependa exclusivamente
de la concentracion reducida y de la seccion transversal del canal que sea equivalente
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en cierto sentido a la ecuacién de difusidn original. Para ello, se necesita incorporar un
coeficiente de difusién efectivo en la ecuacién de Fick-Jacobs generalizada que dependa
principalmente del cambio en la forma del canal a lo largo de su direccién longitudinal.
Los coeficientes de difusiéon efectivos pueden estimarse de manera heuristica; no obstante,
Kalinay y Percus los obtuvieron usando un método matematico riguroso de proyeccion. En
la Tabla 8.1 se muestran los diferentes coeficientes de difusiéon efectivos encontrados en
la literatura para canales en dos y en tres dimensiones.

Tabla 8.1: Coeficientes de difusion efectivos para canales simétricos.

Caso 2d Caso 3d

b - h
Dy
Dy

Jacobs
D
(1967) ’
Zwanzig Dy Do
(1992) Ly (2)? L3R/ (@)?
Reguer/a Do Dy
y Rubi 3141w/ (2)2 1+R/(x)?
(2001)
Kalinay D
2Do 1 Do
y Percus wi(o) arctan [3w'(2)] 1+R(x)?

(2006)
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Estudio de la difusion en canales
simétricos periodicos

Cuando se estudia la difusiéon en un canal en dos o en tres dimensiones espaciales, es ne-
cesario, como ya se ha indicado en capitulos anteriores, conocer la forma del canal como
funcion de la coordenada longitudinal. De este modo, se puede usar alguno de los coefi-
cientes efectivos que se muestran en la Tabla 8.1. Estos coeficientes, que se obtuvieron
bajo diferentes aproximaciones, tendrian que ser comparados con resultados experimen-
tales o con aquellos obtenidos mediante simulaciones computacionales, para ver cual de
ellos ofrece una mejor aproximacion. Este es justamente el objetivo de este capitulo.

Uno de los problemas que tiene interesantes aplicaciones es el estudio de la difusion de
particulas a través de estructuras periddicas, las cuales resultan de la repeticion regular
de un cierto motivo a lo largo de un canal; es decir, cuando la morfologia del canal se repite
integramente luego de una cierta longitud o periodo. La literatura que ha aperecido en la
ultima década que se avoca a este tipo de problemas es muy nutrida [238-243], aunque
los sistemas que se tratan son tridimensionales principalmente.

En este capitulo se estudia la difusiéon en canales peridédicos y simétricos con respecto
al eje del canal. En dos dimensiones (2d) los canales estan formados por circulos traslapa-
dos de radio R, mientras que en tres dimensiones (3d) consisten de cavidades esféricas en
contacto, también de radio R.

Cuando el periodo del canal, [, es menor comparado con el radio R de un circulo o de
una cavidad y el ancho de la porcién de traslape, a, es muy cercana a R, tanto en el caso
en dos como en el de tres dimensiones se puede considerar que las paredes del canal son
ligeramente corrugadas, por lo que es de esperarse que el patrén de movimiento de las
particulas que difunden sea muy parecido al que se observa en un canal recto. En esta
situacion se puede describir el movimiento de las particulas en términos de una difusion
unidimensional efectiva bajo la presencia de un potencial periddico y de tipo entroépico.
La primera secciéon de este capitulo se consagra precisamente al modo de obtener los
coeficientes de difusion en canales periédicos.

En cambio, cuando el desplazamiento cuadratico medio de la particula que difunde
es mucho mas grande que el periodo del canal, [, el movimiento de la particula puede
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caracterizarse usando un coeficiente de difusiéon efectivo constante que es mucho menor
que el coeficiente de difusiéon Dy observado en una regién sin confinamiento. A medida
que el periodo del canal crece, el tamarfio de la regién de traslape entre crculos contiguos
(caso 2d) o el radio de la apertura circular que conecta a dos cavidades vecinas (caso
3d) decrece. Como resultado, la barrera entrépica se incrementa y la relacién entre el
coeficiente de difusién efectivo y el del bulto disminuye, por lo que es razonable pensar
que las particulas que difunden se equilibran primero dentro de un circulo o una cavidad
antes de abandonarla. En otras palabras, en el limite [ — R se recupera el problema
del escape por una diminuta ventana. De este problema trata la segunda seccién de este
capitulo.

Una vez que se explican tanto el cdlculo del coeficiente de difusion efectivo para cana-
les periédicos y el problema del escape a través de un pequeno orificio, se pasa a caracteri-
zar el coeficiente de difusion efectivo en sistemas periddicos en dos y en tres dimensiones
como funcién de la relaciéon a/R = a, que mide el grado de rugosidad de las paredes
del canal. En ambos casos se compararon los resultados numéricos obtenidos mediante
simulaciones computacionales con los predichos por las diferentes expresiones analiticas
usando los coeficientes de difusién encontrados en la literatura, ver la Tabla 8.1. Es asi
como en las dos ultimas secciones de este capitulo se presenta primero la forma de cal-
cular los coeficientes de difusion efectivos analiticamente y luego se contrastan con los
resultados numéricos. Para el caso 3d se reproducen los resultados de la referencia [29],
mientras que para el caso 2d los de la referencia [244]. En los dos casos se muestra que
el coeficiente que se ajusta mejor a los datos experimentales en todo el rango de la aber-
tura de los recintos vecinos es aquel que se obtiene usando las férmulas obtenidas por el
método de Kalinay y Percus.

9.1 | La formula de Lifson-Jackson

Uno de los problemas de mayor interés y abordado desde hace ya mds de 50 ainos es el de
la difusién en presencia de potenciales periddicos, [208-210,230]. En vez de de resolver la
ecuacion de difusion correspondiente, al final del capitulo 5 se vio que era también 1til la
obtencién del tiempo promedio del primer arribo. Si usamos como ecuacién de evolucion
aquella propuesta por Zwanzig, la ecuaciéon de regreso que satisface este tiempo es

eﬁU(w)iD(a:)eﬁU(z)aiT(a:) =1 (9.1)
donde en esta seccién por comodidad haremos que x sea la posicién de referencia otrora
conocida como z(. A fin de modelar una estructura periédica como la que se muestra en la
figura 9.1, se escoge uno de los motivos de longitud / que se repiten y se considera a una
de sus paredes como totalmente reflejante y a la otra absorbente.
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Figura 9.1: Un canal peri6di-
co puede modelarse a partir
de un motivo de longitud [ que
Absorbente Reflejante se repite y cuyas condiciones
en los extremos corresponden
a las de una pared absorbente
y otra reflejante.

Pared Pared

Al integrar ambos lados de la ecuacién (9.1) se obtiene

D(x)e_ﬂU(x)iT(x) = —/ e U gy + (9.2)
ox b

donde €2; es una constante. Para determinarla se impone la condicién a la frontera de
pared reflejante, digamos en = = b,

=0 (9.3)

asi, 21 =0, yde (9.2) se llega a

b eﬁU(m) x
“ - _ —BU(v)
8$T(.’L‘) D) [ /b e dl/:|

Al volver a integrar, se puede encontrar 7(z),
z U b
T(x) = d¢ [/ e_ﬁU(”)dl/} + Q9 (9.4)
D=, po Lk

donde ahora para hallar €2, se usa la condicién a la frontera de pared absorbente en x = a,

7(@)|,_, =0 (9.5)

por lo que Q5 = 0.

Debido a la peridicidad del potencial, U(z) = U(x + 1), y del coeficiente de difusion,
D(z) = D(z+1), con esta ultima expresion se puede obtener el coeficiente de difusién efec-
tivo como la razon del desplazamiento cuadratico medio y del doble del tiempo promedio
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del primer arribo, asi
12 1
Deos = - (9.6)
T (e )

D(x)

donde (f(x)) = (1/1) f;H f(z)dz. En el caso de potenciales entrépicos, U(z) = — Infw(z)]/.
Asi, la férmula que actualmente se denomina como la férmula de Lifson-Jackson, [208],
para obtener los coeficientes de difusién efectivos en canales periddicos es

Des = (9.7)

(w@))( [D@)w(@) ")

9.2 ‘ El problema del escape por una abertura pequena

En esta seccion se estudia el problema del escape de particulas que se encuentran difun-
diendo en una regién o dominio cuyas fronteras son totalmente reflejantes excepto en una
diminuta ventana, donde la frontera es completamente absorbente. La principal cantidad
de interés en este problema es el tiempo promedio del primer arribo de la particula hacia
la frontera absorbente (MFPT de ahora en adelante por sus siglas en inglés). Este proble-
ma corresponde a uno cuyas fronteras no son homogéneas, lo que lo hace muy dificil de
tratar con las herramientas analiticas habituales. Sin embargo, cuando el tamano de la
region absorbente es cero, el MFPT diverge; es decir, se sabe cual es su comportamiento
asintdtico. Se ha visto que el MFPT es diferente para dominios en tres y en dos dimen-
siones. A continuacién se describen las situaciones donde el dominio es un disco y una
esfera, en concordancia con los canales periédicos que més adelante se estudian.

9.2.1 El escape de particulas desde el interior de un disco

En esta subseccién se estudia la difusiéon de particulas confinadas en el interior de un
disco cuyo perimetro es totalmente reflejante excepto en algunas diminutas porciones de
arco. El disco tiene radio R, por lo que el arco absorbente tiene longitud 0 < [ < 27R.
La fraccién de perimetro ocupada por los arcos absorbentes es v = nl/(2nR). E1 MFPT
buscado no es sino el tiempo promedio de sobrevivencia de la particula en el disco.
Berezhkovskii y Barzykin en 2010, [246], usaron la técnica de homogenizacién de las
paredes para tratar este problema; esto es, reemplazaron las fronteras originales por una
frontera efectiva con una eficiencia de atrape de particulas denotada por . A su vez, la
homogenizacién de fronteras tiene la relevante consecuencia que traslada el problema ori-
ginal a un problema en una sola dimensién. Esta técnica sélo es valida cuando el dominio
en la vecindad de la frontera es relativamente chico. En el caso del disco esto se cumple,
pues se trata de una figura geométrica que, dado un valor de perimetro, cubre la mayor
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area posible. Se sabe de [198] que cuando v — 0 la cinética de llegada de las particulas
hacia el orificio es exponencial, lo que se consigue si el tamafio de v no excede 10~2",

El tiempo promedio de sobrevivencia de una particula que inicia su recorrido a una
distancia r del centro del disco con perimetro parcialmente absorbente, 7(r), satisface la

ecuacién i d
-
iyl - 9.8
L mEAC R ow (5.8)

cuyas condiciones a la frontera son, [182],
d _ T(R) d

%T(T) R —K Dy %T(T) o 0 (9.9)

Cuando se resuelve esta ecuacién se tiene que 7(r) es la suma del MFPT desde el interior
del disco hacia la frontera, myrpr(r — R) = (R? — 1?)/(4Dy), y el tiempo medio una vez
que la particula ha alcanzado la frontera, 7(R) = R/(2k), y efectia entonces una difusién
unidimensional, asi

B R?—r2 R
T (7") = 4 Do + %
Al promediar la ecuacién anterior sobre todos los posibles puntos de inicio considerando
que éstos estdn uniformenete distribuidos sobre el disco, se halla,

R?> /1 Dy
=1 <8+M> 9.11)

(9.10)

Esto es, la informacién de la frontera absorbente queda codificada en la constante de
atrape, k. Si hay n orificios absorbentes alrededor del dominio, en [247] se demostr6 que
k como funciéon de ny v es

nDO
= = 9.12
=R = R o m 26 5 0.7/0) (8.12)
Si se sustituye (9.12) en (9.11) se encuentra
R (1 (1-v)? 0.7
=—|-+——In|2. — .
(t(v|n)) Dy (8 + - n (2.6 + " ) (9.13)
Si ademas la fraccién absorbente es cero, v — 0, esta expresion da
R2

(T(v|n))y = — In[1/v] (9.14)

nDg

resultado que previamente habia sido obtenido en las referencias [248-251].
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9.2.2 El escape de particulas desde el interior de una cavidad esférica

Pasamos ahora a describir la difusién efectiva en un arreglo periédico de cavidades esfé-
ricas interconectadas. Las cavidades tienen radio R y el orificio por donde se traslapan
tiene radio a de tal modo que a << R. En este caso, Berezhkovskii et al. en 2003 demos-
traron que la difusidon puede ser reemplazada por una caminata aleatoria sobre una latiz
donde cada vértice coincide con el centro de cada cavidad, [252]. La justificacién es que
para escapar de la cavidad, una particula debe encontrar el pequertio orificio de radio «a;
es decir, debe atravesar una barrera entropica, [197]. Como se demostré en la referen-
cia [198] el tiempo de escape en esta geometria es del orden de R®/(aDy), donde no hay
que olvidar que Dy es la constante de difusion en el bulto. Este tiempo es mayor que el
tiempo caracteristico del relajamiento hacia el equilibrio, que est4 dado por R?/Dy. Como
consecuencia de lo anterior, se puede pensar que la particula visita todo el volumen dentro
de la cavidad muchas veces antes de escapar, y que el promedio de su posicién en este
vaivén es justo el centro de la cavidad.

Asi pues, para tiempos mayores a R?/ D el movimiento de una particula esencialmente
se puede ver como una caminata aleatoria entre los centros de esferas vecinas. Después
de un largo rato el coeficiente de difusion efectivo llega a ser

Der = — (9.15)

donde | = 2V R? — a? =~ 2R es la distancia entre los centros de esferas adyacentes, (1) es
el tiempo promedio de sobrevivencia dentro de una cavidad, y « es un factor geométri-
co que depende de la configuracion de la latiz, por ejemplo, para una esfera conectada
linealmente a otras dos esferas o = 1/2, [252].

Como en el caso del disco, la probabilidad de sobrevivencia en el interior de la cavidad
con un pequefio disco absorbente de radio a es exponencial con una constante de velo-
cidad dada por k = 4aDy/V, [198]. El tiempo promedio de sobrevivencia se sabe es 1/k.
Si hay n discos absorbentes entonces este tiempo pasa a ser 1/(nk). Cuando una parti-
cula ha alcanzado un disco absorbente que conecta dos cavidades contiguas, tiene igual
probabilidad de ir hacia una u otra cavidad, por lo que finalmente el tiempo promedio de
sobrevivencia dentro de una cavidad que se conecta a n cavidades vecinas es

2 2T R3
()= o =
nk  3naDy

(9.16)

Con este tiempo promedio el coeficiente de difusion efectivo (9.15) puede obtenerse

mediante
~ 6aanDg

py (9.17)

Def
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9.3 | Canales corrugados bidimensionales

En esta seccién se estudia la difusién de particulas confinadas en el interior de un canal
bidimensional periddico y simétrico. Los canales corrugados que se estudian estan for-
mados por circulos de radio R alineados sobre el eje coordenado x traslapados por una
porcién de ancho a, ver la figura 9.2. El periodo del canal es [. Dependiendo de los tamaiios
relativos de a y [ se tienen diferentes barreras entropicas, véase la grafica que se muestra
abajo de cada uno de los canales representados en la figura 9.2. En esta seccién prime-
ro se obtienen diferentes expresiones analiticas de los coeficientes de difusion efectivos
usando la férmula de Lifson-Jackson y los coeficientes de difusion dependientes de la po-
sicidon que se reportan en la Tabla 8.1. Finalmente, estas expresiones son comparadas con
los resultados obtenidos mediante simulaciones computacionales para familias de canales
con diferente rugosidad, [244]. M4as detalles de estos calculos se encuentran en [245].

9.3.1 Coeficientes de difusion efectivos

En los siguientes parrafos se calculan especificamente cuatro aproximaciones para los
coeficientes de difusion efectivos para canales corrugados. Por cuestiones de notacion, se
entenderd como coeficiente de difusién efectivo aquellas expresiones obtenidas tras usar
la féormula de Lifson-Jackson, donde se omite la dependencia en la posicion por tratarse
de cantidades promediadas.

Hay que destacar que de acuerdo con la férmula de Lifson-Jackson todas las aproxima-
ciones de los coeficientes de difusion para canales periddicos necesitan de la expresion de
(w(x)), por lo que para emplear (9.7) se debe seleccionar la unidad minima que se repite
para formar a un canal periédico. Segun se muestra en la figura 9.3 el motivo que se repi-
te tiene periodo /2 y su ancho esta dado por w(z) = 2v/ R? — z2. Calcularemos primero el
promedio de esta funcién,

92 (3 4 [z
(w(z)) :/0 w(z)dr = l/o V R? — 22dx (9.18)

Si adimensionalizamos la longitud del canal usando /R e introducimos el cambio de va-
riable x = z/R se obtiene

2
(win) = 28 / VI = x2dx

que tras integrar se halla

w1~ (ag) +goein (o)
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Figura 9.2: Esquema de dos
canales corrugados bidimen-
sionales (a) y (b). El nivel
de rugosidad se modela con
dos diferentes barreras entro-
picas que se muestran abajo
de cada canal.
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Figura 9.3: Regién minima
de integracion para el canal
periddico bidimensional.

Con la relaciéon [/(2R) = V1 —a?, donde a = a/R es el tamafio adimensionalizado de la
abertura entre las celdas contiguas del canal, se puede escribir

(w(x)) = QR\/11_7&2 Bd 1—a?+ %arcsin (\/ﬁ)]
arcsin (W)

=R |a+ (9.19)

En lo subsiguiente se calculan los segundos factores del denominador de (9.7) utili-
zando los diferentes coeficientes de difusion dependientes de la posicion presentados en
la Tabla 8.1. Cada uno de los apartados termina con una expresion de los coeficientes de
difusién efectivos para canales corrugados bidimensionales, segin sea el caso.

La aproximacion de Fick-Jacobs

El primer coeficiente de difusidon efectivo para un canal corrugado bidimensional se halla
haciendo D(x) = Dy, que es la propuesta original de Fick-Jacobs. El segundo factor del
denominador de (9.7) queda entonces ya adimensionalizado como

<DFJ( > /DO VI—y?

l
2RD0 T arcsin (2R>
1 arcsin (\/ 1— &2>
T 2RD,  JVi-a&

(9.20)
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Empleando (9.19) y (9.20) para encontrar

DI = L — (9.21)
“ oo [PEeowt] )

se llega al coeficiente de difusién efectivo para canales corrugados planos formados por
circulos traslapados usando la propesta de Fick-Jacobs,

2(1—a?) Dy
[arcsin (m) + dm} X arcsin (m)

Dg = (9.22)

La aproximacién de Zwanzig

Ahora se obtiene la aproximacién que resulta de usar el coeficiente de difusién bidimen-
sional propuesto por Zwanzig, D(x) = Dy[l + w'(x)/12]7!, para ello reescribimos este
coeficiente como

Dy
1+ %w’(az)Q
Dy

D3y (x) =

1+ ()
2 -1
=D [1 * g(Rz_sz

que a su vez puede expresarse en términos de la variable y = z/R como

2 -1 2
X } :DOM (9.23)

DZY(x) = Do |1+ o5
2 (7) 0[+3(1—x2) 3 — 22

y con este resultado se calcula

o= _ 9.2
< L > _ 1/ ? 3~ 2x dy (9.24)
D5y (x)w(x) L'Jo  3Do(1—x2)\/1—x2

La integral del lado derecho puede resolverse como

/2ZR 3 -2 dx = : — 2 l —arcsin(l)

0 3Do(1—x2)y/1—x2 9RD, /1_(ﬁ)2 3Dy IR /1_(ﬁ)2 2R
J1_ a2

L llfl—l—garcsin(\/l—c?)]

:Ho 3a




9.3 Canales corrugados bidimensionales 117

y recordando que [/2R = /1 — a? la expresién (9.24) queda

2arcsin (V1 — a?
< ! > _ ! + (9.25)
D (x)w(x)/ 6RDy |a V1-a2 '
Al usar (9.19) y (9.25) para hallar
w 1
Dy = (9.26)

(w(o)( [DFr 0w0] )
puede encontrarse que

6a(1 — a*) Dy
av/1 — a2 + arcsin (mﬂ X [m + 2aarcsin (mﬂ

Iw __
Dyg =

Obsérvese como en la expresién anterior pueden reconocerse términos que aparecen en
(9.22), obtenida para Dgi‘] ; 1o cual motiva a escribir Dgy en una forma alternativa,

FJ
D2d

a arcsin( 1—a

D&Y = (9.27)

La aproximacion de Reguera-Rubi

Es el turno para encontrar D5 usando D(z) = Do(1+w'(x)?/4)~1/3. Primero reescribimos
al coeficiente de Reguera y Rubi en términos de la variable Y,

1/3

DEX(x) = Do (1 — x?) (9.28)

para luego calcular

(9.29)

(g = [ o=
DER(x)w(x) IJo  Do(1—2)3/1— 2

La integral
!

[
o (1—x?)3/6

al hacer la sustitucion y = sin ¢ toma la forma

/arcsm(;R) do
0

cos?/3 ¢
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la cual no puede resolverse analiticamente, razén por la cual sélo escribimos

< 1 > B 1 /arcsin(;R) do 030
DRX()w(x)/  2RDgVI—a Jo g :
Entonces, usando (9.19) y (9.30) para encontrar
RR 1
Doz = RR ~1 (9.31)
(w () [DEFCOw()] )
se obtiene
RR _ 2(1 —a?) Dy

Dy =

L

VT =@ + aresin (VI=a2) | x [2"0R) co5-2/3 4o
0

De manera analoga al caso anterior, manipulando un poco la expresion, este resultado se
escribe de manera alternativa como

Dggl arcsin v'1 — @2

DRR —
2d arcsin(i)
fo 2R/ 0og—2/3 odo

(9.32)

La aproximacion de Kalinay-Percus

Por 1ltimo, se va a calcular DXY usando D(z) = 2Dj arctan[w’(z)/2]/w’(x). El coeficiente
de Kalinay y Percus escrito en términos de x es

1 —x? X
DXP(z) = Dg~Y—"— arctan | —2— (9.33)
Luego se calcula
a
(o) 1) o (05
KP - :
D2d (X)w(X) ! 0 Do(l _ XZ) arctan < 1X 2>
-X

En la integral del lado derecho se hace x = sin ¢ para convertirla a

/arcsm( ﬁ) tan ¢ dqb
0

¢
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la cual, como en el caso previo, no puede resolverse analiticamente. Por consiguiente, se
escribe el resultado siguiente en términos de esa integral,

1 1 arcsin(i) t
< K > T ORDyI a2 / A gy (9.35)
Dy (X)w(x)/  2RDov1 —a? Jo ¢
Entonces, para poder obtener
KP 1
Dy, = (9.36)

(w0 ( [DEF(w(0] ™)
se usan (9.19) y (9.35),
2(1 —a?)Dy
T+ arcsin (V= )] x for (o) tan g

KP _
D2d -

que también se puede manipular algebraicamente, para escribir el resultado final,

FJ . —
D?}f _ Dy arcsin V1 — a2 9.37)

: 1
arcsin( 5 ) ¢
fo (QR) a;lcb do

Es importante sefnalar que las integrales que aparecen en (9.32) y (9.37), como parte de
los coeficientes efectivos, pueden resolverse de manera aproximada empleando métodos
numéricos. Por o tanto, debe prestarse atencién especial a los problemas de convergencia
de los métodos escogidos cuando se evalian éstas expresiones en el limite a — 0.

9.3.2 Resultados obtenidos mediante simulaciones computacionales

En esta subseccion se hace el andlisis de las expresiones analiticas para canales 2d y los
resultados obtenidos mediante simulaciones de dindmicas brownianas (también conocidos
como datos experimentales). Los resultados numéricos fueron obtenidos promediando 5 x
10* trayectorias. El paso de tiempo en las simulaciones fue de 1075. Las colisiones entre las
particulas y las paredes del canal se consideraron perfectamente elasticas. El promedio
del error de los datos experimentales fue menor del 3 %.

Conforme el periodo del canal, /, se incrementa desde cero hasta 2R, el ancho de la
abertura de entrada, 2a = v4R? — [2, disminuye desde 2R hasta cero. Como resultado,
tedricamente el coeficiente de difusion ird desde Dy = 1 hasta 0 (el primer limite repre-
senta un canal recto de ancho constante, mientras que en el segundo caso el canal se ha
cerrado por completo). A continuaciéon se vera si los coeficientes dados por las férmulas
(9.22), (9.27), (9.32) y (9.37), recuperan estos resultados.

Es claro que los coeficientes de difusion dados por las expresiones referidas, tienden
a Dy = 1 a medida que a — 1; lo cual puede constatarse en la figura 9.4. Sin embargo, se
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Figura 9.4: Comparacion de
las constantes de difusién
efectivas encontradas numé-
ricamente (tridngulos) y pre-
dichas por las ecuaciones
(9.22), (9.27), (9.32) y (9.37)
que usan los coeficientes de
difusién de Fick-Jacobs (FJ),
Zwanzig (Zw), Reguera y Ru-
bi (RR), y Kalinay y Per-
cus (KP), respectivamente (li-
neas) para el canal periodi-
co bidimensional. Los dife-
rentes paneles muestran las
comparaciones para diferen-
tes rangos de a/R. Se mues-
tra ademdas las predicciones
de la ecuacién (9.38) denota-
das por (RW).
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debe senalar que el comportamiento asintético exacto del coeficiente de difusién efectivo
Dy, a medida que a — 0 fue estudiado, como se menciond en la segunda seccién de este
capitulo, en las referencias [246,248,249,251], y para n = 2 est4 dada por

2Dy
In(1/a)

Es interesante resaltar que el coeficiente Dg obtenido usando la aproximacion de
Kalinay y Percus para D(z) predice correctamente el limite asintético en los dos limites
de a,

DRV — (9.38)

% para a — 0,

D5y = (9.39)

Dg para a — 1.

Sin embargo, a medida que a — 0 el coeficiente obtenido usando la propuesta de
Zwanzig predice que D%;V ~ 12aDy/7; mientras que los otros dos coeficientes, los obteni-
dos usando las sugerencias de Jacobs y de Reguera y Rubi, predicen valores finitos para
D5, a saber Dggi ~ 0.81Dg y DXR ~ 0.35D,, respectivamente.

Al comparar las predicciones tedricas con los resultados obtenidos mediante simula-
ciones de particulas brownianas (ver la figura 9.4), salta a la vista que la expresion Dgi
soOlo puede aplicarse cuando @ > 0.8. Por su parte, Dzz(‘i"’ tiene un rango mayor de validez,
aungue so6lo hasta @ > 0.6. A su vez, Dggf se extiende hasta valores incluso de a > 0.1. Sin
embargo, aunado a la ecuacion (9.38), puede verse en los resultados numéricos, nétese el
inserto en el panel inferior de la figura 9.4(b), la mejor aproximacion para el coeficiente de
difusién efectivo en todo el rango del tamarfio de la abertura entre dos circulos contiguos
es Dg . Este es uno de los resultados originales més importantes de la tesis.

9.4 | Canales corrugados tridimensionales

Andlogamente a la seccion precedente, en esta seccion se estudia la difusion de particulas
confinadas en el interior de un canal tridimensional periédico. Estos canales corrugados
estan formados por cavidades también de radio R alineados sobre el eje coordenado x
traslapados por una porcion de radio a, ver la figura 9.5. El periodo del canal nuevamen-
te es [. En la figura se muestran dos diferentes barreras entrépicas dependiendo de los
tamafios relativos de a y [. En la primera subseccién se obtienen diferentes expresiones
analiticas de los coeficientes de difusién efectivos usando la férmula de Lifson-Jackson y
los coeficientes de difusion dependientes de la posicion que se reportan en la segunda
columna de la Tabla 8.1. Por ultimo, en la otra subseccién estas expresiones se contras-
tan con los resultados obtenidos mediante simulaciones computacionales para familias de
canales con diferente a, [29, 245].
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Figura 9.6: Regién minima
de integracion para el canal
perioddico tridimensional.

9.4.1 Coeficientes de difusion efectivos

En esta seccidn se presentan tres diferentes expresiones del coeficiente de difusion efec-
tivo para un capilar formado por cavidades esféricas que estan en contacto, obtenidas
mediante la férmula de Lifson-Jackson. En el caso tridimensional la forma apropiada de la
seccion transversal es w(z) = TR(x)?, por lo que los coeficientes efectivos estan dados por

1
(R@)?)( [Dsaw) R@) ")

D3y, = (9.40)

La regién de integracién para (9.40), es una celda hemisférica truncada, de longitud /2,
véase la figura 9.6, cuya repeticidon origina el canal mostrado en la figura 9.6. El radio
de esta celda esta dado por R(z) = VR? — 22 = Ry/1 — x2, donde ademas se ha usado la
sustitucién y = z/R.

Como en la seccién anterior, para el propdsito de obtener diferentes expresiones de
los coeficientes de difusién efectivos, primero se considerard la integral (R(x)?), cuyo
resultado se empleara varias veces a lo largo de la seccidn,

12 _L
(R(2)?) = ?/2 R(x)?dz — ? /” (R? — 2%)dz (9.41)
0 0

Al adimensionalizar usando la variable x y la relacién /2R = v/1 — a2, se obtiene
2R3
<R(X)2> -

LR YERY
2R 3\2R
2

= R? (2+a?) (9.42)
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La aproximacion de Fick-Jacobs

Usando D(z) = Dy el segundo factor del denominador de (9.40) queda adimensionalizado
como

< 1 > 9OR [2F 1 ;
=, -, 5= = 9o dX
DE(x)R(x)? I Jo DoR(x)?

!
o [ 1
_ d
RDOZ/O 12

_ 1+1/2R
~ RDyl 1-1/2R

que se puede reescribir de la forma

< ! > 1 1Vt @ o
= n )
DI(XR(x)?/ 2R*DpV1-a \1-v1-a2
Combinando (9.42) y (9.43) para encontrar
1
Dgg - FJ —1 (944)
(RO [P00R0?] )
se llega a
1—a%D 1-vV1-3a2
Dy = 6\/7?2 % 1n ‘/70‘ (9.45)
2+a 1+V1+a

La aproximacién de Zwanzig

Esta otra aproximacion resulta de usar el coeficiente de difusién D(x) = Do[1+R/(x)?/2]7,
para ello observamos que

L7V S S
pz — (B ><D§y<x>R<x>2>
14+ %R’(m)Q

= (RPN D)
= (R(x)?) [<DOR1($>2> " x%»
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donde se identifica al primer término del lado derecho con la expresion, recién calculada,
para D:I;gz' de éste modo escribimos la expresién anterior como

: - L 1 €T 2 M
DZi(x) DI 5 (@) ><D0R(a;)2> (9.46)

Donde la tnica integral adimensionalizada que hay que calcular es

= 7 [~ 1" (i)

4 |1 L (Lt V1—a?
= — — — n
R% |2a® 41— a2 1—v1—a2

y al juntar con (9.42) se obtiene

"1 2 — a2
<R(x)2><lﬂ<;)2> = (24 @) x [6; - 3\/11—75121]“ (1 " ﬁﬁ-ﬁ)] (9.47)

Finalmente, para obtener la expresiéon de D%&"’, se usan (9.45)-(9.47)

Dy _ 2+a <1+\/1—a2>+2+a2 432+ <1+\/1—a2>]

— n - n
DI 6y/1 —a? 1—V1+a2 8 |6a 2y1—a2 1—v1-a2
~2 ~2 — 2
_2+a ~i_i_3(2—i-a)ln 1+vl—-a (9.48)
12 (a®  2vy1-a? 1—-+V1-a?
y puede facilmente demostrarse que
24a\/1 — a2D
Dy — a4 el (9.49)

(2 +a?) x {zm +3a*(2+a?) In (%)}

Las aproximaciones de Reguera-Rubi y de Kalinay-Percus

Para terminar, se usa D(z) = DEX(z) = DXP(z) = Do(1 + R'(2)?)~'/2. De forma similar a
los otros casos, primero se reescribe al coeficiente en términos de la variable Yy,

DE}(x) = Doy/1 — 2 (9.50)
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para obtener

l
LNz A
<D§‘5‘(><)R(X)2> - Rl/o Do(1— 2372 (9.51)

donde la integral se resuelve con la sustitucion x = sin ¢,

l
3R dX
/0 TETOEE

con lo cual se puede hallar

arcsin(l/2R) l/QR

~ J/1-(2R)?

1 1 1
= = 9.52
<D§‘§(><)R(><)2> R?Doy/1— (/2R  R?Doa (9:52)

Al usar en (9.40) los resultados (9.42) y (9.52) para encontrar

1
DER — — (9.53)
(RO)){ [DERCORC0? ™)
se obtiene 35D
DR} — pXP — 2220 9.54
3d 34 = 5 a2 ( )

Las ecuaciones (9.45), (9.48) y (9.54) corresponden a los tres diferentes coeficientes
de difusién efectivos para canales tridimensionales formados por cavidades esféricas en
contacto.

9.4.2 Resultados obtenidos mediante simulaciones computacionales

En aras de complementar los resultados originales obtenidos en esta tesis, se reprodu-
cen los resultados previamente reportados en la referencia [29] para el caso de canales
tridimensionales. Los resultados de (9.45), (9.48) y (9.54), al igual que en el caso bidi-
mensional, predicen adecuadamente el caso cuando la barrera entrdpica es chica; esto es,
cuando la diferencia R — a es pequenia comparada con R. Puede demostrarse que todos
los coeficientes predicen que D3y = 1 cuando a — 1.

Como en el caso 2d, es interesante comparar el comportamiento predicho por estas
ecuaciones en el limite opuesto, @ — 0; es decir, cuando la barrera entrdpica es grande.
Este resultado puede compararse con el obtenido en [252], el cual es asintdticamente
exacto cuando n =2y a = 1/2, a saber

6 Do
DRW _ 2204 (9.55)
™

Si se calcula la razén entre las expresiones (9.45), (9.48) y (9.54), y la (9.55), al compa-
rarlas se encuentra que Dy)/ DRV — oo, DZV/DRW — 0y DRR/DRW —, 7/4. De este modo,
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a=al/R notada por (RW).

DRR = DX de la ecuacién (9.54), es un buen candidato para una férmula Gnica que cubre
todo el rango de mofologias del canal, desde a = 0 hasta 1, pues los otros dos coeficientes,
Dggl y D%;l"’, no predicen adecuadamente el comportamiento cuando a — 0.

Por otra parte, los resultados de las simulaciones numéricas que se presentan en la
figura 9.7 muestran que para @ < 0.1, el coeficiente D5 = DXF estd en un excelente
acuerdo con las simulaciones al igual que el coeficiente Dg{c‘l’v . Para valores cercanos a a ~
0.2 el acuerdo entre los datos experimentales y los coeficientes Dg‘;{ y D?C‘l’v es igual de
bueno. Sin embargo, para valores de a > 0.3, los resultados de las simulaciones empatan
mejor con el coeficiente DXR = DXP.

Entonces, para el caso de un canal formado por cavidades esféricas en contacto, el coe-
ficiente de la ecuacion (9.54) deducido usando el coeficiente D(z) propuesto por Reguera
vy Rubi y luego validado por Kalinay y Percus, proporciona una aproximacion razonable-
mente buena para todo el rango de la barrera entrépica. Esto es, ese coeficiente funciona
para cualquier tamafo de la abertura entre dos cavidades vecinas.

Todo lo anterior sugiere que los coeficientes de difusion efectivos para canales corru-
gados que se obtienen usando los coeficientes obtenidos sistematicamente por Kalinay
y Percus son los mas adecuados a la fecha en todo el rango de la barrera entrépica de
canales periodicos, tanto planos como tridimensionales. Esta es una de las principales
conclusiones de la tesis.
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Estudio de la difusion en canales
asimeétricos bidimensionales

En el capitulo anterior se demostré analiticamente y mediante simulaciones de caminatas
brownianas que los coeficientes obtenidos sistematicamente por Kalinay y Percus son los
mas robustos que se conocen a la fecha para canales simétricos. La razon es que esas
expresiones pueden conectar satisfactoriamente el problema de la difusién a lo largo de
canales periddicos y de seccidn transversal variable con el problema del escape a través
de pequenios orificios. Lo anterior nos quiere decir que, en primer lugar, la teoria formula-
da por Zwanzig en 1992 sobre el uso de coeficientes de difusioén efectivos dependientes de
la posicién para estudiar la difusién en sistemas confinados es viable y resulta de enorme
trascendencia no so6lo para sistemas cuasi-unidimensionales, sino también para sistemas
con diminutas aberturas o con cuellos de botella. En segundo lugar, nos dice que el mé-
todo matematico desarrollado por Kalinay y Percus es el que permite obtener los mejores
coeficientes de difusion, tanto en sistemas bidimensionales como tridimensionales. En re-
sumen, para estudiar la difusion en sistemas confinados se puede usar la generalizaciéon
de la ecuacién de Fick-Jacobs con los coeficientes de difusion efectivos obtenidos por el
método de Kalinay y Percus.

Como parte fundamental de esta tesis nos propusimos extender la formulacién de Kali-
nay y Percus para obtener un coeficiente de difusion lo més general posible para estudiar
la difusién a lo largo de canales asimétricos. Sobra decir que la motivacion de este trabajo
radica en que es casi la regla en la naturaleza y en muchas de las aplicaciones que la
difusién ocurre en el interior de estructuras de morfologias irregulares.

En este capitulo se presenta la forma de obtener un nuevo coeficiente de difusion efec-
tivo para canales asimétricos bidimensionales. En la primera seccion se ofrecen los ante-
cedentes directos con la idea de resaltar la actualidad del tema. En la segunda seccidon se
describe el método de proyeccion propiamente dicho aplicado a canales delimitados por
dos funciones analiticas arbitrarias que no pueden considerarse imagenes especulares la
una de la otra alrededor del eje coordenado x. El resultado principal de esa seccién es la
expresion del coeficiente de difusién para canales de seccidn transversal variable y linea
media curvilinea. Nuestro resultado recupera como casos particulares el coeficiente de
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difusién para canales simétricos desarrollado por Kalinay y Percus, [218,220], y los resul-
tados pioneros para modelar la difusién en canales asimétricos debidos a Bradley, [223], y
a Berezhkovskii y Szabo, [224], que datan de 2009 y 2011, respectivamente. Finalmente,
en la tercera seccion, el nuevo coeficiente de difusiéon para canales asimétricos fue vali-
dado mediante simulaciones computacionales. Como resultado primordial se halla que los
datos obtenidos de dindmicas brownianas estdn en un excelente acuerdo con el modelo
propuesto.

10.1 | Antecedentes

Los coeficientes de difusion que se muestran en la Tabla 8.1 y que se han venido usando
recientemente en varias referencias tienen en comun que estan disefiados para sistemas
cuyas paredes le otorgan una simetria alrededor del eje longitudinal. En pocas palabras,
estos coeficientes fueron calculados para canales simétricos.

De manera general y por razones probablemente pragmaticas, los sistemas que mas se
han estudiado a la fecha son los anteriores y pocos trabajos se han consagrado al estudio
de la difusién en sistemas asimétricos, [238-242, 253]. Sin embargo, el estudio del trans-
porte en estos ultimos no es del todo reciente. Por ejemplo, podemos mencionar el trabajo
de D. J. McConalogue y R. S. Srivastava en donde se estudia el movimiento de un fluido
por un tubo curvilineo de seccion transversal constante, [254], y que data de 1968. Otro
trabajo de hace mas de dos décadas es el de A. Berger et al. que estudia el flujo en estruc-
turas curvilineas, [257]. Empero, estos dos articulos y otros estan dedicados al estudio
del transporte utilizando las ecuaciones de la hidrodindmica y no la ecuacién de difusién
propiamente dicha. Fue hasta el presente siglo cuando el interés por los problemas de la
difusién en canales asimétricos crecid, y provino principalmente de las aplicaciones tan
diversas y utiles de los dispositivos microfluidicos, [258-260].

En 2009 aparecié el primer trabajo, realizado por Robert M. Bradley, [223], que for-
mulaba el problema de la difusiéon en canales planos cuya linea media era curvilinea y
con seccion transversal variable como un problema unidimensional con el mismo espiritu
que los trabajos de Zwanzig y de Kalinay y Percus en canales simétricos. Tras realizar un
desarrollo asintético en términos de los pardmetro geométricos del canal, Bradley obtuvo
como coeficente de difusion efectivo a

DI = Dy |1 —yh(2)* — =/ (x)? (10.1)

12

donde y)(z) denota la derivada de la linea media del canal y w(x) es el ancho del canal®.

1Uno de los desarrollos asintéticos en términos de los parametros geométricos de un canal simétrico bidi-
mensional fue realizado por S. Martens et al., [261], obteniendo el mismo coeficiente que ya habian obtenido
Kalinay y Percus afios ha.
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Dos afios més tarde, en 2011, Berezhkovskii y Szabo obtuvieron la misma expresiéon que
Bradley usando la ecuacién de Langevin y separando las escalas temporales en el coe-
ficiente de viscosidad, [224], aunque la escribieron correctamente de la forma en que
Zwanzig escribi6 sus propuestas para los canales simétricos, esto es

BS _ Do
d 7y yh(x)? + 1—1210’(30)2

(10.2)

Mas aun, Berezhkovskii y Szabo lograron escribir una expresion para el caso cuando
el canal estd inmerso en un espacio de dimensiéon d. Por ejemplo, en tres dimensiones si
el vector director de la linea media es rg y el que denota el radio medido desde la linea
media hasta la frontera del canal es R, entonces la expresion (10.2) queda

BS __ Dy

= 10.3

Por cuestiones de prioridad vamos a referirnos a la expresion (10.2) como el coeficiente
propuesto por Bradley. Notese que si la inclinacién de la linea media es cero, y,(z) =0, a
partir de la expresiéon de este coeficiente se obtiene directamente el sugerido por Zwanzig
para canales simétricos en dos dimensiones?. Ademas, si el el tamafio de la seccién trans-
versal no cambia, w’'(x) = 0, el coeficiente de difusidn s6lo dependera de la inclinacién del
canal. Estos resultados nos invitan a recordar la situacién que prevalecia en el estudio de
la difusién en canales simétricos hace 20 afios; es decir, el coeficiente de Bradley repre-
senta los primeros términos de alguna serie que bien pudiera representar al coeficiente
de difusion efectivo para canales asimétricos. En la siguiente secciéon se describe el modo
de hallar la serie completa, para tal fin se usa el método Kalinay y Percus. Posteriormente
se indica la manera de agrupar todos los términos de la serie al menos hasta el primer
orden en las derivadas de w(x) y de yo(x) a modo de obtener una férmula de un nuevo
coeficiente de difusidn efectivo para canales asimétricos bidimensionales.

10.2 | El método de proyeccidn para canales asimétricos planos

En esta seccion se usa el método de Kalinay y Percus para proyectar la ecuacién de di-
fusion sobre la direccién longitudinal de un canal asimétrico bidimensional. Primero se
obtiene la aproximacion a orden cero, que es la ecuacién de Fick-Jacobs, y posteriormente
se encuentran sus correcciones calculando los primeros operadores del método tal y como
se hizo en el capitulo 6.

2Observe que el ancho de estos canales medido desde la linea media es w(x)/2, pero recuerde que el
problema de un canal con una pared completamente horizontal y ancho w(x)/2 es equivalente al problema de
un canal simétrico de ancho w(z) y linea media horizontal.



132 Estudio de la difusién en canales asimétricos bidimensionales
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T ),

Figura 10.1: Esquema de un
canal asimétrico bidimensio-
nal con paredes totalmente
reflejantes.

El canal bidimensional sujeto de estudio en este capitulo tiene longitud L y esta confor-
mado por dos paredes longitudinales impenetrables y totalmente reflejantes, una inferior
definida por la funcién fi(x) y otra superior determinada por f2(z), donde fa(x) > fi(z)
para cualquier = € [0, L] (es evidente que si fo(z) = —fi(x) se tiene el caso particular de
un canal simétrico). La funcién de ancho del canal queda entonces definida por w(z) =
fa(x) — fi(x), mientras que la linea media del canal esta dada por yo(z) = [f2(z) + f1(z)]/2,
ver la figura 10.1. Las condiciones anteriores describen un canal asimétrico bidimensio-
nal. En las secciones transversales del canal ubicadas en las posiciones r = 0y z = L
se puede satisfacer cualquier tipo de condicién a la frontera. La densidad bidimensional
de particulas dentro del canal se denota mediante C(z,y,t), y satisface la ecuaciéon de
difusion en dos dimensiones, ecuacion (6.1).

10.2.1 La proyeccion sobre el eje longitudinal

De acuerdo con Zwanzig, [206], no hay un criterio en especifico que indique cuél es la me-
jor direccién para proyectar la concentracion en un canal. En esta parte de la tesis hemos
escogido por comodidad la direccién vertical en un sistema cartesiano de coordenadas.
Asi, la concentraciéon reducida de particulas a lo largo del canal se define ahora como

f2(x)
c(x,t) = / C(x,y,t)dy (10.4)
fi(@)

A continuacién, la ecuacion de difusién (6.1) se integra con respecto a y en todo lo
ancho del canal, desde y = fi(x) hasta y = fa(z),

/fz(x) o o d fa(z) . 52 o \d fa() b 92 o v
s %y,t ?J:/ ) ﬂU;Z/J y+/ a9 IL’,y,t Yy
fiw) Ot fw 0x? fiw 0y
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El término de la izquierda es 0;c(z,t), y para encontrar a los de la derecha se aplica la
regla de Leibniz dos veces en el primer sumando

fa(2) 0T
D, — ) =
/fl(x) o [axC(m y )] dy

fa(x)
=D {aax [EZ/ Clx,y, t)dy — fi(2)C(, fi(z),t) + fé(x)C(x,fg(x),t)]

Ji(z)
y=r1(x) y=fa(x) }

2
:m{if<> S A@CE @0 - B )]

y=f2(1)}

y=fa2(z)

@Oyt ) Ol

CH@ DOyt ) Ol

y=r1(z)

y el teorema fundamental del célculo en el segundo

/fQ()D —2 C( Ydy = D,—C/( )
z,y,t T, y,t
fi(x) y6y2 Y Y yay Y

y=r1(x)

Al juntar estos resultados se obtiene

2
;dawzm{jf@w—5Tﬂuwujmmw—ﬁm0@ﬁumﬂ

@)y Clayt)| ) Oyt
y=f1(z) r y=r2(z)
o y=fa(x)
+Dy8—C(m,y,t) } (10.5)
y y=/1(z)

Esta ultima ecuacion debe satisfacer las condiciones de frontera que establecen que
el flujo sobre las paredes longitudinales del canal es paralelo a ellas. Se sabe que un
vector unitario y tangente a las paredes del canal, f;(z), se puede escribir como t, =
(&, + f(x)&y]/+/1+ fl(x)?% i = 1,2, porlo que el producto vectorial de t; x Joq(x,y,t) debe
ser cero en y = f;(x) para que la condicién a la frontera se cumpla,

A V@) V@2 |
t; X Jog(x,y,t) = é. =0

—Dxa%C(m, Y, 1) —Dya%C(a:, Y, 1)
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por lo tanto, las condiciones a la frontera en las paredes son

0 0
Din([L‘,y,t) = Dxf{(x)—C(:c,y,t)
dy y=h1(z) Oz y=f1(x)
(10.6)
D OC(xyt) =D f/(x)aC(a:yt)
Ya. y Y - xJ2 a_ » Y
dy y=f(2) Ox y=fa(2)

Usando estas condiciones en (10.5) se encuentra

2

& el ) = Dx{(.fxgc@,t) = I A6 h).0) ~ R0, i), 1] } (10.7)

Para indicar la forma de la funcién C(z,y,t) cuando y = f;(x) se usa la aproximacion de
Fick-Jacobs, que de acuerdo con la definicién (10.4) resulta cuando

c(x,t)
Clr,t) = ——————— (10.8)
D R - @)
por lo que la densidad bidimensional no depende de ¥, lo que significa que la tasa de di-
fusidn en la direccion transversal es muchisimo mayor que la de la direccién longitudinal,
D,.. Sustituyendo la expresién (10.8) en la ecuacion (10.7) se obtiene

9 B i? _g ) — ! (2 %
mc(x,t)—Dx{axQC(x’t) or (fQ( ) fl( )) fg(l’)—fl(x)]}

que al reacomodar términos y haciendo D, = Dy se puede hallar la ecuacién de Fick-

Jacobs con w(x) = fa(x) — fi(x).

10.2.2 Correcciones a la ecuacion de Fick-Jacobs

En esta seccion se obtienen sistematicamente correcciones, a mayor orden en las de-
rivadas, a la ecuacién de Fick-Jacobs para canales planos asimétricos. Nuevamente, la
densidad bidimensional se propone de la forma

[e.e]

0 c(x,t)

C(z,y,t ZO (z,y,0 aw w(z) (10.9)

donde el pardmetro de desarrollo es A = D, /D,. A continuacién se establece un esquema
de recurrencia entre los elementos de la serie (10.9). De acuerdo con la aproximaciéon de
Fick-Jacobs se debe cumplir que

. 0
O-O(xvyv ax)% =1
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Ahora se usa la serie (10.9) tanto en la ecuacién de difusiéon (6.1),

10 02\ <., 0 c(x,t)
= 2 s, Il )
<D:c 5 (91‘2) jz;)\ Jj(x,y,ax)ax (@) (10.10)
;0P 0 c(x,t)
— IZ 5. B el
]z%)‘ aygaj($’y7ax)ax U}(l‘)
como en (10.7),
8 8

_Z)\][fg 2)65(z, fo(x),02) — fi(2)6;(x, fi(x), 0 )}}ic&g

obteniendo una ecuacién cuya estructura es del tipo Fick-Jacobs. Juntando las expresiones
(10.10) y (10.11) se halla

> g 1 9
ZW{ (o005 o Lt

j=0

- St 00, 00) - 1o 100

2
x6j<z,y7ax)}ac(x’t) = (10.12)

Se desarrolla entonces (10.12) término a término y tras factorizar a M se puede obte-
ner la relacién de recurrencia entre los operadores de la serie (10.4), tal y como se hizo
en el caso de los canales planos simétricos (obsérvese que si f1(z) = 0 se recuperan las
mismas expresiones mostradas en el capitulo 6 de la Parte II de esta tesis),

Eo

Il

i
~—

2
+(33'(96,.1/,<‘93,;)2 ! Qw(x> &i(z,y, 0y )}ac($’t) (10.13)
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Los operadores de la relacién (10.13) se encuentran integrando dos veces con respecto
a y de tal manera que las constantes de integracién satisfagan las condiciones a la frontera
en las paredes, (10.6), que en conjunto se escriben como

0 . 0 c(z,t) , 9 . 0 c ) B
f2( ) (Z‘ Y, )81‘ w ) =l +fl<x)8xo-](xaya )8 y=11(2) - (1014)
) 0 c(z,t) 0 . 0 c(x,
= 3.0 z,Y, + =0 T, Y,t) 53—
3y 1 g ) y=al) O A ) y=h1(z)
y la condiciéon de normalizacion,
oi(x,y,t)————>dy = 0, j>0 (10.15)
/fl(ﬁf) it )336 w(z)

tal y como se habia hecho en el capitulo 6, con la salvedad de que ahora se tienen contem-
pladas dos fronteras diferentes.

Obtencion de los primeros operadores ¢;(z,y, 0.)

Como en el caso simétrico, se sabe que 6¢(z,y,0;)0, = 1, y que para hallar al operador
61(x,y,0;) se usa (10.10) con j = 0 en el lado izquierdo y j = 1 en el lado derecho. Luego
de usar la ecuacion de Fick-Jacobs para calcular al operador &1(z,y,t) se debe obtener la
doble integral con respecto de y de la expresién

f3(2) = fi(z)] O c(z,1) sl 9 clx,t)
// [b(w)—fl(:c)} 9z wie) VW = 1@ %) gy (10.16)
es decir,
5 9 eat) _ [[fa@) = fil@)] 9 cw,t)\y" .
a1(x,y,6x)am w(z) { [fg(x)—fl(x)] 9z w(z) } 2 11y + 2

Al imponer la condicién (10.14) se puede verificar que

- [fz( ) f1() _fl(x)fé(x)] 9 c(a,t)
fa(z) — fi(=) Or w(x)

del mismo modo, al imponer la condicién de normalizacién se encuentra

1 == [0 ~ 110) x [£5@) - fito)

= 5 [P = AP x (AW - AAE) |5
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Finalmente, con estas dos constantes, la forma del operador buscado es

o) = L (@) - A0 G - () - £e)]
L pa + p@AE) + AE) < @ - A@)] 1017)
1

+ 5 12(e) + Ao < @) - L) )] |

De acuerdo con el término entre corchetes de la expresion (10.11), el operador (10.17) se
evalia en las dos fronteras del sistema de tal modo que

f3(2)61(z, f2(x), 0x) — fi(2)o1(, fi(z),0x) = (10.18)
= Sw(@) x [A@)? + A@F @)+ F@))

Para encontrar al operador &3(z,y,t) se usa la relacién de recurrencia (10.13) con
7 =1, y los operadores previamente calculados,

{Fpenan} 2505 -

-{- w@ ;;(;M A4 + @) + A )

0 1 9 (92 0 c(x,t
Se procede ahora a agrupar dentro de esta expresién términos semejantes que multipli-
quen a y° y a y, de manera similar a la estructura de la relacién (10.17). Luego el operador
G9(x,y,0;) se halla integrando dos veces con respecto a y e imponiendo las condiciones a
la frontera y la condicién de normalizacién como ya se sabe. Tras varias lineas de ominosa
algebra, que se han decidido omitir por cuestién de espacio, y al quedarnos exclusivamen-
te con las primeras derivadas se puede demostrar que

Fo(@)6a(a, fo(x), 02) — fi(@)ba(x, fi(2), 0x) = (10.19)
= — ) x [fa(e)! + B F) + S AP + B@A@? + f)]

Obsérvese que las expresiones (10.18) y (10.19) tienen como factor comun a w(x).

Por lo tanto, la ecuacién de difusién proyectada en la direccién longitudinal de un canal
asimétrico definido por las fronteras fi(z) y f2(z), sin tomar en cuenta a las derivadas de
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orden mayor que uno, es

2 ela,) = Dﬁi{wm ~ D) x [ + @A) + @)

2

+ %w(x) x [fo(@)" + f3(2)* fi(e) + fi()* fi(2)? + f3(2) fi(2)® + fi(x)]

. }8c(x’t) (10.20)

Ox w(x)

En la siguiente seccion se obtiene explicitamente el coeficiente de difusion efectivo para
canales asimétricos que puede abreviar a la ecuacién (10.20).

10.3 | Un nuevo coeficiente de difusion efectivo para canales planos

Con la ecuacién del tipo Fick-Jacobs corregida para un canal asimétrico, ecuacién (10.20),
y recordando del capitulo 8 que el coeficiente de difusién se puede estimar como

Tes ~ 1 _ ) — T 7T T 1
DEP(2) 2 1 (i) = o) 2y, 00) - 10.21)

donde el indice indica que se trata del coeficiente obtenido en esta tesis (Tes), ademads

255 =2 (B + f) fi) + )
- f [£3@)" + fo(@)* fi(@) + F5(@)* Fl(@) + F5(2) fi(2)° + fi()]
entonces se puede obtener de manera muy sencilla que
DEP(a) = 1= 3 [f4()? + Fo(a) i) + i (@) 10.22)
+ f [£3(2)" + fo(2)* Fi(2) + F(2) Fl(0) + fo(@) f1 (@) + fi(2)'] +

En el caso isotrépico, A = 1, y como el ancho del canal es w(z) = fa(z) — fi(z) y la linea
media y(,(z) = [f2(x) + f1(2)]/2, la serie anterior se puede reescribir de la siguiente forma

Dyg*(x) = 1 — yp(x)* — % [ngq 2 + yo(2)* + 2y)(z)? [w’;x)} 2 + é [wéxq T .. (10.23)

de donde es claro que los primeros términos corresponden al coeficiente propuesto por
Bradley, [?]. Si se consideran exclusivamente las primeras derivadas la serie anterior se



10.4 Ejemplos ilustrativos 139

puede generar mediante la siguiente féormula

> n 2n W' (x i W' (z 2n—i
Dy (x) =Z§;212 [yé(wHé)} x [y()(x) - é )] (10.24)
n=0 =0

que al reacomodar un poco se obtiene

pir =3 S8 o] 55 o+ 2] - 2]

2n+1 =

n=0

Tras realizar la suma geométrica del lado derecho se encuentra

X 1\n Wz 2n
DR =3 5 [t - 57

2n +1

n=0

y luego de simplificar se halla

o0 2n+1 0 / 2n+1
1" 1 w'(z) (=)™ 1 w'(x)
pTes _ ( / _ /
2a () T;) on+1 x w'(x) [yo(m) 2 o 2n+1 % w'(x) vo(@) + 2
que es una serie convergente y que representa a la funcién
1 / /
DI (z) = w’(x){ arctan {yé(a;) + wéx)} — arctan {yé(a;) — wéx)] } (10.25)

Este resultado es un nuevo coeficiente de difusién que se anade a los ya encontrados en
la literatura. Sin embargo, se trata de un resultado méas robusto en el sentido de que recu-
pera el caso de un canal simétrico y los coeficientes para canales asimétricos propuestos
por Bradley y Berezhkovskii y Szabo como casos particulares.

10.4 | Ejemplos ilustrativos

En esta seccién se discute como la ecuacion (10.25) puede ser aplicada para predecir el
coeficiente de difusidn efectivo en diferentes canales asimétricos y se comparan estas pre-
dicciones con las obtenidas por Kalinay y Percus, ecuacion (8.29), y por Bradley, ecuacion
(10.1). En las regiones del canal donde la linea media es horizontal y se trate, por tanto,
de una region simétrica, de lo visto en el capitulo 9 se espera que el mejor ajuste sea el
estimado por la férmula de Kalinay y Percus. En cambio, en regiones donde la linea media
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es curvilinea y el ancho es constante, se espera que la mejor estimacién sea la sugerida
por Bradley. Para determinar las expresiones de los diferentes coeficientes de difusién tan
solo es necesario conocer la forma de las fronteras del canal.

10.4.1 Un canal inclinado conectado a dos cuellos de botella

Como primer ejemplo nos dedicaremos a estudiar el coeficiente de difusién efectivo para
un canal formado por un tubo con una linea media inclinada (regién II) conectado a dos
cuellos de botella simétricos (regiones I y III), véase la figura 10.2(a). Las fronteras de
este canal estan definidas por

1 1
5 [1+ e(6-120)] T 4 [ (0657 | o=(T2-0.5)7]

filz) =—-b+

1 1
5 [1 + e(6-122)] 4 [e=(72-6.5) 4 o= (72-05)]

donde 2b define el tamatio del cuello de botella. En la figura 10.2(b) se muestra la depen-
dencia predicha para los coeficientes de difusién efectivos usando las ecuaciones (8.29),
(10.1) y (10.25). La féormula de Bradley asi como la ecuacién (10.25) predicen el mismo
comportamiento en todo el rango definido por la regiéon II. En cambio, en las regiones Iy

f2(:17) =b +
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III, la ecuacion (10.25) puede reproducir completamente la prediccién obtenida usando la
féormula de Kalinay y Percus. Es decir, para un canal inclinado conectado a dos cuellos de
botella simétricos, la ecuacion (10.25) va desde las estimaciones de Kalinay y Percus hasta
las de Bradley y viceversa, tal y como se esperaba. Las diferencias predichas por la for-
mula de Bradley y por la ecuacién (10.25) cuando w'(z) y y,(z) no son pequeiilas deberian
compararse usando simulaciones computacionales, lo cual es un problema abierto3.

10.4.2 Un canal en forma de serpentina conectado a un canal simétrico

En este ejemplo se estudia el coeficiente de difusion efectivo de un canal delimitado por
las fronteras siguientes,

Fi(g) = —b 4+ 250?243

fo(z) =b+ e 20e-1)? 4 o—2(4e=3)°

La caracteristica principal de este canal es que sus fronteras definen un canal en forma de
serpentina de ancho constante (regién I) conectado a un canal simétrico de ancho variable
(regién II), véase la figura 10.3(a).

El canal en forma de serpentina y ademaéas de periodo L habia sido estudiado previa-
mente por E. Yariv et al., [260], quienes definieron el ancho del canal como

w(z) = 2hy/1 4 y(z)? (10.26)

donde h es la distancia caracteristica entre la frontera y la linea media del canal. Al usar
la férmula de Lifson-Jackson se encuentra

Dy
< [2}1\/WD($)}_1 ><2hw>

Si se sustituye la ecuacion (10.1) en esta ultima expresién, y por razones de simplicidad
restringimos el resultado para un canal estrecho donde se pueden despreciar los términos
de segundo orden en w'(z), al realizar un desarrollo en serie de Taylor de (10.25) se
encuentra

Dyg = (10.27)

Dy
Doy = (10.28)

1 L 14yi(
7 Jo 1+Oy( z Jy I+ yp(@)2da

3A la fecha se han realizado bastantes simulaciones numéricas para estudiar la difusién de particulas
a través de canales en tres dimensiones. Sin embargo, las simulaciones para canales bidimensionales son
recientes y han sido realizadas para canales periddicos semejantes a los descritos en el capitulo 9. No hay en
la literatura estudios numéricos de la difusién a través de canales como los de los ejemplos aqui mostrados
o resultados experimentales a través de canales asimétricos cuyas fronteras tienen una forma que se conoce
cabalmente.
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[ T e

donde fOL V1 +y{(x)%dz es lalongitud de arco de un periodo. Esta expresion esté de acuer-
do con la que obtuvieron Yariv et al., [260], y recuérdese que se obtuvo usando los dos pri-
meros términos de la férmula de Bradley, (10.1). Es importante resaltar que el resultado
obtenido por Yariv et al. s6lo se aplica a canales en forma de serpentina, [260], mientras
que nuestro resultado dado por la ecuacién (10.25) se pude aplicar a cualquier tipo de
canales, ya sean simétricos o no.

En la figura 10.3(b) se muestran las dependencias predichas para los coeficientes de
difusion efectivos usando las férmulas de Kalinay y Percus, (8.29), de Bradley, (10.1), y la
ecuacion (10.25). Para la regién en forma de serpentina (region I), la ecuacién (10.25) se
reduce a la expresion (10.1), tal y como se habia demostrado. Por otro lado, al enfocarnos
en la region de transicion de la regién I a la II vemos que sélo puede ser reproducida
por la ecuacion (10.25), y va de las estimaciones de Bradley hacia las obtenidas con la
formula de Kalinay y Percus, tal y como se anticipaba. En la region II hay una diferencia
significativa entre las ecuaciones (10.1) y (10.25), excepto cuando w'(x) y y((x) son casi
cero, insinuando que se deben realizar simulaciones por computadora o experimenton
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minuciosos para dejar en claro cudl es la mejor aproximacién®.

10.4.3 Un canal en forma de serpentina conectado a un canal asimétrico

Ahora estudiamos el coeficiente de difusién efectivo para un canal cuyas fronteras son

2 I 2]
fi(x) = —b —exp | —40 (x — i) —exp |[—5 (a: - Z)

1\2 | 5\ 7]
fa(x) =b—exp |—40 (x—z> +4dexp |5 (x—z)

De la figura 10.4(a) se puede ver que este canal también reproduce el caso de un canal en
forma de serpentina pero esta vez conectado a un canal asimétrico. Esto es, se trata de
un canal que en todo el dominio [0, 1] es asimétrico. En la figura 10.4(b) se muestran las
dependencias predichas por los coeficientes sugeridos por Bradley y la ecuacion (10.25).

4Podemos apelar a las simulaciones realizadas a la fecha en canales simétricos donde el mejor ajuste de
los resultados numéricos es aquel que se obtiene con la férmula de Kalinay y Percus (véase el capitulo 9), y
por ende en las secciones simétricas de un canal arbitrario nuestra férmula seria mejor que la de Bradley. Sin
embargo, las simulaciones por computadora a las que se alude son aquellas que deben realizarse usando un
canal asimétrico por completo y no considerar por separado a sus regiones.
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L(x)=b+m,x

Figura 10.5: Esquema de
un canal coénico inclinado
bidimensional

Noétese como en este ejemplo no se puede usar la férmula de Kalinay y Percus. Como en
los casos anteriores, al reducirse la ecuacion (10.1) a la (10.25) en la regién en forma de
serpentina, no se espera ver diferencia alguna entre los dos coeficientes en la regién I. Sin
embargo, en la region II se aprecian diferencias significativas entre los dos modelos, sugi-
riendo que deben llevarse a cabo simulaciones computacionales en este tipo de canales y
verificar cudl es el mejor coeficiente de difusién.

10.5 | Resultados numéricos: El caso de los canales conicos inclinados

Los canales asimétricos mas sencillos que pueden estudiarse son aquellos cuyas paredes
son rectas, a los que llamaremos canales conicos, véase la figura 10.5. Las fronteras de
estos canales estan dadas por

fi(x) =miz—0b

fa(x) =moz +b

En esta seccion se estudian varios canales conicos, donde en cada caso se hace variar el
valor de las pendientes, m1 y mo.

Las simulaciones computacionales se realizaron tomando el valor de Dy = 1 y un ta-
mafio de paso temporal de t = 10~?, por lo que v/2DyAt < 1. Numéricamente se calculd el
desplazamiento cuadratico medio a lo largo del eje longitudinal de canales muy extensos
de 10° particulas como funcién del tiempo, (Az?(t)), suponiendo que los puntos donde las
particulas iniciaban su recorrido se encontraban uniformemente distribuidos sobre alguno
de los extremos del canal donde justamente la pared era perfectamente reflejante. De este
modo, el coeficiente de difusion efectivo Der fue determinado segtin el comportamiento de
(Az?(t)) para tiempos largos.
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Para evaluar el rango de aplicacion de las ecuaciones (10.1) y (10.25), éstas se usaron
para predecir el coeficiente de difusién efectivo de dos tipos de canales conicos, cuya
linea media y ancho estan dados por yo(z) = 3(m1 + mo)z y w(z) = 2b + (my — mq)z,
respectivamente. Sustituyendo estas expresiones en las ecuaciones (10.1) y (10.25) se
obtuvieron dos féormulas diferentes para los coeficientes de difusion efectivos, a saber

Dy
DY = (10.30)
1+ S(md + mama +m3)
y
DI — arctan(msg) — arctan(my ) (10.31)

m2 —my

Como primer ejemplo, consideramos el caso de un canal recto inclinado de ancho cons-
tante, ver la figura 10.6(b). En este caso, m; = mg = y, por lo que el ancho del canal,
w(z) = 2b, y y{, no cambian. Al calcular el limite a medida que w’(z) — 0, se puede ver que
las ecuaciones (10.30) y (10.31) dan la misma prediccién,

Dy

lim DB'= 1im DX = 10.32
w’(g)n~>0 ef w’(icr)nﬂﬂ of 1+y62 ( )

Lo anterior significa que el coeficiente de difusién efectivo sélo depende de la inclinacién
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del canal y no de su ancho o de su longitud. Los simbolos (tridngulos) en la figura 10.6(b)
muestran la razén del coeficiente de difusion efectivo con la constante del bulto, Det/ Dy,
para valores obtenidos de las simulaciones computacionales. Obsérvese que la ecuacion
(10.32) estd en una excelente concordancia con los resultados numéricos en todo el rango
que se ilustra, (—1.5,1.5).

Como segundo ejemplo, se usé un conjunto de canales cénicos cuya pared inferior se
mantuvo a la misma inclinaciéon, m; = —1, y con 2b = 1 mientras que la pendiente de la
pared superior, mo, se hizo variar dentro del rango de 0 a 2, ver la figura 10.7(a). En la
figura 10.7(b) se comparan los valores de D¢r obtenidos de las simulaciones numéricas
con los predichos por las expresiones (10.30), (10.31), e incluso, con la férmula de Kalinay
y Percus, (8.29). Esta ultima comparacion solo puede hacerse para canales simétricos,
esto es, cuando m; = —mso, 0 bien m; = 0. Incluso aunque la férmula de Bradley se
puede usar en todo el rango, es evidente que no logra reproducir las predicciones de la
féormula de Kalinay y Percus. Sin embargo, nuestro resultado, la ecuacién (10.25), si lo
consigue y ademads se acerca a las predicciones de la férmula de Bradley cuando el canal
se vuelve asimétrico. Finalmente, podemos decir, por un lado, que la expresion (10.31) da
una aproximacion razonablemente buena para el valor de Dgr en todo el rango estudiado;
y por el otro, que la ecuaciéon (10.30) subestima los valores esperados de Dgs, también en
ese mismo rango.
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Para terminar, en la Tabla 10.1 se indican los coeficientes de difusién propuestos a
la fecha para estudiar la difusién en canales asimétricos. Hay que destacar que nuestro
trabajo logra conjuntar el resultado de Kalinay y Percus para canales simétricos con los
trabajos pioneros en canales asimétricos, [223,224], y es, a juicio personal, una de las con-
tribuciones mayores de la tesis, [262]. Ademas, el estudio numérico en canales asimétricos
rectos es uno de los primeros en la literatura concerniente al estudio de la difusién en ca-
nales asimétricos, [263], y se espera que con el tiempo aparezcan mas y se pueda elucidar
sin equivocacion el mejor coeficiente de difusion para canales con este tipo de morfologias.

Tabla 10.1: Coeficientes de difusion efectivos para canales asimétricos.

Caso 2d Caso 3d
Autor,
Ao R(x)
Bradley
(2009) Dy [1 = yp(2)* = 75w/ (2)?] -
Berezhkovskii D D
y Szabo AR P IR @)
(2011) Typ(2)* + 5w (2) I4ro(z)*+3 R/ ()
D;gdt(lig w’?((;) { arctan [yé(x) + %w’(x)] -
y Pineda -

(2012) arctan [yo(z) — 3w’ (z)] }
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Conclusiones y perspectivas

En este capitulo se presentan las conclusiones principales de esta tesis y se plantean
algunas aplicaciones de los resultados obtenidos, asi como posibles extensiones futuras del
trabajo. Por comodidad, se ha decidido dividir el capitulo en secciones. En la primera de
ellas se resumen las conclusiones y se subrayan las ideas primordiales de cada uno de los
capitulos. Se hace énfasis en los resultados que constituyen el ntcleo de las aportaciones
originales de esta tesis. En la segunda seccién se formulan algunos de los problemas que
pueden abordarse usando de por medio y de manera directa los resultados obtenidos en
la seccion 2 del capitulo 5 y en los capitulos 9 y 10. Estos problemas no son sélo casos
particulares o ejemplos de los sistemas tratados en esta investigacion, sino que se trata
de sistemas que al dia de hoy no han sido estudiados y que a la postre pueden resultar en
aplicaciones interesantes en diferentes campos, ademas de que para su validacién exigen
del uso de dispositivos experimentales que a la fecha son incipientes o de simulaciones
por computadora que para llevarse a cabo plantean nuevos retos. Por ultimo, en la tercera
seccién se menciona como extender las formulaciones del trabajo de tesis para enriquecer
a los modelos ya estudiados y hacerlos cada vez mas robustos.

11.1 | Conclusiones principales

En el capitulo 2 se pudo ver que los problemas de la difusién conciernen a un nume-
ro inmenso de disciplinas porque pueden modelar varias situaciones de interés béasico y
practico. Se pudo constatar que la difusiéon es uno de los mecanismos de transporte mas
elementales y que su estudio es de suma importancia para entender y tener la posibili-
dad de controlar, al menos como un primer acercamiento, muchos de los fenémenos de
transporte que ocurren a nivel microscopico en sistemas artificiales y naturales. Nos per-
catamos en los capitulos 2 y 3 que por tal motivo los estudios sobre la difusién tanto
tedricos como aquellos basados en simulaciones computacionales, se han incrementado
paulatinamente desde el siglo XIX hasta llegar a ser muy notables durante la tltima dé-
cada del siglo pasado, e incluso, diversificarse y multiplicarse en niimero ya bien entrado
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este siglo XXI. Sin embargo, aun cuando el indice de publicaciones al respecto es alto
y de que se han realizado muchos esfuerzos, no hay en la literatura suficientes modelos
analiticos que permitan generalizar algunos de los aspectos de la difusién en sistemas
confinados. De ahi que el desarrollo de aproximaciones sea importante y por lo tanto se
justifique la realizacién de esta tesis. Lo anterior no significa que a la fecha el estudio de
la difusién en sistemas confinados mediante técnicas analiticas haya sido descuidado, sino
mas bien quiere decir que la complejidad subyacente de los problemas de la difusién en
este tipo de sistemas, debida entre otras razones al caracter de las fronteras, no permite
el uso de esquemas generales de resolucion.

En el capitulo 4 se describieron los dos baluartes en el estudio de los aspectos de la
difusién en sistemas confinados que acaparan la mayor atenciéon hoy en dia: el método
de los propagadores y el céalculo del tiempo promedio del primer arribo (otro pilar es el
estudio de los coeficientes de difusién efectivos que se discute mdas adelante). El primero
de ellos tiene que ver con la conceptualizaciéon de un sistema como una regiéon formada
por uno o dos grandes reservorios interconectados por un diminuto canal. Se vio que si
el tamafio del canal es despreciable cuando se compara con el volumen de las cavidades
(v por lo tanto se puede pensar en un modelo que sigue una cinética de primer orden), el
problema puede reducirse al estudio de la difusiéon a través de un canal. Lo interesante
del método de los propagadores es que hace uso de condiciones matematicas tales que
permiten que el andlisis se realice en una sola dimensién, lo que conlleva enormes venta-
jas. El otro pilar estd relacionado con el tiempo en promedio que le lleva a una particula
transitar por una regién. En este tipo de estudios se requiere de la definicién del tiempo
promedio de sobrevivencia y puede resultar 1til para fines de las aplicaciones aiin cuando
la ecuacién de evolucién correspondiente no pueda resolverse analiticamente.

Posteriormente, en el capitulo 5 se estudio6 la primera aproximacion histérica al estudio
de la difusién en canales de seccidn transversal variable considerandolos como sistemas
unidimensionales. Esta aproximacién es la que se denomina de Fick-Jacobs y consiste en
que los grados de libertad correspondientes a la direccién transversal de los canales se
eliminan suponiendo que en esa direccién el equilibrio de las particulas se alcanza ca-
si instantdneamente. Una contribucion original modesta de esta tesis se encuentra en la
seccién 5.2, donde se resuelve la ecuacion de Fick-Jacobs para un canal de forma arbi-
traria en el espacio de Laplace con la condicién de que el canal conecta a dos grandes
reservorios. Nos percatamos a raiz de este estudio de que existen varias morfologias que
ofrecen una solucién analitica. Sin embargo, para poder saber si estas aproximaciones
son de utilidad, se deben contrastar con resultados experimentales. Una forma de valida-
ciéon fue usando el tiempo promedio de primer arribo, estudiado en canales cénicos. Una
conclusiéon importante fue que se encontré una asimetria en el tiempo de transporte, de-
pendiendo de la direccién del recorrido y de la inclinacién del canal, como era de esperar.
También encontramos que el ajuste entre los datos numéricos y el modelo de Fick-Jacobs
fue muy pobre. Se afnadieron a este estudio las predicciones hechas por los modelos de
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Zwanzig y de Reguera y Rubi. En la figura 5.3 puede verse que los ajustes de todos estos
modelos son en realidad mediocres en la direccidon que va de la abertura menor a la mayor
(n — w), aunque en todo el rango siempre es mejor el de Reguera y Rubi. En cambio, en la
direccion contraria los modelos de Zwanzig y de Reguera y Rubi son mucho mejores que
la propuesta de Fick-Jacobs. De hecho, el ajuste que da el modelo propuesto por Regue-
ra y Rubi (y posteriormente validado por Kalinay y Percus) con los datos experimentales
luce excelente. Estos resultados indican que en el estudio de la difusién en canales de
seccién transversal variable independientemente de la direccién del recorrido no basta
la aproximacién de Fick-Jacobs, por lo que el capitulo 5 cierra enlistando las principales
contribuciones que modifican, y mejoran, esta ecuacion de evolucion unidimensional. Las
propuestas a las que se hace alusion tienen en comun el uso de coeficientes de difusién
efectivos dependientes de la posicidon.

Las maneras de obtener los coeficientes de difusion efectivos han sido muy diversas,
van desde la consideraciéon de argumentos heuristicos hasta el uso de un mapeo matema-
tico. Los capitulos 6, 7 y 8 se consagraron a reproducir el método de Kalinay y Percus,
que es un método que proyecta de manera rigurosa el problema de la difusiéon en canales
a un problema unidimensional. Se describié el método basado en la teoria de las pertur-
baciones y que consiste en desarrollar a la densidad como una serie infinita usando la
aproximacion de Fick-Jacobs como la correccién a orden cero. Eventualmente, se uso el
caso estacionario para aproximar de alguna manera la serie de operadores que se obtuvo
con una féormula, tanto en el caso bidimensional como en el tridimensional. Como resulta-
do, el problema original en dos o en tres dimensiones espaciales se reduce al estudio de
una ecuacién equivalente que depende exclusivamente de las cantidades que describen la
geometria del canal en funcién de la direccion longitudinal.

En este punto de la tesis se habian revisado las diferentes propuestas de los coeficien-
tes de difusién para canales simétricos. En el capitulo 9 se procedié a validarlos numé-
ricamente. Se estudiaron canales periédicos formados por esferas o circulos traslapados
mediante la férmula de Lifson-Jackson tomando los coeficientes de difusién reportados en
la Tabla 8.1. Por razones ilustrativas, se mostraron los resultados previos en sistemas tri-
dimensionales de la referencia [29]. Los resultados originales de esta tesis fueron los que
se obtuvieron estudiando el caso bidimensional. Se encontrd, al igual que en el caso tri-
dimensional, que cuando la abertura de traslape tiende al valor del radio de los recintos,
se recupera el caso de un canal cilindrico. A medida que esta abertura se hacia tender
a cero, de la figura 9.4(a) puede verse en el rango de a/R que va de 0.5 a 1.0 que las
mejores estimaciones son las que hicieron uso de los coeficientes de Reguera y Rubi y de
Kalinay y Percus. Sin embargo, en el umbral a/R — 0, véase la figura 9.4(b), se verificd
que el mejor ajuste es el que se obtiene haciendo uso de los resultados del escape a través
de diminutas ventanas (RW). Se pudo elucidar analiticamente que de todas las propuestas
de los coeficientes de difusion, la de Kalinay y Percus es la Gnica capaz de recuperar este
comportamiento asintético. Lo anterior significa que la ecuacién de Fick-Jacobs generali-
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zada usando el coeficiente de difusién dado por Kalinay y Percus puede usarse tanto para
estudiar canales ligeramente corrugados, como aquellos que poseen cuellos de botella. Es
decir, esta teoria logra conectar sorprendentemente el problema de la difusién en canales
con el problema del escape a través de diminutos orificios.

Finalmente, extendimos el método de Kalinay y Percus al estudio de la difusién en
sistemas bidimensionales asimétricos. Pudimos encontrar una férmula definitiva del coe-
ficiente de difusién, ecuacion (10.25), para este tipo de canales de seccidén transversal
variable y linea media curvilinea. Nuestro resultado recupera como casos particulares el
coeficiente de difusion para canales simétricos [218,220], y los resultados pioneros para
modelar la difusién en canales asimétricos debidos a Bradley, [223], y a Berezhkovskii y
Szabo, [224]. Este nuevo coeficiente de difusion fue validado posteriormente, primero con
ayuda de ejemplos ilustrativos eligiendo adecuadamente algunos canales que pese a ser
asimétricos estaban constituidos por regiones claramente simétricas, y luego con ayuda
de simulaciones por computadora usando como modelo de estudio canales inclinados rec-
tos de seccién transversal variable. La prueba definitiva se obtuvo estudiando un conjunto
de estos canales cénicos, cuya pared inferior se mantuvo a la misma inclinacién mientras
que la pendiente de la pared superior se hizo variar, ver la figura 10.7(a). Al comparar los
valores de D¢ obtenidos de las simulaciones numéricas con los predichos por las expre-
siones de Bradley y nuestra, ecuaciones (10.30) y (10.31) respectivamente, e incluso, con
la formula de Kalinay y Percus, (8.29), se pudo concluir que incluso aunque la férmula de
Bradley se puede usar en todo el rango, es evidente que no logra reproducir las predic-
ciones de la férmula de Kalinay y Percus. Sin embargo, nuestro resultado si lo consigue y
ademads se acerca a las predicciones de la férmula de Bradley cuando el canal se vuelve
asimétrico. Es decir, nuestra expresion da una aproximacién razonablemente buena pa-
ra el valor de D¢ en todo el rango estudiado. Esperamos que estos resultados motiven
futuras investigaciones para estudiar la difusién en canales asimétricos bidimensionales
apoyandose en simulaciones numéricas o mejor aun, en experimentos.

11.2 | Aplicacion de los resultados obtenidos

En esta seccién se ofrecen algunas indicaciones para aplicar de manera directa e inmedia-
ta los resultados obtenidos en esta tesis. Se cuenta con dos vertientes: Una de ellas tiene
qgue ver con la solucién de la ecuacién de Fick-Jacobs en el espacio de Laplace (resultado
obtenido en la seccién 2 del capitulo 5), mientras que la otra estd relacionada con el es-
tudio de la difusién en canales periédicos (resultados del capitulo 9) y con el coeficiente
de difusién obtenido para canales asimétricos bidimensionales (resultado obtenido en el
capitulo 10).

Vamos a pasar a mencionar algunos de los problemas que hemos considerado pueden
estudiarse en un futuro préximo, adviértase que no hemos tenido el cuidado de meditar
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sobre el tiempo que llevaria su éptima realizacién. Los problemas que a continuacion se
enlistan estdn inspirados en aquellos que se han publicado en los ultimos afios, por lo
que su originalidad podria ser cuestionable, no asi su pertinencia, debido a la necesidad
acuciante hoy en dia de prototipos que bien pudieran modelar algunas de las situaciones
de mayor interés o los resultados que se estan obteniendo numéricamente para muchos
sistemas.

Sobre la difusién entre dos cavidades interconectadas por un tubo o entre una cavidad
conectada a uno solo, es justo indicar que las bases tedricas de este problemas fueron
establecidas de lleno en la referencia [199]. Una de las aplicaciones de los resultados
de la seccién 5.2 podria seguir explorando algunas morfologias de canales que tuvieran
una forma de interés y ademas solucién analitica. Se tendrian que realizar ademas expe-
rimentos o simulaciones por computadora para verificar si el esquema de Fick-Jacobs es
suficiente. Queda ademads pendiente el estudio del caso bidimenional; es decir, cuando se
tienen dos areas interconectadas por un canal plano. Seria interesante resolver este pro-
blema y obtener datos experimentales del tiempo promedio del primer arribo en canales
simétricos con diferentes condiciones a la frontera, pues como sabemos, en los sistemas
bidimensionales existe una discrepacia entre los coeficientes propuestos por Reguera y
Rubi y por Kalinay y Percus. Puede que ésta sea una excelente oportunidad para investi-
gar en un nuevo contexto cual de esos dos coeficientes genera los mejores ajustes con los
resultados numeéricos. Otro de los problemas latentes es la resolucién de la ecuacion de
Fick-Jacobs en el espacio de Laplace cuando uno de los extremos del canal es totalmente
reflejante, mientras que el otro se mantiene parcialmente absorbente. La solucion a este
problema podria complementar perfectamente algunos resultados obtenidos muy recien-
temente, véase las referencias [264,265], y més si se contara con la versién bidimensional
del mismo.

En cuanto a los problemas que pueden hacer uso de los resultados de los capitulos
9 y 10 de esta tesis encontramos varios que pueden ser bastante estimulantes. Por un
lado tenemos el estudio de la difusién a través de canales asimétricos bidimensionales
bajo la presencia de una fuerza externa, emulando los trabajos previos en sistemas tri-
dimensionales o bidimensionales simétricos, [266-269]. Esta fuerza puede tener distintas
peculiaridades. Puede ser constante y estar actuando de manera paralela a la direccién
longitudinal del canal, [270], o bien puede hacerlo de manera ortogonal, [271]. La fuerza
también puede ser periddica y ocasionar sorprendentes comportamientos en la movilidad
de las particulas que difunden dependiendo de la intensidad de la fuerza, de su promedio y
de la morfologia del canal, [272,273]. Cabe mencionar que el estudio de estos sistemas se
ha hecho numéricamente, por lo que el analisis de los problemas aqui sugeridos también
exigird su comprobaciéon mediante simulaciones de caminatas brownianas.

Ahora vamos a mencionar un poco acerca de la difusiéon en canales con obstaculos.
Dado que ya contamos con un coeficiente de difusion que sirve para canales asimétri-
cos, las combinaciones que podemos hacer en este tipo de estudios son muy variadas. El
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problema mdés inmediato es obtener los tiempos promedio del primer arribo para canales
asimétricos y para canales periddicos con motivos asimétricos. Estos estudios nos ayuda-
ran nuevamente a discernir entre los coeficientes de difusién presentes en la literatura al
que mejor se ajuste con los datos experimentales. Para extender los resultados obtenidos
en la referencia [77], se pueden estudiar canales con obstaculos asimétricos distribuidos
regularmente o bien, con obstaculos simétricos distribuidos irregularmente. Todas estas
combinaciones son factibles de estudiar gracias a nuestro coeficiente de difusion. Incluso,
un caso mas general es aquel de un canal asimétrico con obstdculos asimétricos.

Para terminar, otro de los aspectos de la difusién que puede investigarse usando el
coeficiente de difusién obtenido en el capitulo 10 es sobre como afecta el grado de rugo-
sidad de las paredes del canal al transporte de particulas. Se ha visto que la rugosidad
influye siempre y cuando las sinuosidades del canal tengan un cierto tamano relativo a las
dimensiones del canal, [222]. Sin embargo, también se ha visto que si las rugosidades del
canal son muy pequeias, las particulas que difunden no llegan a enterarse de la forma
de la pared. Esto es importante, pues en la naturaleza la forma de muchos canales es tan
irregular que puede desalentar cualquier intento por estudiar la difusiéon con ayuda de
un coeficiente de difusién efectivo. Pero se pude dar el caso donde las rugosidades de las
paredes puedan pasarse por alto y por lo tanto pueda ser factible el uso del coeficiente de
difusiéon que hemos propuesto.

Es evidente que los problemas aqui comentados tienen una marcada tendencia hacia
aquellos con los que estamos familiarizados. Resultaria muy gratificante enterarse en el
futuro que nuestros resultados pudieran usarse en problemas de otros ambitos.

11.3 ‘ Algunas posibles extensiones del trabajo

Hay varias persepectivas desde las cuales se puede extender el trabajo realizado en esta
tesis. Mencionaremos en esta seccion sélo algunas concibiendo exclusivamente modifica-
ciones graduales a los modelos ya estudiados.

Una de las extensiones es sobre el orden al que se dejan las correcciones a la ecuacion
de Fick-Jacobs. La idea de poder obtener coeficientes de difusién efectivos para una gran
variedad de canales que puedan imitar fehacientemente a los canales encontrados en la
naturaleza es sobrecogedora. Sin embargo, el método de Kalinay y Percus descrito en la
tesis desprecia las derivadas de orden mayor o igual a 2 de w(z). Seria atractivo encontrar
féormulas para los coeficientes de difusién que incluyan a las segundas derivadas de la
seccion transversal, lo que desde luego proporcionaria un amplia gama de posibilidades
en cuanto a la forma de los canales de estudio. Con ayuda de coeficientes de este calibre
se podria llegar a entender los resultados intrigantes para el caso de la difusién en canales
con forma de hemisferios, [274]. A su vez, estos estudios motivarian la consideracién del
caso de un canal asimétrico con cambios abruptos en su forma, tal y como se hizo para
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canales simétricos en las referencias [275-277].

Otro aspecto del método que puede ser estudiado es sobre la inclusién de nuevas
condiciones a la frontera. Por ejemplo, se sabe que los canales bioldgicos no siempre se
encuentran abiertos, sino que mas bien su cinética de cierre y apertura pudiera estar
basada en modelos estocéasticos o incluso cadticos deterministas. Lo importante es que las
paredes del canal cambian de forma conforme transcurre el tiempo. Hay que decir que un
resultado muy incipiente al respecto se encuentra en [278], pero en general, el estudio de
canales con fronteras dindmicas quizas a la fecha solo pueda modelarse mediante técnicas
de dindmica molecular y no con las herramientas que se han tratado en esta tesis.

Una vez que hemos entrado en el terreno de la modificacién a las condiciones a la
frontera, no podia faltar la extension de la técnica de la homogenizacién de las fronteras,
[279-281], a dominios asimétricos. También se incluyen en este tenor la presencia de
sitios activos en las paredes del canal. Los resultados obtenidos a la fecha indican que la
presencia de sitios de union dentro de canales modifican significativamente el transporte
de particulas a través de ellos, [282-285]. Incluso el estudio de la difusién en canales
periddicos con sitios activos modelados mediante deltas de Dirac no se ha realizado. En
este sentido, el panorama de las investigaciones futuras en este campo luce muy fértil.

También se puede estudiar la difusién de particulas con estructura a través de canales
asimétricos. Sobre este tema los esfuerzos que se encuentran consignados en la literatura
son [286-290], adviértase que las formas que mas se han usado por cuestiones practicas
son aquellas que consideran a las particulas como discos o esferas. Si el tamafio de las
particulas es tal que se aproxima o llega a sobrepasar el radio del canal, se ha visto que el
fenémeno de transporte es tal que por el canal las particulas transitan de una en una, como
si se tratase de una fila india. Relacionado con el tema de la estructura de las particulas
también estd el de considerar si hay interaccion entre ellas, [291], o bien el del caracter
suave que pueden llegar a tener algunas fronteras, [292].

Un problema mads sujeto a futuras investigaciones y que se vislumbra como uno con
las mayores aplicaciones se describe a continuaciéon. Resulta que muy a menudo en la
naturaleza la difusién no ocurre sobre sustratos totalmente planos que recuerden a un
sistema coordenado cartesiano, mas bien la difusiéon puede ocurrir en regiones con cur-
vatura variable. Por ejemplo, se sabe desde hace ya un buen rato que algunos receptores
en las membranas de las células pueden difundir lateralmente de manera libre, [293],
sin embargo, existen dominios de la membrana celular que poseen un mayor porcentaje
de colesterol u otras sustancias que hacen que esa region se vuelva mas rigida, [294].
Por lo tanto, la difusién de receptores por esas zonas ya no es viable. Asi, la difusién de
receptores es un problema de difusién sobre una superficie con curvatura, la de la célu-
la, y ademas limitada por las islas de gran contenido colestérico. Una de las formas con
que se pude abordar este problema es mediante el estudio de la difusién sobre varieda-
des, [205,295-297]. Desde luego el tratamiento matematico es otro al presentado en esta
tesis, pero debe tenerse en cuenta que este problema, debido a sus potenciales aplicacio-
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nes, tarde o temprano debera contemplarse y atacarse de buena forma, [298]. De hecho,
a juzgar por las citas, se trata de un problema que habia despertado el interés desde
hace méas de cincuenta afios y que hoy dia renace, tal vez porque se cuenta con nuevas
herramientas de andlisis, tanto experimentales, [299, 300], como numéricas, [301-303].

Por otro lado, también seria deseable conocer el coeficiente de la dltima celda de la
Tabla 10.1; es decir, contar con un coeficiente de difusién efectivo para canales tridimen-
sionales asimétricos (pueden tener simetria radial pero encontrarse torcidos e inmeros en
un espacio tridimensional). El uso de herramientas matematicas como las que proporcio-
na la geometria diferencial en este caso resulta esencial. A la fecha si hay intentos por
estudiar este problema, aunque ninguno de ellos concluyente, [304, 305]. Sin embargo,
sabemos que el coeficiente que se obtenga deberd recuperar dos casos particulares: la
féormula de Berezhkovskii y Szabo como primera aproximacion, y la formula de Kalinay y
Percus para canales simétricos cuando la linea media del canal tridimensional no tiene
torsidn alguna.

Por dltimo, vamos a mencionar algunas de las sorprendentes aplicaciones que se han
hecho en los ultimos afios. Una aparece en la referencia [306], donde se estudia la di-
fusion bajo la presencia de un campo de fuerzas que recuerda a los que surgen en la
hidrodindmica. Otra mas, publicada en la referencia [307], quizas se vuelva indispensable
para tratar en un futuro problemas de difusién y absorcion en canales. Pero sobre todo,
merecen atencién especial las referencias [308,309], que van mas alla de la ecuacion de
difusién y extienden el formalismo de Kalinay y Percus a la ecuacién de Fokker-Planck,
o que siguen validando el método de proyeccidn, el cual se perfila como una referencia
obligatoria en los trabajos sobre la difusién en canales.

La difusion en sistemas confinados es, sin lugar a dudas, un tema de actualidad; princi-
palmente por las numerosas aplicaciones que tienen estos sistemas en la naturaleza y en
la tecnologia. Los trabajos al respecto tanto tedricos como computacionales o experimen-
tales, se han multiplicado recientemente y como pudo verse, cada vez se estd aumentando
el grado de complejidad de los sistemas que se modelan, por lo que el futuro de esta rama
de la ciencia es muy prometedor.



La ecuacion de Smoluchowski

La ecuacién de Smoluchowski es de suma importancia en esta tesis, por lo que en este
apéndice se muestra una de sus deducciones [310]. Partimos de la primera ley de Fick

0
t) = —Do— t Al
J(@,t) = =Do—p(a,1) (A1)
y de la conservacion de la probabilidad

0 0
ap(xat) + %J(wat) =0 (A.2)

Si una fuerza F'(x,t) actia sobre el sistema y ademds produce una velocidad neta,
v(z,t), entonces el flujo se escribird como

J(z,t) = Jair(z, t) + Jarr(x, t) (A.3)

donde el primer término se debe a la ecuacién de Fick y el segundo es proporcional a la
concentracién y a la velocidad de arrastre,

Jarr(z,t) = v(z, t)p(x, t) (A.4)

Cuando el proceso ocurre en un solvente, la fuerza y la velocidad se relacionan lineal-
mente mediante
v(x,t) = pF(z,t) (A.5)

donde u se denomina la movilidad. Si la fuerza es derivable de un potencial,

F(z) = — di;‘r) (A.6)

entonces, sustituyendo las ecuaciones (A.1), (A.4)—(A.6), en la ecuacioén (A.3) y reagrupan-
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do términos obtenemos una expresion para el flujo total

B 0 w dU(zx)
J(:Evt) - _DO a:tp(x’t) + DO dr

p(x,t) (A.7)

Si ademas, la densidad en el equilibrio satisface peq x exp[—U (x)], donde g = 1/kpT,
siendo kp la constante de Boltzmann y 7' la temperatura absoluta del sistema, entonces
para tiempos muy grandes p(z, t) tiende a su valor en el equilibrio, peq(x) y el flujo es cero.

Como

o 0
5 Peal®) = %e*ﬂ’”“) (A.8)

entonces al usar la ecuacion (A.8) en la (A.7) igualada a cero, se puede encontrar la rela-
cién de Einstein, a saber
w = Dy (A.9)

y utilizando las dos ultimas expresiones y la regla de la cadena podemos reescribir a la
ecuacion (A.7) como

0
J(x,t) = —Doe_ﬂU(x)% [eﬂU(w)p(x,t)} (A.10)

Al combinar la ecuacion (A.10) con la condiciéon de a conservaciéon de la probabilidad
(A.2), finalmente se obtiene la ecuacion de Smoluchowski,

d 0 U () O "
ap(x,t) = (%:{Doe BU( )% [eﬂU( )p(:n,t)} } (A.11)

En esta ultima ecuacion podemos identificar la forma del operador de Smoluchowski,

d 9
L(x) = o [Dge_BU (m)%eﬁU (@} (A.12)

Por lo que la ecuacién (A.11) también se puede reescribir como

—p(a,t) = L()p(z) (A13)



Simulaciones numeéricas

Actualmente se dispone de instrumentos de célculo con capacidades de computo sorpren-
dentes. La ocurrencia de procesos de difusién puesta de manifiesto por simulaciones en
computadora es tal que a la fecha muchos de los estudios sobre difusién en sistemas con-
finados dependen de ellas. En este apéndice daremos algunas generalidades del tema.

Las caminatas aleatorias ofrecen un marco teérico 1util para entender la difusiéon a un
nivel microscopico. Una caminata aleatoria estd constituida por una sucesion de despla-
zamientos efectuados por una particula browniana, también llamada caminante aleatorio,
o simplemente caminante. Un desplazamiento individual, respecto de una posicion inicial
rg, ocurre en un intervalo de At unidades de tiempo, asi la duracién total de la caminata
es, en funcién del nimero n de desplazamientos, o pasos, efectuados se calcula mediante
t = nAt.

Para representar adecuadamente las caracteristicas esenciales del movimiento de una
particula brownian se requiere de un algoritmo computacional capaz de generar niimeros
reales pseudo aleatorios, que sirva al propoésito de simular el azaroso vaivén de las posicio-
nes de una particula browniana en el espacio, de acuerdo con las propiedades esenciales
de dicho movimiento; por ejemplo, que una particula tiene la misma probabilidad de mo-
verse en cualquier direccion, y que el movimiento puede ocurrir dentro de una geometria
particular del problema que pretende modelarse.

Los elementos para llevar a cabo una simulacién son:

1. La especificacién de la geometria del espacio donde se llevara a cabo la caminata
(incluyendo las condiciones iniciales).

2. La naturaleza de la interaccién entre las particulas y las fronteras del sistema (con-
diciones de frontera).

3. Los algoritmos para el célculo de las diversas cantidades involucradas (como la nue-
va posicién de una particula que en mitad de su desplazamiento encuentra una pared
oblicua a su trayectoria), y

4. Los criterios para diversos eventos, como la finalizacién de una caminata
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B.1 | Los numeros aleatorios

Los numeros aleatorios (de aqui en adelante llamados asi, aunque se sabe que no son
verdaderamente aleatorios), con sesgo uniforme, son generados dentro de un intervalo
especificado, cominmente de 0 a 1, de modo que todos los nimeros en el intervalo tie-
nen la misma probabilidad de ser escogidos. Si RAN es la funcién generadora de nimeros
pseudo aleatorios con sesgo uniforme, las llamadas sucesivas a la funcién RAN generan
una secuencia de nimeros que dentro de un cierto intervalo no se repiten (denotado co-
mo periodo de repeticion). Usualmente RAN toma un argumento, al que denominaremos
ISEED, que es un namero entero cuyo valor se emplea para inicializar la secuencia, de mo-
do que al invocar RAN(ISEED) con un valor dado de ISEED, se obtiene siempre la misma
secuencia de nimeros.

Estos niimeros son la base a partir de la cual se construye la simulacién numérica de
procesos estocasticos en una computadora, para este propésito, sin embargo, es necesario
disponer de nimeros aleatorios distribuidos de otras formas. Estas diferentes distribucio-
nes se obtienen efectuando operaciones apropiadas sobre uno o mas nimeros con sesgo
uniforme. Para los problemas que se trataron en esta tesis se utiliza muy a menudo una
distribucién normal (gaussiana),

1 _(e-p)?
e 22 (B.1)

Nlp, o] =

2o

con media ;4 = 0y desviacidn estandar o = /2Dyt.

B.2 | Generacion de los desplazamientos de la particula browniana

Las posiciones que va tomando una particula browniana durante su evolucién son alea-
torias, sin embargo, se distribuyen de forma gaussiana alrededor de una posicién inicial,
siendo la amplitud de esa distribucién igual a v/2DgAt . Con esta idea en mente, a partir
de una posicidn inicial

rg = To€z + Yo€y + 20€. (B.2)

la siguiente posicidn, ri, estara dada por
ry =719+ I'ran (B.3)

donde r 5, es un vector aleatorio cuyas componentes son aleatorias y se obtienen usando
la funcién RAN(N[0,v/2DyAt]) para cada componente. Con estas expresiones y éste ultimo
argumento se puede simular la evoluciéon de los desplazamientos de un caminante al azar.
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B.3 | Calculo del tiempo medio de sobrevivencia

En un experimento tipico se sigue el movimiento de una particula browniana y se registra
la informacidén del proceso hasta su terminaciéon. La informacién reunida de este modo ad-
quiere peso estadistico al ser promediada sobre un gran nimero de eventos (trayectorias
o caminatas aleatorias).

El tiempo de primera llegada, 7;, de la i-ésima trayectoria en el canal, se obtiene cuando
la particula llega por primera vez a una frontera, o subregién de ella, absorbente; entonces
la particula es removida del sistema y se da por terminada la caminata, por tal razén, a
7; también se le conoce como el tiempo de sobrevivencia de la particula en el sistema. El
valor de 7; se obtiene al multiplicar el nimero de pasos n, dados hasta el momento de
alcanzar la frontera absorbente, por la duracién de cada paso, digamos At

T, = nAt

Finalmente, el tiempo medio de primera llegada se obtiene promediando los valores de 7,
sobre las N trayectorias del experimento,

N
=% Z (B.4)

B.4 ‘ Calculo del coeficiente de difusion

Una caracteristica fundamental del movimiento browniano simple es que el desplazamien-
to cuadratico medio es directamente proporcional al tiempo que dura la caminata, lo que
en una dimensidn se escribe como

(z%) = 2Dyt (B.5)

de ésta expresion, podemos obtener una forma operativa para el cdlculo del coeficiente
de difusién Dy en una simulacién de caminatas brownianas. El método consiste en tabular
los desplazamientos cuadraticos medios

1 &

(@) = — (i — x0)” (B.6)

n
kzl

contra el tiempo ¢ = n;At, donde nj es el nimero de pasos dado por el k-ésimo caminante;
empleando una regresion lineal para obtener la ecuacién de la recta (r?) conntra t, cuya
pendiente m satisface la relacion

m = 2Dy. (B.7)
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