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Resumen

Durante las ultimas décadas, la evolucién al estado de equilibrio termodindmico de sistemas

formados de automoviles, granos (particulas macroscopicas) y bacterias, se ha realizado a través de
ecuaciones cinéticas que tienen la estructura de la ecuacién de Boltzmann para gases diluidos.
En el presente trabajo se utiliza una ecuacion tipo Boltzmann SPPBE [1] para estudiar el compor-
tamiento de bacterias peritricas. Esta considera que cada bacteria se mueve en linea recta hasta
que experimenta autodifusion o colisién con alguna otra, evento que tiende a alinear las velocidades
de las dos particulas, y que produce que a nivel macroscopico todas las bacterias se muevan en
cierta direccién. A partir de la ecuacion SPPBE encontramos las ecuaciones de transporte para
las variables macroscopicas. Utilizando del método de méxima entropia se determina la funcién de
distribucién que representa el estado de equilibrio local del sistema. Por medio del método pertur-
bativo de Chapmann-Enskog truncado a primer orden se encuentra la funcién de distribucion fuera
del equilibrio local y una ecuacién tipo Navier-Stokes.
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Introducciéon

1.1. Ideas Generales

La dindmica, o estudio del movimiento de la materia, se puede dividir en dos partes: dindmica de
cuerpos rigidos y dindmica de cuerpos flexibles. Esta tltima comprende: elasticidad (solidos elasticos)
y mecénica de fluidos. Un fluido es una sustancia incapaz de resistir fuerzas o esfuerzos de corte sin
desplazarse, mientras que un solido si puede hacerlo. Los fluidos se clasifican generalmente en liquidos
y gases. Un liquido estd sometido a fuerzas intermoleculares que lo mantienen unido de tal manera
que su volumen es definido pero su forma no; son ligeramente compresibles y su densidad varia poco
con la temperatura o presiéon. Un gas, por otra parte, consta de particulas en movimiento que chocan
unas con otras y tratan de dispersarse de tal modo que un gas no tiene forma ni volumen definidos
y llenara cualquier recipiente en el cual se coloque; para una masa dada, la presiéon, la temperatura,
y el volumen que ocupa, se relacionan por medio de la ley de los gases, o sea, la ecuacién apropiada
del estado del gas [2].

En la mecénica de un cuerpo rigido, nos preguntamos generalmente: ;jcuél es la posicion de la
particula en el espacio en funcién del tiempo? De esta informacién se pueden deducir otras, como
la velocidad y la aceleracion. Sin embargo, en un fluido no se trata con una sola particula, pues se
quieren describir 102® particulas/mol y no es practicable hacerlo de manera individual, sino que se
considera un continuo. Ahora la pregunta es jcudles son la velocidad, la aceleracién y las propiedades
termodinamicas en algin punto del espacio (relativo a un sistema fijo de coordenadas) como una
funcién del tiempo? A medida que el tiempo transcurre, el fluido en ese punto del espacio esta
siendo reemplazado constantemente por uno nuevo debido al paso del flujo, de tal manera que no
interesa seguir el rastro de cada particula del fluido sino la historia en algin punto del espacio
sin mirar cudl de las particulas del fluido se encuentran alli en un momento determinado. Esta
descripcion del fluido se llama euleriana, en oposicién a la descripcion lagrangiana que se usa para
seguir la trayectoria de una particula como en la dindmica de cuerpos rigidos. El continuo en un
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fluido significa que la distancia entre las particulas fluidas (o moléculas), o més exactamente la
trayectoria libre media, es muy pequena comparada con cualesquiera de las dimensiones fisicas del
problema estudiado [2]. Dicho de otra manera, es valido tratar a los fluidos como continuos siempre
que el volumen del fluido en estudio contenga un nitimero suficientes de moléculas para que tenga
sentido hacer promedios estadisticos. Se considera que las particulas macroscopicas de un continuo
varfan de uno a otro punto del fluido [3].

Son cinco las variables basicas en mecéanica de fluidos: tres componentes de la velocidad y dos
propiedades termodinamicas que pueden escogerse entre presion, temperatura, densidad, entalpia,
entropia, etc., porque dos propiedades termodindmicas son suficientes para determinar el estado del
fluido y todas las propiedades. El campo de flujo de un fluido queda completamente determinado
una vez que el vector velocidad y dos propiedades termodindmicas se establezcan como funcién del
espacio y el tiempo. Esto quiere decir que se necesitan cinco ecuaciones independientes: las tres
ecuaciones de la ecuacién de movimiento, una ecuaciéon de continuidad y una ecuacién de energia
[2].

Entonces para describir el movimiento de los fluidos, se pueden establecer modelos mateméticos
en diferentes escalas de observacion y representacion. La escala microscopica describe el estado fisico
(posicion, velocidad y aceleracion) de cada objeto individual, particulas (dtomos o moléculas), que re-
sulta poco practicable debido al nimero tran grande de moléculas en una fluido (10**particulas/mol).
En cambio desde el punto de vista hidrodinamico (fenomenol6gico o macroscopico) el fluido se con-
sidera como un medio continuo, en el que se estudia un elemento de fluido en el campo de flujo,
las fuerzas que actian sobre él para calcular las velocidades resultantes y los cambios del elemento
como funcién del espacio y el tiempo. Frecuentemente solo cantidades macroscopicas son de interés
préctico, asi que es conveniente usar ecuaciones que las incluyan directamente [2].

El enfoque intermedio surge en 1872, cuando el fisico austriaco Ludwing Boltzmann quiere obte-
ner la segunda Ley de la termodindmica a partir de modelos atémicos, en su trabajo titulado "
Mas estudios sobre el equilibrio térmico entre las moléculas de un gas" concluye que para describir
la evolucion al estado de equilibrio termodindmico se tiene que considerar que "Las propiedades
térmicas de gases y otras sustancias obedecen leyes perfectamente definidas, a pesar del hecho de que
estan compuestos por un gran nimero de moléculas que efectian un movimiento rdpido e irreqular”
5y qué la explicacion de estas propiedades deberd basarse en la teoria de probabilidad, para lo que es
necesario conocer la funcion de distribucion que determina el nimero de moléculas en cada estado
para todo tiempo, idea fundamental de lo que se conoce como la teoria cinética [4]. La teoria cinética
de la materia relaciona el mundo microscépico con el mundo macroscopico, pues explica los fenémenos
macroscopicos y las propiedades accesibles a nuestros sentidos (presion, temperatura, densidad) a
partir de las leyes (fuerzas: interacciones) que gobiernan las particulas microscopicas. En los ultimos
anos, esta teoria se ha utilizado para describir sistemas como: colonias de bacterias [1],[5],[6]; flujo
vehicular [8],9],]10]; flujo granular [11],[12],[13]; gases relativistas [14[; plasmas [15] e incluso sistemas
economicos [16]. En todas estas aplicaciones se han definido ecuaciones que tienen la estructura de
la ecuacion de Boltzmann para gases simples.
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1.2. Antecedentes

Todos los organismos, al igual que el resto de la materia que nos rodea y, por supuesto, nosotros
mismos, estamos constituidos por atomos organizados en moléculas y éstas en estructuras en per-
manente cambio.

La extension de la aplicaciéon de la fisica a la materia viva, se ha llevado a cabo consideran-
do la principal diferencia entre materia inerte y viva: los organismos presentan organizacién de
increible complejidad, que es controlada por sutiles balances de energia, que se manifiestan en el
reconocimiento intermolecular [4].

La materia con vida posee dos caracteristicas importantes: complejidad y organizacion. Cualquier
organismo, por simple que parezca, por ejemplo una bacteria, interactia con el medio activamente:
se alimenta, busca el ambiente apropiado, se desplaza, ataca a sus enemigos, intercambia energia
y materia constantemente. Actividades que son controladas por el cédigo genético, y que ademas
permiten al organismo perpetuarse a través de sus descendientes.

El conocimiento conseguido gracias al estudio de la estructura de las células bacterianas y de
las funciones de estas estructuras tiene una considerable aplicacién en los procesos vitales de todas
las células. Existe una apreciable unidad o similitud de los principales fendémenos biologicos entre
todos los organismos, desde los microbios a los seres humanos. Debido a la facilidad de experimentar
y manipular con bacterias, se han convertido en el modelo experimental favorito para investigar el
mecanismo de los procesos biolégicos que ocurren en los seres humanos. Los resultados obtenidos de
las investigaciones con bacterias pueden ayudar a establecer un patrén de los detalles de los procesos
en las formas superiores de vida.

Las bacterias al nadar cambian aleatoriamente de direccién en pocos segundos; sin embargo, si
se encuentran frente a un gradiente de concentracién, la frecuencia del cambio de direccién puede ser
alterada para que la trayectoria se dé en un sentido favorable a la vida de la bacteria. La modulacion
de la rotacion flagelar constituye la base de la quimiotaxis [18].

La E. coli (Escherichia coli) es una bacteria que vive en nuestro intestino y es uno de los seres
vivos més simples y mejor entendidos, aunque muy sofisticados [22].

La dindmica del movimiento bacterial, se ha llevado a cabo considerando distintos enfoques,
en la descripcion hidrodinamica (fenomenologica) [7| los coeficientes de transporte no contienen
informacién de las caracteristicas individuales de las bacterias; desde el punto de vista de la materia
condensada, las colonias de bacterias exhiben distintas "fases" en equilibrio (por ejemplo, cristales
liquido) que pueden ser clasificadas por sus simetrias [6].

La era moderna del estudio del movimiento colectivo de individuos en sistemas biolégicos comien-
za con el trabajo de Vicsek y colaboradores [5], en él reconocen que los flocks se encuentran en una
amplia categoria de sistemas dinamicos fuera del equilibrio con muchos grados de libertad. En partic-
ular, hacen una analogia entre los flocks y el ferromagnetismo: el vector velocidad de cada particula
es como el spin magnético o un dtomo de hierro en un ferromagneto. La "fase mévil " usual de los
flocks, en que las particulas en promedio, se mueven en la misma direccién, es entonces una analogia
a la fase ferromagnética del hierro, en que todos los espines se orientan en la misma direccién. Su
modelo supone que cada individuo tiende a adoptar la direccién de movimiento de sus vecinos,
perturbados por un cierto ruido intrinseco que afecta sus interacciones. Se observa una transicién
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de fase que transcurre entre un estado de movimiento colectivo ordenado (bandadas, cardimenes,
manadas, etc.) y otro desordenado, cuando se ajusta el parametro de control (ruido que afecta las
interacciones).

La teoria cinética puede aplicarse para modelar sistemas formados de organismos vivos. Algunos
libros, entre otros editados por Bellomo y Pulvirenti (2000), Degond, Pareschi, y Russo (2003),
Cercignani y Gabetta (2007), dan una explicacion del estudio relacionado a la aplicacion de los
meétodos de la teoria cinética en el caso de sistemas complejos [30].



Aspectos biologicos.

2.1. Movimiento colectivo de organismos vivos.

El movimiento colectivo de organismos vivos (self-propelled particles), como su nombre lo indica,
tiene la caracteristica principal de que en cierto instante los organismos se mueven en una direccion,
como resultado de su interaccion. Este comportamiento nos es familiar porque lo observamos en
nuestro ambiente natural, en multitudes humanas [32], grupos de animales (pajaros, peces, insectos)
[33], motores moleculares [34] y colonias de bacterias [35]. También abarca un rango de escalas
enorme: desde kilometros (rebafios o manadas) hasta micrometros (microorganismos). Cada uno
de los movimientos depende de las caracteristicas y propiedades de los organismos, asi como del
mecanismo de auto-propulsion [1].

Describir el comportamiento colectivo de células se ha convertido en un tema importante y de in-
terés para investigadores de varios campos; de esta manera, los fisicos buscan precisar su movimiento
y los tipos de mediciones que se hacen en su medio ambiente; los bioquimicos estan interesados en la
estructura e interacciones de moléculas que monitorean el ambiente externo, informacién que pasa
de fuera hacia dentro de la célula, datos de procesos sensoriales y efectos de respuesta; loa genetistas
identifican los genes que especifican estas moléculas y aprenden como dichos genes se turnan para
intervenir. Los cientificos se preguntan si existe alguna caracteristica global o universal de este tipo
de comportamiento, que se presenta cuando muchos organismos se involucran y pardmetros como la
distancia media entre los organismos se modifica [23].

La "fase moévil", en la que en promedio las particulas se mueven en la misma direccién, es el
resultado de que los organismos individuales obtienen algin indicio direccional a partir de su medio
ambiente, el sol, el viento, el océano, corrientes de aire, gradientes de temperatura, el campo mag-
nético de la Tierra, existen una gran variedad de estos indicadores que funcionan como orientadores
[55]. También puede explicarse en términos de supervivencia, como respuesta de proteccion de los
organismos en contra de sus depredadores. La langosta del desierto en su etapa juvenil (en la que
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no vuela), tiene este comportamiento, pues al aumentar su densidad, marchan colectivamente por
temor a ser devoradas por las que se encuentran detras (canibalismo). Otros organismos se mueven "
ordenadamente " porque resultan beneficiados, aerodindmicamente los costos de vuelo de los miem-
bros de un grupo son menores comparados con los costos asociados a un organismo solitario. Un
ejemplo es el caso de estorninos que forman estructuras tridimensionales caprichosas en las tardes
de invierno sobre la ciudad de Roma. Esta sincronia la logran por la habilidad para procesar la
informacién de sus sentidos, como resultado de cierto equilibrio entre repulsiéon y cohesion. Cada
individuo debe cambiar continuamente de velocidad y mantenerse alineado tomando como referencia
la direccion de movimiento de sus vecinos, se trata de un balance entre la habilidad de influir y ser
influido. Investigadores han demostrado que conforme aumenta la densidad del grupo los cambios
de direccion son cada vez menos [55].

De las observaciones, se ha concluido que el movimiento colectivo de organismos no es causado
por un integrante lider global, en lugar de eso, este comportamiento es causado por los miembros
individuales que siguen el movimiento de sus vecinos. Por lo que es crucial describir correctamente
la interaccion entre los miembros del grupo de organismos, para poder entender y modelar su com-
portamiento colectivo [36].

Las colonias de bacterias son uno de los sistemas que se forman de muchas células que interac-
cionan y exhiben un comportamiento macroscépico no trivial. Su habilidad de migraciéon depende de
la densidad de células en el grupo, ya que una célula aislada no puede moverse facilmente, un grupo
de ellas si puede hacerlo. Se ha demostrado que el mecanismo por el que las bacterias se desplazan
involucra quimiotaxis repulsiva o atractiva [63].

La importancia del estudio de los mecanismos del movimiento colectivo es el control y manejo
de plagas de insectos, disminucion de efectos perjudiciales en el hombre, con relacion a la calidad de
vida y la economia de ciertos paises. Ademéas puede servir para el desarrollo de nuevas tecnologias,
desde enjambres de robots para la exploracién de lugares complejos y de ambientes variables, hasta
el desarrollo de modelos para predecir las tendencias econémicas en la bolsa de valores.

2.2. Bacteria y sus caracteristicas

Las células microbianas son diferentes de las células de animales y plantas que son incapaces de
vivir aisladas en la naturaleza, en vista de que tnicamente pueden sobrevivir como parte de orga-
nismos multicelulares. Una célula microbiana individual generalmente es capaz de llevar a cabo sus
propios procesos vitales de crecimiento, generaciéon de energia y reproduccién, independientemente
de otras células, ya sean del mismo tipo o de otro totalmente diferente [19].

Los microorganismos como células.

La teoria de que la célula es la unidad fundamental de toda materia viva es una de las ideas
unificadoras més importantes de la biologia. Una célula sola es una entidad, aislada de otras células
por un pared o membrana, celular, que contiene en su interior diversas estructuras subcelulares,
algunas de las cuales se encuentran en todas las células y otras aparecen sélo en algunas. Todas las
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células presentan ciertas caracteristicas quimicas en comun, por ejemplo, tienen proteinas, acidos
nucléicos, lipidos y polisacaridos. Cada tipo de célula tiene una estructura y tamafo definidos, que
no debe considerarse un cuerpo inalterable, ya que es una unidad dindmica que constantemente sufre
cambios y sustituye sus partes. Incluso si no esta creciendo, toma continuamente materiales de su
medio y los transforma en sustancia propia. Al mismo tiempo arroja constantemente a su medio
materiales celulares y productos de desecho. Una célula es por tanto, un sistema abierto siempre
cambiante pero que permanece siempre el mismo [21].

Aunque todas las células tienen muchas cosas en comun, en realidad existen dos tipos de arqui-
tectura celular, que difieren uno de otro en muchos aspectos fundamentales. Esos dos tipos de células
se llaman procariotas y eucariotas, ver figura 2.1. Las bacterias y las cianoficeas, también llamadas
algas azules, son procariotas, mientras que todas las demés algas, hongos y los protozoos son eucar-
iotas. La diferencia mas importante entre estas células reside en la estructura del nucleo. La célula
eucariota tiene un nicleo rodeado por una membrana dentro de la cual estan los cromosomas que
contienen el material hereditario. La procariota, por el contrario, no tiene nticleo ni cromosomas, y
su material genético esté contenido en una sola molécula desnuda de ADN [21]. La longitud de esta
molécula, es varios cientos de veces mas grande que la célula misma y contiene toda la informacion
hereditaria necesaria para asegurar la supervivencia de la pequena célula [20].

CELULA PROCARIOTA ' CELULA EUCARIOTA ANIMAL
PROKARYOTE CELL EUKARYOTE ANIMAL CELL

Membrana plasmatica
Plasmalic membrane

__ Citoplasma
Cyloplasm

Regién nucleoide
Nudeoid zone

Nucleus

Ribosomas .«

Figura 2.1: Comparacion de la estructura de la célula procariota y eucariota.
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Observacién de lo muy pequeno.

El conocimiento de la morfologia y estructura de las bacterias comenzé con las observaciones de
Antony van Leeuwenhoek (1664), estudiante holandés de historia natural, que utilizando microsco-
pios fabricados por él mismo, dibuja lo que llamé "mintdsculos animaliculos" en los que se pueden
identificar diferentes tipos de bacterias comunes. Después, las mejoras del microscopio éptico y de
las técnicas de tincién, permitieron observar con mas precision la forma caracteristica de estas célu-
las, tamano, estructuras externas y sus modelos de ordenamiento. Al inicio de la década 1940 se
pudo disponer del microscopio electronico (facil observacion de objetos de 0.001um), su alto poder
de resolucién junto con nuevos métodos para preparar las muestras hicieron posible identificar las
partes estructurales de la célula individual. También se fueron desarrollando técnicas para desintegrar
células bacterianas, aislar los componentes celulares y analizar su composicién quimica [19].

Los componentes celulares pueden dividirse en dos grupos, invariables, esto es, que se encuentran
en todos las células procariotas y probablemente son esenciales para la vida, y los variables, que
se encuentran en algunas pero no en todas las células y probablemente participan en funciones
més especializadas. En las estructuras invariables de la célula se incluyen la membrana celular, los
ribosomas y la regién nuclear. Las estructuras variables de la célula son la pared celular, flagelos,
pelo, capsulas, capas de limo, cuerpos de inclusion, vacuolas gasiferas y esporas. Bajo las condiciones
apropiadas, todas estas estructuras pueden visualizarse en micrografias electronicas para analizar su
distribucion y disposicion en las células [19].

Tamano de células procaridticas.

Aunque la mayoria de las células procariotas son pequenas, existe una gran variedad de tamanos
entre los diferentes organismos, algunos ejemplos se encuentran en el cuadro 2.1

Organismo tamano (pm)
Bacillus megaterium 1.35 x 3
Escherichia coli 0.5 x 2
Diplococcus pneumoniae | 0.875 de didmetro
Hemophilus influenzae 0.25 x 1.25

Cuadro 2.1: Tamafo de células procarioticas. [21]

Forma y disposiciéon de las bacterias.

Las tres principales formas de las bacterias son esferas, bastones y espirales, ver la Figura 2.2. Se
conoce a la bacteria esférica como coco (plural cocos). Los cocos no son esferas perfectas; por lo
regular son algo aplanados, a semejanza de un balén de fatbol americano y pasan por una etapa
esférica durante su crecimiento. Aparecen en forma independiente o aislada o en pares (diplococos),
cadenas (estreptococos), camulos irregulares, en forma de racimos de uvas (estafilococos) o en agru-
pamientos cubicos a manera de rectangulos (sarcinas).

Las bacterias en forma de bastén son rectas y cilindricas o bien elipsoidales largas; a veces su aspecto
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es algo curvo u ondulado. Aparece solas, en cadenas o en disposicion paralela.
Los organismos de forma helicoidal o espirilos tienen la forma de un sacacorchos. Generalmente
aparecen como células aisladas o en cadenas cortas [17].

i@ " ;ﬁ = - ol . <<l
«3 Lﬂ}a}’:; & espores bacterianos
!‘i‘ 3

diplococoes

bactéria flagelada

estreptococos estafilococos

vibrides

espirilos :
bacilos

Figura 2.2: Forma y disposicion bacteriana.

Estructura de célula procariética.

Entre los componentes principales de una célula bacteriana se encuentra:

La membrana plasmética, delgada estructura que rodea completamente la célula. Esta estructura
vital es la barrera critica que separa el interior de la célula de su medio ambiente [19]. Con cuidadosas
técnicas de microscopia electréonica de alta resolucion, la membrana plasmatica tiene el aspecto de
dos lineas separadas por una zona clara.

La pared celular es una estructura fuerte y rigida que la protege, y sirve de sostén para las partes mas
débiles y bioquimicamente mas activas de la célula. La pared celular procaridtica es quimicamente
diferente de la de la célula eucaridtica. El método de tincion diferencial (no tine igual a todas
las células) mas utilizado para localizar estructuras especificas en la célula o para distinguir entre
diferentes tipos de células es la tincion Gram, el proceso consiste en la tincion de las bacterias con una
solucién de cristal violeta, quitar el exceso de colorante, para después decolorar con alcohol o acetona,
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Figura 2.3: Bacteria peritrica.

algunos organismos no se decoloran, grampositivos, mientras que otros si lo hacen gramnegativos
[21].

El ADN, que contiene la informacion genética de la célula, estd presente como una cadena desnuda
y no rodeada por una membrana. La longitud de esta molécula es muchas veces la longitud de la
célula. Por ejemplo, la longitud de una célula de Escherichia coli es de 2um mientras que la de su
ADN es de cerca de 1200pum. Esto quiere decir que el ADN esta muy enrollado dentro de la célula.
En ocasiones es posible visualizar una parte de la célula procaridtica que se llama regién nuclear o
nucleoide donde se concentra el ADN.

El citoplasma contiene particulas de méas o menos 20nm de didmetro, los ribosomas, que forman
parte de la maquinaria sintetizadora de proteinas de las células. Los ribosomas de microorganismos
procaridticos son ligeramente méas pequenos y ligeros que de los eucariéticos.

La capacidad de las bacterias de moverse en forma dirigida, en respuesta a diversos estimulos
ambientales, ya sea por senales fisicas o quimicas, le confiere al microorganismo beneficios poten-
ciales entre los que se encuentran una mayor eficiencia en la adquisicion de nutrientes, el evitar
sustancias toxicas, el establecer relaciones simbiéticas, asi como el poder alcanzar los sitios 6pti-
mos de colonizacién en el caso de bacterias patdgenas. El movimiento puede ocurrir a partir de dos
mecanismos: el nado o el deslizamiento; el altimo involucra el movimiento lento (1-60um/min) sobre
superficies solidas, es caracteristico de Myxobacterias [18, 57| y muchas cianoficeas [21]; sin embargo,
el aparato responsable de este tipo de movilidad hasta ahora no ha sido bien caracterizado. Por otro
lado, la movilidad bacteriana que se genera a través del nado, se debe a organulos especializados
denominados flagelos (del latin, flagellum <latigo>) [18].

Estructura flagelar.

El flagelo bacteriano es un largo filamento helicoidal o propela, que es impulsado por un motor
rotatorio embebido en la superficie celular. La estructura basica del flagelo se puede dividir en tres
fragmentos principales, distinguibles claramente con microscopio electrénico: filamento, gancho y
cuerpo basal (ver figura 2.4), esta estructura varia muy poco en células procariotas [18].
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El filamento es una estructura helicoidal de localizacién extracelular, que constituye el componente
propulsor del flagelo y que genera el trabajo hidromecénico en el medio. Esta propela es una estruc-
tura rigida, que varia entre 5 y 15 um de longitud, con 0.02 ym de didmetro; es un homopolimero
constituido por miles de subunidades de la proteina denominada FliC o flagelina, que se organiza
de tal manera que forma una hélice izquierda, lo que permite que la fuerza rotacional o torca se
convierta en fuerza de traslacion que genera un " empuje mecénico " [58, 60].

El gancho es una estructura flexible de acoplamiento y de localizacién extracelular, que conecta al
filamento con el motor celular. La flexibilidad de dicho conector universal permite que se transmita
la fuerza de rotaciéon al filamento en un amplio intervalo de direcciones. El gancho es estructural-
mente similar al filamento, siendo un homopolimero de entre 120 y 130 copias de la proteina FIgE.
Esta estructura presenta un tamano bien determinado, siendo en S. typhimurium de 5546 nm. A
pesar de que el gancho y el filamento estan estructuralmente relacionados, las propiedades mecanicas
de ambos son diferentes, por lo que existen entre éstos, proteinas que funcionan como adaptadores
de union denominadas HAPs (del inglés hook associated proteins) o proteinas asociadas al gancho
[18, 60].

El cuerpo basal es un complejo multiproteico embebido en la superficie celular, en el que se localiza
el motor flagelar. Esta estructura consiste de un eje central y 4 complejos en forma de anillos. El
anillo MS se encuentra localizado en la membrana citoplasmatica y se ha propuesto que constituye
parte del rotor del motor flagelar, donde se genera la torca. Los anillos externos P y L se encuentran
en el mismo plano de la capa de peptidoglicano y de la membrana externa de lipopolisacaridos,
respectivamente, formando un cilindro que genera un espacio que permite a la estructura del eje
rotar libremente evitando friccion. El eje funciona como una flecha conductora que se une al rotor
y que se encarga de transmitir la torca, generada por el motor, hacia las estructuras extracelulares:
gancho y filamento. Por lo tanto, el anillo MS, el eje, el gancho y el filamento constituyen una sola
unidad rotatoria, mientras el par de anillos L y P forman la parte estacionaria [18, 58].

Existen grandes diferencias entre el flagelo de organismos procariotos y eucariotos. El filamento
bacteriano (20 nm de diametro) se encuentra constituido por miles de subunidades de un solo tipo de
proteina, mientras que el flagelo eucarioto (200 nm de didmetro) presenta una compleja arquitectura
de 9+2 microtibulos y estd formado por méas de 200 diferentes polipéptidos. Las principales diferen-
cias entre éstos se refieren al mecanismo de movimiento y a la fuente de energia utilizada. A diferencia
del flagelo eucarioto, que gracias al deslizamiento entre microtubulos se mueve como l4tigo para im-
pulsar al organismo, el flagelo bacteriano rota, por tanto no realiza un trabajo quimiomecanico per
se, sino que es pasivamente dirigido por un motor de rotacién bidireccional. La fuerza de rotacién o
torca, tanto en la direccién a favor como en contra de las manecillas del reloj, se genera en la base
del flagelo y se transmite hacia las estructuras extracelulares [18, 59].

Crecimiento flagelar.

El flagelo individual no crece sobre la base como lo hace un pelo de un animal, sino por la punta.
Las moléculas de flagelina que se forman en la célula aparentemente atraviesan el corazén hueco del
flagelo y se agregan en el extremo terminal. La sintesis de un flagelo a partir de sus moléculas de
flagelina se da por un proceso que recibe el nombre de autoensamblaje: toda la informacién sobre la
estructura final del flagelo se encuentra en las mismas subunidades de proteinas. El crecimiento del
flagelo se presenta méas o menos continuamente hasta que se alcanza un méximo de longitud, pero
si se rompe una porciéon de la punta, ésta se regenera [19].
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Figura 2.4: Partes del flagelo bacteriano.

Movimiento flagelar.

., Cémo se le imparte movimiento al flagelo? Por mucho tiempo se pens6 que el movimiento flagelar
era en forma de ondas desde la base, de la misma manera en que se mueve un latigo, en la actualidad
hay suficiente informacion para pensar que un flagelo es en realidad una estructura rigida que no se
flexiona, sino que se mueve por rotacion, igual que una hélice. Los fundamentos de esta conclusion se
han obtenido observando el comportamiento de células que fueron ancladas o fijadas por sus flagelos
a laminillas microscépicas. En estas preparaciones se vio que las células rotaban alrededor del punto
de unién a velocidades de revolucién consistentes con aquellas inferidas por los movimientos flagelares
de células en libertad [19].

En la cuadro 2.2 se dan las velocidades medias de varias bacterias. Una velocidad de
50um/segundo es equivalente a 0.18m/hora, lo cual parece un movimiento lento. Sin embargo, es
mas razonable comparar velocidades en términos de ntumeros de longitudes celulares desplazadas
por segundo. El animal més rapido, el guepardo, tiene aproximadamente 1.2m de longitud y corre
a una velocidad méxima de 112km /hora, o sea unas tres longitudes por segundo. De la tabla 2.2 se
deduce que las velocidades bacterianas, que a menudo oscilan alrededor de 10 6 més longitudes por
segundo, son mayores que la de los organismos superiores [21].
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Organismo Flagelacion | Longitud (L) (pm) | Velocidad pm/seg | L/seg
Pseudomonas aeruginosa | Polar 1.5 55.8 37
Chromatium okenii Lofotrica 10 45.9 5
Thiospirillum jenense Lofotrica 35 86.5 2
Escherichia coli Peritrica 2 16.5 8
Bacillus licheniformis Peritrica 3 214 7
Sarcina ureae Peritrica 4 28.1 7

Cuadro 2.2: Velocidades de bacterias comunes [21].

Las bacterias con flagelos nadan de una manera que depende del tamano y forma del cuerpo de
la célula, asi como del namero y distribucion de los flagelos. Los sistema flagelares més estudiados
son los de las bacterias Gram(-) Escherichia coli y Salmonella typhimurium, que presentan entre 5
y 10 flagelos por célula distribuidos alrededor de la célula [18]. Sin embargo, existen varios patrones
flagelares y tanto el nimero como la localizacion de los flagelos, varia entre las diferentes especies.

La clasificacion de las bacterias de acuerdo al namero y localizacion de sus flagelos [38] se mues-
tran en la figura 2.5

» A Las bacterias monotricas tienen un solo flagelo, normalmente la localizacion del flagelo (en
bacterias bacilares) es polar o subpolar.

= B Bacterias con dos o mas flagelos formando un penacho, normalmente en un polo, se llaman
lofotricas, (lofo que quiere decir " penacho " y tricos significa " pelo ").

= C Con dos penachos de flagelos, uno en cada polo se llaman bacterias anfitricas.
= D Las bacterias peritricas tienen flagelos repartidos por toda la superficie,

» Bacterias presentan flagelos de insercion lateral, en penachos densos (Selenomonas), bien dise-
minados (Pectinatus).

Cuando se observan bacterias moéviles con microscopio, es importante distinguir entre el
movimiento vital y otro proceso distinto, el movimiento browniano, que posee incluso la materia no
viva [21]. El movimiento browniano es una agitacion al azar que tienen todas las pequenas particulas
y que se debe al movimiento molecular de las mismas moléculas de agua, el cual es transferido a
las particulas. Una particula con movimiento browniano se mueve de un lado a otro de un modo
indeterminado, sin tomar ninguna direccién, ver figura 2.6. En cambio una bacteria mévil se despla
za a través del agua con un movimiento dirigido. So6lo las pequenas particulas tienen movimiento
browniano, por tanto las grandes bacterias, las levaduras y las células grandes sélo presentan este
fenémeno ligeramente o no lo presentan en absoluto.

Taxis.

La mayoria de las bacterias moviles son capaces de cambiar sus movimientos en respuesta a estimulos
ambientales, exhibiendo los llamados movimientos tacticos o taxis. Por ejemplo, las fotosintéticas
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Figura 2.6: Movimiento browniano de una particula.

se mueven en respuesta a la luz (fototaxis). Imaginemos una de estas bacterias moviéndose en un
punto de luz. Mientras va desplazandose a través del liquido puede salir accidentalmente del campo
iluminado, inmediatamente la célula se detiene y se vuelve en direccidén contraria, entrando asi de
nuevo a la luz. Se mueve hacia atras y hacia adelante a través del liquido oscuro y no muestra especial
atraccion a la luz. (Después de todo, no posee medios para saber que el punto de luz esta alli). Pero
si en el transcurso de sus movimientos penetra por azar el punto de luz, permanece en él y siempre
que se salga invertird su direcciéon. Por tanto, si bien las bacterias no nadan hacia la luz, la mayoria
de las células acaban en el punto de luz y sélo pocas permanecen en la oscuridad, no responden a la
cantidad absoluta, sino a las diferencias de intensidad luminica. Muchas bacterias presentan también
tactismos en respuesta a diferencias en las concentraciones de sustancias quimicas, fenémeno que se
denomina quimiotaxis [21].

El descubrimiento del fendmeno de quimiotaxis se remonta a finales del siglo XIX, cuando Engel-
mann y Pfeffer descubrieron la taxis a oxigeno, minerales y nutrientes orgénicos. A su vez, en 1966,
Julius Adler demostrd que las bacterias se mueven preferentemente en la direcciéon de una mayor
concentracion de fuentes energéticas como galactosa, glucosa, acido aspartico, treonina y serina [18].

En la actualidad, se sabe que el movimiento bacteriano no es azaroso, sino que responde a diversos
estimulos ambientales como luz, oxigeno, pH, temperatura, presion, osmolaridad y a la presencia de
diferentes compuestos quimicos. La respuesta a dichos estimulos le permite a la bacteria migrar a
través de gradientes de concentracidon de sustancias quimicas atrayentes o repelentes. Sin embargo, las
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dimensiones de una bacteria son tan pequenas, que no pueden sentir una diferencia de concentracion
a lo largo de su cuerpo celular, por lo que integran la informacién temporalmente, comparando los
estimulos sensoriales pasados con los actuales [18, 61].

La movilidad puede significar la diferencia entre la vida y la muerte. La generaciéon de energia es
una de las caracteristicas esenciales para la supervivencia de los microorganismos en el ambiente, de
tal manera que son capaces de monitorear los cambios de " energia celular " y dirigir su movimiento
hacia otros lugares proximos mas favorables, respuesta denominada taxia de energia. Este compor-
tamiento probablemente determina la estratificacion y la migracién activa de las células moviles en
respuesta a cambios en el gradiente de donadores y/o aceptores de electrones [17].

Los movimientos tacticos son evidentemente ventajosos para un organismo mévil en su ambiente
natural, puesto que capacitan al organismo para abandonar los ambientes desfavorables y permanecer
en los que le son favorables [21].

Aspectos energéticos.

Las células requieren un continuo suministro de energia. Esta es necesaria para la sintesis de molécu-
las complejas, la ejecucion de trabajo mecénico y el transporte de sustancias a través de sus mem-
branas.

En organismos procariotes, la fuente de energia para la rotacion flagelar no involucra la hidrdlisis
de ATP, como en el caso del flagelo eucariote, sino un gradiente i6nico transmembranal ya sea de
protones, o de iones sodio en el caso de especies alcaléfilas. Por lo tanto, el motor de rotacion del
flagelo bacteriano es un transductor energético que convierte la energia del gradiente electroquimico
en trabajo mecanico [18].

2.3. Movimiento de bacterias peritricas.

Cuando bacterias peritricas se encuentran en ausencia de estimulos, es decir, en un medio ambi-
ente uniforme, se puede observar un movimiento tridimensional aleatorio, formado por periodos de
unos pocos segundos de natacion en linea recta o ligeramente curvada (carreras o corridas), inter-
rumpidos por breves periodos (décimas de segundo) de un movimiento angular cadtico de la bacteria
(viraje o cabeceo), tras de lo cual la célula entra en una nueva fase de natacion en linea recta aunque
con una nueva direccion [52, 24, 38, 18|.

Debido a que el flagelo es una hélice izquierda, cuando los filamentos rotan en contra de la
direccién de las manecillas del reloj (CCW), se genera una fuerza de propulsion. Los filamentos
se ordenan en una trenza unitaria que sirve como propela a la célula, produciéndose el nado en
una trayectoria relativamente linear (ver figura 2.7, a micrografia de campo oscuro y b esquema de
Salmonella typhimurium). Este conjunto de filamentos logra impulsar a la bacteria a una velocidad de
hasta 40pm/s lo que equivale a aproximadamente 20 longitudes celulares por segundo. Sin embargo,
al rotar los filamentos a favor de las manecillas del reloj (CW) la trenza se deshace llevando a la
célula a presentar movimientos al azar en los que se reorienta sin que exista desplazamiento. En la
rotacion CW, cada filamento trabaja en diferentes direcciones por lo que no hay una velocidad neta
(como en ¢ y d de la figura 2.7 en E. coli). Por lo tanto, ya que la direccion de la rotacion flagelar
determina si la célula avanza o se reorienta, la frecuencia de cambio de dicha rotacién serd la base
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de la respuesta tactica |61, 18].

Figura 2.7: Rotacién bidireccional de flagelos bacterianos [18].

Como se menciond, la respuesta tactica se basa fundamentalmente en el control de la direccién
de la rotacion flagelar. Si existe un estimulo positivo, es decir, una sustancia atrayente, habra un
mayor tiempo de rotacion CCW, extendiéndose asi los intervalos de nado y por lo tanto siendo menos
frecuentes los episodios de reorientaciéon; de esta forma se obtiene un desplazamiento neto hacia el
ambiente favorable. Por el contrario, en el caso de una sustancia repelente, habra mayor tiempo
de rotacién en sentido CW. Estos cambios en la direccién de rotaciéon del flagelo que producen un
determinado comportamiento de nado, se encuentran regulados por un sistema de transduccién de
senales, que se encarga de convertir un estimulo extracelular en una senal intracelular dirigida a
producir una respuesta [18].

2.3.1. Caracteristicas de la Escherichia coli.

Tamano y forma. La E. coli es una bacteria que tiene forma de bacilo, de aproximadamente
2.5pum de longitud y 1.8um de didmetro. La E. coli tiene organelos externos, llamados pili que
son filamentos delgados rectos, que le permiten adherirse a substratos especificos; estd poblada de
filamentos helicoidales largos, llamados flagelos, que la habilitan para nadar [52].

Habitat. La E. coli vive en el interior del intestino de animales de sangre caliente, incluyendo
el hombre. Una vez que ha sido expulsada puede vivir en agua, sedimentos, excremento o suelo. En
excremento se pueden encontrar alrededor de 10! (100 billones) bacterias por centimetro ctibico, de
las cuales 10° (1 billon) son E. coli. La mayoria de las otras bacterias son anaer¢bias y por lo tanto
incapaces de vivir en presencia de oxigeno, fuera del cuerpo. Mientras que la E. coli puede vivir con
o sin oxigeno, y por lo tanto sobrevivir hasta que encuentre otro huésped [52].

Patogenecidad. La mayoria pero no todas las cepas de E. coli son benignas, algunas de ellas
causan enfermedades diarréicas y contribuyen a la mortandad infantil, otras causan severas o fatales
complicaciones renales y neuroldgicas. La cepa K-12, entre otras cosas, ayuda a prevenir la invasiéon
del intestino de levaduras y hongos: organismos que estdn muy lejos de ser benignos [52].

La E. coli fue identificada en la flora intestinal de ninos por el pediatra aleman Theodor Escherich
en 1885, quien la llamé6 Bacteria coli comin. En 1920 se agregé Escherichia, debido a una revisién
de su trabajo. La E. coli es un organismo utilizado para estudiar la fisiologia bacteriana, por ser
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Figura 2.8: Formas que adquiere un flagelo en el movimiento de una bacteria [52].

muy accesible, generalmente benigna y cultivada facilmente con medios quimicos definidos [52].

Rastreo Bacteriano. Si observamos con un microscopio una suspension de células E. coli
moviles, es sorprendente su actividad, cada organismo casi se mueve con una rapidez del orden de
10 longitudes de su cuerpo por segundo. Su movimiento consiste en nado razonablemente recto en
cierta direccion durante un segundo (aproximadamente paralela a su eje), giros erraticos en una
pequena fraccion de segundo, y desplazamiento en una direccion diferente. Con el suficiente oxigeno,
las células seguiran moviéndose, incluso cuando crecen y se dividen [52].

Cuando se observa la E. coli en ausencia de cualquier gradiente quimico, se ve que se mueve
alrededor del mismo lugar, experimentando nuevas direcciones en forma aleatoria. Las longitudes de
intervalos sucesivos no estan correlacionadas [52].

Estructura tridimensional del filamento. [52]| El filamento es un polimero de una sola pro-
teina llamada flagelina. Las subunidades de flagelina se disponen formando un cilindro hueco, de 11
columnas de protofilamentos. Dependiendo del enlace entre moléculas de flagelina, el protofilamento
puede ser corto o largo. Si todos son de la misma longitud, el filamento es recto, si hay cortos y
largos, el filamento es helicoidal: los protofilamentos cortos se encuentran dentro de la hélice.

Los flagelos son relativamente rigidos, porque pueden alternar entre distintas formas polimoérficas
[52]. Cuatro de estas formas se muestran en la figura 2.8. El filamento normal es levogiro, mientras
que los filamentos semienrollado y enroscado son dextrogiros. Transformaciones entre las diferentes
formas pueden incitarse por cambios en la estructura proteinica (es decir, por mutaciones en el gen
de la flagelina), por cambios en la composicion del medio circundante (por ejemplo pH-acidez o
contenido iénico, sal), etc. Cabeceo. Recientes experimentos sugieren que cada motor cambia el
sentido de su rotacion de manera independiente [52]. Se ha observado que durante el cabeceo la
transformacion més frecuente de uno de los dos flagelos de la célula es de normal, a semicoiled, a
curly 1, mientras el otro permanece en la forma normal, como se muestra en la figura 2.9.
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Figura 2.9: Esquema de cambios conformacionales durante el cabaceo [52].

2.4. Comportamiento de cuerpos microscépicos en medios acuosos.

Los procariotas no viven como células aisladas. La actividad constante y dindmica de los mi-
croorganismos mantiene un ambiente estratificado (estructurado) en el que las diferencias espaciales
determinan la formaciéon de biopeliculas, tapetes microbianos, agrupaciones dispersas o agregados.
Un procariota presenta todos los procesos "superiores", como elegir, discriminar, aprender, adaptarse
y comunicarse "quimicamente" con otros individuos, que son funciones bioldgicas distribuidas por
toda la escala de la vida. Los microorganismos procarioticos pueden responder a diversas sustancias
que provocan una respuesta de movimiento orientado [17].

El mundo "visto" a escala microscépica por una bacteria es radicalmente distinto al que nosotros
podemos percibir y en el cual hemos podido desarrollar las leyes fisicas de la naturaleza. Resulta-
do de que nosotros somos més masivos y vivimos sobre la Tierra, mientras que las bacterias son
microscopicas y viven en cierto medio. En su microambiente las condiciones son muy distintas de
las que estamos acostumbrados. La viscosidad rige el movimiento (nado) de los microorganismos y
afecta su permanencia o alejamiento en atrayentes o de repelentes del medio. Si la actividad flagelar
cesa, la célula casi se detiene instantdneamente, diferencia mas clara con las situaciones inerciales
que experimentamos en nuestra vida cotidiana. Las bacterias desconocen el movimiento de empuje y
deslizamiento, caracteristicos de los peces; tienen la necesidad de nadar porque el agua cincundante
les resulta tan espesa y viscosa como la melaza a nosotros |38].

En el mundo nanoscopico todos los flujos son laminares, movimiento organizado que podemos
observar al tratar de mezclar con una barra agitadora el fluido que se encuentra en un recipiente,
v en el que capas sucesivas resbalan las unas sobre las otras y se detienen en cuanto se detiene la
barra agitadora. Ademds, en caso de invertir el movimiento del agitador se obtiene casi la misma
distribucién de fluido inicial. Por el contrario, los flujos turbulentos se presentan al mezclar liquidos
que en pocos segundos se arremolinan formando un patréon complejo, que no se interrumpe al detener
la barra agitadora, ademés, no pueden obtenerse las distribuciones de fluido iniciales si se invierte
la agitacion.
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Los microorganismos al moverse en el fluido se encuentran con dos tipos de resistencia, la inercia
v la viscosidad. La inercia causa resistencia a la aceleracion y es proporcional a la densidad del fluido;
la viscosidad es una medida de la resistencia al desplazamiento y determina la fuerza necesaria para
mover un objeto sélido a través de un fluido.

El nimero de Reynolds R, definido por el ingeniero y fisico Osborne Reynolds (1842-1912)
en 1883, como el cociente entre los términos inerciales (fuerzas requerida para acelerar masas =
masa x aceleracion — [3p,,v%/R) y los términos viscosos (fuerzas requeridas para generar corte —
n % ~ nl3v/R?) que siente cierto elemento de fluido de tamano I que es arrastrado por el fluido con
rapidez v y viscosidad dindmica 7, hasta chocar con una esfera de radio R, como se muestra en la

figura 2.10, resultando
términos inerciales  vRpp,

(2.1)

términos de friccion n

Figura 2.10: Volumen de fluido que se mueve alrededor de un obstaculo esférico [38].

Si R es pequeno, domina el término de friccién: la agitacion produce la menor respuesta posible,
es decir, un flujo laminar, que se detiene inmediatamente después de que cese la fuerza externa.
Cuando R es grande, dominan los efectos inerciales: por ejemplo, el café sigue girando después de
que hayamos dejado de agitarlo y el flujo es turbulento. Este criterio es aplicable a cualquier situacién
cuya geometria quede caracterizada por una escala de longitud R. Cuidadosos experimentos de O.
Reynolds lo llevaron a concluir que el inicio de la turbulencia se produce cuando R=1000. Para una
ballena de 30m, nadando en agua a 10ms™ !, se tiene R=300 000 000, pero para una bacteria de 1 yn,
nadando a 30ums™!, {Se tiene R=0.00003!! [38]. Para un microorganismo como la E. coli cuando
nada en agua, el valor de R es aproximadamente 107°. Cuando un humano rema lentamente en
una alberca R ~ 10°. Nosotros somos mucho mas grandes (! es mucho mas grande) y nos movemos
mucho més répido (v es mucho mayor). Asi que, en cierto sentido, nuestra experiencia en agua es
diferente a la que experimenta la E. coli, por un factor de 10'°. Nuestra inercia es mayor y es mas
facil para nosotros movernos de uno a otro de los extremos de una alberca [38].

En la fisica newtoniana, el movimiento correspondiente a la inversiéon temporal es una solucién
de las ecuaciones del movimiento con el mismo signo de la fuerza que en el movimiento original. En
cambio, la fuerza de friccién viscosa no es invariante por inversion temporal: la trayectoria invertida
en el tiempo no es solucién de la ecuacion de movimiento con el mismo signo de la fuerza. La ruptura
de la invariancia por inversiéon temporal indica que algo irreversible estd ocurriendo en el movimiento
de friccién, lo cual no sorprende, pues la friccion es la disipacién en un solo sentido, que provoca la
transformacion del movimiento ordenado en movimiento desordenado [38].

A los organismos suspendidos en el agua les puede resultar ventajoso nadar por sus alrededores.
So6lo lo pueden hacer cambiando la forma de su cuerpo de una manera periédica, pero esto no es
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n n

tan sencillo. Supongamos que queremos desplazarnos en un fluido, posibles " remos " para llevar a
cabo el movimiento, se muestran en la figura 2.11: (a) El elemento con aleta efectia un movimien-
to reciproco, (b) El molinete hace girar una varilla helicoidal rigida, (¢) El buje hace oscilar una
varilla rectilinea rigida. Si una criatura con dos brazos (remos) fijos anclados al cuerpo celular por

Figura 2.11: (Esquema) Tres nadadores [38].

bisagras (ver figura 2.12), intenta desplazarse a ntumero de Reynolds pequenos, desciende y asciende
sus remos (figura 2.11a), el cuerpo celular regresa a su posicion inicial, sin importar la razon a la que
estos desplazamientos son realizados. A bajos nameros de Reynolds, la aplicacion de una fuerza a un
fluido genera un movimiento que puede ser cancelado completamente aplicando la fuerza cambiada
de signo e invertida con respecto al tiempo. Resultado que es cuestién de vida o muerte para los mi-
croorganismos. A diferencia de la situaciéon en nimero de R pequenos, a R grande, el desplazamiento

Figura 2.12: Un nadador microscépico intenta avanzar impulsando ciclicamente sus paletas arriba y abajo
[38].

de empuje es més grande que el de restitucion.
Veamos ejemplos de desplazamientos en flujos con nimero de Reynolds pequetio |38]:

Propulsion ciliar. Muchas células utilizan cilios, apéndices en forma de latigo de aproximada-
mente 5-10pum de longitud y 200nm de didmetro, para generar un empuje neto. Las células moviles
(como el Paramecium) utilizan cilios para desplazarse. El movimiento indicado en la figura 2.13 es
tipico: periddico pero no reciproco, en ella se muestra un cilio que inicialmente esta paralelo a la
superficie de la célula, apuntando hacia la izquierda. Durante el movimiento impulsor (izquierda),
el cilio se desplaza perpendicularmente a su eje, mientras que durante el movimiento recuperador
(derecha) la mayor parte de €l se desplaza aproximadamente paralelo a su eje. Asi, el movimiento del
fluido producido por el movimiento impulsor sélo queda cancelado parcialmente por el flujo hacia
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atrés producido por el movimiento recuperador. La diferencia entre ambos flujos es el bombeo neto
producido en un ciclo. De manera que el cilio produce un avance neto al impulsar el fluido a lo
largo de la superficie, realizando un movimiento que es peridédico pero no reciproco, es decir, no es
reversible en el tiempo.

2 4 ¥
1 Tt it A 5 10 9 8 7 6
Fpoayf i \ == i, o
[TTTTTTTITTTITTTTTTTTTTIT [TTTTTTTTTTIITTTTTTT T
movimiento impulsor " A movimiento recuperador

Figura 2.13: (Esquema) Ciclo ciliar [38].

Flagelos bacterianos. El desplazamiento de las bacterias por medio de flagelos se puede enten-
der considerando una varilla fina arrastrada con velocidad v que no es ni paralela ni perpendicular
a su eje. Caso en que la fuerza f necesaria para arrastrarla es la resultante de dos fuerzas f) y fi.
procedentes de las componentes de v paralela y perpendicular al eje de la varilla. Incluso si v y v
tienen el mismo moddulo, tal como se supone en la figura 2.14, las componentes respectivas de f no
seran iguales, por lo cual f no serad paralela a v, véase la figura 2.14; porque la viscosidad (| es mas
grande que la viscosidad (. La propulsién de la E. coli se basa en este efecto. A diferencia de los
cilios los flagelos no se flexionan, sino que son objetos helicoidales rigidos, como espirales de sacacor-
chos, de manera que no pueden solucionar el problema de propulsién realizando el movimiento de los
cilios (figura 2.13). Los flagelos bacterianos tienen un grosor de 20nm por lo que es dificil visualizar

Figura 2.14: Esquema de la fuerza impulsora en bacterias flagelares [38].

su movimiento tridimensional en el microscopio. En 1973, H. Berg y R. Anderson [38] sugirieron que
la bacteria hacia girar el flagelo desde su base con un movimiento rotacional rigido, idea que era
dificil poner a prueba: es dificil juzgar el caracter tridimensional de un movimiento observado en el
microscopio. M. Silverman y M. Simon [38] utilizaron una cepa mutante de E. coli que carece de
filamento y s6lo tiene el gancho. Anclaron las células a un cubreobjeto de vidrio por sus ganchos,
de modo que el motor flagelar hacia girar el cuerpo entero de las bacterias, un proceso facilmente
observable en el microscopio. En la actualidad sabemos que el motor flagelar es una maravilla de la
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nanobiologia, un motor rotatorio de tan sélo 45nm de ancho [38|.

Ciertamente, el movimiento rotatorio satisface el criterio de ser periédico pero no reciproco. Y
estamos familiarizados con otros objetos helicoidales rotatorios que desarrollan un impulso a lo largo
del eje, como las hélices de submarinos y barcos. Pero los detalles son muy diferentes en el caso de
bajo numero de Reynolds. La figura 2.15 muestra un esquema de la situaciéon. El motor flagelar hace
girar un objeto helicoidal rigido (que representa al flagelo) respecto a su eje. Dos segmentos cortos
de la hélice han sido singularizados para su estudio. La fuerza neta df ejercida sobre un segmento
corto por sus dos vecinos debe contrarrestar la fuerza de resistencia viscosa sobre dicho segmento.
Asi, para que la hélice describa el movimiento rotatorio deseado, df debe ser el vector mostrado
en la figura 2.15. Al sumar todas las contribuciones de cada segmento de la varilla, vemos que las
componentes en el plano zy se cancelan (pensemos en los segmentos correspondientes en el extremo
opuesto de la hélice cuyos vectores velocidad apuntan hacia arriba). Pero df también tiene una
pequenia componente a lo largo de la direccion -z, y las df, no se cancelan. Por lo tanto, se debe
aplicar una fuerza hacia la izquierda para hacer girar el flagelo en su lugar (ademdas de un momento
con respecto al eje) [38].

Supongamos que el flagelo no estd anclado a un objeto fijo sino ligado al extremo derecho de
una bacteria. Entonces, como no hay nada que proporcione una fuerza neta hacia la izquierda, la
rotacion del flagelo impulsara la bacteria hacia la derecha. Es interesante observar que se han hallado
bacterias mutantes con flagelos rectilineos, que giran y giran pero no consiguen desplazarse.

Figura 2.15: Esquema de la propulsion bacterial [38].

Si la célula (con sus flagelos) nada con una rapidez constante (sin acelerar o desacelerar), ésta
no experimenta fuerza neta; por lo tanto, el empujon generado por la hélice rotatoria debe ser
balanceado por la resistencia sobre el cuerpo. El mismo argumento aplica a la rotacion: la torca
externa por los motores flagelares sobre los filamentos debe balancearse con el contragiro (rotacion)
opuesta del cuerpo de la célula. Sin embargo, ya que el cuerpo es relativamente grande, éste gira
relativamente despacio. Cuando la E. coli nada, el camulo de flagelos gira de alguna manera cerca
del orden de 100 Hz, mientras que el cuerpo celular se enrosca de otra manera a 10 Hz; la célula con
sus flagelos se mueve directamente con rapidez del orden de 10 longitudes por segundo. Para un ser
humano, 10 longitudes de cuerpo por segundo es cerca de 64.4 km por hora!!! [38].



Modelos del movimiento colectivo.

Existen estudios tedricos y experimentales del movimiento organizado de un niimero muy grande
de " particulas " auto-propulsadas (usualmente, pero no siempre organismos vivos) [6], [7]. En los
altimos 10 anos, muchas de las caracteristicas universales de este tipo de comportamiento han sido
identificadas y entendidas, utilizando técnicas originalmente desarrolladas para materia condensada
en equilibrio y fisica estadistica.

3.1. Modelo de materia condensada

Uno de los modelos para describir el movimiento colectivo consiste en plantear analogias con
sistemas de materia condensada en equilibrio, en las que se asocian distintas " fases " al movimiento
de las particulas por sus simetrias [6]. Las fases estudiadas tedricamente tienen exactamente las
mismas simetrias que alguna fase en equilibrio (por ejemplo, ferromagnetos, y cristales liquidos).
Se ha podido concluir que todos los cimulos en movimiento organizado presentan la misma fase,
independientemente de sus constituyentes, tienen la misma "hidrodinamica".

Estos sistemas son diferentes a los sistemas en equilibrio, debido a la auto-propulsion fuera del
equilibrio que es intrinseca de los " organismos " constituyentes. La diferencia es méas dramética
en la fase méas simple, en que todos los organismos en promedio se mueven en la misma direccién,
llamado " vector-ordenado " o comportamiento ferromagnético [6].

Vicsek y colaboradores disenaron un modelo de simulacion numérica para el movimiento colectivo
[6], con las siguientes caracteristicas:

1. Un namero muy grande (un flock) de particulas puntuales ("boids") moviéndose en el tiempo
a través de un espacio de dimension d(=2,3,...) intentando a todo tiempo "seguir"(es decir,
moverse en la misma direccién) a sus vecinos.

23
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2. Las interacciones son puramente de corto-alcance: cada "boid", solamente responde a sus
vecinos, definidos como aquellos "boids" dentro de una distancia fija Ry, que se asume inde-
pendiente de L, el tamanio lineal del flock.

3. El "seguimiento'"no es perfecto: los "boids" tienen errores en todo tiempo, que son modelados
como un ruido estocéastico. Ruido que se supone que tiene solamente correlaciones espacio-
temporal de corto-alcance.

4. El modelo fundamental tiene simetria rotacional completa: el camulo de " particulas " puede

moverse en cualquier direccion, todas son igualmente probables (medio isotropico).

Cualquier modelo que incorpore estas caracteristicas generales pertenece a la misma " clase uni-
versal " | en el sentido que el nombre es usado en fenémenos criticos u fisica de materia condensada.

Por supuesto, muchos organismos no se mueven en un ambiente invariante de rotacién, porque
cada organismo individual obtiene su direccion de pistas/senales de su medio ambiente -sol,
viento, océano, corrientes de aire, gradientes de temperatura, campo magnético de la Tierra, etc.-
identificadas como " compas ". Hay muchos ejemplos en la naturaleza en los que el comportamiento
colectivo y la interacciéon entre particulas domina sobre campos impuestos externamente.

Como se verd mas adelante, las cuatro consideraciones del modelo de simulacion, se encuentran
en las bases de la ecuacion tipo Boltzmann que se utiliza en el presente trabajo.

3.2. Modelo hidrodinamico

Para evitar resolver el problema de muchas (pero muchas!!) ecuaciones de movimiento de las
10%® moléculas constituyentes de un fluido, se recurre a la hidrodindmica, escribiendo un conjunto
de ecuaciones continuas que describen la variacion suave/lenta de la densidad p(r,t) y la velocidad
v(r,t) -ecuaciones Navier-Stokes que describe fluidos newtonianos- con ellas no es necesario describir
la dindmica microscopica. Con las ecuaciones macroscopicas y parametros fenomemoldgicos (con-
ductividad térmica, compresibilidad, etc., deducidos de experimentos u ocasionalmente, a costa de
un esfuerzo inmenso, calculados de modelos microscopicos) se pueden predecir resultados de todos
los experimentos que exploren escalas de longitud grande y tiempo mucho més grande que el tiempo
microscopico, resolver estas ecuaciones es una tarea mas simple que resolver la dindmica microscoépica
hidroFlocks:ref.

Las ecuaciones continuas se escriben considerando sé6lo los términos " relevantes " que cumplan

con las simetrias y leyes de conservacion del problema. " Relevantes " significa que son términos
importantes en las escalas de la descripcién macroscopica. En la practica, esto significa un "desarrollo
en gradientes", en el que se conservan los ordenes de derivadas espaciales y temporales més pequeno
posible. Por ejemplo, para una variacién espacial lenta 1, /2 v > Ve 7, se conserva solo el
término mas grande.

Dada una simetria importante, existe la "fase" para dicho comportamiento del sistema. En el
movimiento de particulas auto-propulsadas se tienen dos fases: "ferromagnetismo'"para el desplaza-
miento ordenado y el estado desordenado se describe como "paramagnetismo".
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En mecéanica estadistica del equilibrio se clasifican las diferentes fases de la materia por las
simetrias fundamentales que rompen. Por ejemplo, los sélidos cristalinos difieren de los fluidos (liqui-
dos y gases) rompen las simetrias orientacional y traslacional. Hasta ahora, los modelos hidrodindmi-
cos han sido formulados para tres fases: paramagnetismo, ferromagnetismo y nematicos.

Veamos en que consiste la formulacion hidrodindmica del comportamiento ferromagnético en un
ambiente isotrépico (completamente invariante rotacional).

» Fl sistema que se quiere modelar es cualquier coleccion de un numero muy grande (N) de
organismos (identificados como "pajaros") en un espacio d-dimensional, con cada organismo
tratando de moverse en la misma direccién que sus vecinos inmediatos.

= Se asume que los organismos no son influidos por el medio ambiente, entonces, no hay
direccion preferida intrinseca en la que deseen moverse. Se mueven en cualquier direccién
seleccionada por sus vecinos.

= Sin embargo, la navegaciéon de cada organismo no es perfecta, esto ocasiona algunos errores en
el intento por seguir a sus vecinos. Se considera el caso en el que el promedio de los errores es
cero, por ejemplo, en 2 dimensiones, para algin pajaro es es igualmente probable equivocarse
a la derecha y a la izquierda de la direccién seleccionada por los vecinos. También se asume
que no tienen correlaciones temporales largas, por ejemplo, un pajaro que se ha equivocado a
la derecha al tiempo t tiene la misma probabilidad de equivocarse a la derecha e izquierda a
un tiempo t’ mucho més grande que t.

= El modelo incluye interacciones atractivas o repulsivas entre los pajaros, restringiendo su
campo de vision a aquellos pajaros que estan enfrente de ellos.

Las simetrias del modelo son:

Invariancia traslacional significa que el desplazamiento de posiciones del ciimulo de pajaros com-
pleto no tiene significado fisico. Ya que el espacio en que se mueve se considera homogéneo.

n n

La invariancia rotacional se debe a que los pajaros carecen de la influencia de un " compas ",
asi que todas las direcciones del espacio son equivalentes. Las ecuaciones hidrodindmicas que
resultan no tienen ninguna direccién especial. Todas las direcciones deben ser seleccionadas
espontidneamente por el movimiento y estructura espacial del ciimulo.

La tunica ley de conservacion es del nimero de pajaros: no se permite que nazcan o mueran
péjaros, la ecuacién de continuidad refleja esta suposicion

dp
OZE—i—V-(up). (3.1)

Para reducir la complejidad de la ecuaciéon de movimiento, realizan una expansién espacio-
temporal de gradientes y conservan s6lo los términos de orden mas bajo en gradientes y derivadas
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temporales de u y p, simplificaciéon motivada y justificada por el deseo de considerar distancias
grandes y tiempos prolongados en el movimiento de particulas auto-propulsadas, asi obtienen la
ecuacion tipo Navier-Stokes siguiente

du+ A1 (u-V)u+ s (V-u)u+ s V(u?)

3.2
=au—f [ufu—-VP+ D V(V-u)+ Dy V>u+ Dy (u-V)u+f, (3.2

donde P es la presion que tiende a mantener la densidad local p(r) en su valor medio pg y dp = p— po,
es decir,

P(p) = ounlp— po)"- (3.3)
n=1

Las constantes 3, Dp, D, Do son positivas, el parametro « en la fase desordenada es a < 0 y sera
a > 0 en el estado desordenado.

La ecuacion para el campo de velocidades u (3.2), tiene en el lado izquierdo la derivada local
y el analogo a la devidada convectiva (términos que contienen los parametros A) de las ecuaciones
de Navier-Stokes de un fluido. Los pardmetros A1, A2, As son fenomenoldgicos distintos de cero,
cuyos valores son determinados por reglas microscopicas. Las constantes Dp 72 son constantes de
difusion (o viscosidades). f es una fuerza impulsora aleatoria que representa el ruido gaussiano con
correlaciones de ruido blanco

(file,t) fi(x,0)) = C b5 8%(x —x') 6(t — 1) (3.4)
donde C' =constante, i,j son coordenadas cartesianas, d es la dimensién del espacio en que se mueven
las particulas.

Para el caso estacionario y homogéneo la ecuacion de la velocidad hidrodinamica (3.2) es
0=au-—3 |uluy, (3.5)

ésta tiene dos soluciones, la solucién u = 0 representa la situacion en la que, aunque los pajaros

se encuentren en movimiento (rapidez individual v# 0) la rapidez promedio es cero, caracteristica

de una fase paramagnética en la que los pdjaros tienen un movimiento desordenado; la segunda de
1/2

las solucién, u = (%) que implica que la rapidez promedio es la misma y por lo tanto tienen un

movimiento ordenado (o > 0) en cierta direccion, situacion que se presenta en la fase ferromagnética.

Uno de los objetivos de esta tesis es obtener la ecuacion tipo Navier-Stokes, ecuacion (3.2), a
partir de la teoria cinética, mas adelante se encuentra el desarrollo.



Modelo Cinético

En la primera seccion de este capitulo se introducen las ideas fundamentales de la Teoria Cinética
de gases. En la segunda seccion se definen las analogias y las condiciones en las que se aplica la teoria
cinética de gases al movimiento de bacterias con flagelos.

4.1. Elementos basicos de Teoria Cinética de gases.

Cuando la densidad de un gas es lo suficientemente baja, de modo que el camino libre medio es
lo suficientemente pequeno comparado con las dimensiones caracteristicas de la geometria del flujo,
los resultados obtenidos en la dindmica de fluidos requieren correcciones que se vuelven cada vez
més importantes conforme el grado de rarefaccion (densidad maés baja) se incrementa. Situacion en
la que se requiere una aproximacion alternativa, la representacién cinética de la materia, donde el
estado del sistema completo se describe con una densidad de probabilidad o funcién de distribucion
adecuada que representa el estado microscopico de los elementos que interaccionan, ésta es la variable
dependiente en modelos cinéticos. Las propiedades macroscopicas (observables) se calculan como
momentos pesados por la funcién de distribucién.

La teoria cinética es capaz de derivar los coeficientes de transporte (datos experimentales en la
descripcion macroscopica), utilizando las propiedades y el comportamiento de las moléculas del gas.
La teoria cinética se basa en el concepto de que un "gas" es una coleccién de muchas particulas,
que son afectadas por sus alrededores y por colisiones con otras particulas. Las particulas que se
consideran tienen las siguientes caracteristicas:

= son puntos, sin estructura interna o grados de libertad internos (los gases perfectos son
monoatomicos)

= ejercen fuerzas sobre otras, solamente cuando sus centros estin a una distancia pequena com-
parada con la separacion promedio (la region en que las particulas interactuan es llamada la
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esfera de influencia).

= en el exterior de la esfera de influencia obedecen las leyes de la mecénica clasica (su movimiento
es descrito por una ecuacién de movimiento no relativista).

En un gas las moléculas se encuentran libres y la mayoria del tiempo estén separadas por dis-
tancias que son grandes comparadas con sus dimensiones. Se mueven en linea recta hasta que dos (o
mas), lleguen a acercarse, y entonces, ocurra (algo como) una colision, después de que se separan,
se mueven con velocidades diferentes.

En gases perfectos, la energia calorifica es interpretada como energia traslacional aleatoria de las
moléculas. Sin embargo, las moléculas que tienen estructura interna, pueden almacenar energia en sus
grados internos de libertad (energia cinética de rotacion o vibracion). Aunque la teoria cinética clasica
hace predicciones especificas de como la energia cinética es repartida o dividida entre todos los grados
de libertad, los resultados no coinciden con observaciones, excepto en el caso de las moléculas mas
simples. Caracteristica que muestra los limites de la teoria cinética clasica. La friccién se desprecia
totalmente en las interacciones moleculares. En teoria cinética, la conversion de trabajo mecéanico
en calor por fricciéon es interpretada como una conversién de la mayoria de la energia traslacional en
movimiento molecular aleatorio.

Los sistemas se modelan en un marco de causalidad determinista, lo que significa que una vez
que se conozca la causa, el efecto es identificado en forma determinista. A menos que algin ruido
externo intervenga.

4.1.1. Definiciones

Consideremos un gas monoatémico, formado de particulas que interaccionan entre ellas a través
de colisiones moleculares, mecanismo que serd el més importante en la descripcion de los fen6menos
de transporte involucrados. Caracterizamos dichas colisiones con la llamada " trayectoria libre me-
dia ", que es la distancia promedio que viajan las particulas del fluido sin sufrir colisiones entre
ellas ni con las paredes. Sea o la seccién eficaz de colisién entre las moléculas, si éstas tienen un
tamano caracteristico a (didmetro de esfera dura o alcance del potencial intermolecular, distancia
microscopica), la seccion serd o ~ a?. Si hay n moléculas por unidad de volumen en el fluido y
L es la dimension lineal del volumen del sistema (longitud macroscopica), nLa? sera el ntimero de
colisiones en la distancia L. La trayectoria libre media A se estima dividiendo la distancia L por el
nimero de colisiones que sufren las moléculas al viajar dicha distancia, es decir

L 1
A~ ~—.
na?l  na?
La cantidad K,
A 1

~Y p—
Ky
L  na?L ’
se le conoce como namero de Knudsen y es la frecuencia de colisiones.
En un gas diluido estas distancias son de diferente orden de magnitud y estdn ordenadas como sigue

a< AL L,
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para un gas diluido tipico Ty ~ 273K y una atmosfera de presion, se tiene a ~ 10~ 8cm, A\ ~ 107°
cm, L ~ lcm.

A cada distancia le corresponde un tiempo caracteristico, que se puede obtener dividiendo por una

velocidad tipica, que podria ser la velocidad del sonido en el gas vs, o la velocidad térmica (%)

1.

1/2

t. es el tiempo que una particula tarda en viajar una distancia microscopica, como el didmetro
de esfera dura (podria tomarse como el tiempo de duracién de una colision),

. 7 tiempo libre medio, que mide el tiempo promedio entre colisiones,

. tmacro €s €l tiempo que la particula tarda en viajar la distancia macroscopica caracteristica del

problema,

estos tiempos también difieren en varios ordenes de magnitud

te ~ 107125 < 7~ 107 < timaero ~ 107 4s.

La primera desigualdad ¢, < 7 indicaria que el gas es diluido, ya que las particulas pasarian la
mayor parte del tiempo sin chocar. La desigualdad 7 < t,4¢r0 indicaria que en tiempos macroscopi-
cos, las particulas han tenido muchas colisiones.

Las escalas de tiempo permiten ver la evolucidn del sistema en las siguientes etapas bien definidas:

1.

La etapa cinética, para tiempos 0 < ¢t < 7, donde se hace la descripcién en términos de la
funcién de distribucion y ésta satisface la ecuacion de Boltzmann. Se supone que las colisiones
binarias entre las particulas son dominantes y que no estan correlacionadas. En este régimen,
la funcién de distribucién y todas las funciones que dependen de la posicion y de la velocidad
molecular cambian mucho con el tiempo.

. La etapa hidrodinamica ¢ > 7, donde el gas admite una descripciéon en términos de vari-

ables macroscopicas como densidad p(r,t), velocidad u(r,t) y energia e(r,t). Estas variables
corresponden a cantidades que ain en el regimen cinético no cambian como resultado de las
colisiones, tal es el caso de las variables conservadas. En forma cualitativa los cambios produci-
dos por inhomogeneidades espaciales, AA es el cambio de las variables hidrodindmicas antes
mencionadas, entonces

AA AA 1
/’L = Kn = 2 9
A A na’L
mide el cambio relativo de la variable A en distancias del orden de la trayectoria libre media.
En el caso en que p << 1, las variables conservadas casi no cambian y eventualmente se llegara
al estado de equilibrio. El parametro p se conoce como parametro de uniformidad, ya que mide
los cambios espaciales en las variables dindmicas y se anula cuando el sistema es uniforme.

. Para tiempos posteriores a tmacro, t >> tmacro, €xisten procesos lentos hasta llegar al equilibrio.

De manera esquemética, la evolucion del sistema puede describirse en la siguiente forma

etapa cinética — etapa hidrodindmica — equilibrio termodinamico

f(r,v,t) = cuando (t >> 7): p(r,t), u(r,t), e(r,t) = cuando (t >> tyqero): n=cte., T=cte.
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Espacio fase El movimiento de una particula puede describirse completamente en términos de
sus coordenadas espaciales r y su velocidad v, porque las leyes de la mecanica clasica son tales, que el
conocimiento de r y v a cualquier instante, permite predecir los valores de esas variables a cualquier
otro tiempo. La particula puede representarse con un solo punto en un sistema de Coordenadas
(r,v), entonces especificar su posicion y velocidad es equivalente a especificar un punto en el espacio
de seis dimensiones, llamado espacio fase o espacio p, como el mostrado en la figura 4.1. Como la
posiciéon y la velocidad cambian en el tiempo, el punto que representa a la particula se mueve a
través del espacio fase. En general, la particula se puede representar por un punto en un espacio de
¢ dimensiones, donde ¢ es el namero de variables independientes (posicion y velocidad o impetu)
necesarias para especificar su configuraciéon y movimiento.

Codx,

Figura 4.1: Espacio fase y una celda en dicho espacio

Las propiedades macroscopicas de un gas (sistema) pueden obtenerse con la funcion de distribu-
cion f(r,v,t). Esta funcion puede determinarse a partir de una ecuaciéon integro-diferencial primero
dada por Boltzmann y mas tarde por Maxwell, que es definida de tal manera que

N(r,v) = f(r,v,t) drdv

es el numero de particulas que al tiempo t se encuentran en el elemento de volumen drdv que forma
la celda del espacio fase mostrada en la figura 4.1. En otras palabras, N es el numero de particulas
con velocidades en {v, v+dv} localizadas en el intervalo {r, r+dr} al tiempo ¢. Con esta definicién,
se introduce un cierto nivel de imprecisién, ya que ahora el estado de cada particula se conoce con
un error de drdv.

De la definicion anterior, se puede obtener el ntmero total de particulas del sistema si se integra

N:///V///Zf(r,v,t) drdv, (4.1)

donde los posibles valores para r estan limitados por el volumen V, y los valores de las tres compo-
nentes del vector velocidad estan entre —oco a co. Esto implica que los movimientos relativistas de
las particulas son ignorados, que en ciertos casos pueden tener un papel importante.
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4.1.2. Ecuaciéon de Boltzmann.

Para construir la ecuacion de evolucion de f(r,v,t) tomaremos el cambio producido por el hecho
de que la particula se mueve con velocidad v y en general en presencia de una fuerza externaF, de
modo que el cambio en la funcién de distribucion conforme pasa el tiempo se puede expresar en
términos de su derivada total:

Df(r’v’t)—aif_F@.aif_i_dl.aif
Dt 9t dt Or  dt Ov (4.2)

0
/ +v-Vef4+a - Vyf
ot
donde la aceleraciéon debida a un campo externo, segin la segunda ley de Newton es a = %, m

es la masa de las particulas. A esta derivada temporal se le conoce como el término de arrastre de
la ecuaciéon de Boltzmann.

La evolucién espacial y temporal de f, se puede obtener también considerando un volumen fijo

Q del espacio fase que contiene
Nq = // fdrdv (4.3)
Q

particulas. Introducimos dAg como un elemento superficial (5-dimensional) del espacio fase con un
vector normal n, el vector del espacio fase 4 = {zk, vk} a (A=1,2,...,6,k=1,2,3), y la velocidad en el
espacio fase €4 = {&), 0x} a. Todas las particulas que cruzan dAq durante el tiempo ¢ contribuyen
al cambio de Ngq e integrando sobre la superficie 92 de €2 resulta

dZQ - / / fdxdv = — jgﬂgAnAfdAQ, (4.4)

el teorema de Gauss permite convertir la integral de superficie en una integral de volumen, la derivada
temporal puede escribirse dentro de la integral, ya que 2 es constante en el tiempo

//Q%: dxdv:—/ ‘?i“j (4.5)
// or | ‘%Af] dxdv = 0

0x A
La ecuacion anterior debe cumplirse para cualquier volumen de espacio fase {2, entonces la expresion
dentro de los paréntesis cuadrados debe anularse. Utilizando que £4 = {zk, vk }a y €4 = {Tk, Op}a =

{Uk, i}k}A, resulta
f (ka)

(4.6)

Vg = 0. 4.7
ot 8$k 8'1}k ( )
Como zi y vk son independientes en el espacio fase g& = 0. La aceleraciéon de las particulas, es

debida a fuerzas externas (Gy), como la gravedad y fuerzas de interaccion con otras particulas (W),
entonces U = G+ Wj. Por lo general las fuerzas externas que se toman en cuenta son independientes
de la velocidad % = 0, finalmente se obtiene

%_‘_ k@f —i—Gkaf S con GZ—w

ot oxy, vy, ov, (4.8)
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S describe el cambio de la densidad de fase debido a la interacciéon entre particulas, es decir,
colisiones. Como el tiempo de una colision es muy corto, y es imposible resolver temporalmente
en una escala lo suficientemente adecuada, la idea de la ecuacion de Boltzmann es considerar una
escala temporal donde las colisiones aparecen como cambios de velocidad instantdneos, & se obtiene
basdndose en esta idea.

El cambio de la funcién de distribucion producido por la interaccion de las particulas (&) se
obtiene tomando en cuenta las siguientes hipotesis:

Soélo se consideran colisiones binarias Lo cual se justifica en un gas diluido, en el que la trayec-
toria libre media es grande comparada con el tamano de las moléculas, la colisién entre tres o
maés particulas es poco probable, asi que, puede ser ignorada. Ademas las particulas del gas son
monoatomicas (hipotesis molecular), sélo habré intercambio de energia cinética en la colision.

f se puede considerar constante Tienen que ocurrir muchas colisiones para que f cambie signi-
ficativamente (no cambia durante el tiempo de una colisién t —t, = (v/r)~!) [44] , f también
es constante en el rango de las fuerzas interatomicas d [47].

Las velocidades de dos particulas no estan correlacionadas Hipétesis que introdujo Boltz-
mann con el nombre de Caos molecular o "Stosszahl Ansatz". Que consiste en que dos
particulas cuando chocan al tiempo ¢, no se acuerdan si han chocado antes, entonces sus
velocidades son estadisticamente independientes, las colisiones aparecen como cambios
instantaneos en la velocidad . En el instante ¢ a cada punto en el espacio fase (x), los valores
de f para diferentes velocidades son independientes. Aunque ésta es una hipotesis externa,
existe justificacion fisica en un sistema diluido, ya que en este tipo de sistemas es mayor el
tiempo entre colisiones que el tiempo que dura la colisién misma, por lo que las particulas
estan lo suficientemente no relacionadas entre si.

Para obtener el cambio de la funcién de distribucién debido a los encuentros entre particulas,
se cousidera que el gas interacciona mediante un potencial esféricamente simétrico, y entonces las
velocidades antes y después de la colision notan la presencia de otra particula, cuando su distancia
relativa r es tan grande que la interaccion potencial ¢(r) es practicamente cero. Consideremos dos
particulas de masa m, con velocidades antes de la colisiéon v y vi, y cuya velocidad relativa es
g = v — v1. Después de la colisiéon, las particulas tendran las velocidades

/ / / /
v =v+a, vl =vi+b, g =v' —vy,

los vectores a y b se determinan tomando en cuenta la conservacién del impetu y de la energia, de
lo cual resulta b = —a y a=-k-g, donde el vector unitario k = 2, es llamado el vector de colision.

a)
Los vectores después de la colisién toman la siguiente forma

vVi=v-(k-gk, vi=vi+ (k- gk, g =g 2k gk (4.9)
Si se multiplican las expresiones anteriores por k, g y g’, se puede obtener

g—¢g
k-g'=-k-g k==>—-y g =g,
g — g
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entonces, la magnitud de la velocidad relativa no cambia y el vector k divide en dos el dngulo entre
gy g’, ver la figura 4.2, en ella también se introduce el dngulo de colision © como el dngulo entre g
y k, asi que k-g = g cos(0). Se pueden expresar las velocidades antes de la colision en términos de
las cantidades después de la colision

v=v — (k- g’)k7 vi =V + (k- gk, g=¢g - 2(k - g’)k.

La conservaciéon del impetu en la colision, requiere que tal colision sea en un plano, condicién que

Figura 4.2: Velocidades relativas y angulo de colision ©. k es el vector unitario en la direccion de (g-g’) [?]

se cumple con
gxr=g xr 6 gh=g'b = b =hb, (4.10)

donde r denota la distancia relativa entre las particulas y b es el parametro de colisién que pro-
porciona la distancia perpendicular de la particula a la velocidad relativa g. La figura 4.3 muestra
el parametro de colisiéon b, las velocidades relativas g y g’ para la colision de dos moléculas de
didmetro d. En ella también se puede observar que en el caso de esfera dura el &ngulo y el pardmetro
de colisién se relacionan como

©pys = arcsin 1

En general, la relacion entre ©, b y g depende del potencial de interaccion ¢(r). Conocer los detalles
de la colision permite calcular el cambio de la densidad de fase f(x,v,t) provocado por las colisiones.
Como resultado de una colision los vectores de velocidad cambian de v, vi — v’, v1’ disminuyendo
la densidad de fase f(x,v,t), mientras que debido a la llamada colision inversa en la que v’, vi’ —
v, v1 incrementa la densidad de fase f(x,v,t). Tomando en cuenta la pérdida y la ganancia, podemos
escribir

(U F) = I = I )=

donde J(f, f)+(J(f, f)-) es la densidad numérica de las colisiones por unidad de tiempo que pro-
duce (destruye) un punto en la densidad de fase con velocidad v.

Todas las particulas con velocidad vy en el volumen g dt b db de mostrado en la figura 4.4, colision-
aran con la particula en el centro (velocidad v) durante dt, asi que, dicha particula experimenta

f(x,vi,t) dvi g dt b db de

de tales colisiones durante dt (donde las velocidades después de la colisién son v’, v1’). La densidad
numeérica de particulas con velocidad v es f(x,v,t) dv, entonces la densidad numérica de colisiones
v, vi — v’, vi’ por unidad de tiempo es

2 g
J(f, f)—dc = //0 /0 f(x,v,t) f(x,v1,t) g o sin(©) d(O) de dv; dv. (4.11)
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Figura 4.3: Colisién entre dos esferas duras de didmetro d[?].

dhd

Figura 4.4: Contando las colisiones. [?]

En la expresion anterior se considerd que la seccion transversal o, es tal que b db= o sen(©)db,
e integrando sobre todas las posibles parejas, es decir, sobre todas las velocidades v1, todo el an-
gulo de colision O, y todo el angulo € que describen la orientacién del plano de colision, ver figura 4.4.

Para considerar la colisién inversa v’, vi’ — v, v, se toman en cuenta los argumentos anteriores,
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la densidad numérica de estas colisiones por unidad de tiempo es
f(x,v',t) f(x,v],t) g o sen(©) dO de dv) dv’

donde las velocidades se relacionan de acuerdo con las ecuaciones (4.9). Ademés g’=g, b’=b, que
implica que ©' = O(b',g’') = O(b,g) = O, y por lo tanto ¢’ = o, puede demostrarse que dc dci=dc
dc). La suma de la densidad de colisiones que produce una particula con velocidad v es

2 =
J(f, f)ydv = // /2 f(x,v',t) f(x,v],t) g o sen(O) dO de dvy dv. (4.12)
0o Jo
Para simplificar la notacion, escribimos

f(X,V,t):f ) f(xvvl)t):fl ) f(X,V/,t):f/ ) f(X,Vll,t):f{,

finalmente obtenemos una expresion para J(f, f), haciendo la resta de las particulas que salen
(representadas por (4.11)) de las que entran (contabilizadas en (4.12)) al volumen considerado

2w %
I f) = / /0 /0 (F'f{— 1) g o sen(©) dO de dvi. (4.13)

Si ahora igualamos los dos términos (4.2) y (4.13) que describen como cambia la funcion de distribu-

cién
o F 2r 3
8‘:+V'Vrf+m-vvf://0 /0 (f'fi — ff1) g o sen(©) dO de dv. (4.14)

La ecuacion de Boltzmann (4.14) es la ecuacion central de la teoria cinética de gases. Es una ecuacion
integro-diferencial no lineal para la funcién de distribucion f, que describe la evolucion en el espacio
y en el tiempo de un gas ideal monoatémico, que toma en cuenta su movimiento libre, la aceleraciéon
debida a fuerzas externas y las colisiones. Debido a su complejidad, la ecuaciéon no puede resolverse
facilmente y en la mayoria de los casos se tienen que buscar soluciones numéricas.

Al término de la izquierda se le conoce como de término de deriva, mientras que a la integral de la
derecha se le llama término de colision, que suele escribirse en forma simplificada como J(f, f), la
ecuaciéon entonces toma la siguiente forma

of

F

en ocasiones la ecuacién anterior se expresa en la siguiente forma general

o N Vel 4 V() = 0

ot

donde &(f) denota ciertas operaciones aplicadas sobre la desconocida funcion f.

(4.16)

La ecuacion anterior plantea un problema de valores iniciales en el espacio u, dada f(r,v,t = 0)
la pregunta es jcomo se puede calcular f(r,v,t) bajo ciertas condiciones de frontera?, problema no
resuelto en general.

El teorema H planteado por Boltzmann [44], estudia que condiciones debe satisfacer f(r,v,t) para
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determinar el equilibrio termodinamico del sistema.
En un gas no homogéneo, caso mas general, la condiciéon de equilibrio local se tiene si %—? = 0 donde

H(t) E//f(r,v,t) In f(r,v,t) drdv, (4.17)

lo cual se cumple si f/fi/ = f fi, la condicién necesaria y suficiente para que H sea un minimo es que
In fr +In fi7 =In f +1In fi, las inicas cantidades que son iguales antes y después de la colision son los
invariantes colisionales: m, mv y %va, entonces, la funcion de distribucion del equilibrio, denotada
por f© una combinacion lineal de dichas cantidades. A esta funcion se le asocia el concepto de
equilibrio local, porque se introduce en forma arbitraria en su estructura los valores de las variables
hidrodinamicas n(r,t), u(r,t) y e(r,t). Para incluir el concepto de temperatura, se procede como
lo hizo Maxwell, en este modelo cinético las moléculas tienen 3 grados de libertad traslacionales,
entonces Fiinética = %m(vg + vg + vg) Por el teorema de equiparticion de la energia, la energia
cinética promedio es (Eginética) = %kBT, si la energia interna por molécula es la energia cinética
promedio, entonces podemos escribir la distribucién maxwelliana local en términos de las variables

locales n, u, e |44] de la siguiente manera

FO @, v, 1) = n(r, 1) (27r/<;£r’(rt)) : exp {—]{BJTM[V ~u(r, t)]2} ’ (4.18)

esta funcién satisface J(f(o), f(o)) = 0, no toda la ecuacién de Boltzmann, para conocer la solucién
completa es necesario calcular el término inhomogéneo

0 o F 0
el T A0 t) =
{8t+v or ' m 8v}f (r,v,8) =0,
si F = —VV, donde V es la energia potencial externa independiente del tiempo, se puede obtener
la distribuciéon de Maxwell-Boltzmann para el equilibrio termodinémico
1 \2 1
(€9 (1) = LI [ 4.1
M) =n <27T]€BT> exp{ T [va —}—V(r)}} (4.19)

con n = nl? = vyT=T (e9) El sistema siempre alcanza un estado de equilibrio termodinamico
(total) descrito por una funcién de distribucién de Maxwell-Boltzmann [44].

4.2. Ecuacion de Boltzmann para particulas auto-propulsadas
(SPPBE)

El estudio de particulas auto-propulsadas (self-propelled) o auto-impulsadas (self-driven) tiene
un par de décadas. La descripcion cinética surge con el modelo de Grégoire y colaboradores [1], en
el presenta trabajo utilizamos este modelo, las consideraciones que lo forman:

» Fl sistema estd formado por un conjunto de N bacterias que se mueven en un plano (2D),
consideradas como particulas puntuales de masa m = 1 que se encuentran encerradas en una
area.
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= Cada particula es caracterizada por su posiciéon r y velocidad v, de tal manera que todas se
pueden representar como N puntos en el espacio (r,v).

» Se considera que las particulas se mueven con velocidad v = vpé(#), donde vy es constante, &(6)
es un vector unitario en la direcciéon 6. El angulo 6 es el formado con la orientaciéon promedio
de las bacterias al moverse colectivamente 0. El espacio fase lo describen r y 6. Esquemas de
vectores y diagrama fase.

= Se supone que no existe ninguna fuerza externa actuando sobre las bacterias.

» f(r, 6, t) representa la forma en que estan distribuidas las posiciones y orientaciones de las
particulas en el sistema. Esta se utiliza para obtener las propiedades macroscopicas que car-
acterizan al sistema.

» Las particulas se mueven sin cambiar su direccién de movimiento (comportamiento balistico),
hasta que experimentan un evento de auto-difusién o una colisién binaria que tienden a alinear
las direcciones de las dos particulas.

= Las bacterias no se encuentran aisladas, sino que se encuentran inmersas en algin medio
(agua, aire, etc.), para representarlo se introduce el parametro 7, que es una variable aleatoria
caracterizada por una funcion de distribucion gaussiana pg(n) y delta correlacionada (ruido
blanco) con varianza ag . El medio funciona como un reservorio, que altera el momento lineal
y la energia de las bacterias, pero la forma en la que lo hace no se especifica.

El cambio de la funcién de distribucién a medida que pasa el tiempo, se puede expresar mediante
su derivada total de la siguiente manera

Df _9f(r. 6.,t) ,  0f(r,0.1)

J— 8f(r7 07 t) +'U é(g) . af(r797 t) .
N ot 0 Jr

La expresion anterior es el término de arrastre de la ecuaciéon tipo Boltzmann para
particulas auto-propulsadas, llamado asi porque resulta del arrastre de particulas debido al
movimiento de una de las particulas.

El término de interaccion de la ecuacién de Boltzmann, es un balance de particulas que entran
y salen del elemento drdf por las siguientes situaciones:

Auto-difusion Las bacterias peritricas tienen periodos de movimiento angular aleatorio (viraje
o cabeceo) después de los cuales, se mueven en cierta direccion casi recta, asi se desplazan
o difunden (seccion 2.3). Cualquier particula que tenga velocidad en la direccion 6, tiene la
probabilidad por unidad de tiempo (A) de cambiar la direccion de su velocidad a la direccion
0 = 0 + n, entonces, A mide la tasa del proceso, entrada y salida de particulas por auto-
difusiéon. Hemos considerado A=constante como el caso més simple. El cambio en el niimero
de particulas en el elemento de volumen drdf debido a la auto-difusion, estd formado por dos
términos, el primero toma en cuenta la disminucion (pérdida) de particulas en drdf, porque
cambian la direccion de su velocidad a 60/; el segundo de los términos, es el aumento (ganancia)
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de particulas en drd#, resultado de la influencia que ejerce el medio sobre las particulas cuando
se mueven en forma aleatoria.

Lauto—Difusion = =X f(r,0,t) + A [ d’ / dn po(n) 6(0" +n—0) f(r.0,1),  (4.21)

La siguiente figura muestra la auto-difusion influida por el medio (ruido )

Figura 4.5: Auto-Difusion bacterial.

Colision La colision se considera elastica y solo entre pares de particulas (sistema diluido), cuando

las particulas se acercan a una distancia dy, que es la distancia entre los centros de las particulas
o el didmetro de las particulas.

La direccion de las velocidades de dos particulas antes de colisionar son 61 y 62, después del
encuentro sus direcciones son 0] =60 + 11y 6, = 0 + 12, donde 0 = Arg(61 + 62).

Como un caso particular, se podria considerar a los ruidos n = n; = 1, pero en general, los
eventos auto-difusion (n) y colision (n1,72) tienen distintas caracteristicas (escala, tiempos,
etc), por lo tanto el medio puede afectar de manera distinta a cada evento. Cada uno de los

ruidos se consideran blancos y gaussianos, con distribucién p(n) y varianza o2

Lowiision = —f(x,0,1) / "ty [e(0) — e(0)] (4d3)f(x, /.1

*/_ﬁ a0 / a6 / " p(n) vole(8) — e(6))] (422)
% (4do2) 68 + 1 — 0) f(r,01,1) f(r,0s,1)

Como resultado de la colision de dos particulas, éstas cambian sus orientaciones y posiciones
abandonando el elemento drdf, el primero de los términos representa esta disminucion de
particulas. El segundo de los términos representa el aumento de particulas que llegan al ele-
mento drdf, como resultado del choque de pares de particulas, pero cuya colisién se ve afectada
por el ruido del medio, se trata de la colisién inversa, y como las dos particulas que interven-
dréan en la colisién vienen del medio, éste influye. La figura de abajo muestra las direcciones
antes y después de la colisién

Este modelo describe el movimiento de particulas auto-propulsadas por medio de una

ecuacion (SPPBE) (4.23) 6 (4.24) que tiene la estructura de la ecuacién que Boltzmann
propuso para describir a los gases. Ecuacion que resulta de igualar la expresion 4.20
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Figura 4.6: Colision entre dos bacteria.

a la suma de los términos de auto-difusion (expresion (4.21)) y el término de colision
(expresion (4.22)).
Df

Dt = IAuto—Difusién + IColisién (423)

of(r. 0.1) . Of(r.0.t
f(Iét) + U0e<9) : f(gr) = IAuto—Difusién + Icolisién- (424)
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4 MODELO CINETICO




Solucion de la ecuacion SPPBE.

En este capitulo se demuestra que la funcién que depende de la densidad uniforme mencionada
por Greégoire y colaboradores en [1] es solucion de la ecuacion SPPEB (segunda secciéon), también
se demuestra una solucién més general que depende de la densidad local (primera seccion).

La ecuacion SPPBE (4.24) es

ot TV or

= IAutofDif[f(n 0, t)] + Icol [f(l‘, 0, t)]’

donde los términos de auto-difusiéon y colisién son

IAuto—Dif = - )‘f(rv 07 t) +A del / dT/ p0(77) 6(9/ +n— 0) f(ra 0,7 t)
Ioa= — f(r.6,0) / d8'00l&(8') — &(6)|(4d2) f(r. 8. 1)

+ ", / " b / " dn pn) vol8(02) — 8(60)] (403) 58+ — 6) F(x,61,) £(x,0,1).

5.1. En términos de la densidad local

Si la funciéon de distribucion depende de la densidad local

p(r,1)
2r

f(r7 97t) = (5.1)

41
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al sustituirla en el término de arrastre se obtiene

Of(r,0,1) of(r,0,t) 0 [p(r,1) 0 [p(r,t)
ot v or - 8[ 27 ]—i_v.ar[ 27 ]
1 0p(r,t) 1 Op(r,t)

5 )

ot 27 v or

Por otra parte, las integrales Iauto—pif ¥ oo s€ realizan en las variables 7, 61, 02, asi que al sustituir

r,t . . . .
% , este cociente no interviene en las integrales, resultando

2 2
r,t r,t r,t r,t

Lauto-pif + Icor = =X pnt) |y oD g o)y e g
2 2 2m 27

donde las integrales son
L = / dG’/ dn po(n) 6(6' +n —6),
L - / 48’ vole(8') — e(6)] (4do?),

I3 — /ﬂ d@l /7T d92 /oo dn p(n) ’Uo‘e(el) _ e(0)| (4d02) 5(@_’_77 _ 0)

En I;: hacemos primero la integral con respecto a 6’ y después con respecto a 7 resultando

L = / dnpo(n)/ ag’ 5[0’ — (0 —-n)], si —wr<O0-n<mw

—0o0 —T

= /_Z dn po(n)

1 o] 2
= / dn exp i/
\/271'0'0 —0 20’0

(5.2)

donde hemos utilizado una de las propiedades de la funcién § y que po(n) es una distribucion

gaussiana normalizada.
En el caso de I3: calculamos el d&ngulo promedio definido en el modelo

- ; ; 01 + 0
0 = < 7'01 102) = s
argle’' +e 2

el término |e(8’) — e(#)| se puede escribir desarrollando el producto escalar

le(02) —e(01)] = /le(02) —e(61)] -[e(02) — e(61)]

\/e 92 92 — 6(92) . 6(01) — 6(91) . 6(02) + 6(01) . e(<91)
f\/1—992~e(91),

si definimos las variables

01 + 62

04202—91 y 0=

(5.6)
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entonces

e(62) - e(01) = |e(02)] |e(61)] cos(f) = cos(c) , (5.7)

ya que, por definicion del producto escalar 6 es el dngulo entre los dos vectores unitarios en las
direcciones 01 y 02, entonces 8 es igual a. El producto df1df; = JdOda, donde J el Jacobiano de la
Transformacion {61,602} — {©, a}, expresada por las ecuaciones (5.6)

gﬁ oo P
_ |o0 01| _ _
J=196 dal=1 ’ =L
002 002 2
tomando en cuenta los limites de integracion 6y = —m1 =6 = O =—ny b =1=0 =0 =m, I3

se obtiene
Iy = / " o, / it / " dn pn) wolel®”) — e(®)] (4do?) 53 +n — 6)
- /_7r de /da /_OO dn p(n) voV'2 /1 — cos(a) (4d2) 6(© +n—0),

con este cambio de variables ahora se puede realizar la integracién sobre ©
L= wid) [da [~ dnpo) vEVT=eos@) [ dosie -0
= wad) [da [ anp) vEVT=es@), s —n<0-n)<n
donde se ha utilizado una propiedad de la funcién 9, integrando con respecto a 7
I = vo(4d3)/da V2 /1= cos(a) /OO dn p(n)
= vo(4d3)/da V2 /1= cos(a) /: dn \/21706@ (;f)
- / do v/Z /T = cos(a),

o = 0y — 01, si se fija, por ejemplo 67 = 0, y consideramos 62 como la variable de integracion, ésta
es una variable muda, asi que se le puede asociar cualquier variable, en particular 5 = ¢, entonces
da = dfy = df’, entonces

le(62) — e(61)] = V2 /1 —e(6) - e(61) = |e(¢') — e(0)]

I3 se transforma en
Is = v0(4dg)/ do’ |e(8') —e()| = I
—T
que es la integral que se habia identificado como 5.
Sustituyendo en la ecuacion (5.2) los resultados de las tres integrales I e I3

r,t r,t r,t)12 r,t)12
Lig + Lot = A p(27r ) 4 p(%) B [p(% )} L+ [p(27r )] I
= 0, (5.9)
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obtenermos que el término de interaccion de la ecuacién de Boltzmann se anula.

Igualando ambos resultados

1 op(t) L Oplrt)

2w Ot 2 v or

=0, (5.10)

entonces, la funcion de distribucion (5.1) es solucion de la ecuacion de Boltzmann, si

(gtJrv-;) p(r,t) =0, (5.11)

podemos concluir que en un sistema de referencia que se mueva con velocidad v, junto con las
particulas, la densidad local p(r,t) es constante.

5.2. En funcién de la densidad uniforme.

En el caso de que la funcion de distribucion dependa de la densidad uniforme (constante)

frty =2 (5.12)

:%7

al sustituirla en el término de arrastre se obtiene

af of 0 /p 0 [/ p
v b (2) e 2 ()
ot Jr 0t \27 Or \ 27
El término de interaccion de la seccién anterior no se altera, pues en este caso tampoco la funciéon
de distribucién participa en las integrales, entonces también se anula

P P p 12 p1?
} PPy [P P —0. 5.13
Laig + Leol A 2 +A 2T (1) [27r} L+ {271'] =0 ( )

La funcion de distribucion con densidad uniforme es solucion trivial de la ecuacion de Boltzmann
(4.24).



Ecuaciones hidrodinamicas.

En la primera seccién se obtiene la ecuacién de transporte de Maxwell-Enskog, ecuacion
general de evolucion temporal de variables dinamicas locales (promedio ) en gases, que es consis-
tente con la ecuacion de Boltzmann [44]. En la segunda seccion se desarrolla el célculo para bacterias.

6.1. Gases simples

El promedio local de la variable dinamica 1 (r,v,t) se define como

Y(r,t) =

f(r,v,t) (6.1)

Al multiplicar la ecuacion de Boltzmann (4.15) por 9(v) e integrar con respecto a v, se obtiene

[t { }dv—/w f) dv = Ap(w), (6.2

en el caso de que no exista fuerza externa (F = 0) actuando sobre las particulas, el término de la

izquierda es /¢(v) {%} dv:/ [w( )af e )v-Vrf] dv, (6.3)

los términos del lado izquierdo de (6.2) son

Jow Shav =2 [ s av =5 naw)

/@/)(v)v-vrde:Vr-/ w(v)vde=VT-<nv¢(v))
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donde se ha utilizado

Velv ) =v -Vef+ fVev=v- -V,f, (6.4)

sustituyendo el término de colision de (4.14) el término del lado derecho de (6.2) es

suw) = [ew g av= [ | /0 " /0 LU0 (P~ ) g0 sen(©) dO de dvi dv

2 %
:% ///0 /0 (V) +p(vi) — (V) =)} (f'fi = ff1) g o sen(©) dO de dvz dv)
6.5

resultando

(n(v)) + V- (n) (6.6)

DI Q

como r y v son independientes = V, v = 0, ademés si ¥ no depende de r = V,9 = 0,
despejando

Yv-Vof = Ve ($vf),

sustituyendo el término anterior en (6.3) resulta

[ o) G o] v = [ | Zwn+ 9w ).

como la integral y las derivadas son en diferentes variables, v, t, y r, se puede intercambiar su orden

[awnavs [Vewvn av= o [wnaveve [ @) av

de acuerdo con la definicion del promedio local, ecuacion (6.1) se obtiene

0 0

o [wnavev, [ v av = S0+, D)

al igualar la expresion anterior al término del lado derecho de la ecuacion (6.2) resulta

G D)+ Ve (7v) = [ oevn) I av. (6.7

Ecuacion de transporte de Maxwell-Enskog que describe la evolucion temporal de v en el espacio de
configuracion (espacio). A partir de ella se pueden obtener las ecuaciones de conservacion de masa
(ecuacion de continuidad) e fmpetu y la ecuacion de balance de energia interna. Esto demuestra
que las ecuaciones de conservaciéon son una consecuencia directa de la ecuaciéon de Boltzmann, con
la enorme ventaja de que las dos corrientes (asociadas con el transporte del impetu y el flujo de
energia interna cadtica) introducidas en ellas, pueden en principio calcularse si se resuelven las
integrales de las que dependen. Por lo tanto, la teoria cinética a través del modelo de Boltzmann,
puede generar resultados importantes que son ajenos a la descripcion macroscopica [44].
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6.2. Bacterias

A continuacién se obtienen las ecuaciones macroscopicas para bacterias, a partir de la ecuacion
SPPBE (4.24)
9f(r,0,t)
ot
con las integrales (4.21) y (4.22)

+ U()é(@) ' Vf(l‘, 07 t) = IAutofDif + ICOl7

Lnuto—pig = — Af(£.0,8) + A / a0’ / dn po(n) 66 + 11— 0) F(x.0',1),

Iooy = — f(r,0,1) ﬂ df'vo [8(0) — &(0)| (4d5) f(r, 0", 1)

—T

+ / "o, / " i, / "y p(n) v 18(62) — &(61)] (Ad2)5(E + 1 — 0) F(r,00.1) F(r.0a.1),

donde se define la direccion de referencia 8 como

0 +0
0 = “; 2. (6.8)

La ecuacién de transporte general para el caso de bacterias es

g( E) + VT‘ ' (n W) = /LZ)(I',V,t) [IAuto—Dif + IAuto—Dif] dv

o . (6.9)
= P(r,v,t) [Tauto—Dif + Lauto—pif] db,
—T

donde la velocidad v tiene magnitud constante vy y direccion &(@), por lo que las integrales en la
velocidad se realizaran en la variable 6 de —7 a 7.
Utilizando esta expresion se demostrara que la masa (1) = m) es un invariante colisional microscopico
que satisface la ecuacion de conservacion de la densidad (continuidad) a nivel macroscépico, en el
caso del momento lineal (¢» = mv) se obtiene una ecuacion de balance resultado de que esta cantidad
no es invariante colisional.

6.2.1. Ecuaciéon de Continuidad.

La ecuacion (6.9) en el caso

p=m=1= ¢=1 = JYv=mv=v

resulta ser

d
a(n)JrVr' (nv)= / [ Auto—pif + Icor] db. (6.10)

Definimos las siguientes variables locales
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Densidad local es el nimero de particulas que al tiempo ¢ se encuentran en r independientemente
de las direcciones de sus velocidades

™ s

e t) =m | do f(r,e,t)_/ 4o f(r,0.1) = n(r,?), (6.11)

—T —T

Velocidad local es velocidad hidrodindmica del fluido, se define como el promedio de la velocidad
molecular (individual) de las particulas, asi que de acuerdo con la definiciéon del promedio de
variables dinamicas (6.1) es

=1 i v f(r = 1 v i é r
u(e.t) =¥ = s /_de f0.0.) = s 0/_7rd9 ©) fr,6,8).  (6.12)

Entonces el lado izquierdo de la ecuacion (6.10) es

%(n m) +V,- (n mv) = 0p(81;, 2 + V.- [p(r,t)u(r,t)], (6.13)

el lado derecho de (6.10) esta formado de dos integrales, la primera es

|0 Tasooig == [ as g0+ 0 [“ap [ dor [ an o) 56+ n-0) f(x,8,0

—T

:—/\n(r,t)+/\/ﬂd6' /Oodnpo(n) f(r,0't) /ﬂd96(6?'+77—9),

—T

(6.14)

en el primer término se encuentra la densidad local y el resultado de la integral sobre 6 es

/ A0 60 +n—0) =0(r—n—-0)O0(r+n+6)=1, sit>n+¢

—Tr

entonces
(o)

/ 49 Liuto-pis = <\ p(r,t) + A / d8' f(r,0',1) / dn po(n),

—T —T —0o0

™

como p,(n) es una distribucién gaussiana normalizada = [*_dn po(n) = 1, por lo tanto
s s
/ df Iputo—pif = —A p(r,t) + )\/ do’ f(r,0',t)
—Tr —T

la integral del lado derecho, es precisamente la densidad local si se considera que 6’ es la variable de
integracion y por lo tanto una variable muda, si 8’ = 6 se obtiene

™
/ o IAuto—Dif =-A P(I'ﬂf) + A p(rat)
—T

por lo tanto, la integral sobre 6 del término de difusiéon se anula

/ d0 Tauto-pis = 0, (6.15)

—Tr
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si la integral del término de colision es

/ df Ico = 11 + 1o, (616)
con I; e Iy de la siguiente forma
I =—(4d}) vy | db f(r,0,t) do'|&(0’) — &(d)| f(r,0' 1) (6.17)

I = (4d2) vo / "o / " a0, / " i, / " pln) 16(62) — &(61)] 68+ — 6) F(r.00,1) F(r.0.1),
(6.18)

la integral en 8 de I3 es

I = (4d2) o / " o, / " i, / "y p(n) 6(6s) — 8(6)| (.61, ) f(r,0a,0) / " 40 50+ 0),

—T

6 esta dada por la ecuacion (6.8), entonces

s _ ™ 0 9
[avs@en-o= [ ws(®520n-0)=o(r- 252 s)o(rs 5% 4a) 1

01+ 6
i o>t
2
la integral resultante es
vy ™ oo
b= (1) wn [ doy [ oy je(62) — 00)] S(x.00,0) F(,600) [ d o)
como ffooo dn po(n) = 1 la ecuacion anterior se reduce a
IQ = (4d3) Uo/ d(91 / d¢92 |é(92) - é(91)| f(r,91,t) f(r,92,t) (6.19)
la ecuacion (6.19) es precisamente la integral (6.17) con signo opuesto, es decir, Iy = —I;, entonces
(6.16) es
/ df Ico = —1Io + 15 = 0. (6.20)
Al combinar (6.13) y (6.20) resulta
Op(r,t
/)((91;) +V- [p(r,t) u(r,t)| = 0. (6.21)

La ecuacién anterior recibe el nombre de Ecuacién de Continuidad. Representa la conservacién
de la densidad de bacterias (particulas) en el sistema biologico, pues no existe ninguna fuente que
aumente (cree) la densidad de particulas, ni sumidero que disminuya (desaparezca) particulas, con-
secuencia de que el sistema es cerrado.
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En gases, la ecuacion de transporte general (6.31)

SV, () = [0 TS dv,
en el caso
Yv=m = @:m , YV =MV = mv ,
2T 3
= /¢(V) J(f, f) dv:m/J(f,f) dV:m//O /0(f'f{—ff1)gasen(6))d@dedv1:0,

(6.22)

la ultima de las expresiones es la condicién de que m es un invariante colisional, pues la masa de las
particulas es la misma antes y después de la colision, entonces el Kernel de colision es J(f, f) =0,
asi que se obtiene la ecuacién de conservacion

gt(nm) + V, - (nmv) =0,
como la densidad de masa es p = nm y la velocidad hidrodindmica es el promedio de la velocidad

molecular u = Vv se obtiene 9

0
— +V,- =0.
5 T Ve (pw)

En ambos sistemas se cumple la ecuaciéon de continuidad, por tratarse de sistemas cerrados.
Esta es la expresion local de la conservacién de la masa de las bacterias a nivel microscépico durante
las colisiones.

6.2.2. Ecuacion de Balance del momento lineal.

Ahora la variable dindmica es el impetu molecular, al multiplicar la ecuacion SSPEB por ¢ =
mv =v = 19&(f), los términos de la ecuacion de transporte para bacterias (6.9) se convierten en

o a9, 9. .
a[n V) Za[n V] —a[n u| = 6t[p u (6.23)
V- [nyv] =V, [nvV] (6.24)
/ df Y(v) [Lauto—pif + Lauto—Dif] —/ d0 m v [Iguto—Dif + Lauto—Dif)
- i (6.25)

= / df vo &(0) [ auto—pif + Lcol)-

—
De acuerdo con la definicion del promedio local (6.1) el término en (6.24) es
nvv= ”/ o vv f(r,v,t) = P(r,1), (6.26)
n —T

definido como el tensor de Presion P, que resulta del producto directo o tensorial del vector v =
v0€(0) con el mismo, que expresado en sus componentes es

v = vz85 +v.1& = vocos(0)é; + vosen(0)é L (6.27)
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y en forma matricial se escribe como

Uy VU  UgU
VvV = 0 ) (v vi)= 676 Yo L
U ViU VIV

entonces P es un tensor de segundo orden que puede expresarse como una matriz de 2 x 2

(v cos(6) B cos?(0) cos(6)sen(6)
vV = ( U(()) sen(9) ) (vo cos(f) wo sen(B)) = vg < cos(B)sen(d)  sen?(0) > . (6.28)

la ecuacion de transporte (6.9) que resulta de tomar en cuenta (6.23), (6.24), (6.26) es

0 ™ R
8t[ ul +V,-P= [ df vy &) [lauto—Dif + Icol]- (6.29)

—T

Para simplificar el lado derecho de la expresién anterior, se toma en cuenta s6lo el término de
Auto-Difusion (Ig, = 0), entonces

/ df vy €(0) [Iauto—Dif]

:/7T df vy &(0) [—)\f(r,é’,t)+)\ /7r do’ /oo dn po(n) 6(6' +n—0) f(r,0,1)

™

= —)\ d9 Vo é(e) f(rvevt)

v [Cdo [Car [ an ) e6) 60+ 0 - 6) f.0'0)

el primer término contiene la velocidad promedio (ecuacion (6.12)), entonces

" / " 40 &(6) [Lauto—pif] = = p(r.1) u(r,t)

—T

+ Avg /7r do /Tr do’ / dn po(n) &0) 6(0' +n—0) f(r,0,t).

Al sustituir la expresion anterior en (6.29)

%[p(r,t) u(r,t)} V. P(r,

(6.30)
= — Ap(r,t) u(r,t) + Avo / df / g’ / dn po(n) 8(0) 5(6' +n—0) f(r,0,1),

resultando la Ecuacién de Balance del momento lineal, que representa el cambio total del momento
en cierto volumen V al tiempo ¢t. No hay conservacion de la cantidad de movimiento, debido a que
solo se consideran a las bacterias y el medio es representado por un ruido. Para un estudio més
completo de los término del lado derecho (fuentes y sumideros) falta agregar el término de colision
(Ieolision)- El cambio de momento en el tiempo no es balanceado por su flujo y existe cambio neto
de impetu en el volumen considerado.



52 6 ECUACIONES HIDRODINAMICAS.

Para gases, la ecuacion de transporte general (6.31)

o _ _

Gy (10 Ve (V) = [0 T 1) v, (6:31)
para cuando ¥ = mv, el segundo miembro se anula por tratarse de un invariante colisional en gases
y se obtiene la ecuacién de conservaciéon

g(nmv) + V- (nmvv) =0,

como la densidad de masa es p = nm y el tensor de presiéon 6.26 es

vv:/ dovvf(r,0,t) =P

—Tr
entonces

O+ V() =0

La expresion anterior es la segunda ley de Newton para un fluido compuesto de particulas puntuales,
que interaccionan a través de colisiones binarias, y sobre las cuales no acttia ninguna fuerza externa.

A diferencia del caso de gases, el momento lineal no es un invariante colisional para bacterias,
como lo refleja la ecuacion de balance (6.30) que contiene términos que pueden considerarse como
sumideros y fuentes de impetu.

Energia La energia no se conserval!!
La energia que permite que las bacterias se muevan, la proporcionan los organismos, lo cual significa
que para que exista movimiento en el sistema se necesita que se le proporcione la energia suficiente
por medios externos.!!!



Ecuaciones de movimiento para bacterias.

En este capitulo se aplica el Método de Chapmann-Enskog para encontrar las ecuaciones de
movimiento para bacterias, con la estructura de las ecuaciones de Euler y Navier-Stokes para fluidos
ideales y viscosos, respectivamente. Este método consiste en proponer como solucién de la ecuaciéon
de Boltzmann un desarrollo alrededor de la funcién de equilibrio local f(©) (r,v,t). Una posibilidad,
era tomar como funciéon de referencia las soluciones encontradas en el capitulo 5, la que depende
de la densidad uniforme no proporciona informacion y la que contiene a la densidad local f(r,t) =
% condujo a inconsistencias con las caracteristicas del modelo. Para encontrar otra solucién que
funcionara en el Método de Chapmann-Enkog, se utiliz6 el Método de Maxima Entropia.

7.1. Meétodo de Maxima Entropia.

Para dar una descripciéon de sistemas en equilibrio, se puede utilizar lo que se conoce como
teoria de informacién, que define cierta magnitud S llamada Entropia de informaciéon o Entropia
Estadistica, nombre que se le da por ser definida como la entropia de Shannon. La entropia de
informacién cuantifica de alguna manera la informacién o la incertidumbre respecto de un sistema.
El Método considera que un sistema alcanza el maximo compatible con las restricciones impuestas.
El procedimiento habitual para maximizar la entropia consiste en recurrir al método variacional,
imponiendo las restricciones mediante multiplicadores de Lagrange, uno por cada restriccion. El
método define una funcional que depende de la funcién a maximizar y de una combinacién lineal
de las restricciones, considerando los multiplicadores como coeficientes.

La aplicaciéon del Método de Maxima Entropia permitird obtener la funciéon de distribucion
fo) (r,0,t) que maximize la entropia y cumpla con las restricciones del sistema. Estas definen las
variables macroscopicas relevantes para el problema en términos de la funcién de distribucién

53
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La densidad de particulas en el caso de gases es

p(r,t) =n(r,t) m=m /dv f(r,v,t),

cuando el sistema estd formado de bacterias con m = 1 que se mueven con rapidez constante
vo y cambian la direccion de su velocidad descrita 6

= p(r,t) =n(r,t) = /7r do fay(r,0,t). (7.1)

—T

La velocidad local o macroscdpica del fluido para gases se define como

p(r,t) u(r,t) = /dv f(r,v,t) v, (7.2)
en el caso de bacterias resulta

p(r,t) u(r,t) = /7r do fu)(r,0,t) v = /7r do fu)(r,0,t) voé(0). (7.3)

—T —Tr

La entropia de informacion se define como

T f(l) (I‘, Q,t)
t) = — 0 0,t) In | ——-—-= 4
sty == [ ab s 0.0 w | TUEE0] (7.4
la funcional a maximizar se define como
F(I‘,t) = S(I‘,t) - )\(I‘,t) p(I’,t) - A(I‘,t) ’ p(rvt) U(I',t) ) (75)

Ay A son multiplicadores de Lagrange que debemos determinar. Para establecer una f((r,0,t)

que dependa del tiempo en las variables macroscopicas del problema f) {p(r,t),u(r,t),@] y que

maximize la entropia de informaciéon podemos escribir la funcional tomando su dependencia en f(;,
ademas, su derivada parcial debe ser cero

9
Flfwl = Slfw] = Ale,t) plfw] — Al t) - (p W)lfw] Igg"{z()l)] =0

al sustituir las ecuaciones (7.1), (7.3) y (7.4) en la funcional (F), y sin escribir explicitamente la
dependencia de las funciones, la relacién anterior toma la siguiente forma

OF [ f)] o) i f i i .

cada integral es en la variable € y en el mismo intervalo, entonces, se pueden agrupar en una sola

integral
o Lo [rom (7)) )
—_— do |— In{—=1]—-X\ —A- vy €(0)| =0,
0 ) fo ; fo fawyvo &(0)
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intercambiando el orden de aplicaciéon de la derivada e integral, al calcular primero la derivada parcial
con respecto a f(l) se obtiene

bis f A
[ () () -]

para que la ecuacién anterior se cumpla el integrando debe anularse, por lo tanto

[—ln(ﬁ”)—l—)\—A'vo é(@)] = 0.

Despejando f(;) y escribiendo la dependencia explicita de las funciones se obtiene

fay(x,0,8) = p(r,t) 71 ARO=AED (@] (7.6)

Los multiplicadores de Lagrange A y A se deben obtener en términos de las variables macroscopi-
cas del problema (p, u), para eso se tiene que resolver el par de ecuaciones que resultan de sustituir la
expresion anterior en las dos restricciones. Sustituyendo f(;) en la condiciéon que cumple la densidad
(7.1) resulta

,O(I',t) = /TF do p(r’t) e[_l_k(rﬂt)—A(I‘,t) vpé(0)]

—Tr

los términos que no dependen del dngulo 6 pueden salir de la integral, entonces

(e 1) = plr, 1) SN0 [T g LA we0)]

—T

que se reduce a

| = - 1-AE)] / " 4 AT wEO)] (e gy (1A (7.7)

—T

donde .
I= / df el=Arb): v0d0)] (7.8)

—T

Al sustituir f(;) en la restriccién de la velocidad macroscépica (ecuacion(7.3)) resulta

p(r,t)u(r,t) = / do p(r,t) T AEDI=AED weO)] 4 8(0),

—T

que al escribir en términos de integral I es

P OUED) _ 1-x(ro) / " dp el 080 g ()
p(r,t) i
0 T &
_ 1N 9 —A-vpé(0) 7.9
= u(r,t)=e aA[/ do e ] (7.9)
0
—e N _Z 17
e oA 1]

—Tr
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o>

Figura 7.1: Componentes

Definimos un sistema de referencia (q@ q L) con vectores unitarios &; y €, respectivamente, nombre
escogido con la finalidad de destacar que el eje de abscisas se considera en la direccién promedio de
las particulas, mientras que el eje de ordenadas es la direccién perpendicular a la promedio, ver la
figura 7.1. En este sistema los vectores €() y A tienen las componentes

&) = cos(0) & + sen(f) &, , A =Alcos(a) e + sen(a)e,], (7.10)

la integral es ahora

j / " -AD: 208(6)] _ / " 40 e{—Avo [cos(a) cos(8)-+sin(a) sin(6)]} _ / " 1 el=Avocos(a—6)]

—T

haciendo el cambio de variable z = (0 — «), de donde dz = df, los limites § = 7y 0 = —7 se
convierten en Tgyp =T — 'y Tinf = —T — @, respectivamentes,
T—x
= I= / dz el=Avocos@)], (7.11)
—TT—Q

la funcion exponencial se puede expresar con el siguiente desarrollo [53]
elizeos@)] — )+ 2 Z i* Ji(2) cos(kz),

donde la exponencial se expresa en términos de funciones de Bessel (Jx(z)) de primer tipo, orden k
(k toma valores enteros reales) y la variable z es compleja. Para poder utilizar la expresion anterior
es necesario identificar z, escribiendo explicitamente el argumento de la exponencial que queremos
representar

e[—Avo cos(x)] _ e[i(iAvo)cos(a:)] _ e[izcos(a:)}

i

entonces z = iAvg y por lo tanto

el=Avo cos(@)] +2Zz Ji(2) cos(kx),

sustituyendo en la integral (ecuacion(7.11))

I:/W_a [ +2Z ) cos km)},

—TT—C
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la primera integral es la diferencia de los limites y la segunda es

T—Q

I=Jyz)r—a+m+q] —i—QZ(z)ka(z)/ dz cos(kx),

k=1 —TT—

haciendo el cambio de variable y = kx donde dx = d—,f, los limites cambian a yeup = k(T —a) y
Yinf = _k(ﬂ- + Oé)

T—o k(r—a)
N du cos(kz) = ~ / dy cos(y) = + {senlk(r — a)] — sen[—k(r + )]}
~r—a k J k(rta) k

2
= Z sen(km) cos(ka) = 0,

entonces

I= 27TJO(Z) = 27TJ()(iAUO)

utilizando la relacion entre las funciones de Bessel de primer tipo Jx(z) y de segundo tipo Ij(w)
para el orden k = 0 [53], donde z = iw y w = Avy,

iF I (iw) = Tx(w)

J()(Z) = Jo(iw) = I()(’LU),

= I= 27TJO(Z'AU()) = 27TIo(AUQ). (7.12)
Al sustituir [ en la restriccion sobre la densidad (ecuacion(7.7)) resulta
1
1 =11 = (=120 9T (A (1= -
e e wlo(Avg) = e 5T (Avg)
=  A=In]2rly(Avy)] — 1, (7.13)

para que el logaritmo natural esté bien definido su argumento debe ser positivo, la figura 7.2 lo
muestra.

Para obtener una relacion sencilla entre los multiplicadores (7.13), se grafica A en un intervalo
cercano a la unidad 0.9 < Avg < 1.1 como lo muestra la figura 7.3. El producto adimensional Awg
se considera cercano a la unidad porque A es el inverso de la velocidad del cuamulo de bacterias que
se desplazan con una rapidez muy parecida a la velocidad individual vg. Entonces

A~ c1Avg + ¢ (7.14)

el valor de las constantes se encuentra en el Apéndice de constantes (cuadro 9.1).
Al sustituir / (ecuacion (7.12)) en la expresion (7.9) se tiene

. 0 10
e HN(A YL L5 D
u=e (AaA + aA@a) (27 In(Avg)]

. d
A 0 2m o {Io(Avy) (7.15)

=A 67(1+)\) 2 U()Il(Av())
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27 1g(Avp)
8.4;
8.2f
s.of

7.8]

767

P Ay
0.90 0.95 1.00 1.05 110

Figura 7.2: Argumento de funcién logaritmo natural.

A=In[2x 15(Avp)]-1
114¢

112f
110f
108

1.06f

[ . s Ay
«® 095 1.00 1.05 110 0

1.02F

Figura 7.3: A (puntos) y su ajuste lineal (linea continua).

donde se ha ocupado el gradiente en coordenadas polares {A, a} y la propiedad de las funciones de
Bessel [53]
0 ~0p 109 dIy(Avp)
Y A - ¥ 220H0)
oA ~ 294 T “A%a dA

como el vector A (7.10) es

= o Il(AU()), (716)

A = Alcos() &5 + sen(a) &1] = A= Al = [cos(a) &5 + sen(a) &, ] ~ &,

resultado de que el 4ngulo o es muy pequeno, entonces
u=A e Y o vol1(Avg) = &5 e~ (1A or vol1(Avg) = &5 vo e~ (tadvte) o I (Avg), (7.17)

donde se ha sustituido X simplificada (7.14). La funcion adimensional e~ (+e14v+e2) 971 [ (Aug) tiene
comportamiento lineal en un intervalo muy cercano a Avg = 1 (figura 7.4), entonces la aproximamos
por una recta, los valores de las constantes se encuentran en el primer Apéndice (cuadro 9.1).

u(r,t) = &; volcsvoA+ c4] = uz = vo[cavoA + c4, (7.18)

Para obtener los multiplicadores de Lagrange locales despejamos vgA en términos de ugz de la
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2 11[Avp] Exp[—1-c; Avo—Cy]

0481 o®
@
[
pe L
0.46 ° '
[
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L
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L]
[
L
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042f o*
@

095 100 105 110 AV
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Figura 7.4: Ajuste lineal de funcion (representada por puntos) en velocidad local.

expresion anterior y sustituimos en A

A(r,t
wA(r, t) = Aluef’) A (7.19)
0
A(r,t
Ar, ) = 31“9(;’) + B, (7.20)
0

despejando de (7.19) se obtiene el cociente

ug(r,t)  voA — Ay
P (7.21)

las constantes c3, ¢4, A1, Az, By y Bs estan reportadas en el cuadro 9.1.

Sustituyendo (7.19) y (7.20) en la expresion (7.6) se obtiene la funcién de distribucion que
maximiza la entropia

f(l) (I’, 0, t) — p(I’, t)e{flf)\(r,t)fvoA(r,t) [cos(a) cos(0)+sen(a) sen(6)]}

ug(r,t) _

[
= p(r,t)e 0

ug(r,t)
vo

Bo— {Al +A2} [cos(a) cos(8)+sen(a) sen(e)}}

(7.22)

= D p(r,1) 6{_31 ugigyt) _ [Al ugv(;,t) +A2} [cos(ax) cos(8)+sen(a) sen(&)]}

b
el valor de la constante D = e~ 1752 est4 en el cuadro 9.1. Las constantes que provienen de los
célculos son adimensionales.

El movimiento colectivo que describen las particulas es muy parecido al que describe una sola
particula, entonces el 4&ngulo o que mide la desviaciéon de la direccién promedio es un dngulo pequenio,
asi que podemos desarrollar en series de potencias cada una de las funciones seno y coseno de dicho
angulo

o k1 a2k+1 a3 045
sen(a) = Y (-1 m:a+§—§+m
k=0
e 2k 2 4
_ % ¥ _ > &
cos(a) = Z(—l) (2k)!_1_2!+4! +...,
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para un angulo o = 5° = 0.01745rad, sen(a) =~ « con un error de aproximacion 1.1 x 107% y
cos(a) = 1 con 3.8 x 1072 de error, con estas aproximaciones

_p, et A “5("*0_*_14 0)-+arsin(6
foy(r,0,t) =D p(r,t) e{ D [1 % 2}[(:05() s <)1}’

pero a = 5° = 0.01745rad < 1, = asen(f) < cos(d), entonces la funcion de distribucion que
maximiza la entropia es

_B; ugrt) (A1 ug*:t) +A2) COS(G):|

Foe.0.0) =D ple.py e v (7.23)

7.2. Meétodo de Chapmann-Enskog

El desarrollo matemaético riguroso de este método fue dado por Hilbert, una versiéon mas practica
fue elaborada por D. Enskog y S. Chapman, de manera independiente, de ahi que se le diera el nombre
de método de Chapmann-Enskog. En general, éste permite obtener una "medida" de que tanto se
aleja un gas simple de su estado de equilibrio local debido a los gradientes (inhomogeneidades)
espaciales [44].

Si la ecuacion de Boltzmann (4.23) se expresa en la forma general £(f) = 0, donde

D
€ ="20

son las operaciones aplicadas sobre la desconocida funcion f [48]. El método se basa en dos hipotesis:

- IAuto—Difusién(f) - IColisién(f) =0

La soluciéon se puede expresar como una serie infinita, es decir,
o
f:Zf(n):f(0)+f(1)+f(2)+f(3)+___ , (7‘24)
n=0

cuando & opera sobre esta serie, el resultado es una serie en la que el r-ésimo término involucra
los primeros r términos, es decir

6N =€ (O +fD 41O 4 O 4 )
= (1O) +€(FO, D) £ (O, 50, 5O) 4.

La suma de las funciones () sera solucion de & (f) = 0, si se cumplen las condiciones impuestas
por las siguientes ecuaciones

9. 1My =0
s, W, 1y =0
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que juntas aseguran que &(f) = 0. Cada ecuacion contiene una incognita cuando todas las
ecuaciones anteriores han sido resueltas. La division £(f) no es tnica, debe hacerse de tal
manera que las ecuaciones sean solubles [48].

Hipoétesis de equilibrio local A tiempost ~ t,,4cr0scépico la dependencia temporal de la funcion f
s6lo ocurre a través de las variables lentas o conservadas p(r,t), u(r,t) y (r,t). En un lenguaje
més preciso, se supone que f es una funcional de las variables conservadas [44]

f [r, v, p(r, 1), u(r, t), (r, t)] : (7.25)

Si se trunca el desarrollo de la funcién de distribucion en dos términos, la soluciéon de SPPBE
(ec. (4.24)) que se encontrara es de la forma

f(r,0.t) = foy(r,0.t) + fV(r,0.1), (7.26)

donde ) = fay (7.23) es la distribucién que caracteriza al equilibrio local encontrada con el
Método de Maxima Entropia y f (M) la funcién que mide la desviacién lineal del sistema respecto
a dicho estado. Al sustituir esta solucion en la ecuacion de Boltzmann y tomando en cuenta que
son precisamente los operadores del miembro izquierdo de dicha ecuacién los que provocan que el
sistema no esté en equilibrio local, basta considerar f(;) en el miembro izquierdo [41], obteniendo

af(l) (I‘, 0, t)

ot +v- vf(l) (I', 97 t) = IAuto—Difusién [f(ra 07 t)] + ICOliSién[f(rv 9) t)v f(r7 95 t)]a

debido a la complejidad de las integrales del lado derecho, una simplificacién que permite avanzar
es considerar el término Iooision|f(r,0,t) f(r,0,t)] = 0, al sustituir la solucion (7.26) se tiene

af(l) (I‘, 0, t)

ot +v- vf(l) (I', 0, t) = IAuto—Difusién[f(l) (I‘, 0, t) + f(l) (I', 0, t)]

Uno de los resultados del método tradicional aplicado a gases consiste en que el término de interaccién
se anula en el estado de equilibrio, extendiendo esto

= IAuto—Difusién[f(l) (I’, 97 t)] = 0) (727)

es decir, la funcién f(;) de equilibrio local en el caso de bacterias también anula el término que ahora
representa la interaccién. Entonces

af(l) (I‘, 0, t)

ot +v- vf(l) (I', 0, t) = IAuto—Difusién[f(l) (I', 9’ t)] (728)

de esta expresion podremos obtener la expresion para f().

Las funciones fy y f (1) dependen del tiempo a través de las variables macroscopicas relevantes

fo = folb, pr, ), ug(r,t)] . fO = fO[0, p(r, 1), uy(r, 1)),
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el desarrollo del término de arrastre es

0 ~ Ofw Afw (Oug Afw Afw
ot +v Vf = a 8t + 761/,5 <8t> o +v- 7ap Vp+v- 781@ V(UQ)(l)

8f Ja) [ Oug
"o <at”'vp>+a (6t I V“%

tomando en cuenta que (% +v- Vp) = 0, expresion que cumple la densidad como soluciéon de la

ecuacion de Boltzmann (5.11), resulta

f(l _ Ofay (Oug
2
ot +v- Vi = Duy <8t +v Vu9> o (7.29)
sustituyendo (7.29) en (7.28)
3f(l) aug
) -] e [ )
8@65 < ot +v Vu9> o Auto szuswn[f ]a (7 30)

el término del lado derecho es
Lauto-pifusion fM] = =X fV(x,0,8) + X [ do’ / dn po(n) 5(8' +n—0) fO(r,6',1),

al realizar las integrales en 6 y 7 del segundo término, podremos factorizar la funcion f(r,6,t),
se introduce el pardmetro A que contiene el resultado de tales integrales, resultando

Ofw (Oug
REACVRN e} - Vus —A D .
up ( . +v u9> o 4 (r,0,t), (7.31)

como una primera aproximacion consideramos A como una constante, un caso maés real sera conside-
rarla como una funciéon que depende del ruido () o del ancho de su distribucion (o). De acuerdo

con (7.22)
uz(r,t) (r t)
—B; -1 A 6 Az ) cos(0
oy (r,0,1) = D p(r,1) o[ B (A ) o)

9w — [_Bl _ A 008(9)] foy(xr,0,1)

Oug i) Vo ( )
7.32
u5(r,t) (r t)
B1D A1D —B1 (A 9 +As | cos(6
N [_ - cos(Q)] P(r,t)e[ to ( 2) ()]
Vo Vo
De acuerdo con el sistema de referencia (gg,q1) el vector nabla tiene la forma
0 0
V=6 +& —
€ 794, tel 9q, (7.33)
por lo tanto, el término (v - Vuy) es
(v - Vug) = voe(0) - Vug
= vp[cos(0)é5 + sen(h)é ] éfi +é 0 ug
= %o 0 1 0 dqy Lo, dq. (7.34)
Ouy Oug
= )2 0) L.
v cos( )8qg + vg sen( )8ql
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La derivada parcial ( 5t >(l) se puede obtener de la ecuacion de balance del momento (6.30), escrita

a continuacién

0

a |:p(I‘,t) U(I',t):| + V 'E(I’,t) = /_ﬂ— o v IAuto—Difusién[f(raeat)L

ecuacion integro-diferencial para las variables macroscopicas (ug, p), donde el tensor de presiones
(P) y el término de interaccion (Lauto—Difusion) dependen de la funcion de distribucion f y pueden
desarrollarse usando al Método de Chapmann-Enskog

f(r,0,t) Zf (r,0,1), (7.35)

al sustituir el desarrollo en el tensor de presiones se obtiene

P(r,t):/Zdevvf(r,e,t):/idevv (Z (r 0t>

- (7.36)
- Z ( [ v won) =3 0w,
n=0
el término de Auto-Difusién toma la forma
do v IAuto—Difusién[f(ra 03 t)] = o v IAuto—Difusién [Z f(n) (I‘, ‘97 t)]
- N n=0 (7.37)

= Z /ﬂ— do v IAuto—Difusién |:f(n) (I', 0,2&)} R
n=0" "7

entonces, la ecuacién de balance es

ig(n) (I‘,t)] = i /ﬂ- df v IAutofDifusio'n [f(n) (I‘, th)} : (738)
n=0 n=0""T

gt [p(r,t) u(r,t)] +V

La parcial <88Lt*‘> O calculada a orden (1), implica que sélo se considere el primer término del desar-

rollo de f

™

0
= 8t[ ul+ V- Py (r,t) =/ dOv 1 auto—Difusionlf )], (7.39)

—Tr
donde u = ug & y LAuto—Difusion|f(1)] = 0 por la ecuacion (7.27), resultando

8u9 . op

p Sl &g+ug o &+ V- Pyylrt) =0, (7.40)

a partir de la Ecuacion de Continuidad (6.21) se puede obtener %

dp

o7 = Vilpul==p(V-w)—u-Vp=—p ot —us -~ (7.41)
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la ecuacion (7.40) es ahora

7 ouz 0
— &5 — (p ug Bq; —I—uz 8(Z>e9+ V- P(l)( t)=0. (7.42)

El tensor de Presion a orden (1) es

B(l)(r,t) = / dd v v f(l)

—T

- / 48 02 8(0)8(8) D p(r, ) el P10 ~(Ar5g+42) cos(0) (7.43)

— 2D p el ) [ aoereo o[- (4132 442) costo)]

—T

)

donde el producto tensorial &(#)é(0) tiene las componentes
&(0)é(0) = [cos(f)éz +sen(f)é ] [cos()é; + sen(0)é ]
= cos?(0) &585 + cos(0) sen(6)ézé | + cos(0) sen(6)é | &5 + sen?(0)é &,
vy que en forma matricial es

&(0)8(0) = < ggsgzg ) (cos(6) sen(8)) = ( CO:((;S;Q(H) Cozgﬁfg)@ ) (7.44)

si identificamos como B a la matriz que resulta de las integrales de la expresion (7.43) y el tensor
(7.44), ésta tiene la forma

JZrdb cos*(6) o[ (4152 +42) cos(0)] JT_d6 cos(f)sen(d) o[~ (A135-+42) cos(6)]

B=
78 cos(@)sen(s) e (M) Ol p g o) el () )
o 11[A1£+A2]+<A1j+142> 12[14173-&-142] 0
_ (Al +A2>
B 27 Il[Al -‘rAQ} ’
0 " v ™
(n55n)
(7.45)
tomando en cuenta que Alz—g + Az = vpA, ecuacion (7.19), y el despeje Z—g = 7”0?4_1A2, resulta
[ vgA—A
V- Pgy(r,t) =viD V- pe (M 2>B]
I v A— A I1[vo Al+(voA) Ta[voA]
o [pomas) (o tspien o
0 1AO
L vo
B vgA—A
_apv. |, e—Bl(oTz) o Il[UOA}-i-(:])(?:) Io[vo Al 0
- v A—A 9
i 0 e—Bl(oTz) o 11)(1)[:0/1]

(7.46)
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para simplificar, se definen las siguientes funciones

p1(A) = B (0552 o DAl + (vod) Bofvod]

’UQA
(A) . e_B (M) 2 Il[voA] (747)
D2 - ’UQA )
entonces,
vorge =g (B 0]
7.48
=v3D V- [p (p1 &gég+p2 &1&1)] (7.48)

—’UODV (p p1 eg)+UoDV‘(pp2éJ_éJ_),

el vector resultante se calcula en el apéndice 9.2, expresion (9.6)

Op
. . P 1+p
V- Pay(r,t) = 0D V- (p p1 885) + 0D V- (p p2 181) = oD ( fu ) (7.49)
1Y Jay + p2 BqL

sustituyendo este resultado en la expresion (7.42) resulta

OQug dug o Op ot o2 8p1 op \ . 9 ap2 ap \ .
Mo (pu, 210 2D (p P p PP Ve v 2D (p O2 4 py P )6, =
P & (p g 06 + ug 2 8 . +p 90 & + 15 +p2 . e, =0,

igualando cada componente a cero

~ Oug Ouz Uga o le]

_ . T _ 6 9P 2 p1 2 p1 Op __
&;: L — Ug Das 2 Bag +vgD 3 —i—vOD » 94g =0
~ 0 d

é, : v D p2—i— v D pja—f/:o,

cada componente depende de las funciones p; y p2, funciones que tienen comportamiento lineal
cuando Avg = 1 como se muestra en las figuras 7.5 y 7.6, asi que

8[elv0A + 62] + U(Q)D [61?]014 + 62] @

Jqq p dqy

0 7 2D 7 0
—US — ey A1@+A2 + e2 +voi el A1@+A2 + e2 or
Jqa Vo p Vo dqy

Oup Ip
=F v ——{— Ey vous + Eo v2
1 08% ,0[ 1 VoUp 2 0] 3q9

va D - +viD —a & va D

A A
p2 Op 2D OlesvpA + e4] n lesvoA + e4] Op
9q1 P dq1

_ 2D _
= U(Z)D i |:63 <A1u9 +A2) + 64] + Uoi |:€3 <A1u9 + Ag) + 64] @
dq | () p 0 0q1
Oug 1 0
= F3 vy a + - [Eg voug + Ey ’U(Q)] ﬁ
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P1 p2
[ ] *
213 ¢ °
e 206 e
L] L]
212 e *e
b 204 | hd
21 f ~ *
® ®
®
210 [ e 202 + b
[ )
. b
200 [ e .
) 0.95 1.00 105 %4 11070 A
L L L e PN A L ]
0.95 1.00 1.05 120 V0 °
Figura 7.5: Ajuste lineal de p. Figura 7.6: Ajuste lineal de po.

Las constantes utilizadas se encuentran reportadas en 9.2. Al sustituir las expresiones anteriores
en cada componente

Oug Oug Uz Op Oug 1 91 Op
— —Uy =— — ——=— +E1 vy =— + - |E1 voug + Ez vg| =— =0
ot " g p g Bag T p 10U o) 54 (7.50)
Oug Oug w1 Op '
9 9 9 2
— = (ug— By vo) ==+ | = — = (E1 voug + E2 vj) | =—
Oug 1 0
E3 (%) 79-}-* [Eg v0u§+E4 US] —p:O
gL p dq.1 (751)
3%+1<U+E4U>3p_ '
oq.  p\ Y Ej 0 0q1

el valor de las constantes e1, es, es, eq, E1 = DejAy, Ey = D(ejAy + e3), E5 = DesAy, Ey =
D(e3As + e4), estan en el cuadro 9.2.

La expresion (7.50) es la analoga de la Ecuacion de Euler para fluidos. La ecuacion de
Euler es fundamental en la dindmica de fluidos, describe el movimiento de un elemento de fluido.
Obtenida por primera vez por L. Euler en 1755. Véalida en fluidos ideales, en los que carecen de
importancia la conductividad térmica y la viscosidad, cuya forma general es

1
E;? + (u-grad)u = > grad p .

Esta ecuacioén es la segunda ley de Newton aplicada a un elemento de volumen, el lado izquierdo es
el producto de la masa por unidad de volumen (p) por la aceleracion %, derivada que representa
la variacion respecto al tiempo de la velocidad de una particula fluida (volumen) cuando se mueve
en el espacio; sobre la unidad de volumen de fluido actiia una fuerza —grad p, debida a la presion
que ejerce el fluido que lo rodea.

Para obtener la expresion (7.31) se suman los términos (7.34) y (7.50), que agrupando términos
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es

Oug )
+ v - Vuz
<8t 0 0

(7.52)
Ougy w1 dp Ougy
= [uz — E 4|2 _—(E 5+ B2 v3) | = 0)—2.
[ug 1 vo + vg cos(0)] a5 + P (Ey voug + By vg) 9 + v sen( )aqL

La expresion de f(V(r,,t) se obtiene despejando de la ecuacion (7.31) y sustituyendo las ex-
presiones (7.32) y (7.52)

FO(r,0,t)
_ 10w (Oug
=X ouy (aﬁv'vue “

cos(@)] p(r, 1) e {’Bl g (A “EED s ) Cos<9>} (7.53)

A

1] BiD AD
- Vo Vo

u2

1
?9 - ; (E1 voug + Ea vo)

0
X {[ug — E1 v+ v cos(&)](;(;a_

|

_l’_

90 + v sen(@)a(h}

La expresion anterior depende de varias constantes (reportadas en el cuadro 9.2) y de la variable
macroscopica ug , que a partir de su grafica (figura 7.4) sabemos el rango de valores en el que se
encuentra (0.41 < ug < 0.485), asi que hay términos de la expresion anterior que son pequenos
comparados con otros

ug > —E1 vo + vo cos(6) + vosen(h),

u% > —(Eyvoug + Favd) (7.54)
vosen(f) < 1,

= fO(r,0.1)
_1[ BD AD cos(@)] o) [rmmeo (e Yo [ ong 02 0p
A () ) ’ eaqe P aqe_

(7.55)

esta funcién es una perturbaciéon de la solucién de equilibrio local, y como tal forma parte de la
solucién fuera del equilibrio.

Con el objetivo de obtener una ecuacion con la estructura de Navier-Stokes para gases, se con-
sideran los dos primeros términos del desarrollo de f en la ecuacion de balance del momento (7.38),

es decir 2
8t[ N+V- ZP(” ] = ZO/_ﬂ d0 v I auto-Disfusion S ™)
la ecuacion es .
Sl w+V P+ PO = /_ 40 v { Lawto-pispusin FV1} (7.56)
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el término V- P (r,t) estd dado por la expresion (9.6), 4if[f()(r,t)] = 0 por la condicion (7.27), el
desarrollo de los términos que dependen de f(), ecuacion (7.69) son el Tensor de Presion de orden
uno y el término de Auto-Difusion, el primero de ellos es

P —/ do vvfW(r,0,t)

—T

4 1 B{D A1D wawaA cos(6
:/ do v3 e(@)e(@)[— =2 005(9)] p(r,t)e{ o (1 w 2) ()}

Vo Vo

ou; Ui 9

X uéﬁﬂtifp,
@ P Oqp

UG+
Y095~ p Jqg
: [Bl/ 40 e(@)e(0)e B~ (Arg ) es@)] |y, / 08 (0)e(8) cos(@)el P17~ (Ar150-+42) cos(t)]

N (7.57)

il uiap] L]

se define la siguiente funcion R(r,t) para expresar de una forma més simple las integrales

‘9] [ iz

2 U
r - _DPw Qug Y5 0p | [-piif] _ _Dw o, Oug
dqg dq

A P "o T T 0g, A7

= |fo

|

donde se ha sustituido la ecuacion (7.19) y la dependencia en wuz cambia por el producto vpA.
Expresando la integral con la funcién R y el cambio de variable toma la forma

& _p 0A-As
B a7 Avg cos(@)]

PO =R [Bl / " 16 e(B)e(@)el PR A 4y / 49 e(6)e(0) cos(0)e |

_r —

:Il +I2)

las integrales toman la siguiente forma al considerar que el tensor e(6)e(f) es la matriz (7.44)

™ vgA—A
I = RBl/ dg e(9)e(9)e[_BloA712_A”° cos(0)]

—T

B T cos?(f) cos(f)sen(0) [—Bl”of‘qi"“?—Avo 005(9)]
N RBI/ d0 ( cos(6)sen(0) sen? () )e

—T

By 20A=A2 4y, cos(@)}

i —42 Ay, cos(@)]

v A
J7_do cos(@)sen(@)e[*B1 s

= RB _
1 [T do Sen2(9)e[_Bl 102~ v Cos(g)]

J7_do COS2(9)6[7
vogA—A
firﬂ. de COS(H)SGH(H)@[_Bl 0 A 2 — Avg Cos(@)]

9 [1(voA)+(voA) I (vo A) 0
= RB; ( voA 2m 11 (voA)

0 voA

Aq

(7.58)
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—B % —Avg cos(@)]

I, = RA, /7r dd e(6)e(0) cos(@)e[

vgA—A
flr do COS3(9)€[_Bl YA Ao COS(G)]
—42 _ Ayg cos(@)]

vgA
J7_do (:05(9)2sen(6)e[_B1 s

27T 3[2(UOA)+(UOA)I3(U(]A) 0
= RA ( vod 2712 (vgA) )

v A—A
fd fi:r df 005(9)28611(9)6 [_Bl 0T2—Avo cos(@)]
= 1 s
firw do COS(H)SeIl2 (9)6 [_Bl 0,4712—14110 cos(@)]

0 VoA
(7.59)
en términos de vectores unitarios
PY =1 +1
I (vgA) + (voA) Iz (v A Ir(vpA A)I3(vgA
_ R |B, 2x 1A + (oA)Ba(vod) | o 3Da(w0A) + (v0A)T5(voA) 85
U()A 'UOA
2nI1(vpA 2115 (voA)
+R[31W1(U0)+ w12 (vo }LGL
U()A ’UoA
sustituyendo la funcién R
PY =1 +1
2
_ Do [, 0w won) o s
A dq5  p 9qp
A) + (voA) Iz (v A Is(vgA) + (vgA)I3(vg A
« | By 2n 11 (voA) + (voA)I2(voA) LA 2t 2(v0A) + (voA)I3(voA) 8585
VoA VoA
D vy au§ U ap {_Bl ”0‘:7*‘42] 27T11(UOA) 27([2('1}014) R
_ _Z70 B, LAV 202200040
A [U(, Oqg ) p 9q5 ‘ 1 P wpA T VoA eLeL
D n n LA
= —TO F[f1 &85+ f2 @18.]
donde
Oug dp
F = puz —2+u2 -5
?0g5 7 g
vgA—A
P [Bl o 100 A) + (o A) Ia(vod) | o 312(v0A) + (voA) 5(vo4)
VoA VoA
vgA—A
f2 _ e[_Bl 0/4712] Bl 2’/’(’[1(1}014) —|—A1 27TI2(UOA)
UoA ’UQA
Las funciones f1 y f2 se ajustan linealmente como se muestra en 7.7 y 7.8, de manera que
Uz Uz
filug(r,t)] = divgA + dy = dy <A1(9 + A2> +dy = di Ay + dy Ay + d,
Yo Yo (7.60)

f2 [U@(I‘, t)] ~ d3’UOA +dy = dgAl? + d3A2 +dy
0
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fl f2
[ 3.96 -

78 -

L 3.94 -

7.6

392 -

74+

3.90 -
‘;/'/( oss 10 106 1o 0 [ 4 095 100 105 110 V0 A
Figura 7.7: Ajuste lineal de f. Figura 7.8: Ajuste lineal de f.
entonces

D vy Ouz Ip ~ A

PO =20 F i 5 | ilugte, )] a8y
i (7.61)

Do o 00 folug(r.1)] 6.8

A P, Ug, a 4 8 2|U 1©1,

que se ha escrito con la dependencia en las variables macroscopicas y sus gradientes, de manera que
se puede ver que al obtener la divergencia de este tensor, se obtendran segundas derivadas espaciales
al derivar la funcién F', derivadas que forman la estructura de la ecuacion de Navier-Stokes. El
resultado (9.7) del calculo de la divergencia del tensor P! se encuentra en el apéndice 9.2

8fl oOF D vg\ Of1 D vg oF
D L+ - F (- o+ (=7x2) f 5
\v/ -E(l)(r,t) — AUO ( g],é +; ng ) — ( ( /:} ) 0qg ( DAU )fl Jdqp ) (7.62)

9q.1

cada término es

D Vo 8f1 8’&9 2 8,0 D Vo dlAl 8u§

F (- o (pupet 22 ) (- =0

( A )3619 (pu959+ Y0945 A vo Oqg
Dy, (L)' Dyl 00

(7.63)

Dv[) oF . D1 _ DQ 0 76u5 28p
<_ A >f1 dagg < A PTA UO) dqg (p Yo “00g,
1 2,,_
A

8u9>2 9 0%ug
— | 4+ p (D1 uz + Dy vouz)——-
% (D1 ug 7) 8%2 (7.64)

Ouz 0 0?
3(Dq u + Dy voue)a Y9 8qp (D u + Dy vouz )8;2)]
0 0
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DUO 8f1 D’U() oF
- (50) Gt (50) 7
2

2

Oug 9
p (2D1 ugz + D3 vp) <8qg> +p (D1 ug + D voug)T%Z

(7.65)

A

>
—_

Oug O 0?
(4D1 ’U%—i—?)DQ Uoug)a—gap (Dl u + Dy vouz )8 [2)

I—I

L1
A

0 D oF
< >af2 +( UO) f2 e
qL
D3 Oug Ouz D3 4 Op 8u9 Dy D4 0 78u9 5 Op
A" "9g00, T A “agag, T\A TR ") g P 7ags T 0oy
, (7.66)
_ 1 p (2D3 uz + D v)8u06u0+ (Du+D vu)au§
A 3 Up 4088@'0 3 4098@8%
2
+

1 Jug 0 0
(4D3 u + 3Dy ’l)oue) Y 9P (Dg u + Dy VoUy ) p

A dqz OqL 970q 1 0qz

entonces (7.62) es

Ouz\ 2 -
p (2D1 ug+ D2 vo <9> + p (D1 u2 + Dy vouz)—=L | &5
( 0 ) aqé ( 9 9) 8(]3

Oug dp 0. 0%p s
(4D u%—i— 3Dq voug)a—?a “ + (Dy u + D9 vous )8 2

3u9 82uf
D D 0 | &

V.- PW(rt) = %

L1
A

Oug
+ [ (2D3 Uy + D4 ’U(])

88q

==

1 Oug Op 0%p }
+ = 4Du+3Dvu—9 Du—i—Dvu P
A [( ’ o 9)8619 dqL (D o )&uaqe -

El valor de las constantes se encuentra en el cuadro 9.2 del apéndice de constantes. De célculos

anteriores se obtuvo

Ju op Oug Oug 4 Op] ..
Par TV T {f’ ot " g "0 gy )
Ou—~
El P Vo TZ? (El Vo u§—|— E2 U%)gi
VL) = oug o] (7.67)
Es p v Pa. + (E3 v ug + Ey v0>87

de manera que el miembro izquierdo de la expresion (7.56)

s

0
Gl + VP VPO = [ by {Lasto-pissuionl 11}

0 —
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es

0
8t[p u+V-Py+V- PO =

1

Oug Oug Op
p a—te + p(E1 vo — ue)a—qg + (By vy ug+ Bz v — ue)aqe] &;

+ % p (2D1 ug + D3 v) <(;Z§>2 +p (D1 u%—i— Dy voue)a(;l;] &5

+ % (4D, u%—i— 3D, UOUG)ZZZ;)(Z (Dy u + Dy vous )32/2)] &,

+ (Es p Vo gz + (E3 vo ug + Ey UO);Z) é,

+ % [ (2D3 ug + Dy ’U(])g gui +p (D3 u + Dy Uoue)ﬁaj?qg] &

+% [(4D3u + 3Dy voue)gqe;qp—l—(Dgu + Dy vouz )Bafaqg] é,
(7.68)

El desarrollo del término de interaccion de la ecuacion (7.56) es

Bua_p= / df v {IAuto—Difusién[f(l) (I‘,t)]}

donde

Lnuto—piusionlFV) = = FO(r,8,) + A / a6/ / dn po(n) 58 +n—0) FO(x,0,1),

entonces

BAD:/_ do v { A fO(r,0,1) +)\/ e’ / dn po(n) 6(8' +n — 0) f<1>(r,9’,t)}

:—)\/ v fO(r 0t)+)\/ 4o d&’/ di po(n) 50" +n—0) v fO(x, 8, 1)

—T

=Ba-p1+Ba_pao,

como B 4_p 2 es una integral triple de la forma de las que no hemos calculado en este trabajo, sélo
se deja indicada, asi que el desarrollo del primer término es

Ba_pi(r,t)= —/\/ do v fO(r,0,t)

— —/\/7T do vo &(0) f(x,0,1)

—T

= - / df volcos(0)é5 + sen(0)é | ]

—Tr

ug 2 2
% % |:_BlD o A D cos(6) pe[ 31%—( 1%+A2)cos(9)] [u U5 + ueaP] 7

0 dqg  p Oqg

Vo Vo
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= fO.0,0)
1 B1D AlD :| {—B1w—(1‘11 w—i—Ag) cos(@)} 0u§ U% 8[)
=— |- - cos(0 r,t) e 0 0 Ug—=— + 2 —
A{ D 2 cos(0)| e T
(7.69)
Ba-p1
AD p | Oug U Op | [-Byod]
A | %0q;  p Ogq

X {B1 d cos(f)elvoA s 1 4, df cos(h)?el~voA COS(G)]} &,

—T —T

Y0q5 ~ p Oqg

A
X {Bl / df sen()el=v0A <O 4 4, / df cos(9) sen(f)el 04 COS(Q)]} é,
D

ADp | Ouy o [~y 042 L[voA] + v0A LveA]) .
= =0 020 By 2711 [vgA] + Ay 2 -
A |ua 945 + » 9a e 1 1 2nl[voA] + A; 27 oA é&;
_ Do, dug 5 0p
A | %0gq5  p O

vgA—Ag vgA—Ag

X{Ble[& T or uod] + Ay e P T or
D

Il [U()A] + U()A IQ[U()A] &
’U()A 4

AD p Ouyg U% dp . Ap Oug U% Op .
= w0 4 0PV (p Py =20 |20 4 8PP D (dswoA + dg)] &,
N |00 T ogg| P TV TN |“00gs T gy | 1P (04T 0
Ap Ouyg U% op < ug >A
=202 B2 (B 20 ) By ey,
A |"%0g5  p Og 5Uo °)

(7.70)

donde se ha ajustado linealmente la funcién Ps, como lo muestra la figura 7.9, las constantes
dl,ds, E3, E4 se encuentran en el cuadro 9.2.

P3

99
9.8 -
9.7

9.6 |

951
/ 0.95 100 105 110 V0 A
L

Figura 7.9: Ajuste lineal de Ps
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Para obtener (7.56) se iguala la expresion (7.68) a la suma de la expresion anterior y B4_p o

Oug Ouy op
Ey vo —uz)=—2 + (E o+ Ey v2 —ud) = | &
{,0 5t + p(£1 vo u9)8q§+( 1 vo ug + Ea v ug)a%] &g

Ouz\ 2 %ugy |
p (2D1 U§+D2 ’U()) < 9) +p (D1 ’U%-f— Do 'l}oue)el €y

Oqq

| —

_|_

Oug dp ’pl .
(4D4 u% + 3D Uoug)a—q;a—qé + (Dy u% + Dy vou%) &,
0u§

+
0q1

0 R
Fs p v +(E3 V0 u5+E4 Ug)p> €

dq1
Oug Oug O*ugz
0 o) 2 0 ~
+ p (D3 w2 + Dy vouy) ——2
p (D3 uz 4 Uoue)aqj_('?qe] &,

ouz; O 0? .
g 9P + (D3 u%—q— Dy vou%) angq(J €

i

[,0 2D3 ug + Dy vo) 90 901
0

+
+ — Y

dg5 0q.1

(
[(4D3 u% + 3Dy voug)

== =

Ap

| ug  upop
~A

L )
“0q5 ~ p Oq5

u§ R
Es— +FEg|)é;+Ba_p o

Vo
8’[1,5 N
&~
8q§ } 4

3
A Uz 10
FE1 v u§+E2 US—U%—F A <E5 UT?—I_EG uZ)] ;#ég
0

finalmente dividiendo entre p la ecuacién anterior
Ouz
0

_l’_
{ ot

_|_

A uZ
Eq Uo—Ug—K Ex va—I—E@- Ug

Ouz \ 2 0%y
(2D1 Uy + Do Uo) < 9> + (Dl u%+ Do v0u§) 0] ég

_|_ — PR
dqg 36]92

==

_|_

==

1 0uz Op 10%p
4Dy u + 3D voug)— =2 —— + (D1 ul + Dy voul)— 5 | &; 7.71
( 1 U+ 2U0u9)p6q58q5+( 1 ug+ 2U0u9)paq% &5 (7.71)
1 0p
+ (B3 vo ug + Eq v3 )é
(B vo g + B O)Pafu -
8u§6u§

[(ZDg uz + Dy vo) 57— 7 + (D3 u% + Dy voug)
[

Ey vy 240

+ 3 U0 a.

N

82’&5 :| R

— | e
dqg 0q. 0q10q5

T

10ugz Op 1 0%
4Ds3 u2 + 3Dy vouy) - —2 —— + (D3 ud + Dy vou2)= é
R e)pﬁqw‘?cu (Ds wig D g ")paqﬁqé

+
+

A

= BA*D 2

La ecuacion anterior tiene la estructura de la ecuacion de Navier-Stokes que
describe fluidos viscosos. Es una ecuacién no lineal de las variables uq y p, expresada en
las coordenadas espaciales (gg,q1). Los coeficientes depende de los pardmetros microscopicos del
sistema, vy velocidad individual de las particulas, parametro A probabilidad por unidad de tiempo
de que el angulo de direccién cambie, asi como de constantes adimensionales reportadas en el
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cuadro 9.2. Las ecuaciones de Navier Stokes también son funciones del parametro A introducido
por la integral que habréa que realizar en el futuro.

La ecuacién vectorial de Navier-Stokes es un conjunto de ecuaciones en derivadas parciales no
lineales que describen el movimiento de un fluido viscoso. Se obtiene al considerar en la ecuaciéon de

fluidos ideales (Ecuacion de Euler)
ov; ov; Op
S 7.72
P <8t +vk8Qk> 9g; (772)

la transferencia de impulso " ideal " y reversible, debida al transporte mecanico de las distintas
particulas de fluido de un lugar a otro y a las fuerzas de presién que acttian en dicho fluido; la trans-
ferencia de impulso "viscoso" e irreversible en el fluido, que produce viscosidad (rozamiento interno-
particulas con velocidad diferente, movimiento relativo en partes del fluido) debido a transferencia
de impulso de puntos en donde la velocidad es grande a otros puntos donde la velocidad es pequena.

Asi, se tiene
ov; ov; 0 0?v; 1 0 0
p( J + v v)— Py ? +(C+77) Gl (7.73)

ot " *oqr ) T " ag " 8grdqs 37) 8¢ 0g;°

€omo

oy di 0%v;

— =divv , = /v

dq; 0q;0qy,
la ecuacion de movimiento de un fluido viscoso en forma vectorial es

1
p 8—:: + (v-grad)v| = —grad p + nAv + (C + 377> grad div v. (7.74)

Si el flujo puede considerarse como incompresible (div v = 0), entonces, la ecuaciéon que lo describe
es

1
?9: (v gradjv =~ grad p + % Av, (7.75)

ecuacion de Claude-Louis Navier y George Gabriel Stokes, llamada ecuacion de Navier-Stokes.
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Discusiones

El presente trabajo consiste en la aplicacion de la Teoria Cinética en la descripcion de un sistema
biolégico formado de bacterias peritricas consideradas como particulas puntuales que se mueven en
un plano (2D) sin la influencia de fuerzas externas y que se mueven en la misma direccién como
resultado de la interaccion entre ellas. Se realiz6 la revision de las caracteristicas principales de este
tipo de bacterias. Puesto que las bacterias son organismos muy pequenos (entre 0.5um y 5um de
largo, 5pm de ancho), se revisé el comportamiento de microorganismos en medios acuosos. Capitulo
2.

En el capitulo 4 se incluyen las ideas bésicas de la teoria cinética de gases, para establecer las
analogias y consideraciones necesarias para la descripcién de una colonia de bacterias y obtener
la ecuacion SPPBE (Self-Propelled Particles Boltzmann Equation). La ecuacion tipo Boltzmann
SPPBE del modelo de Gregoire y colaboradores [1] considera que las bacterias no cambian su direc-
cion de movimiento hasta que experimentan auto-difusion (movimiento angular ca6tico) o colision
elastica con otra bacteria. Se probd que la funcion de distribucion que proponen en [1] y que de-
pende de la densidad uniforme es solucién de la ecuaciéon SPPBE, también se demostré un caso mas
general, en que la funcién de distribucién depende de la densidad local, Capitulo 5.

En el caso de gases se pueden obtener las ecuaciones de conservacién para los invariantes colisio-
nales (masa, fmpetu molecular y energia), al multiplicar la ecuacion de Boltzmann por cada in-
variante e integrar con respecto a la velocidad microscopica. Los invariantes v;(v), funciones de la
velocidad microscopica cumplen

A = / v 4i(v) J(f. )
1 (8.1)
= [y )+ o) = ) - ] I D =0,

porque éstas cantidades son las mismas antes y después de la colisién por tratarse de colisiones
elasticas. En el caso de bacterias, solo hay un invariante colisional, la masa, y por lo tanto una

7
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ecuacion de conservacion macroscopica, la de Continuidad. Esta se encuentra en la mayoria de los
modelos de bacterias (6], [7]. El modelo utilizado s6lo considera a las bacterias, el fluido que rodea a
las bacterias se sustituye por un ruido, lo que provoca que no haya conservacién de momento lineal
y la obtencién de una ecuacién de balance para el impetu. Tampoco existe conservaciéon de energia,

las bacterias se auto-propulsan, mientras se inyecte al sistema en forma externa la energia suficiente.
Capitulo 6.

La ecuacién de Continuidad y la ecuacién de balance del impetu no son ecuaciones cerradas,
porque el tensor de presiones no depende de las variables macroscopicas p y u, al aplicar el método
de Chapman-Enskog encontramos ecuaciones de evolucién para la velocidad con la estructura de las
ecuaciones hidrodinamicas para un fluido: ideal, conocida como ecuacién de Euler para el orden cero
en f; viscoso, ecuacion de Navier-Stokes cuando f se considera hasta el orden uno. Capitulo 7.

A continuacién se hace una comparacion de la ecuacion tipo Navier-Stokes obtenida a partir de la
ecuacion SPPBE (7.71) del enfoque cinético y la ecuacion (3.2) comentada en la secciéon 3.2 de origen
fenomendlogico , la primera es

+Brw gt Baof - bt (Es ZE+E6 u?)] ;gqpe

+% (2D1 uz + D3 vg) (?}Zﬁ)Z + (D1 ul + Dy ”0“9)85%9]

+% (4Dy u%+3D2 Uoua);gs;i]pé + (D1 u%—i— Dy vouz);g;g =(Ba-p2);
éL: E3 vo Z;Lj‘i‘(ES vo ug + By UQ);;(Z_

5 [ b G0 ]

* % [(4D3 w5 + 3D UOUO);(;Z:;;L + (D5 g+ Dy UOUZ);aqafgqe] = (Ba-p2)1L,

la version fenomenologica es

Bru+ A (u-Viu+ X (V-u)u+ A3 V(|ju]?)

8.2
=au—f |u*u—-VP+Dp V(V-u)+Dr Vu+ Dy (u-V)yu+f ®2)

donde
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que en el sistema de coordenadas (g, q1) tiene las componentes

Oug Oug dp 0?uz
&; L A+ A+ 2)3) up L =auy " 122y pp—F
€9 ot (A1 + A2 +2X3) ug 4 @ Ug — ZU (p—po)" 8%-1- Baq%
D 62u9 N Bzue D <8u0>2 Dy 82u§
T 2 Ug | 75— 2 Uy 5
0qz 2 dq 2 0 Jqg 0 %
Oug op 0?uz
é, : 2N\ ug —2 = — On N 122 4D 0
+ >0 dq, Z (o= po)” dq.1 dq5q.1

Ambas ecuaciones contienen: la derivada local t , que representa la variacién de uz en un punto
fijo del espacio; a diferencia de la ecuacion obtenida del modelo cinético la expresion fenomenoldgica
contiene términos lineales y ctibicos en w4, que no son cero en el caso estacionario y homogéneo, y de
los cuales se puede obtener la velocidad que tienen las bacterias en el caso ordenado, como funcién
de los parametros « y B, para més detalle consultar la seccién 3.2; ambas contienen los términos

convectivos Oug Oug
vectivos g2, 5,7

8%uz  O%us . ., , . . o . .,
5 +, 5 son de difusion; los términos que contienen 5, 5& son consecuencia de la presion del
a5 dq7 917 Oqg

sistema, que se ve mas claramente en la primera de las expresiones (8.3).

Cada término tiene un coeficiente que depende de las propiedades microscopicas del problema: v,
velocidad de cada bacteria; el parametro A probabilidad por unidad de tiempo de que cualquier
particula cambie su direccion; t del parametro A, que proviene de una integral que estd pendiente.

asociados al cambio de posicién de la particula fluida; asi como los términos

p  Op

La principal diferencia entre las dos ecuaciones del impetu, es que la obtenida del modelo cinético

, . . Ouz 92 2
no s6lo contiene las derivadas o2, 92 ’2’ op
3] g2’ 0%

Jugz
w00 sino términos cruzados 5 2 y segundas derivadas
0

8.1. Conclusiones

En el modelo de gases, el teorema H proporciona una manera de obtener la solucién de la ecuacion
de Boltzmann para un estado de equilibrio termodinamico del sistema. Porque resultan tres invari-
antes colisionales (m,mv, %va), y por lo tanto tres ecuaciones de conservacién macroscopicas; en
el caso de bacterias, se conserva solamente la densidad (ecuacion de Continuidad), para el mo-
mento lineal obtuvimos una ecuaciéon de balance. No se puede utilizar el teorema H, porque no
existen los invariantes colisionales suficientes, que como una combinaciéon lineal den la estructura
de la solucién. Aplicamos el modelo de Maxima Entropia para obtener una funcién de distribucion
que cumpliera con la informacion (definicion de variables macroscopicas) conocida sobre el sistema.
Tomando como referencia esta solucién desarrollamos la funcién de distribucién de acuerdo con el
método de Chapmann-Enskog. Dependiendo del orden en que se trunque el desarrollo se recuperan
diferentes conjuntos de ecuaciones hidrodinadmicas, en este trabajo nos limitamos al desarrollo de
los dos primeros: a orden cero, ecuaciones de Euler, a orden uno, ecuaciones de Navier-Stokes. La
validez de cada una de estas expresiones se puede asociar con el niimero de Reynolds al considerar
si el fluido tiene o no viscosidad, la ecuacion de Euler describe el flujo con viscosidad muy pequena
o nula, situacién que se refleja en un nimero de Reynolds grande, mientras que la ecuacién de
Navier-Stokes representa el caso en el que hay viscosidad y por lo tanto el flujo tiene asociado un
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nimero de Reynolds pequeno. En el caso del movimiento bacteriano se ha visto que el ambiente
que experimentan se refleja en ntimero de Reynolds pequefio, del orden de 1075, por lo tanto la
ecuaciéon de movimiento de Navier-Stokes es la ecuacién mas indicada para su descripcion. Esta
tiene la estructura de las ecuaciones obtenidas en otros modelos. Los coeficientes involucrados en es-
tas ecuaciones estan dados en términos de parametros microscopicos del sistema (vg, A), a diferencia
de otros modelos propuestos.

8.2. Perspectivas

Como ya se ha mencionado, el parametro A se definié por el calculo de una integral que esta
pendiente. El resultado de estd puede producir un parametro que no sea constante y que incluya
explicitamente las caracteristicas del ruido 1, como el ancho de su distribucién (o).

Como siguiente paso en el desarrollo de este modelo, debe incluirse el término de colisién
(Icolision), descartado en este trabajo y que nos permitié realizar una primera descripcion del sis-
tema. Dicho término es importante, ya que como sabemos las colisiones son las que producen que
las bacterias en cierto instante se desplacen en cierta direccion.

Una opcién interesante, es la aplicacién de la teoria cinética al movimiento de motores molec-
ulares, éstos también presentan un movimiento organizado. Los motores moleculares son proteinas
que transportan diversas sustancias y vesiculas dentro de las células eucariotas.



Apéndices

9.1. Cuadros de constantes

Constantes que se definieron en la seccién 7.1

Constantes Valor
c1 (Ajuste de ) | 0.4461
co (") 0.6283
c3 (Ajuste de u) | 0.3545
2 (M) 0.0915
A= - 2.8207
Ay = —i—‘; -0.2580
Bi=cA 1.2585
By = 1Ay + Ay 0.5132
D= 175 0.2202

Cuadro 9.1: Constantes adimensionales.

Constantes introducidas por célculos realizados en la seccion 7.2:

81
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Constantes Valor
e1 (Ajuste de p1) -2.847
es (") 2.3891
E1 = D61A1 -1.7683
Ey = DejAs + Dey 0.6878
es (Ajuste de po) -0.4177
es (") 2.4445
E3 = D€3A1 -.2594
Ey = DegAg + Dey 0.5620
dy (Ajuste de f1) 4.0823
dy (") 3.4237
ds (Ajuste de f3) 0.4597
dy (M) 3.463
Dy = —Dd Ay 2.5356
Dy = DdyAs + Ddsy | -0.5220
D3 = —Dd3Aq -0.2855
Dy = Dd3As + Ddy | -0.7364
ds (Ajuste de P3) 3.2047
dg (") 6.4376
Es = Dds Ay 1.9905
E¢ = Dds Ay + Ddg 1.2355

Cuadro 9.2: Constantes adimensionales.

9.2. (Calculo de la divergencia de un tensor.

La divergencia de un tensor formado de los vectores a y b es

cuando el tensor estd multiplicado por una funcién

V-(ab)=(a-V)b+b(V-a),

V- (fab)=fV-(ab)+ab-Vf=f[(a-V)b+b(V-a)|+ab- -V,

Para aplicar el desarrollo anterior en el célculo de la divergencia del tensor P (7.48)

V-Pyy=V-(pp1 &) +V-(pp2&1&,)

identificamos como

f(x;t)

aj

a2

(9.1)
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83
entonces
V- (p P1 égé@) =V. (f a1b1) =f (a1 . V)bl + f bl(V . a1) +ajb; - Vf (9 2)
V-(pp2éié)=V-(faby)=f (az-V)ba+ f ba(V-az) +asbs-Vf .
el desarrollo de cada término es
0 0 0é;
v b = P2 — &5 — @ &; — 79:
f(a1-V)by p[plee (0q969+8qLeL>]ee P p1 7 0
. 0 . R op1 . p 9
b = n a . Al = —e; = 8¢
fb1(V-ap) Pee[<aq§‘3e+aL J.) plee} 98% 0 ( 09
) o 0 ap (9.3)
1 1 )
0qL
9p. dp
p1 O B D1 50—
0q1
0 0 0é |
by = &, - [ —é&; — =
f (a2 - V)by p[pzeL <8q969+8qLeL)]eL pp2 g 0
. J . J . opa . 0
b v — —€) _— = —_ —
oo = (o o) ] =0 gec= )
Op
0 0 0 0 0 pir 0
asby = 0 1)= , = by -V lg | =
e <P2>( ) <0pz> abz VY <0p2><a?£> (ma‘zi
(9.4)
Op1 dp
A A _ [ P ag TPia. PO 0
= V- (pp1 &ey) = K % , Ve(ppreie)) = o 9 (9.5)
& 0 p g+l
finalmente

Ip1

P2 dp

Op
et o + P =i}
V- Py(r,t) = 02D V- (p pr &58g) + 03D V- (p pa &161) = v3D < P 045 TPt 0gz ) (9.6)

0,
P aq. TP2 3g

El vector que resulta de la divergencia del tensor de presion a orden uno (7.61)

7D’U0 D’U(] :|

v.PY=v. A P hégég——— Fhee

_DAUO V- (F f1 8585) + V- (F fo &,8,)]

se obtiene definiendo las siguientes funciones

0 0

r,t) = F(r,t) , V=—&;+—é,,

f( ) ( ) aqa 0 8qL 1
a = figg , b1=¢

a; = fo&, , by=¢&;
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para aplicar la expresion (9.1) de la seccion anterior
9f1 or
V-P(l)(rt):—Dvo F8q§+fl 8q§ (97)
£, A F ok g, oF :
g1 2 9q1 -
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