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Capitulo 1

Introduccion

Usualmente reconocido por ayudar a descifrar el c6digo generado por las maquinas ‘Enigma’
alemanas durante la Segunda Guerra Mundial[l], Alan M. Turing fue un pionero en las
ciencias de la computacion y la inteligencia artificial. Sin embargo, ademas de haber sido
un impresionante matematico que ayudé a salvar un incontable nimero de vidas también
tuvo una contribucién importante en la biologia. Con una sola obra pdéstuma en el tema,
Turing logro inspirar el desarrollo de importante investigacion tedrica y experimental sobre la
morfogénesis. Resultado de su especial interés por los patrones que observaba en las pieles de
los animales y con su increible intuicion matematica logré desarrollar un modelo que podria
explicar el surgimiento de estos. [2] La idea general detrds el trabajo de Turing sobre la
morfogénesis es que dos sustancias a las que denomindé morfégenos reaccionan y se difunden
a través de un tejido. Partiendo de un sistema homogéneo, al introducir una inestabilidad se
da lugar a patrones o estructuras por medio de un rompimiento de simetria. Finalmente, se
llega a una nueva distribuciéon no homogénea pero ordenada, una nueva simetria.

1.0.1. Esquema general del trabajo

En esta obra se analizard el fundamento matematico que explica la formacion de patrones
en la naturaleza, utilizando el modelo sugerido por Alan M. Turing. Ademaés, se complemen-
tarda con simulaciones desarrolladas en Mathematica que ayuden a visualizar los resultados.
Primero se explica de manera detallada la cinética de las reacciones quimicas y se da el ejem-
plo del modelo depredador-presa en el que dos especies compiten resultando en una solucion
periddica de las ecuaciones de reaccion. A continuacion se introduce la difusién para la cual
se ofrece una derivacion microscopica a partir de la ley de Fick y una derivaciéon macroscopica
con base en el concepto de caminata aleatoria. Seguido de esto, en el Capitulo 4 se introdu-
cen ambos términos en una sola ecuacién conocida como ecuacién de reaccién-difusion y se
exponen algunos ejemplos. En particular se analiza el comportamiento que tiene el gradiente
de Bicoid, la primer proteina en ser categorizada como un morfégeno. Adicionalmente, se
presenta la importancia de los dominios espaciales en la generacion de gradientes a través de
un ejemplo propuesto para poblaciones de plancton.



En el Capitulo 5 se estudian las inestabilidades de Turing; inicialmente, se presentan las
premisas sobre las cuales Turing basd su modelo y después se derivan las condiciones para
que exista una inestabilidad de Turing considerando primero una estabilidad sin difusién
y luego una inestabilidad impulsada por los términos difusivos, conocida como patréon de
Turing. Finalmente, se estudia un modelo de ecuaciones de reaccion-difusion, el modelo de
Gierer y Meinhardt que funciona a través de un mecanismo de activaciéon e inhibicion de
sus reactivos. Se deducen las condiciones sobre los parametros del sistema necesarias para
que se presenten patrones, conocidas como espacio de Turing y posteriormente se encuentra
la dependencia que tendran las soluciones sobre los dominios espaciales. Especificamente, se
encuentra la longitud critica del sistema. En el Capitulo 6 se presenta la soluciéon numérica
del modelo analizado en el Capitulo anterior por el método de diferencias finitas. En una
dimensién se utiliza el método implicito y en dos dimensiones se utiliza el método explicito.
Se presenta ademéas un analisis detallado de los patrones obtenidos al variar los distintos
pardametros del sistema. El cédigo en Mathematica se explica puntualmente y el .np esté
disponible para continuar experimentando con los parametros y el dominio del sistema.



Capitulo 2

Reacciones Quimicas

Comunmente nos referimos a una reaccién como una interaccion entre dos o mas substancias.
Sin embargo, un ejemplo para el caso de una reaccién simple unidimensional puede ser aquel
en el que la concentraciéon de una substancia u(z,t) simplemente decaiga, dando lugar a la
ecuacion diferencial ordinaria

du_ —u, (2.1)
dt

este modelo es usado para describir decaimientos radiactivos o degradacion protéica. Una
interpretacion mas precisa de este término de reaccion es que describe el cambio de la con-
centracion dependiendo de su valor local.

Es natural ahora pensar que el término de reacciéon para dos o mas especies describira los
cambios locales en concentraciones debidos a la produccién o decaimiento de cada una de
las especies y a las interacciones que puedan existir entre ellas. Bidimensionalmente, se usan
para representar reacciones quimicas o dinamica poblacional.

2.1. Cinética de las reacciones quimicas

La cinética quimica estudia las velocidades de las reacciones quimicas. Una reaccién homogé-
nea es aquella que ocurre en una sola fase, normalmente entre gases o entre liquidos miscibles
entre si y es de la forma

aA+bB+ -+ —sS+qQ+--- (2.2)

que indica que a moles del reactivo A reaccionan con b moles del reactivo B para dar s moles
del producto S y ¢ moles del producto ). La velocidad de reaccion se define como el ntimero
de moles de reactivo que desaparecen por unidad de tiempo y unidad de volumen:

1 dNA 1 dNB
TV TP TV a (23)
0 que aparecen en el caso de los productos

~ 1dNg 1 dNg

STV TV a



Estas diferentes velocidades de reaccion se relacionan entre si al definir la velocidad de
reacciéon R independientemente de la especie quimica de referencia

1dNs _ 1dNp 1dNs _1dNg

_Z - - —— = 2.5

a dt b dt s dt q dt (25)
o A B s rQ

R=-42_-__°2_22_"°% 2.6

a b s q (2:6)

Con base en la observacion experimental, la forma mas comin de dependencia de la velocidad
inicial de reaccién con las concentraciones de las especies que intervienen es una ecuacién
potencial [3]

R = k[A]*[B]? (2.7)

donde definimos a [A] = % como la concentraciéon de la especie A por unidad de volumen,
k recibe el nombre de constante de velocidad la cual en general es funcion de la temperatura
y los exponentes «, 8 son los érdenes parciales de reaccién con respecto a cada uno de los
reactivos. La suma de todos ellos determina el orden total de la reaccién.

2.1.1. Cinética de primer orden

A manera de ejemplificar las ecuaciones cinéticas, supongamos una reacciéon de primer orden
del tipo aA — sS + q@Q + --- de modo que tiene una velocidad inicial R = k[A] y, por lo
tanto, su ecuacion cinética tiene la forma

d[A]
— —— = ak[A]. 2.
L2 = k) 2.9
Definimos k4 = ak y reescribimos ([2.8) como
d[A]
—— = —kulA
dt alA]
d[A]
—— = —kadt. (2.9)
4]
Tras integrar, resulta que
[A] = [AJoe " (2.10)

Para una reaccién de primer orden, la concentracion decrece exponencialmente con el tiempo.
Este es s6lo un ejempo bésico para ilustrar una reaccién a primer orden, sin embargo, para
reacciones entre mas reactivos (de mayor orden) se sigue cumpliendo una cierta ecuacién
cinética. Estas nos daran el término de reacciéon en nuestras ecuaciones de reaccion-difusion.



2.1.2. Cinética de segundo orden

En este caso, los sistemas mas comunes que presentan una cinética de segundo orden estan
dados por las reacciones aA — sS+qQ+--- o por aA+bB — sS+qQ+- - -, correspondientes
a las velocidades de reaccién R = k[A]? y R = k[A][B], respectivamente. Supongamos que
tenemos el primer caso, entonces

1d[A]

— ——— = k[A]. 2.11
“T = b (211)
Podemos reescribir (2.11]) como

d[A] 2

— = —kalA

dt Al

dlA] _

W = —kadt,

Tras integrar y despejando a [A], encontramos que la concentracién del reactivo A a cada
tiempo estara descrita por
[ ]_ [A]O
14 Eat[A]y

En la Figura (2.1)) se puede observar que en la reaccién de segundo orden la concentracion
decrece de manera mas lenta con el tiempo, respecto a la reacciéon de primer orden.

(2.12)

————— Orden 1
Orden 2 ]

04r

Concentracion

021

0.0

Figura 2.1: Se muestra la evolucién temporal de la concentracion para reacciones quimicas de
primer y segundo orden. La linea punteada representa la cinética de primer orden y la linea
solida representa la de segundo orden. Se observa que para la misma velocidad de reaccién,
k4, y concentracion inicial ,[A]y, la reaccién de primer orden decrece con mayor rapidez.
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2.2. Modelo depredador-presa

A continuacion se expone otro ejemplo de ecuaciones de reaccién, en este caso para modelar
dindmica poblacional. El modelo depredador-presa es descrito por las ecuaciones de Lotka-
Volterra y fue planteado originalmente para estudiar las fluctuaciones en la poblacion de
peces (que se alimentan de plancton) en presencia de tiburones cuyo unico alimento, se
considera, son los peces. El planteamiento de estas ecuaciones se hace bajo ciertas hipotesis,
si denotamos a U(t) como el niimero de peces (presas) y a V() como el nimero de tiburones
(depredadores) a un tiempo ¢

(a) suponemos que (en ausencia de depredadores) la tasa de crecimiento poblacional de
los peces [ es constante y es proporcional al nimero actual de peces, es decir, tiene la
forma % = pU.

(b) Si, ademas, consideramos a existencia de depredadores, tendremos que la poblacién de
peces se verd disminuida a una tasa constante b de manera proporcional al niimero
actual de tiburones, pasando ahora de g a  — bV.

(c) Para el caso de los tiburones, suponemos que (en ausencia de peces) su poblacién tiende

a disminuir de manera constante como dd—‘t/ = —cV,

(d) al introducir la existencia de peces, los tiburones tendran alimento y su tasa de creci-
miento aumenta de —c a —c + U, proporcional al niimero de peces.

Con estas suposiciones, las ecuaciones de Lotka-Volterra toman la forma

d
d(t] = BU —bUV (2.13)
Cg = UV =V (2.14)

Dado que estas ecuaciones son no lineales y estan acopladas, no se tiene una solucién exacta
de ellas. Un analisis numérico de estas ecuaciones nos indica un comportamiento periédico en
sus soluciones, donde la amplitud de las oscilaciones en la poblacion de cada especie depende
de los valores iniciales establecidos. [4] Las soluciones numéricas se visualizan en la Figura
2.2

Para obtener mayor informacion sobre el comportamiento poblacional de este sistema de
ecuaciones, podemos visualizar su espacio fase. En este caso resolvemos

dV  (—c+AU)V
TG (2.15)

Podemos abordarla por separacion de variables:

g —bV
v

—c+U

dv = dU = H (2.16)
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Poblacion

— Presa
—— Depredador

J
Tt L Tiompo
30

Figura 2.2: Podemos observar el comportamiento periédico de ambas poblaciones. Los pa-
rametros utilizados para esta solucién fueron 5 = %; b= %; v = 3;c =1y se tomd que las
poblaciones iniciales serian 5 y 3 para la presa y el depredador, respectivamente.

Aqui, hemos igualado ambas expresiones a un parametro constante H e integraremos

//B—vadvz/édv—/de:ﬂan—bV (2.17)
/_C—FU'VUdU — /%CdU+/fydU =—clnU+~U (2.18)

De modo que obtenemos la ecuacion que nos determinard la forma de las soluciones
— IV —clnU+ bV ++9U = H, (2.19)

donde H sera un parametro que quedara determinado por las condiciones iniciales especificas
del problema. En la Figura [2.3|se pueden observar las curvas generadas para distintos valores
de H en el espacio fase. Observemos que describen trayectorias cerradas orbitando un punto
de equilibrio.

Intuitivamente, es légico pensar que el comportamiento de ambas poblaciones sera periddico,
puesto que mientras disminuye el nimero de presas, el nimero de depredadores eventual-
mente disminuird debido a una falta de alimento. Sin embargo, al no haber depredadores,
la poblaciéon de peces podra aumentar, produciendo un aumento también en la poblacion de
depredadores, que a su vez se alimentaran de sus presas. Esto traera consigo, de nuevo, una
disminucién en la poblacion de peces. Este es un ejemplo comun y muy ilustrativo de unas
ecuaciones de reaccion acopladas. En este caso, con soluciones oscilantes.
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4__ ". . Y v v -
: * N Valor de H
N : Y Y % % anrzeu
- Y * % % W 1 =2
5 | ' W oW % W
RN LR
g °f ! % % % | — 16
3 | N
N o — 14
C Y 4 4 4 7
r \ x| —12
4 - - ]
T
Presa

Figura 2.3: Diagrama de espacio fase para las ecuaciones de Lotka-Volterra. Nos muestra
los cambios en la poblacion de la presa U con respecto a los cambios en la poblacion del
depredador V. Las flechas apuntan en la direccién de dV/dU. Los pardmetros utilizados para
esta solucién fueron f=1;b=1;7y=3;c= 1.



Capitulo 3
Difusion

En fisica, se acuné el término difusion para denominar la manera en que las particulas de
cierta substancia interactuaban y eventualmente se movian de areas de alta concentracion ha-
cia areas de menor concentracion. Desde una perspectiva macroscopica, Adolf Fick describié
este fenémeno de difusiéon por medio de una sencilla ecuacion:

Oc 0%c
o~ Pos

conocida como la segunda Ley de Fick. Para derivar (3.1) se puede seguir un enfoque ma-
croscopico o se puede abordar de manera microscopica, usando movimiento estocastico.

(3.1)

3.1. Derivacién macroscépica

Consideramos a ¢(7,t) como la concentracién de una substancia en el punto 7 al tiempo t,
de manera mas especifica sera el nimero de particulas de dicha substancia por unidad de
volumen. Decimos que J serd el flujo de estas particulas, el cual determina la cantidad de
particulas que atravesaran un volumen por unidad de tiempo y por unidad de area. En este
caso, suponemos que la dindmica de nuestra sustancia satisface la Primera Ley de Fick:

J=—DVe, (3.2)

esta ley nos dice que el flujo es proporcional al negativo del cambio en la concentracién, es
decir, que la substancia fluye de las zonas con mayor concentracion a las zonas con menor
concentracion.

En ausencia de “fuentes” o “sumideros”, en este caso reacciones que produzcan o disminuyan
la concentracién de nuestra substancia, podremos decir que la concentracion c es una cantidad
conservada y que, por lo tanto, cumple con la ecuacién de continuidad

oc -

—=-V-J 3.3

T (3.3)
Aqui, podemos sustituir el flujo definido por la Primera Ley de Fick (3.2) y, tomando en

13
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cuenta que nuestro coeficiente de difusiéon D es constante, obtendremos:

Oc
=DV -Ve
Oc
—— — DV? 4

la Segunda Ley de Fick en tres dimensiones. Aqui usamos la propiedad de que la divergencia
de un gradiente nos da el operador Laplaciano: V - Ve = V.

3.2. Derivaciéon a partir del movimiento browniano

La manera en que particulas microscépicas se mueven dentro de un fluido es un fenémeno
que intrigd a multiples cientificos durante décadas. Reportes de la observacién del movimien-
to de estas particulas se han publicado desde 1784 [5] pero no fue sino hasta que Robert
Brown realizé una descripcién més detallada [6] que se tomd especial interés en el tema.
En su trabajo, Brown observo particulas de polen inmersas en agua que presentaban un
movimiento erratico. Fue mas de 70 anos después que Einstein [7] logré explicar la dindmica
de estas particulas ahora conocidas como brownianas. Einstein acerté al dejar de lado la
fijacion por una soluciéon determinista de la posicion de las particulas y proponer un analisis
probabilistico en cambio.

Suponemos que un conjunto de particulas brownianas se encuentra en el origen de nuestro
sistema a un tiempo inicial y estas comienzan a moverse de manera aleatoria de acuerdo a
ciertas consideraciones:

» Cada particula da un paso a la izquierda o a la derecha de longitud Ax en un tiempo
At, ambos intervalos son constantes.

= Estos pasos de longitud Az se dan con la misma probabilidad a la derecha que a la
izquierda y esta es igual a 1/2 en cada caso. Ademads, la particula no guarda memoria
de pasos anteriores.

» No existe interaccién entre particulas brownianas (a bajas densidades) unicamente se
mueven por interaccion con el fluido que las contiene.

Denotamos a x;(n) como la posicién de la i-ésima particula después de n pasos, donde
1=1,2,...,N. En el paso n, la posicién de una particula sera distinta a su posiciéon anterior
n — 1 Unicamente por +Ax, es decir:

zi(n) = x;(n — 1) £ Ax. (3.5)

El desplazamiento promedio de las particulas tras n pasos se puede encontrar con la defini-
cién:

(o)) = - (). (3.6
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Si sustituimos (3.5)) en (3.6)), encontramos que:

1 N
- N;xim) +0 = (z(n—1)), (3.7)

Esto quiere decir que el valor promedio de la posiciéon de las particulas no cambia entre
pasos sucesivos. Dado que iniciamos con todas las particulas en el origen, después de n pasos
(x(n)) = 0. Es decir, el desplazamiento promedio es cero. Concluimos que las particulas per-
maneceran distribuidas de manera simétrica alrededor del origen a todo tiempo. Este hecho
nos servird mas adelante a la hora de intentar ajustar una distribucién a nuestra caminata al
azar. Por el momento, para obtener una mejor intucién de como se comporta nuestro sistema,
calculamos convenientemente el desplazamiento cuadratico promedio (z%(n)), obteniendo el
cuadrado de [3.5 e introduciéndolo en [3.6}

2 (n) =27 (n — 1) £ 2Azz;(n — 1) + Ax?

7

<mz2(n)> = ]i[Z[xf(n —1) £ 2Az2;(n — 1) + Az?]

<x?(n)> = <a712(n — 1)> + Az? (3.8)

en esta tultima expresion, el promedio del segundo término es igual a cero. Si comenzamos a
sustituir valores de n en ({3.8]) encontramos que se reduce a una simple relacién:

<x( )> < (0)>+A1:2:O+Ax2:Ax2

(22(2)) = (22(1)) + Ax? = Az? + Az? = 2A27

(22(3)) = (22(2)) + Aa? = 282 + Aa? = 372

(23(n)) = nAa?, (3.9)

para n desplazamientos. Ahora, como parte de nuestras consideraciones iniciales, tenemos
que una particula ejecuta n pasos en un tiempo t proporcional al tamano del paso temporal,
i.e. t = nAt, de aqui que n = t/At. Sustituyendo en ({3.9)), obtenemos

t Ax?
n=-=))=——t 3.10
<x’ (n At)> At ( )
Podemos ahora definir al coeficiente de difusién como
Ax?
D= — 3.11

de modo que concluimos que el desplazamiento cuadratico promedio de una particula brow-
niana es proporcional al tiempo de observacion, con factor de proporcionalidad 2D:

(x7) = 2Dt (3.12)

Fisicamente, esto implicaria que a una particula browniana le toma poco tiempo recorrer
cortas distancias pero le lleva tiempos extremadamente largos recorrer distancias con mayo-
res ordenes de magnitud.
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Ahora, describiremos este fenémeno de caminata aleatoria que siguen nuestras particulas
brownianas por medio de un andlisis probabilistico, dado que constituye un problema esto-
castico. Como se habia mencionado anteriormente, las particulas permaneceran distribuidas
simétricamente alrededor del origen, podemos entonces utilizar la distribucién binomial para
plantear el fenémeno.

Si denotamos a b como la probabilidad de que una particula dé un paso a la derecha, entonces
a = 1—b serd la probabilidad de que se mueva a la izquierda. Al cabo de n pasos, suponemos
que k de estos fueron dados a la derecha y, por tanto, se dieron n — k pasos a la izquierda.
De modo que ahora la particula se encuentra en la posicion j:

j=k—(n—k)=2k—n. (3.13)
De aqui podemos encontrar el valor de k y n — k:
1
k= §(n+j) (3.14)
1
n—k‘zi(n—j). (3.15)

Luego escribimos la funcién de probabilidad para nuestra distribuciéon binomial

P(k,n) = (Z) BE(1— b)

n!
— bk’ n—k
Kn— k)¢

que en términos de los parametros adecuados a nuestro caso sera

nl B ) 3 (=)
(3(n+ )z —5))! ’
esta es la probabilidad de estar a una distancia j del origen tras n pasos. Notemos que j
corre de —n hasta n. Fuera de este dominio la probabilidad de que la particula se encuentre
en j tras n pasos es nula: P(j,n) = 0. Esta distribucién tiene un valor de expectacién de
7 = x igual a

P(j,n) = (3.16)

() =n(b—a) (3.17)

este valor de expectacion corresponde al desplazamiento promedio, en caso de tener que b = %

el desplazamiento promedio es cero tal como se espera que sea para una caminata aleatoria.
Este resultado implica que no se tiene una direccion preferencial (con una mayor probabilidad
de ocurrencia). La expresion anterior caracteriza al comportamiento promedio de nuestro
fenémeno, sin embargo la escencia del movimiento Browniano radica en su aleatoriedad.
Para cuantificar la aleatoriedad de los desplazamientos nos fijamos en la varianza

o? = 4nab. (3.18)

Observemos que la varianza aumenta de manera proporcional al nimero de pasos dados
n y, por tanto, al tiempo. Hasta este punto hemos considerado que nuestro paso espacial
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Ax es igual a uno, sin embargo, para discretizar, necesitamos encontrar el limite cuando
se hace muy pequenio Az — 0. Es necesario entonces multiplicar a a y a b por este paso
temporal. Similarmente, debemos sustituir el valor de n en términos del tiempo n = t/At,
asi obtenemos

(z) = Att(b N (3.19)
ol = 4abA—th (3.20)

At

Queremos que tanto el valor de expectacion como la varianza sean finitas para toda t fija,
puesto que no queremos que este proceso diverja para tiempos finitos. Ademas, tampoco
queremos que la varianza se anule, puesto que eso implicaria que nuestro sistema es comple-
tamente determinista.

Para estos fines, no podemos hacer que tanto Ax como At tiendan a cero de manera arbi-
traria. Dado que son los tnicos parametros que podemos controlar, basandonos en (3.20)),
pedimos que At permanezca aproximadamente del mismo orden de magnitud que Ax?, con-
dicién que se cumple si definimos al coeficiente de difusién como en (3.11)).

Una manera mas general de visualizar este fenémeno de caminata aleatoria es a través
del planteamiento de una ecuaciéon maestra. A continuacién denotamos a p,(j) como la
probabilidad de que una particula browniana en nuestra malla unidimensional se encuentre
en el punto j a su n-ésimo paso. Entonces ap,(j + 1) serd la probabilidad de que la particula
esté en el punto j+ 1y se mueva a la izquierda, es decir, al punto j. Por otro lado, bp, (5 —1)
serd la probabilidad de que la particula pase del punto j — 1 al punto 7, al dar un paso a la
derecha. Entonces se satisface

pn+1(j) = apn(j + 1) + bpn(j - 1)> (321)
lo cual nos indica que en el paso temporal n + 1 la particula llegara al punto j tinicamente

si en el paso anterior estuvo en j + 1 o en 7 — 1, puntos vecinos inmediatos de j.

Por otro lado, dado que n representa los pasos temporales y j los pasos espaciales, recordemos
que se guardan las siguientes relaciones: t = nAt 'y x = jAx, las cuales nos permiten reescribir
a (3.21)) como

p(jAz, (n+ 1)At) = ap((j + 1)Az,nAt) + bp((j — 1)Az, nAt),

o bien,
p(x,t+ At) = ap(x + Az, t) + bp(x — Az, t). (3.22)
Para pasar de la descripcion discreta, dada por (3.22) al limite continuo, hacemos un desa-

rrollo en series de Taylor alrededor del origen, tal que

0
p(z,t + At) =~ p(z,t) + Atap(x, t)+--- (3.23)
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0 1 0?
p(r + Ax,t) ~ p(z,t) £ Ax%p(x, t) + iAa:Q@p(az, t)+--- (3.24)

Sustituyendo (3.23) y (3.24) en (3.22)) encontramos que

2

0 0 1 0

ot oz
0 1, ,0°
+ b[p(x,t) — Ama—mp(x, t)+ iAm @p(x, t)]
( t)+Atg( t) =(a +b)p(z,t) + (a — b)A 2( t) + ( +b)1A 28—2( t)
p\r, atp x,t)=(a p\z, a xawp X, a 9 x 8:E2p x,
Az 8 1 Az? 0?

Para ordenar un poco a esta ultima ecuacién, tomaremos el limite cuando Az y At tienden
a cero. Entonces podremos definir las siguientes constantes:

; 1 Ax?
D= Jim o (3:26)
i Az
RPN I (v (3.27)
De tal modo que podemos reescribir (3.25)) en términos de D y v
0 0? 0
t — — = . .2
prid p(x,t) = axzp(:v, t)—wv agjp(fc, t) (3.28)

Esta ecuacion es conocida como la Ecuacion de Focker-Planck o Ecuacion de difusion con
arrastre. El arrastre viene codificado en el segundo término del lado derecho de y es
consecuencia de tener una direccién de arrastre preferencial. Sin embargo, si consideramos
el caso especial en que a = b, es decir, se tiene la misma probabilidad de dar un paso a la
derecha o a la izquierda, entonces v = 0 y llegamos a la ecuacion de difusion sin arrastre

0 0
815 p(z,t) = D@p(x,t), (3.29)

conocida como la Ecuacién de Difusion de Fick. Para generalizar al caso de tres dimensiones,
usando coordenadas cartesianas, tendremos:

0 (f’t)_ 8724_872_'_@72 (_’t)
o\ a2 oy | 922| P\
gt (7, t) = DV*p(7t). (3.30)

La cual puede ser expresada en términos del operador Laplaciano. Esta ecuacion, (3.30) nos
describe el cambio en la probabilidad de encontrar una particula en la posicién 7 al tiempo
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t. Para poder describir el cambio en una concentracién, basta con multiplicar (3.30) por
el nimero de particulas N, tal que ¢(7,t) = Np(r,t). De modo que en términos de una
concentracion, la ecuacion de Fick en tres dimensiones sera

Oc(Tt)
ot
Observemos que esta expresion es la misma que obtuvimos en la seccion anterior para el

caso macroscopico (3.4]). La solucién exacta de esta ecuacion, cuya grafica se muestra en la
Figura [3.1] en una dimensién, estd dada por [§]:

= DV?¢(7,t) (3.31)

2

P ’ 3.32
c(z, >_\/meXp{_4Dt} (3.32)

35 LI L R B B B L L L L B L L B T T T
30L Ilf\ ;
o 25¢F |' \ t=0.02
= J
E 20Lk I| \ i t=010
I= | _
§ (sh | I'. t=020
5 t=0.40
O 4ot | | i
f ! t=1.00
- | \
0.5p / s S Ryspap t=20.00
\
J \
O e ersesrosemrs il ol it i
-3 -2 -1 0 1 2 3
Posicion

Figura 3.1: Se muestra la solucién exacta a la ecuacion de difusion en una sola dimension a
distintos tiempos para un dominio con valores negativos y positivos. Observemos que para
t = 0 no esta definida la funciéon. Para tiempos muy largos, la solucién se va a cero.
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Capitulo 4

Ecuaciones de Reaccion-Difusion

Los sistemas de reaccién-difusion son universalmente empleados como una herramien-
ta de modelado en multiples disciplinas debido a su inherente capacidad para justificar la
generacion espontanea de patrones sobre un dominio espacial especifico. La teoria sobre la
formacion de patrones fue erigida por Alan Turing en un articulo publicado al inicio de la
década de 1950 y mas tarde se propagd en multiples disciplinas para eventualmente conver-
tirse en la base que explica la autoorganizacion en la naturaleza.

De acuerdo con la perspectiva original de Turing, dos reactivos a los cuales denomind
morfogenos se reubican a través de un espacio homogéneo por medio de una difusién en
términos de las leyes de Fick. Estos reactivos ademads interactiian mutuamente a través de
un ciclo de activacion e inhibicién. Al introducir pequenas perturbaciones en el espacio se
rompe la simetria del sistema por medio de lo que se denomina inestabilidad de Turing. Dicha
inestabilidad suscita la formacién de patrones impulsados por la difusién los cuales reflejan
indirectamente la no linealidad en los términos de reaccion.

Atun se debate si en realidad la teoria desarrollada por Turing puede explicar los patrones
encontrados en la naturaleza. No obstante, su descubrimiento sigue siendo fundamental en
el estudio de formacién de patrones. Para una concentracién de alguna especie u(x,t) en el
punto z sobre la recta real al tiempo t, la forma més general para una ecuaciéon de reaccion-
difusién en una sola dimension es la siguiente:

ou 0%u
donde el lado izquierdo de la ecuacién representa la tasa de cambio de la concentracién u(x, t)
en el tiempo. El primer término del lado derecho de la ecuacion es el término de difusion,
con un coeficiente de difusién D, y el segundo término f(u) es el de reacciéon que nos indica
el crecimiento o decaimiento de la especie dependiendo de su concentracion actual.

Para llegar a un razonamiento intuitivo del por qué ecuaciones de esta forma nos ayudarian a
modelar patrones espaciales, se presento previamente la derivaciéon de los términos reactivos
y difusivos.
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4.1. Formaciéon de gradientes de morfégenos

Para poder comprender por qué es que los sistemas de reaccion-difusiéon se proponen
para explicar la formacién de patrones en la naturaleza, es preciso notar que el surgimiento
de estos modelos matematicos se dio en el contexto del estudio del desarrollo embrionario
con la hipdtesis de que la diferenciacion celular es inducida por patrones pre-establecidos
por sustancias bioquimicas denominadas morfigenos. Esta diferenciacion celular establece
la funcién que tendra una célula tras su especializacion, la cual pasara a formar parte del
tejido de organos especificos. Se propuso la existencia de gradientes quimicos en el embrién
como un mecanismo que podria generar ciertos limites espaciales dentro de los cuales las
células troncales (células no-diferenciadas) podrian expresar distintos genes y eventualmente
especializarse.

Tedricamente, la formacién de gradientes quimicos sonaba como una ruta plausible para
la diferenciacion celular, sin embargo, el mecanismo por el cual estos gradientes modifican el
espacio inicialmente homogéneo del embrién no es aparente a simple vista. Se creia, atin en
la década de los setentas que la difusién no era un mecanismo suficientemente rapido para
que se establecieran gradientes de concentracion. Francis Crick demostrd, sin embargo, que
el proceso de difusién es adecuado como primera aproximacién para describir la obtencion
de gradientes en tejidos celulares.

oC(x,t) 0?C(z,t)
ot 02

El modelo de Crick era para un embrién y constaba de un arreglo de células unidimen-
sional donde en un extremo postuléd la existencia de una célula fuente que mantendria la
concentracion constante a ¢y y en el otro extremo habria una célula actuando como sumi-
dero, manteniendo la concentracién nula. Esto corresponde a las siguientes condiciones de
frontera: ¢(0,t) = ¢y y ¢(L,t) = 0, donde L es la longitud del embrién. Para obtener un
gradiente estable en el tiempo impuso que

(4.2)

oC (x,t

ét ) =0 (4.3)
y por lo tanto,

0?C(x,t

8.552 ) =0 (4.4)

Esto se traduce en que el gradiente de concentracion serd una linea recta cuando sea
estable, como se muestra en la Figura [4.1] Dado que la constante de difusién tiene unidades
de L*T~! (donde L es longitud y T es tiempo), Crick [9] encuentra que el tiempo que le
toma al gradiente para formarse es
(nl)*

t=A
D

(4.5)
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donde n es el nimero de células en el embrion, [ es la longitud de cada célula en cm, D es
la constante de difusién en cm?s™! y A es una constante numérica experimental. El tiempo
estimado para el establecimiento del gradiente fue de aproximadamente 3h, correspondiente
a distancias del orden de ~ 1073m o menores, lo cual resultaba ser cierto para su objeto
de estudio: el embrién de las moscas de fruta. El analisis de Crick fue limitado debido a la
escasa observacion experimental disponible en su época. Con técnicas mas sofisticadas para
la visualizacion de los gradientes de concentracion de substancias bioquimicas en embriones,
se han podido realizar anélisis mas profundos. Los detalles experimentales [10] muestran que
efectivamente Crick estaba en lo cierto, los modelos matematicos que describen la formacion
del gradiente como producto de la difusion empatan con lo observado en los embriones de
Drosophila melanogaster y otras especies de dipteros.

Incluso antes de ser fertilizado, en el huevo de las moscas de fruta Drosophila melano-
gaster, ya pueden distinguirse sus extremos anterior y posterior. Esto se debe a que células
en el ovario de la madre depositan moléculas especificas en cada extremo del embriéon. Par-
ticularmente, Bicoid es un gen materno que se acumula en la region anterior del embrion,
generando un gradiente en el cuerpo de este. Bicoid es responsable de delimitar la parte que
posteriormente pertenecera a la cabeza de la moscaH

Bicoid
Cor Crick

Concentracion

o

X

Figura 4.1: Modelo de gradientes estables en tejidos celulares. El modelo de Crick represen-
tado por la linea punteada muestra un gradiente lineal, donde el maximo de concentracion
se alcanza en el extremo izquierdo del dominio. Un modelo aproximado al observado expe-
rimentalmente para el morfégeno Bicoid esté representado por la curva en verde y muestra
un decaimiento exponencial a lo largo del tejido.

Sin embargo, contrario al propuesto por Crick, el gradiente de Bicoid no es lineal y de
hecho parece aproximarse mas a una curva que decrece exponencialmente. Esto sugiere que
no se puede describir el comportamiento del gradiente inicamente a través de la difusion. En
el modelo de sintesis-difusién-degradacién (SSD) en lugar de considerar una sola célula que
actiie como sumidero en un extremo del tejido, se agrega un término de reaccion a la ecuacion

'La proteina de bicoid fue la primera en demostrarse que actta como un morfégeno.
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de difusién correspondiente a una cinética de primer orden. Para simular el establecimiento
del gradiente de Bicoid, Fradin [11] propone la ecuacién diferencial siguiente (en la que asume
una geometria unidimensional debido a la simetria que presentan los tejidos estudiados)
IC (z,t) 02 1
) —D CZL',t ——CI,t, 4.6

= DOl t) - —C(a) (16)
donde C(x, t) es la concentracién de la proteina Bicoid dependiente de la posicion y el tiempo,
D y 7 son las tasas de difusién y degradacion, respectivamente. A su vez, 7 es la vida media
del morfégeno. Para tiempos mucho mayores que la vida media del mofégeno, el gradiente

se aproxima a un estado estable, en el cual la concentracién deja de variar, es decir, 28 =

' ot
y entonces se encuentra la solucion analitica para
02 1
—C(x,t) = —C(x,1). 4.7
O Cet) = 5 Clat) (4.7
Junto con las condiciones a la frontera Ddc/0z|,—g = —K debido a la produccién del mor-

fégeno con una tasa K en un extremo del dominio y Ddc/0x|,— = 0 correspondiente a
que los morfégenos no se difunden fuera del tejido, la solucién analitica de [4.7, mostrada en
verde en la Figura [£.1] es

C(x,t) = Coe /A = K\/gez/‘/ﬁ, (4.8)

donde C es la concentracién en la frontera que actia como fuente (x = 0) y A es la distancia
desde la fuente a la cual el gradiente decrece a una fraccion 1/e de Cy, llamada como longitud
de decaimiento. La posicién a la cual la concentraciéon decae hasta no poder ser detectada
se conoce como el rango del gradiente y depende linealmente tanto de Cjy como de \. Este
analisis, incluyendo los términos de reaccién, resulta ser mas adecuado al compararse con
sus observaciones experimentales, como se puede observar en la Figura [4.2]

d 250

200y:
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Cv-eGFP-Bed .

x/L

Figura 4.2: Expresién de transcripciones de construcciones eGFP-Bed (proteina verde fluorescente
usada como marcador para la proteina Bicoid) en embriones transgénicos de Drosophila. Drosophila
melanogaster Dm-eGFP-Bed (a). Lucilia, Ls-eGFP-Bed (b). Calliphora, Cv-eGFP-Bed (c). Todos
los embriones se muestran dorsales hacia arriba y anteriores a la izquierda. (g) Comparacién de
los perfiles de intensidad de fluorescencia nuclear eGFP-Bed que expresan Cv-Bed-GFP (azul),
Ls-Bcd-GFP (rojo) y Dm-Bed-GFP (verde), respectivamente. Imagen tomada de [10].
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4.2. Dominios Espaciales

Hasta ahora, hemos demostrado que la difusion se da muy rapidamente para escalas
pequenas. Para saber coémo influyen las propiedades espaciales en las ecuaciones de reaccion-
difusion consideraremos el ejemplo siguiente. Una poblacién de plancton sélo puede sobrevivir
en una masa acuosa con cierta temperatura, salinidad, oxigeno y con los nutrientes adecua-
dos. Si aislamos a esta masa de agua (es decir, la rodeamos con otra masa de agua donde
el plancton no sobrevive), se puede demostrar que existe un tamano minimo por debajo del
cual la poblacion de plancton deja de crecer.

En el mar, este seria un modelo tridimensional, lo simplificaremos al considerar un tubo
delgado “unidimensional". Imponemos condiciones de frontera a la concentraciéon de plancton
para que en los extremos esta sea nula. Ademas asumimos que para el tiempo inicial ¢y = 0,
la concentracion es constante. Estas condiciones corresponden a

c(0,t) =0 =c(L,t) (4.9)
c(x,0) = co, (4.10)

donde L es la longitud de nuestro tubo en donde la difusividad D permanece constante.
Fuera de esta region tendremos que el agua ya no es apta para la supervivencia de estos
organismos. Despreciamos la difusion transversal y consideramos que la concentracién c es
funcion solo de la posicion longitudinal y que ademas el movimiento del plancton a través
del tubo es gobernado tnicamente por la difusiéon, es decir, estos organismos fluyen con la
corriente y no nadan en contra. Pareceria adecuado entonces describir su comportamiento
con una ecuacion exclusivamente de difusiéon como primera aproximacion

Oc d%c
“C_pZ=
ot 0x?
sin embargo, es mas acertado tomar en cuenta un término de reaccién que describa el creci-
miento poblacional por reproduccion, puesto que se trata de organismos vivos
oc d%c
—=D—+ Kec, 4.12
ot ox? ( )
donde K es la tasa de crecimiento. Podemos simplificar nuestro problema con un cambio de
variable que tome en cuenta el crecimiento exponencial que no depende de la difusién, para
esto tendremos

(4.11)

c(z,t) = f(x,t)e™". (4.13)
Sustituyendo (4.13]) en ) tendremos
0 0?
afeKt:Da 2f Kt+Kf€Kt
] 2
aicKt_f—fKKt DaéKt_'_KfKt
2
of _ Da / (4.14)

ot ox?
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Es decir, que f(x,t) debe satisfacer la ecuacién de difusion estdandar. La solucién general a
esta ecuacion con las condiciones iniciales y de frontera establecidas previamente esta dada
por

flz,t) =) Bysin (Tx) e T DI (4.15)
n=1
donde B,, son los coeficientes de Fourier para el seno dados por
9 L
B, = Z/o CosSin (n;/rx) dx, para n=12, ...
2¢

= 22 (1 = cos(n))

nm
4 .
= ara n impares

B, =@ P P (4.16)
0 , para n pares

los cuales pueden calcularse una vez dada la concentracion inicial. Si ahora substituimos
(4.15) en (4.13]) tendremos nuestra funcién para la concentracién

c(z,t) =) Bysin (Tx) e(K—n*m*D/L2)t (4.17)
n=1

El comportamiento del sistema para tiempos muy largos estard controlado por el factor
exponencial. En especifico, tendremos que cuando el factor K — n?72D/L? sea negativo,
la concentracion decaerd con el tiempo y estos términos dependientes de n eventualmente
podran ser despreciables. Consecuentemente, la poblacion no podra mantenerse a menos de
que exista un término para el cual se cumpla la condicion

n?n?

12
Particularmente, el valor mas pequeno que puede tomar n es 1, entonces la condiciéon minima
para que se mantenga la poblacion es

K—~——-D>0. (4.18)

2

K > ﬁD' (4.19)
Para valores fijos de D y de K, tendremos una longitud critica L. para nuestra masa de agua
por debajo de la cual no podra haber un crecimiento en la poblacion dada por

L.= W\/g (4.20)

Para longitudes mayores a la longitud critica L > L. la poblacién va a aumentar, decaera
si L < L.y se mantendra estable si L = L.. Esta dependencia que tiene la longitud critica
con los parametros D y K sugiere que el comportamiento de la poblacion de plancton estara
determinada por la intensidad relativa de los términos de difusion y de reaccion.

Para longitudes menores a la critica como en la Figura el plancton se difundira fue-
ra del tubo antes de poder reproducirse y la poblacion decaera hasta ser nula, aqui estara
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dominando el término de difusién. Para longitudes mayores a la critica, el plancton podra
reproducirse sin restricciones y su concentracion en el tubo llegara a valores mucho mayores
que el inicial. Este comportamiento se muestra en la Figura [4.4] en este caso estara domi-
nando el término de reaccién. Cuando la longitud del tubo sea igual a la critica, el plancton
saldré del tubo en la misma cantidad en que se reproduce y su concentracion llegara a un
estado estable de equilibrio que sera cero en los extremos y tendra su maximo en el centro
del tubo, tal como se muestra en la Figura [4.5]

12 T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T

10; """"""""""""""""""""" i
c o8l
% . t=0.00
£ 06} t=025
S ] t=095
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o 04r ——— t=150

----- t=200

Figura 4.3: L < L.. Se muestra el comportamiento de la concentracién de una poblacion de
plancton a lo largo de un tubo unidimensional, de acuerdo al modelo propuesto si la longitud
del tubo es menor a una longitud critica, el plancton no se reproducira en la misma tasa
en la que escapa del tubo por difusion y la concentracién de la poblacién dentro del tubo
decaera hasta ser nula.

El término de difusion estabiliza al sistema, puesto que propaga a la concentracién por
todo el espacio, a su vez, el término de reacciéon es analogo a un crecimiento exponencial
que desestabiliza al sistema. Podemos concluir que los dominios espaciales juegan un papel
fundamental dentro de nuestras ecuaciones de reaccion-difusiéon debido a que modificandolos,
podremos obtener distintos patrones para una misma ecuacion.
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Figura 4.4: L > L.. Para longitudes suficientemente grandes, es decir, mayores a la longitud
critica, la tasa de reproduccion del plancton superara a la razon con la que se escapa el planc-
ton del tubo. La poblacion de plancton podré prosperar sin restricciones, alcanzando altas
concentraciones. En este modelo simple, donde no se considera la mortalidad del plancton,
la concentracion seguird aumentando con el tiempo.

1.4+ T T

Concentracidn

Figura 4.5: L = L.. Cuando la longitud del tubo es igual a la longitud critica, la concentracién
de la poblacion de plancton a lo largo de este llega a un estado estable, donde la tasa de
reproduccién del plancton es igual a la tasa de escape del tubo. Se observa que aun para
tiempos mayores el gradiente sigue siendo estable y tendra un maximo en el centro del tubo.



Capitulo 5

Inestabilidades de Turing

El término morfogénesis se refiere al proceso biolégico responsable del desarrollo de la
forma especifica de los organismos, su estudio es fundamental para comprender la distribu-
cién espacial organizada que presentan las células durante el crecimiento embrionario.

Una primera descripcion matemética acerca de como los procesos y restricciones fisicas
afectan al desarrollo biolégico de los organismos resultando en patrones y formas especificas
para cada especie fue presentada por Alan Turing en 1952E]. En su articulo, Turing propone
que es la difusion la responsable de crear inestabilidades en un sistema de dos reactivos,
denominados morfégenos, previamente estable. Esto puede parecer contraintuitivo ya que
anteriormente presentamos a la difusién como un mecanismo estabilizador.

A continuacién, expondremos un analisis detallado del modelo propuesto por Turing,
haciendo sentido de las inestabilidades impulsadas por la difusién. Previo a nuestro analisis,
es necesario presentar ciertas premisas sobre las cuales se basa el modelo:

(a) Se considera al tejido como una regién 2 donde la concentracion u(z,t) de cada mor-
fégeno como funcién de la posicién z € R™, con n = 1,2.3 y el tiempo ¢t € RT es
continua. Asimismo, su primera y segunda derivada también son continuas. En esta
primera exposicion se considera n = 1.

(b) Las caracteristicas fisicas de las células y el tejido como propiedades electroquimicas o
mecanicas, respectivamente no se incluyen en esta primera aproximacion.

(c¢) Los morfégenos se difunden en direccién contraria a la del gradiente de su concentra-
cién, es decir, satisfacen la Ley de Fick N; = —D;V¢;, donde N; es el flujo molar, D; es
el coeficiente de difusién y ¢; es la concentracion para ¢ que representa a cada especie.

(d) Al difundirse, los morfégenos reaccionan quimicamente siguiendo la Ley de accién de
masas, la cual nos dice que para una mezcla de reactivos quimicos en equilibrio, la razon
entre la concentracion de reactivos y productos es constante. Es decir, si consideramos
la reaccion aA+bB = ¢C'+dD, la cual nos indica que se puede dar la reaccién inversa,

!Turing, Alan. The Chemical Basis of Morphogenesis (1952)
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podremos definir un cociente de reaccion ) como:

Q = [7 (5-1)

Cuando las concentraciones de cada reactivo llegan a un estado estable, se define la

constante de equilibrio ) = k.,(7") para una temperatura dada.

(e) Consideraremos ademés que el tejido sobre el cual ocurre el proceso de morfogénesis
tiene un tamano y forma fijos. Esto es, se excluye la posibilidad de que el medio crezca
0 que sus caracteristicas geométricas cambien.

El sistema de ecuaciones a considerar es entonces

ou 0%
ov 0%
2 =D %+ gt (520

donde u = u(z,t) y v =wv(x,t), D, y D, son constantes y f(u,v)y g(u,v) son funciones no
lineales de las concentraciones que nos dan la velocidad instantanea con la que reaccionan
u 'y v. La no linealidad de estas funciones hace necesario que debamos recurrir a soluciones
numeéricas para realizar analisis cualitativos. Las condiciones iniciales estaran definidas por

u(z,0) = up(x) (5.3)
v(x,0) = vo(x), Vel (5.4)

Aqui ug(z) y vo(x) representan la distribucién inicial de los reactivos en el tejido. Ademés
se imponen condiciones de frontera tipo Neumann tales que el flujo sea nulo en las fronteras

Vu-n=0=Vuv-1, vV x € o5 (5.5)

Esta condicion asegura que la emergencia de patrones sea producto inicamente de procesos
de autoorganizacion del sistema, sin la influencia de factores externos.

5.1. Condiciones para inestabilidades de Turing

Como mencionamos anteriormente, una inestabilidad de Turing, también conocida como
inestabilidad impulsada por difusion sucede cuando un estado que es estable en ausencia de la
difusion se desestabiliza cuando se introducen términos difusivos. Analizaremos primero las
condiciones de estabilidad para el caso sin difusién, es decir, cuando D, = D, = 0, entonces
tendremos que

Ou = f(u,v) (5.6a)

ov

5 = g(u,v), (5.6b)
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para este caso, un estado estable serd aquel punto de equilibrio (u*,v*) que determina una
solucion estacionaria (no cambia con el tiempo) y homogénea (no cambia en la posicién) de
(5.6) tal que f(u*,v*) = g(u*,v*) = 0. Ahora tomaremos puntos cercanos al punto critico

u(z,t) =u" +a (5.7a)
v(z,t) =v" 40, (5.7b)

donde @ y ¥ son diferencias muy pequenas. Hacemos una aproximacién mediante una serie
de potencias en torno a (u*,v*) tal que

fle) = f )+ )il gl (5.59)
glu) =gl v) + (w—w)gl vl e ()

de modo que podemos escribir la linealizacién del sistema ([5.6) alrededor del punto de
equilibrio en términos de & = v —u* y ¥ = v — v* como

oun  _0f _of
a = Uau (%) + Uav o) (598:)
ov  _dg _0Jg
— = U= — .9b
o~ vl B0l (59b)

o en forma matricial como 5
a fu fo) [T
—[.] = - 1
ot <v> <9u 9v> <v> (510

donde los subindices representan derivadas respecto a u y v en las funciones f y g. La matriz
de derivadas es la matriz Jacobiana y la denotaremos por J. Para asegurar que el punto de
equilibrio (u*,v*) sea asintéticamente estable se busca que los eigenvalores A\; o de J tengan
parte real negativa. En términos de la traza y el determinante de J tenemos las siguientes
condiciones

trd = fu+ 9, <0, (5.11a)
detJ = fugo — fogu >0 (5.11b)

Al introducir ahora el término difusivo, tenemos el sistema

a(6) =05 0)ae (0 2)/ () 619

donde D,,, D, > 0. Ahora queremos averiguar las condiciones bajo las cuales el estado estacio-
nario (u*,v*) pierde su estabilidad. Para este efecto, se propone que la solucién de cada una
de las componentes de este sistema (1, 0) sea separable y se exprese como una combinacién
lineal infinita de funciones de onda de la forma

6)\t+ik‘z ’ <5 ] 13)
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donde el valor de A\ es atin desconocido y k es el nimero de onda asociado a cada término.
La parte espacial de estas soluciones describe un comportamiento oscilante para toda x. La
parte temporal, a su vez, cambia exponencialmente al aumentar ¢. Basta con que un solo
término de la suma infinita crezca para que la perturbacion (u,v) desestabilice al estado
(u*,v*) . Teniendo esto en mente, se propone como solucién a

i(z,t) = Crertike (5.14a)
0w, t) = CoeTike, (5.14b)

donde C; y Cy son constantes. Sustituyendo esta solucién en el sistema ((5.12]) encontramos
que se debe satisfacer el sistema homogéneo

( 0 A—gt /#D) (Cl) B <0> | (5.15)

Este sistema tiene soluciéon no trivial si el determinante de la matriz de coeficientes de C y
5 es cero, es decir, si

(A — fu +k*Dy)(\ — g + k*D,) — fog. =0, (5.16)
o bien,
A+ A= (fu+ g0) + k(D + Dy)] + A(K?) =0, (5.17)

donde se defini6 a A(k?*) como
A(k?*) = k' DDy = k*(Dugo + Dy fu) + (fugo = fogu). (5.18)

Para que la solucion propuesta ((5.14b|) crezca exponencialmente, rompiendo la estabilidad,
al menos una raiz de ([5.17) debe tener parte real positiva. Esto sucedera tinicamente si, a su
vez, alguna de las siguientes condiciones se cumple

~(fu+g,) +E(Dy+D,) <0 (5.19)
A(K?) < 0. (5.20)

Pero, por la condicién de que la traza f,+ g, < 0 tendremos que la primera condiciéon
nunca se cumplird para todo valor de k2 > 0. Entonces, buscaremos valores de k2 para los
cuales la segunda condicién se cumpla. Notamos que A(k?) es una funcién cuadritica en k2.
Si A(k*) = 0 encontramos las raices

2 (Dugv + vau) + \/(Dugv + vau)2 - 4DuDv(fugv - fvgu)
k2, = DD . (5.21)

Se tendrdn k%, positivas y distintas si el término dentro de la raiz cuadrada es positivo, i.e.

(Dugv + vau)2 - 4DuDv(fugv - fvgu) > 0
Dugo + Dufu > 2/ DuDy(fuge — fo9u) (5.22)
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y se tendrdn k7, iguales y positivas si este término se anula. Este tiltimo caso define un valor
critico o pardmetro de bifurcacion para k? tal que

Dugv+vau

=k =k=—"3p75

> 0. (5.23)

Ahora, derivando A(k?), encontramos A’(k?) = 2D, D,k* — (D,g, + Dvf,), que al evaluarla
en el valor critico, A'(k?) = 0. Adicionalmente, A”(k?) = 4D, D,, > 0, esto nos indica que
A(K?) tiene un minimo absoluto en k* = k2. El hecho de que k? > 0 implica que, ya que el
denominador de es siempre positivo, el numerador también debe serlo, si denotamos
al cociente de los coeficientes de difusiéon como D, /D, = d encontramos la condicién

D,
—fu = go+dfu >0, (5.24)

Gv + D.

pero por la condiciéon que se tiene sobre la traza f, + g, < 0, estas derivadas parciales deben
tener signos opuestos y por lo tanto, el cociente d debe ser mayor que uno. A su vez, esto
implica que el reactivo v se debe difundir mas rapidamente que el reactivo u para que se
dé la generacion de patrones. Por otro lado, la condicién que establece al valor critico de la
funcién de onda k? es

(Dugo + vau>2 = 4D, Dy (fugy — f’ugu)a (5'25)

la cual, al factorizar y dividir sobre D,, podemos ver que resulta en una ecuaciéon cuadratica
en d = D,/D, para la cual se puede encontrar un valor critico por debajo del cual la
perturbacion no desestabilizara al estado estacionario. Dicho valor critico es

d — Dv . (fugv - fvgu) - fvgu =+ 2\/_(fugv - fvgu)fvgu
< (D)c_ f2 '

Esta condicion a su vez nos indica que para valores reales de d. debe cumplirse

(5.26)

_(fugv - fDQU)fvgu > 0,

pero considerando la condicién que se tenia ya sobre la traza f,g, — f,g. > 0; entonces
— fvg. > 0, lo cual implica que f, vy g, deben tener signos opuestos, tal como se encontré que
fu tiene signo opuesto al de g,. Este tltimo analisis nos indica que existen dos posibilidades
para los signos del Jacobiano que linealiza al sistema:

= que los signos de su primer columna sean iguales y positivos y los signos de la segun-
da columna sean ambos negativos. En este caso se dice que se tiene un sistema de
activador-inhibidor puro, en el que el reactivo u activa la produccion tanto de si mismo
como de v y el reactivo v inhibe la produccion de u y de si mismo, o



34

= que los signos de su primer fila sean iguales y positivos y los signos de la segunda fila
sean ambos negativos. Esto significa que el reactivo u activa la produccién de si mismo
e inhibe la produccién de v mientras que el reactivo v activa la produccién de u e
inhibe la produccion de si mismo. A este sistema se le conoce como activador-inhibidor
cruzado.

Si imponemos la condicién de que A(k?) < 0, es decir, que el valor minimo de A sea
negativo, las raices de A(k?) seran distintas y para valores de k? tales que k% < k* < k3 se
tendra que A(k?) < 0. Como consecuencia de esto, la parte real de las raices de A en ((5.17)
serd positiva, generando la inestabilidad que buscabamos en el sistema. En la siguiente seccién
se analizarda un ejemplo de un modelo activador-inhibidor puro conocido como el modelo de
Gierer-Meinhardt.

5.2. Modelo de Gierer y Meinhardt

A manera de ejemplificar las condiciones que deben imponerse sobre los parametros del
sistema de reaccién-difusion para obtener inestabilidades impulsadas por la difusion se es-
tudia a continuacién el esquema de reaccién desarrollado en 1972 por Gierer y Meinhardt.
El objetivo de este sistema es reproducir estructuras biologicas similares a los que presentan
los seres vivos basdndose en un mecanismo de activacién e inhibicion.

Se requiere de una activacion local de uno de los reactivos suficientemente grande en una
cierta region del espacio para que se pueda visualizar una coloracion a escalas microscépicas.
Sin embargo, la inhomogeneidad de esta coloracion se hard presente gracias a la inhibicién
de largo alcance producida por el otro reactivo.

El hecho de que se formen o no patrones dependera de la velocidad con la que se difunde el
inhibidor, la cual claramente debe ser mayor a la velocidad con la que se difunde el activador
en el medio. Estas velocidades en realidad son las constantes de difusién para cada uno de
los reactivos. Una version simplificada y adimensionalizada del modelo propuesto por Gierer
y Meinhardt es la siguiente

ou Pu u?

9 _p, Yy 2

ot Y02 * v b (5.272)
v Pv -,

donde de acuerdo a la cinética de las reacciones, u es el activador y v es el inhibidor, b
serd la tasa de degradacion del activador. En este modelo se ha dejado de lado el término
de produccion para el activador que presenta Murray [12, p. 377]. En ausencia de difusién
D, ., =0, la cinética del sistema es

ou  u?
%= bu = f(u,v) (5.28)
ov =u? —v = g(u,v). (5.29)

ot
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Entonces el estado estacionario, en el que f(u*,v*) = g(u*,v*) = 0 se alcanza en el punto
(u*,v*) = (1/b,1/b%). (5.30)

La linealizacion de este sistema resulta en el Jacobiano

712
=l )= ) -

sobre el cual tendremos las condiciones para equilibrio estable correspondientes a

trJ=b—1<0, b<l; (5.32a)
detJ = —b+2b> 0, b>0. (5.32b)

Se ha llegado entonces a que b esta acotado entre 0 y 1. Ahora buscamos que el sistema se
desestabilice al introducir la difusién. Tomando una ligera perturbaciéon fuera del punto de
equilibrio estable se buscan las condiciones necesarias sobre los parametros b, D, y D, para
que estas perturbaciones crezcan en el tiempo. En términos de las perturbaciones @ = u — u*
y ¥ = v — v* tendremos el sistema linealizado con difusion

O DEENY e

Para este sistema se proponen como soluciones

i(z,t) = Crertike (5.34a)
O(w,t) = CoeMThe, (5.34Db)

Tras sustituir estas soluciones en nuestro sistema linealizado se llega que se debe satisfacer
el sistema homogéneo siguiente

A—b+ KD, B ANNG
( o A+1 +k:2Dv> (@) = (o) ' (5:35)

El cual tendra solucién no trivial tinicamente si el determinante de la matriz correspondiente
es igual a cero, es decir, si

N+ A[=(b—1)+k*(D, + D,)] + A(K*) = 0, (5.36)

donde
A(K*) = k*'D,D, + k*(D,, — bD,) + b, (5.37)

la cual es una ecuacién cuadrética en k?. Se buscan valores para los cuales A(k?) < 0. Se
procede a encontrar las raices de esta ecuacion haciendo A(k?) = 0 y llegando a

(bD, — D) £/ (bD, — D)2 — 4D, Db

2 _
Mg = 2D,D,

(5.38)
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Las raices k; o seran positivas y distintas unicamente si

bD, — D, > 21/ D,D,b.

Sus raices seran iguales y positivas cuando

bD, — D, = 21/D,Dyb,

en cuyo caso se define un pardmetro de bifurcacién o punto critico de A(k?) equivalente a

k?_ (bDU—DU)

> 0. (5.39)
Es en este valor k2 que la funciéon A(k?) tiene un minimo absoluto. Para tomar tinicamente
valores negativos de A(k?) se fija este minimo como negativo. A partir de la curva dada
por (5.37) y variando los valores del parametro b se puede obtener un rango de valores
que cumplan con las condiciones previamente establecidas, en concreto, que el determinante
tenga dos raices reales y distintas y que A(k?) < 0 para k% < k? < k2. Se obtiene que para
valores muy pequenos de b la curva tendra raices negativas, complejas o iguales.

Por otro lado, sustituyendo valores en la ecuaciéon se encuentra el valor critico de
la razén entre los coeficientes de difusion por debajo del cual no se rompe la estabilidad

. (DU> 3422

4
D, ; (5.40)

Por simplificacion, se elije D, = 1 de modo que tUnicamente se varie el valor de D,. Los
parametros b y d estan intimamente relacionados entre si y a su vez con el niimero de onda
critico al cuadrado k2. Si d = d., entonces tomando el valor de d,. de y sustituyéndolo
en ((5.39)), se encuentra
ot
(&
como se buscaba. Combinando estas dos ecuaciones, ademas, encontramos

= (V2-1)b >0, (5.41)

k2= (1+ \/5);. (5.42)

Basta con fijar uno solo de estos parametros para poder analizar qué sucede cuando se varian
los demas. Por conveniencia, se fija b y se analiza la variacién del cociente d.

5.2.1. Dependencia sobre los dominios espaciales

Hasta ahora no hemos lidiado con las condiciones a la frontera, inicamente hemos es-
tablecido que debe haber un flujo nulo fuera del contorno de nuestro dominio. Una manera
equivalente de expresar esta condicion es estableciendo condiciones periddicas en las fron-
teras. Continuamos analizando este caso unidimensional, en donde nuestro dominio puede
variar de cero a una cierta longitud L, es decir, x € [0, L]; de modo que las condiciones a la
frontera se pueden establecer como sigue

a(0,¢) = a(L, 1), (5.43)
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es decir, el valor de nuestra solucién en el origen debe ser igual que el valor al extremo L para
todo tiempo t. Dado que se eligieron soluciones con la forma de exponenciales complejas,
estas pueden reescribirse en términos de senos y cosenos, es decir, se cumple que

Meos kx,

u(z,t) x e
donde para que se cumplan las condiciones a la frontera, necesariamente debe cumplirse que
el nimero de onda es igual a un multiplo par entero de 7 sobre la longitud caracteristica del
sistema

k="", nez" (5.44)

Esto implica que el valor mas pequeno que puede tomar el niimero de onda k es cuando
n=1yes

k=2n/L.

Esta relacion nos indica que el valor mas pequeno que alcanzara L, sera cuando k sea maximo,
es decir, cuando k = ky = k. la raiz positiva de la longitud de onda al cuadrado

Ar? bD, — D,)+ +/(bD, — D,)?> —4D,D,b

oA | )+ ) — k2. (5.45)
L2 2D,D,

Por debajo de esta longitud critica, tendremos una solucién pero no se podran observar

patrones. De modo que en términos de esta raiz, la longitud minima para que se puedan

observar patrones en nuestra solucion es

(5.46)

Eligiendo estos parametros, correspondientes a lo que se conoce como Espacio de Turing,
se desarroll6 una simulacion en Mathematica la cual nos muestra que por debajo de una
cierta longitud, efectivamente, no se obtendran patrones.
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Capitulo 6

Solucion numeérica de las ecuaciones
de reaccion-difusion

6.1. Esquema de diferencias finitas

En general, debido a la no linealidad que suele tenerse en ecuaciones de este tipo, se
buscan soluciones numéricas que den una idea del comportamiento general del sistema. Un
método exitoso ampliamente usado en andlisis numérico es el de diferencias finitas, en donde
se aproximan cocientes diferenciales por medio de cocientes de diferencias finitas. Se trata
de encontrar una aproximaciéon numérica a la derivada

Ou(x,t) O*u(x,t)

Qule,t) _ p@ED) o)

ot 0x?

donde f(u,v) es una funcién conocida. La solucién analitica correspondiente serd general,
sin embargo, en métodos numéricos se encuentran soluciones especificas constreniidas por las
condiciones iniciales y de frontera. Ademas, en las soluciones obtenidas numéricamente, no
se puede obtener el valor exacto de la soluciéon en cada punto del espacio continuo sino que
se introducen puntos discretos para los cuales se obtiene la solucion y las demés se obtienen
por interpolacion.

Mallado

Se buscan soluciones unicamente en puntos especificos (discretos) en un dominio cerrado
que se puede elegir de manera arbitraria. Para obtener estas soluciones se crea un arreglo
discreto tal que la posicién = € [0, L] y el tiempo t € [0,f] estén acotados.

El arreglo o malla mostrado en la Figura (6.1) estard compuesto de J puntos espaciales
denominados uj, donde j denota la posicion espacial y n denota la posicion temporal de

cada elemento. Los puntos u} dividen al arreglo en J — 1 intervalos de ancho Az = ﬁ en
el sentido horizontal y en N — 1 intervalos de ancho At = % en el sentido vertical. Para

cada concentraciéon u y v al evaluarse en cada punto de la malla se usara la notacion

ui = u(xj,tn),

39
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de modo que se cumple
n+1
uj ™t = u(zy, t, + At),
ut = u(r; + Az, t,),

uj_ = u(r; — Az, ty,).

X, tN x;, tN
(xo,t") G, ™)
gt s valores|desconocidos
valores conocidos
tn .
Y
—’
Ax
o ®
(%0, t%) Xj—1  Xj Xy (x5, t%)

Figura 6.1: Arreglo discreto para la implementacién del método de diferencias finitas expli-
cito.

Discretizacion

Partiendo de la definicién de la derivada como un limite, dado que se tendra control sobre
el ancho de los intervalos (con la posibilidad de hacerlos cada vez mas pequernios) se discretiza
el tiempo con una diferencia finita hacia adelante en (z;,t,) por

ou(x,t)  u(w,t+ At) —u(w,t) " —u (6.1)
ot At B At ‘
Para el esquema explicito, la discretizacion en el espacio se hara por medio de una diferencia
finita centrada de segundo orden aplicada a (z;,t,) como

Pu(z,t)  u(zr — Ax,t) — 2u(z,t) + u(z + Ax,t)

Oz? (Ax)?
. Uj_ln — Qan + U]’+1n
— By . (6.2)

Posteriormente, el término de reaccién se puede representar por

Jlu,v) = fm. (6.3)
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X, tN x;, tN
(xo, ) (5, t™)
tn+1 L L L

t" ®

Yac

O
1 K X (x;,t9)

[
(XO, to) Xj_

Figura 6.2: Arreglo discreto para la implementacién del método de diferencias finitas impli-
cito.

Implementacion del método explicito

Tomando en cuenta la aproximacién por diferencias mostrada anteriormente, las ecua-
ciones para cada reactivo quedan discretizadas como

an+1 — ujn U,j_ln — 211,]‘" + U;L_H
S 79 D " 6.4
N ()’ + fm (6.4)
n n At n n n n

Este método se conoce como esquema de diferencias finitas explicito puesto que se puede
calcular de manera explicita la soluciéon a un tiempo n + 1, con los valores conocidos a un
tiempo previo n, tal como se muestra en la Figura . Ademas, se puede mostrar que la
ecuacion es Unicamente valida (numéricamente estable y convergente) para valores de
(1 menores o iguales a 1/2; donde

At

r= D(A:B)Q'

(6.6)

Debido a esta condicién de estabilidad la implementacion del método explicito no es siempre
recomendable; puesto que no se puede hacer refinamiento en la malla arbitrariamente, sino
que debe tenerse el cuidado de elegir adecuadamente a Az y At para que se siga cumpliendo
. Existen métodos que no cuentan con esta restricciéon sobre la malla y por lo tanto, a
pesar de ser un poco mas complicada su implementacion se consigue un rango més amplio
de estabilidad numérica. Uno de estos métodos es el método implicito que se presenta a
continuacion.
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Implementacién del método implicito

Para el método implicito, la discretizacién en el espacio se harda por medio de una dife-
rencia finita centrada de segundo orden aplicada a (z;,t,) como

Pulz,t)  u(r — Ax,t + At) — 2u(w, t + At) + u(x + Ax, t + At)

D2 (Ax)?

_ uj_ln-‘rl _ 2ujn+1 + uj+1n+1 (6 7)
(Ax)? ' '

De este modo, nuestras ecuaciones para cada reactivo quedan discretizadas como

an+1 _ ujn B Duj_ln—i-l _ 2ujn+1 + uj+1n+1 N fn
At (Ax)? 7
At
n+1 n __ n+1 n+1 n+1 n
uitt —uy = D(A:U)2 (uj_l — 2"+ Ui ) + fTAt.
O, equivalentemente, haciendo D(AATt)Q = 1 se tiene

u}‘“ — U (uj_1"+1 — 2u§+1 + uj+1”+1> =uj + f"AL,

agrupando términos resulta

—p )+ (L4 2pu ™ — ) = + f AL
Sustituyendo valores para j de 1 a J, se obtiene un sistema de N ecuaciones con N incognitas.
Estas se pueden acomodar en forma matricial como

A it =, (6.8)
donde A, es la matriz de coeficientes de todos los u?“ desconocidos que a su vez forman
el vector solucién @"*!; por otro lado, @" es el vector independiente de entradas conocidas

que en primera instancia sera el de condiciones iniciales pero después tomara los valores del
vector solucion mediante un proceso iterativo.

Unicamente resta incluir las condiciones a la frontera, en este caso periddicas correspon-
dientes a u(0,t) = u(L, t):

up" = uj_yq, uy" = ub; (6.9)

entonces se obtiene A, una matriz tridiagonal, con (1 + 2u) en la diagonal principal, —pu en
las diagonales inferior y superior y los demds elementos iguales a cero salvo por (A,)1 -1 =
(Ay)s2 = —p para satisfacer las condiciones de frontera periédicas, resultando en una matriz
de la forma
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14+2p  —p 0 -0 — 0
_lu 1_|_2u _/1/ O . e ...0 O O
0 - 14+2p —p 0 - -0 0 0
Ay =
0 0 0 e 00 = 1420 —p 0
0 0 0 o 0 - 14+2p  —p
0 — 0 0 - 142

El c6digo en Mathematica que resuelve este sistema de ecuaciones de manera iterativa se
presenta a continuaciéon para el modelo de Gierer-Meinhardt.

6.2. Modelo Gierer-Meinhardt unidimensional

6.2.1. Obtencion del Espacio de Turing

Primero se busca un valor adecuado para b y para d, graficando la ecuacién cuadratica en k2

A(k?*) = D Dk* + (D, — bD,)k* + b,

se busca que esta funcién tenga un minimo negativo A(k2) < 0, tal que sus raices sean
ambas positivas y distintas. Para esto, uno debe proponer un valor para d = D, /D,, tal que
D, > D,, en este caso se elige arbitrariamente d = 30 y con este valor se obtienen las curvas
mostradas en la Figura para A en funcién de k2.

(@) b =001 ) b =035
1 1

\
NS

201 0 0.1 0.2 03 0.4 01 0 0.1 0.2 03 0.4
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L=}
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o

Figura 6.3: Curva del determinante A(k?) para (a) b = 0,01 con raices reales y negativas y
(b) b = 0,35 para este valor de b se obtienen raices reales positivas y distintas.

Noétese que para un valor de b = 0,35 se cumple que k? estd acotado por dos raices
reales y positivas, cumpliendo asi con la condicion A(k?) < 0. La variacién en b se obtuvo
graficamente con ayuda del comando manipuiate cOmo se muestra a continuacion
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Du = 1;
Dv = 20;
Manipulate [Plot [Du*Dv*x~2 + (Du - b*Dv)*x + b == 0, {x, -0.1, 0.4},

PlotTheme->"Scientific", PlotLabel->"=b"b, PlotStyle->Red,
PlotRange -> {-1, 1}], {b, 0, 0.45,0.01}]

Aproximadamente alrededor de b=0.24 la funcién cruza el eje horizontal y se puede tomar
cualquiera de estos valores (siempre y cuando sea menor que 1). Se elige entonces b = 0,35
como un valor adecuado. Por otro lado, también podria proponerse un valor para b y a partir
de este encontrar valores adecuados para D, y D, resolviendo la ecuacién cuadratica ([5.26))
como se muestra a continuacion

b=0.35;

fu = b; fv = -b"2; gu = 2/b; gv = -1;

det = fu gv - fv gu;

dc = Solvel[d”™2 fu”2 + (2 fu gv - 4 det) d+ gv~2 == 0, d]

o equivalentemente, insertar el valor de b en (5.40)). Por cualquiera de los dos métodos,
encontramos que el valor critico del cociente de los coeficientes de difusién d es de

d. = 16,65265.

Tomaremos la raiz mas grande como el valor minimo de d, por debajo del cual no podra
desestabilizarse el sistema. Eligiendo D, igual al valor critico d., la curva A tiene una raiz
positiva de multiplicidad dos. En este caso no se podrian encontrar patrones de acuerdo a
nuestra teoria, con lo cual confirmamos que D,, = 30 es un valor aceptable para el coeficiente
de difusiéon del inhibidor.

La longitud critica de nuestro dominio se puede obtener fijando los coeficientes de difusién
y la tasa de degradacion del activador b, con los cuales se encuentra la raiz positiva de la
longitud de onda al cuadrado k% como en la ecuacién y posteriormente sustituyendo
en . Para un valor de D, = 20, empezaremos a encontrar patrones en un dominio de
longitud igual o mayor a L. = 13,3742. Una vez definido nuestro espacio de Turing, podemos
definir los deméas parametros y comenzar a implementar el esquema de diferencias finitas.

6.2.2. Esquema de diferencias finitas implicito
Definicién de parametros

Se eligen los parametros de acuerdo al espacio de Turing encontrado en la secciéon an-
terior. También se establece el tamano del dominio y el nimero de divisiones espaciales y
temporales. Con esto se procede a calcular el tamano del paso espacial y temporal y se crean
los correspondientes vectores de posicién y tiempo. La constante u se fija puesto que después
se usara para crear las matrices del sistema de ecuaciones a resolver.

ClearAll [u, v];
Du = 1;

Dv = 30;

b 0.35;

J 500;
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Nt = 500;

L = 80; >
tf = 400;

Ax = L/(J - 1);

At = tf/(Nt - 1);

X
t

I

Range [0, L, Ax];
Range [0, tf, Atl];
At/Ax"2;

Condiciones iniciales y de frontera

A continuacion se establecen dos vectores de condiciones iniciales, es suficiente con que
uno de ellos se encuentre ligeramente fuera del origen, para lo cual se crea un vector de
perturbacion con valores aleatorios y se suma al vector de estado estacionario. Ademas, se
crean matrices U y V inicialmente llenas de ceros donde se guardaran las soluciones en el
espacio para cada paso temporal.

=

= 0.01*RandomReal [1, J];
= ConstantArray[1/b, J] + a;
ConstantArray[1/b72, J];

n

< B
I
=1

U = Table[0, {i, J}, {j, Ntl}];
UL[A11l, 111 = u;
V = Tablel[0, {i, J}, {j, Nt}];
VI[A1Ll, 1]] = wv;

Luego se crean las matrices tridiagonales para ambos reactivos, u y v con elementos
distintos de cero correspondientes a las condiciones peridédicas en la frontera

au = SparseArray[ConstantArray [1+2*Dux*\[Mul,J]1];

bu = SparseArray[ConstantArray[-Dux*\[Mul,J-11];

Au = DiagonalMatrix[au]l] + DiagonalMatrix[bu, 1] + DiagonalMatrix[bu, -1];
7

Aulf1, J - 111 = -Dux*\[Mul;

Aul[[J, 2]]1 = -Dux\[Mul;

av = SparseArray[ConstantArray[1 + 2*Dvx\[Mul, J]];
bv = SparseArray[ConstantArray[-Dv*\[Mul, J - 11]1;

Av = DiagonalMatrix[av] + DiagonalMatrix[bv, 1] + DiagonalMatrix[bv, -1];
Av[[1, J - 1]1] = -Dv*\[Mul;
Av[[J, 211 = -Dv*\[Mul;

Tomando el tiempo de computo, se definen los términos de reaccion que seran anadidos al
vector inicial. Se utiliza la funcién LinearSolve para encontrar el vector solucién. Posterior-
mente, se guarda la solucién a cada tiempo en las matrices U y V para cada reactivo.

Timing [Do [

f=u"2/v-b*u;

g=u"2-v;
u=LinearSolve [Au, (u+f*xAt)];
v=LinearSolve [Av, (v+g*At)];
UL[A11l,j]]=u;

VI[Al1l,jl]=v;

,{j,2,Nt}

1]
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Visualizacion de los resultados

Para poder visualizar la variacion de ambos reactivos en el tiempo se debe crear una
tabla para cada reactivo que relacione la concentracion para cada punto en el plano con el
correspondiente punto .

(*Variacion de u y v en el tiempo *)

tabu=Table [{x[[i]],U[[i,311},{i,1,3},{j,1,Nt}];

tabv=Table [{x[[1i]],V[[i,311},{i,1,3},{j,1,Nt}];

Manipulate [ListLinePlot [{tabu[[A11,t]],tabv[[A11,t]]}, PlotRange->{{0,L},{0,12}}],{t

,1,400,11}]
t |
.
T T —
. Y # \ P
\ ) . \
2f R / e ~—
0 2 2 &0 0

Finalmente y también por medio de una tabla, se relaciona para cada reactivo la concen-
tracién en cada punto de la malla con el correspondiente punto (z,t).

(* Visualizacién de resultados en dos dimensiones *)

uy=Table [{x[[i11,t[[j1],U0[i,311},{i,1,3},{j,1,Nt}];

vy=Table [{x[[i]],t[[j11,VI[i,311},{i,1,3},{j,1,Nt}];
ListDensityPlot [Flatten[uy,1] ,FramelLabel ->{"Posicién","Tiempo"},
PlotLabel ->"Concentracién de U", PlotRange->{{0,80},{0,400}},
ColorFunction->"BlueGreenYellow", PlotLegends->Automatic]
ListDensityPlot [Flatten[vy,1] ,FramelLabel ->{"Posicién","Tiempo"},
PlotLabel ->"Concentracién de V",PlotRange->{{0,80},{0,400}},
ColorFunction->"LakeColors",PlotLegends ->Automatic]

Concentracidn de U
T T T 11—

Thae
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6.2.3. Analisis de resultados

Para verificar la veracidad de los parametros que se encontraron para el espacio de Turing
se eligié un valor para d = 20 y para una longitud critica L = 13. En la Figura se ob-
serva que la solucién evoluciona temporalmente de condiciones iniciales aleatorias, cercanas
al punto de equilibrio uy hasta crearse un patrén espacial de amplitud finita.

3.00

— t=0

295
— t=400

2.90;

Lot el A Y AN fe P tan s BAALA
vy

2.85[ T AT

2.80

Concentracién de U

275¢

2.70
0

Posicion

Figura 6.4: Concentracion del reactivo u al tiempo inicial £ = 0 con valores aleatorios cercanos
al punto de equilibrio ug y al tiempo final £ = 400 en los que se observa un patrén de amplitud
finita. La longitud del dominio es L = 13.
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Figura 6.5: Concentracion del reactivo u al tiempo inicial ¢t = 0 y a un tiempo posterior para
longitudes distintas: (a) L=10, (b) L=11, (c) L=12, (d) L=13. Para longitudes (e¢) L=14,
(f) L=15 se muestra la concentraciéon de u al tiempo inicial ¢ = 0 y a tiempos posteriores.
Se puede observar que para longitudes mayores el tiempo de formacion de los patrones
disminuye.

Se probo la simulacion para distintas longitudes, con el fin de encontrar una donde pudie-
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ran observarse patrones, los resultados se muestran en la Figura . A partir de alrededor
de una longitud L = 13 patrones ligeramente discernibles comienzan a surgir, sin embargo,
para L > 14 se pueden observar mas facilmente patrones y en un menor nimero de pasos
temporales.

(@) t=0 () t =400

—— Reactivo U

—— Reactivo U
10 Reactivo V 10 Reactivo V

Concentracion de U
()]
Concentracion de U
(2]

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Posicion Posicion

Figura 6.6: Concentracion del reactivo u y el reactivo v al tiempo inicial ¢t = 0 y al tiempo
final ¢ = 400 para una longitud L=10. La concentraciéon de ambos reactivos se mantiene
constante. No hay formacién de patrones.

Como puede observarse en la Figura .a) para una longitud L = 10 no se generara
ningun patrén. En la Figura se puede observar el comportamiento de las concentra-
ciones de ambas especies al tiempo incial; sin embargo, para tiempos posteriores la misma
concentracion, constante en el espacio, se mantiene también constante en el tiempo. Con lo
cual se puede concluir que no existiran patrones en el comportamiento de la solucién por
debajo de una cierta longitud critica.

Para longitudes mucho mayores (en este caso se tomé como longitud méxima L = 80)
es evidente, tal como se muestra en la Figura , que el surgimiento de patrones sera un
hecho siempre y cuando los valores de b y d sean los adecuados. Ademaés, en esta misma
Figura se puede observar el comportamiento de los reactivos en un dominio de longitud
L = 15. Al comparar ambos dominios para los mismos pasos temporales se puede concluir
que un dominio de mayor longitud resultara en una amplitud mayor de las fluctuaciones que
presenta cada reactivo.

El patrén podra visualizarse de manera més clara al obtener una grafica en dos dimen-
siones de la longitud contra el tiempo, donde se asigna un color a valores de la concentracién
que se encuentren por encima del valor de equilibrio ug y un color distinto a valores de la
concentracion menores al valor de equilibrio. Un ejemplo de esta gréafica se puede observar en
la Figura donde claramente se visualiza la evolucion temporal de la concentracion del
reactivo u a lo largo de todo el dominio de longitud L = 10 constante y L = 80 que presenta
una inhomogeneidad estable en el tiempo, lo que conocemos como patréon de Turing.
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Figura 6.7: Concentracién del reactivo u y el reactivo v a distintos tiempos para longitudes
de L = 15y L = 80. Para ambas longitudes se tiene un surgimiento de patrones, sin embargo,
para L = 80 la amplitud de la variaciéon en las concentraciones de ambos reactivos crece en

menor tiempo.
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Figura 6.8: Evolucién temporal de la concentracion sobre todo el espacio para longitudes de
(a) L = 10 siempre constante y (b) L = 80 constante al inicio con un patrén estable para
tiempos posteriores a los del surgimiento del patrén.
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Adicionalmente, se analiza qué sucede si en lugar de variar la longitud del dominio, se
varian los coeficientes de difusion. Manteniendo fija una longitud L = 80 y con una tasa de
degradacion b = 0,35, se varia el cociente d y, de acuerdo con la Figura , a partir de

= 19 comienza a aparecer un patrén con una amplitud muy pequena. A medida que d
aumenta, la amplitud de los patrones también se incrementa. Equivalentemente, el tiempo
de aparicion de los patrones disminuye conforme d aumenta.
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Figura 6.9: Concentracién del reactivo u al tiempo inicial ¢ = 0 y al tiempo final ¢ = 400
para una misma longitud L = 80 y coeficientes de difusién d distintas: (a) d=17, (b) d=19,
(c) d=20, (d) d=21, (e) d=22, (f) d=23. Para constantes de difusiéon mayores a 20 se puede
observar claramente la formacion de patrones.

Intuitivamente, este resultado podria predecirse puesto que el hecho de tener un coefi-
ciente de difusion mas grande significa que el reactivo inhibidor impedirda méas rapidamente
la propagacion del activador al recorrer una distancia mas larga en un menor tiempo.
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6.3. Modelo de Gierer-Meinhardt en dos dimensiones

6.3.1. Esquema de diferencias finitas explicito

Haremos valida la obtencion previa de los parametros adecuados al espacio de Turing para
esta generalizacion a dos dimensiones. De modo que usaremos b = 0,35 y d = 30 también
para este caso.

Definicion de parametros

Para el modelo bidimensional debe tomarse en cuenta el Laplaciano en la definiciéon de
las ecuaciones de reaccién-difusion, que podran ahora escribirse como

ou Pu  u u?
v *v  D%u 9

Para su simulacion resulta conveniente usar el esquema de diferencias finitas explicito a
pesar de tener un mayor costo computacional; esto puede hacerse sin problema si se tiene la
precaucion de elegir Az, Ay y At de manera que cumplan con la condicién de estabilidad

At At 1

—D——— + D < = .
Nw""“y D(Al‘)Q + (Ay)g =9 (6 11)

En este caso, se elige que los pasos temporales sean de la misma longitud, es decir, Az = Ay.
Tomando el coeficiente de difusién mayor D, se puede definir a At como

(Az)*
D,

At =p

donde p = p, + 1, €s una constante que en este caso tomara el valor de 0,2 para asegurarnos
que siempre se cumpla la estabilidad numérica. Asi, los parametros seran

(¢} a
Jx = Jy = 80; a
Lx = 80;
Ly = 10; <) o) >
Ax = Ay = Lx/(Jx - 1.);
Du = 1; Dv = 30; o
At = 0.2*xAx"2/Max [{Du, Dv}];
b = 0.35; [¢)

Condiciones iniciales y términos de reaccion

Primero se definen los términos de reaccion que después seran anadidos a la solucion explicita.

é ¢)
flcu_, cv_, b_] := cu”2/cv - bxcu;
glcu_, cv_] := cu”2 - cv;

Adicionalmente, deben crearse las matrices con las concentraciones iniciales para cada reac-
tivo, tomando en cuenta que al menos una de ellas debe encontrarse ligeramente fuera del
equilibrio.
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6 7
cInicial[b_, Ax_, Ay_, Lx_, Ly_] := Module[{CD},
CD = Table[1/b, {y, 0, Ly, Ay}, {x, 0, Lx, Ax}]]

InicializacionGM[Ax_, Ay_, Lx_, Ly_, b_] := Module([{cu, cv},
cu = cIniciall[b,Ax,Ay,Lx,Ly] + Table[0.01*RandomReal[]l, {y, O, Ly, Ay}, {x, 0, Lx, Ax}];

cv = cInicial[b,Ax,Ay,Lx,Lyl*cInicial[b, Ax, Ay, Lx, Lyl;
{cu, cv}]

Solucién por método explicito
Ahora, la discretizacion de las ecuaciones queda como sigue

At

At
n+1 n n n n n n n n
uitt =i+ Dui( \r)? (uj_l —2u; + uj+1> + Dui< ME (uj_l —2u; + ujH) + f"At
At At
n+1 n n n n n n n n
L/ Dvﬁ NOE (Uj—l — 25 + “j+1) + D”(i Ay)? (vj—l —2v5 + Uj+1) + g" At

La manera de implementarlas serd por medio de los comandos rotateLeft ¥ RotateRight de Mat-
hematica que permitirdn operar sobre una lista entera a cada paso temporal. En términos
de las matrices de concentracion cu y cv la solucion explicita sera

6 i )
RDU[Du_, At_, Ax_, £f_, Cu_, Cv_, b_] := Modulel[{},
Cu + At/Ax"2 Du (RotateRight[Cu, {1, 0}] + RotateLeft[Cu, {1, 0}] 2 Cu)
+ At/Ay~2 Du (RotateRight[Cu, {0, 1}] + Rotateleft[Cu, {0, 1}] - 2 Cu)
+ At*f[Cu, Cv, bll;
[¢) i ¢) [¢)
RDV[Dv_, At_, Ax_, g_, Cu_, Cv_] := Modulel[{},
Cv + At/Ax"2 Dv (RotateRight[Cv, {1, 0}] + RotateLeft[Cv, {1, 0}] - 2 Cv)
+ At/Ay~2 Dv (RotateRight[Cv, {0, 1}] + RotateLeft[Cv, {0, 1}] - 2 Cv)
+ At*g[Cu, Cvl];

6

De este modo automaticamente se satisfacen las condiciones de frontera peridédicas. Final-
mente se resuelve por medio de iteraciones en el tiempo, reciclando a cada paso las variables U
y V. Cada cierto niimero de iteraciones se guarda en una lista el valor de las concentraciones
en la malla bidimensional para poder visualizarse posteriormente.

(o]

iteradortemporal [Cu_, Cv_, tf_, fp_] := Module[{cVideoU, cVideoV, U, V},
cVideoU = cVideoV = {};
U = Cu;
V = Cv;

For[t = 1, t <= tf, t++,
U = RDU[Du, At, Ax, f, U, V, bl;
V = RDV[Dv, At, Ax, g, U, V];

If[Mod[t, fpl == 0,
AppendTo [cVideoU, UJ];
AppendTo [cVideoV, VI];
]

1

{cVideoU, cVideoV}]
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Visualizacion de los resultados

Para poder visualizar la evolucion temporal de un reactivo, u otro, en dos dimensiones
se debe introducir alguna de las listas obtenidas anteriormente con el iterador temporal.

(* Muestra la evolucién temporal de la solucidén para una concentracidén x*)

cVisual [cvideo_] := Manipulatel[
ListDensityPlot [cvideo[[i]], ColorFunction -> "BlueGreenYellow", Frame -> True,
FrameLabel -> {"x", "y"}, ColorFunctionScaling -> True,

Mesh -> Falsel],
{i, 1, Length[cvideol, 1}]

Hasta ahora se ha definido por médulos los pasos que se deben seguir para encontrar las
soluciones, basta con correr las siguientes tres lineas de c6digo para visualizar los resultados
para diferentes parametros

{u, v} = InicializacionGM[Ax, Ay, Lx, Ly, bl ;

Arrojard las matrices con condiciones iniciales que deberan introducirse en la siguiente linea.
{npcVideoU, npcVideoV} = iteradortemporall[u, v, tf, fpl ;
Arrojara dos listas de t£/¢p matrices con las soluciones a cada fp pasos temporales.

cVisual [npcVideoU]

20 a0 a0 a0
%

w

o

I

[

o

Esto nos permite visualizar la evolucion temporal de las soluciones en dos dimensiones.

6.3.2. Andlisis de resultados

En este caso bidimensional se experiment6 variando el ancho del dominio, mientras que
la longitud de este se mantenia constante. Se encontré que para un dominio cuadrado de
longitud L, = L, = 80 se obtiene un patrén de puntos como el que puede observarse en la
Figura (6.12}i), para un dominio rectangular de longitud L, = 80 y ancho L, = 10 se obtiene
mas bien un patrén a rayas como puede observarse en la Figura .f). En estas Figuras
puede observarse ademas como es que el patron se forma. Al inicio se tiene una concentracion
aleatoria de ambos reactivos en el espacio, una distribucion casi homogénea. Sin embargo, a
medida que se difunden ambos reactivos en el espacio, estos interactian entre si dando lugar
a soluciones espacialmente heterogéneas que se mantienen constantes en el tiempo, mejor
conocidas como patrones de Turing.
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Figura 6.10: Evolucién temporal de la concentraciéon del reactivo u sobre la malla de dimensiones
L, =80y Ly, =10. Se crea un patrén a rayas que se mantiene constante en el tiempo.

En la Figura se muestra la evolucion temporal para los dominios rectangular y
cuadrado en tres dimensiones. En el eje perpendicular al plano x —y se muestra la variacion de
la concentracion en cada punto del dominio. Esta representacion es iinicamente esquematica,
puesto que se consideran en realidad dominios bidimensionales con un espesor despreciable
o igualado a la unidad.

(@ t=1 ®) t=750 () t=850 (@) t=1500

Figura 6.11: Evolucién temporal de la concentracién del reactivo u sobre la malla bidimensional
para dos dominios de tamano distinto. (a) - (d) Dominio de largo L, = 80 y ancho L, = 10,
resultando en un patrén de rayas. (e) - (h) Dominio cuadrado de largo L, = 80 y ancho L, = 80,
resultando en un patrén de puntos. En el eje vertical se muestra el valor de concentraciéon que
alcanza el reactivo a cada paso temporal.
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Figura 6.12: Evolucion temporal de la concentracion del activador w sobre la malla de di-
mensiones L, = 80 y L, = 80. Después de que se crea el patrén a puntos, este se mantiene

estable para tiempos posteriores.

En la seccién anterior se calculd el espacio de Turing correspondiente a este modelo y se
encontro una cierta longitud caracteristica a partir de la cual comenzaran a formarse patro-
nes. Para el dominio rectangular, presentado en la Figura , la longitud en la direccién
y es menor a la longitud critica, es por esto que Unicamente se generaran patrones en la
direccion x, con longitud mayor a la critica. Por otro lado, para el dominio cuadrado se tiene
que tanto la longitud en x como en y es mayor a la critica y se generan patrones en ambas

direcciones.
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Generalmente se acepta la idea de que los patrones especificos en la piel de los mamiferos
se determina de acuerdo a la genética; sin embargo, el mecanismo especifico que los genera
atn no se conoce. Murray [I3] sugiere que es un mecanismo de reaccién-difusién como el
estudiado en este trabajo el responsable de la generacion de los llamados pre-patrones en las
pieles de los mamiferos. En su modelo, Murray utiliza dominios con geometrias similares a
las que presentan los mamiferos.
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Figura 6.13: El mecanismo de reaccién-difusion genera patrones que tienen un parecido
sorprendente con los que se encuentran en ciertos animales. Aqui se muestran los patrones
en la cola del leopardo (izquierda), el jaguar y el guepardo (centro) y la genetta (derecha),
junto con los patrones del modelo para cilindros de ancho variable (lado derecho de cada
panel). Imagen tomada de [14].

Por ejemplo, simula la cola de una zebra (FEquus burchelli chapmani) por medio de un
cilindro con un radio que se hace cada vez mas pequeno y encuentra un patron a rayas que
concuerda con el observado en la naturaleza. Su modelo cilindrico, mostrado en la Figura
[6.13] para distintos felinos es equivalente a tener un trapezoide con condiciones de frontera
periddicas a los lados y condiciones de flujo nulo en las bases. Asimismo, obtiene simulacio-
nes que presentan inicialmente un patrén de puntos en el extremo méas ancho de la cola que
eventualmente se tornan en rayas al extremo méas delgado de esta, tal como se observa en
felinos como el guepardo (Acinonyz jubatus). Debido a que este mecanismo puede resultar en
diferentes patrones es que se propone como el responsable de generar los patrones observados
en la naturaleza en las pieles de los animales.



Capitulo 7

Observaciones finales

Existen otros sistemas capaces de generar patrones a través de mecanismos distintos al
propuesto por Alan M. Turing, pero que también se basan en la difusién. Un ejemplo de
estos sistemas es el modelo de Gray-Scott, en el cual uno de los reactivos se transforma
en un producto inerte mientras que su interaccién con el otro reactivo genera mas de este
mismo reactivo; los patrones resultantes son sorprendentemente mas complejos y su com-
portamiento puede llevar a multiples resultados simplemente ajustando los pardmetros del
sistema. Adicionales a los ejemplos aqui proporcionados, sistemas similares al modelo de
Gierer-Meinhardt asemejan estrechamente patrones observados en otros organismos vivos;
por ejemplo, estas conexiones entre las soluciones a los sistemas de ecuaciones de reaccion-
difusion y los patrones en las pieles de animales han sido propuestas por J. Bard para pieles
de jirafas y venados, S. Kondo para las pieles de peces y demas autores para una amplia
variedad de organismos. Existen también otros sistemas que no cumplen con las condiciones
de estabilidad de Turing y presentan formacion de patrones tinicamente para perturbaciones
lejanas al estado de equilibrio. La razén por la que esto sucede es que la linealizacion del
sistema en la que se consideran solo términos de primer orden en las derivadas ya no sera
valida en todo el dominio espacial. En ciertos puntos de la regién sera necesario realizar un
analisis local en el cual se considere el comportamiento de términos de orden superior. No
obstante, para los propositos de este trabajo este tipo de analisis local no sera necesario y
una sencilla linealizacion del sistema resultara adecuada.

En principio, el proposito de los modelos matematicos es proponer una aproximacion
relativamente sencilla que asemeje los fenémenos que ocurren en la naturaleza. En sentido
estricto, los modelos aqui mencionados son fenomenologicos y no logran explicar con presicién
exacta los aspectos fundamentales de la formacion de patrones. Debido a la poca evidencia
experimental que vincule los resultados de los sistemas de reaccién-difusion con los patrones
de los seres vivos, la admisibilidad biologica de estos modelos debe ser grandemente cuestio-
nada. El hecho de que a través de esta descripcion matematica se logren obtener patrones
que empatan con los observados en la naturaleza no implica que el mecanismo biologico sub-
yacente haya sido comprendido o descubierto. Es un hecho que la creacion de estos modelos
matematicos ha rebasado el desarrollo de la teoria que explica biologicamente la formacion de
patrones; debido, en parte, a la dificultad de aislar a las moléculas responsables y estudiar
individualmente la funcién especifica que cumplen en dicho desarrollo. El problema clave
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con la aplicacién de la teoria morfogénica de Turing es la identificacién de los reactivos que
actian como morfégenos en los seres vivos. Sin la presencia de estos morfégenos, es dificil
aceptar que la morfogénesis descrita por Turing es un proceso fundamental del desarrollo de
los organismos. El hecho de que ciertas sustancias quimicas sean esenciales para el desarrollo
de un organismo no implica que estos sean morfogenos, es necesario identificar su rol en el
proceso de generamiento de patrones para clasificarlos como tales. Sin embargo, la utilidad
de estos modelos radica en que pueden servir como una base para disenar los experimentos
pertinentes y los resultados de estos serviran para apoyar, actualizar o descartar el modelo.
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Apéndice A

Estabilidad en sistemas de ecuaciones

A.1. Sistemas Auténomos Planos

Un sistema de ecuaciones lineales de primer orden se dice que es autéonomo cuando se
puede escribir de la forma

dl’l ( )
— = ¢ (21,22, ..., 2,
dt g1\Z1, T2, )
diL’Q ( )
— = g1, 22, ..., Ty
dt g2\T1, T2, )
: (A.1)
dz,
= (1,29, ..., Tp).
Cuando n = 2, el sistema (A.1) se conoce como sistema auténomo plano
dz
“_p
o = P@y)
dy
—= = : A2

En este caso, el vector \7(%, y) = (P(z,y),Q(z,y)) define un campo vectorial.

Tipos de soluciones

Si P(x,y), Q(x,y), Ps, Py, Q, @, son continuas en una regién R del plano, una solucién
del sistema auténomo plano que satisface las condiciones iniciales X (0) = X es unica y es
uno de tres tipos:

= Una solucién constante z(t) = zo, y(t) = yo V to X(t) = X,. A este tipo
e solucién también se le llama punto critico o estacionario. Al colocar una particula
hipotética en un punto critico, esta permanece ahi indefinidamente. Dado que X; = 0,
un punto critico es una solucion al sistema de ecuaciones algebraicas
P(z,y) =0
Q(x,y) = 0.
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» Una solucion z = x(t), y = y(t) que define un arco generard una curva plana que no
se cruza a si misma.

» Una solucién periddica = = z(t), vy = y(t) es también llamada ciclo y cumple que
si p es el periodo de la solucion, entonces X (¢ + p) = X (¢). Una particula hipotética
colocada sobre la curva, circulard todo el perimetro y regresara a la posicion inicial en
p unidades de tiempo.

A.2. Estabilidad de sistemas lineales

Una solucién X = X (t) se puede interpretar como la trayectoria resultante de una par-
ticula que se coloca inicialmente en la posicion X (0) = X,. Si Xy es un punto critico, la
particula permanece en reposo.

Supongamos que X 1 es un punto critico de un sistema auténomo plano. Ademas X=X (t)
es una solucién del sistema que satisface que X (0) = X,. Con la interpretacién de que la
soluciéon representa la trayectoria de una particula, nos interesa saber qué pasara cuando X,
esté cerca de X;. En otras palabras, queremos saber si dentro de una vecindad del punto
critico, la soluciéon converge a este o se aleja.

En caso de que la soluciéon tienda al punto critico u oscile alrededor de este, se dice que
el punto es localmente estable. En caso de que se aleje, se dice que es localmente inestable.

A.2.1. Analisis de estabilidad

Analicemos el sistema siguiente

¥ =ax+by

Yy = cr+dy (A.3)
en términos de matrices, tendremos

X' = AX, (A.4)

A_<i 2) y X'_@") (A.5)

Para asegurar que )Z'o = (0, 0) sea el tinico punto critico, supondremos que el determinante es
distinto de cero A = ab—cd # 0 y su traza serd 7 = a+d, entonces la ecuacioén caracteristica
det(A — AI') = 0 puede reescribirse como

A=A+ A =0, (A.6)

donde

y, por lo tanto, los eigenvalores de A son

A= ;(T + V72 —1R). (A7)
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Los eigenvalores podran ser reales distintos, reales repetidos o complejos segiin 72 — 4A sea
positivo, cero o negativo.

A.2.2. Criterio de estabilidad para sistemas lineales

Para un sistema lineal auténomo plano X’ = AX en el que detA # 0, sea que X=X (t)
denote la solucién que satisface la condicién inicial X (0) = Xy # 0 se cumple que

(a) im0 X(t) = 0 si y solo si los eigenvalores de A tienen partes reales negativas, es
decir, A >0y 7 <0.

(b) La solucién X (t) es periddica si y solo si los eigenvalores de A son imaginarios puros,
es decir, A>0y 7=0.

(c¢) En todos los otros casos, dada cualquier vecindad del origen, existe al menos un punto
inicial X dentro de esta para el cual X (¢) no converge conforme ¢t — oo.

A.3. Linealizacion y estabilidad local

La linealizacién de una funcién derivable f(x) en un punto z; es la ecuacion de la recta
tangente a la grafica de f en ese punto

y(x) = flo1) + f'(z1) (2 — 21). (A.8)

Para un x cercano a x1, f(z) es cercano a y(x) y, por lo tanto se tiene que y(z) es una
aproximacién lineal local a f(z).

Similarmente, una linealizacién de f(z,y) derivable en el punto critico (z1,y1) es la
ecuacion del plano tangente a f en

2(z,y) = flo,y1) + fo(zr, v1) (@ — 1) + fy(z1,90)(y — 1), (A.9)

donde f, y f, denotan derivadas parciales.Un sistema lineal X' = AX tiene un solo punto
critico cuando det A # 0. En cambio, un sistema no lineal puede tener muchos puntos criticos.

Sea X; un punto critico de un sistema auténomo y sea X = X (t) la solucién que satisface
la condicién inicial X (0) = Xy, con Xy # X; se tienen dos posibilidades:

= X; esun punto critico estable si dado un radio p > 0, hay un radio correspondiente
r > 0 tal que si la posicién inicial X, satisface ’XO — X < r, entonces la solucién
X (t) satisface ‘X - Xl‘ <p YV t>0.Si, ademds, lim;_,. X () = X; siempre que

‘XG — )Z'l‘ < r, se dice que X, es asintéticamente estable.

= X esun punto critico 1nestab1e si hay un disco de radio p > 0,tal que Vr > 0 hay, al
menos, una posicion inicial X, que satisface ’XO - X 1’ < ry lasoluciéon correspondiente

X (t) satisface ‘X - Xl‘ > p para al menos un t > 0.
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Dicho de otro modo, un punto critico estable es aquel para el cual una particula colocada
incialmente en su vecindad, su trayectoria la mantiene cerca de dicho punto. Es un punto
critico inestable si al colocarla en la vecindad, su trayectoria la aleja.

Para determinar la estabilidad de un punto critico de un sistema no lineal se reemplaza el
término §(X) en el sistema original auténomo X’ = §(X) por un término lineal A(X — X))
que estd lo mas cerca posible a ;j(X’ ) en la vecindad de X’l. A este proceso se le llama
linealizacion.

Ejemplo.

Considera la ecuacién diferencial de primer orden 2’ = g(z). Una ecuacién de la recta
tangente a la curva y = g(x) en = x7 es

y(x) = g(z1) + ¢'(21) (2 — 21) (A.10)
y, si 1 es un punto critico de 2’ = g(x), es decir, g(z1) = 0 entonces se tiene que
¥ =g(x) = ¢ (x1)(x — 21). (A.11)

La solucién general de la ecuacién diferencial lineal 2’ = ¢'(z1)(z — 1) es ¥ = z1 + ceM?,
donde \; = ¢/(z1). Siguiendo el criterio de estabilidad de la seccién anterior

» si¢'(x1) < 0 entonces z(t) — x1 y o1 es asintéticamente estable,

» si¢'(x1) > 0 entonces z(t) se aleja de x(t) y 1 es inestable.

A.3.1. Linealizacién en sistemas auténomos planos

Similarmente, para un sistema auténomo plano, una ecuaciéon del plano tangente a la
superficie z = g(z,y) en X; = (z1,y1) es
9y 9y
z(z,y) = g(x1, 1) + O (r—21) + = (y —u1). (A.12)

(z1,91) (z1,y1)

Tenemos que g(z,y) se puede aproximar con su plano tangente en una vecindad de X,

Si X7 es un punto critico de un sistema auténomo plano, es decir,

P(z1,y1) = Q(x1,51) =0

y se tiene
oP oP
t' = Px,y) = — (x—x1) + 5 (y —w1)
Oz (z1,91) ay (z1,91)
, 0 0
V=Qun~ 2 -+ X2 y-w)
ox ( dy
z1,y1) (w1,y1)
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El sistema original X = g()? ) = <gg’ %) se puede aproximar en una vecindad del punto

critico X, con el sistema lineal X' = A(X — X’), donde

ar ar

A= O \(z1,51) OV l(z1,31)
29Q 9Q
9 l(z1,1) ¥ l(a1,mn)

A es la matriz Jacobiana evaluada en X y se denota por ¢/(X;). Si definimos el vector
H = X — X, el sistema lineal X' = A(X — X)) se transforma en H' = AH.

= El punto critico X = X, para X' = A()z — )Z’l) ahora corresponde a H = 0 para
H' = AH.

= Si los eigenvalores de A tienen partes reales negativas, por el criterio de estabilidad, 0
es un punto critico asintéticamente estable para el sistema H' = AH.

= Si hay un eigenvalor con parte real positiva, H=0esun punto critico inestable.

A.3.2. Ciriterio de estabilidad para sistemas auténomos planos

Sea X, un punto critico del sistema auténomo plano X' = g(X), donde P(z,y) y Q(z,y)
tienen primeras derivadas parciales continuas en una vecindad de X;

(a) Si los eigenvalores de A tienen parte real negativa, entonces X, es un punto critico
asintoticamente estable.

i A tiene un eigenvalor con parte real positiva, entonces X; es un punto critico ines-
b) Si A ti ig 1 part 1 positi t X punt t
table.
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