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Índice general

1. Introducción 1
1.1. Difusión y movimiento Browniano . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2. Ecuación de difusión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.3. Conexión entre movimiento Browniano y difusión . . . . . . . 7
1.4. La ecuación de Smoluchowski . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.5. Estructura de este documento . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2. Difusión en sistemas confinados 14
2.1. Ecuación de Fick-Jacobs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.2. Coeficiente de difusión para sistemas confinados . . . . . . . . 16

3. Ecuación de Difusión en su forma Covariante 18
3.1. Invarianza de la concentración . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
3.2. Difusión en una variedad . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

4. Canales 2 dimensionales 21
4.1. Construcción del canal asimétrico en 2 dimensiones . . . . . . 22
4.2. Dependencia en las coordenadas SNC . . . . . . . . . . . . . 23
4.3. Cálculo del determinante para el canal asimétrico . . . . . . . 26
4.4. Tensor de difusión en SNC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
4.5. Coeficiente bidimensional . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
4.6. Canal recto asimétrico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
4.7. Canal asimétrico inclinado . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

5. Canales 3 dimensionales 42
5.1. Vectores tangente, normal y binormal . . . . . . . . . . . . . 42
5.2. Cálculo del determinante . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46
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Capı́tulo 1
Introducción

Luego de millones de años de evolución, surge en la naturaleza un animal

que más alla de sólo interactuar con su entorno, comienza a hacerse

preguntas acerca de este, incluso comienza a cuestionarse acerca de śı

mismo, qué es y de dónde viene. Ese instinto de curiosidad quizá

transmutó en un impulso por preguntar, por cuestionarse. En algún punto

la curiosidad se volvió duda y la duda un hueco que necesitaba taparse. El

hombre se vio obligado desde el fondo de su ser a buscar respuestas. Sin

embargo, responder una cuestión es un asunto nada trivial. ¿Cómo saber

cuándo una pregunta ha sido respondida?¿qué buscamos en esa respuesta:

alivio, aceptación, universalidad, verdad? Al final de cuentas, un fenómeno

no puede más que ser interpretado por aquel que lo observe y esta

interpretación no puede no ser un producto de la experiencia de dicho

individuo, lo que impregna profundamente de subjetivismo cualquier

respuesta.

Es aqúı donde se hace invaluable el pensamiento cient́ıfico. El pensamiento

cient́ıfico pone un referente, nos da algo con qué comparar nuestras ideas.

El pensamiento cient́ıfico establece que la respuesta a esa pregunta

primigenia está en la naturaleza, que la naturaleza dice verdad, que la

naturaleza es verdadera. Al final del camino, ese entorno natural que

alimentó nuestra curiosidad más primitiva es lo que nos brinda aquellas
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respuestas tan necesarias para el crecer del ser humano. La respuesta

siempre estuvo frente a nosotros pero nos tomó mucho tiempo darnos

cuenta.

Sin embargo, aunque la naturaleza es verdadera, esto no implica que la

verdad sea naturaleza. Es decir, no tenemos por qué pensar que la

naturaleza es toda la verdad posible. La filosof́ıa va en busca de esta

cuestión, establece un sin fin de corrientes del pensamiento, entre ellas

están la lógica, la ética, la epistemoloǵıa, la estética. Como árbol, se

ramifica en todas las posibilidades del pensar humano. De la lógica se

estudian los principios de la demostración y la inferencia válida que,

aplicadas a los números, crea una corriente de pensamiento que establece

el comportamiento y las relaciones entre estos. Surge la matemática. La

cultura hab́ıa tráıdo avances y de entre estos avances se encontraban los

números, śımbolos necesarios para contar. Una vez habiendo establecido

las relaciones entre los números, comenzaron a establecerse relaciones entre

figuras geométricas, śımbolos y entes abstractos. La matemática se haćıa

más sofisticada, extensa y variada con un sin fin de revoluciones en el seno

mismo dentro de esta. La matemática se convertiŕıa en una herramienta

poderosa e invaluable.

La matemática es una de las principales herramientas en las que se apoya

el método cient́ıfico. La matemática es capaz de describir mediante sus

reglas la manera en que la naturaleza se presenta. Es decir, la matemática

nos ayuda a describir la verdad, nos ayuda a responder con verdad

preguntas guiadas por nuestra curiosidad, de cierta manera, sacia nuestra

necesidad de saber.

Entender que el universo es un todo, indivisible, incognoscible,

inconmensurable, nos permite comprender la manera en que trataremos de

responder nuestras dudas. Los seres humanos partimos el universo para

poder percibirlo, nuestros sentidos escinden la naturaleza, es la única

manera en que podemos percibir un poco de ella, creamos trozos del todo.

Ah́ı yace la dificultad de entender la naturaleza en su absoluto. Sólo

podemos darle sentido a pequeños pedazos de la naturaleza, formando



1.1 Difusión y movimiento Browniano 3

piezas de un rompecabezas que no siempre al unirlas dan un panorama

consistente. A veces las piezas se translapan y se contradicen, es

entendible, considerando que no sabemos cómo cortar ni qué forma darle a

cada pieza del rompecabezas. Y en efecto, aśı es como procedemos,

tomamos una teoŕıa, buscamos que esta teoŕıa describa de la manera más

general posible cierto trozo del universo y con ello, poder interiorizar eso

que a simple vista nos era negado, con esto podemos comprender un poco

de ese trocito de todo. A eso le llamamos modelar.

Construir un modelo es una tarea complicada, sólo poseemos algunas

herramientas y nuestra imaginación. Pero incluso esos pequeños trozos de

universo se muestran inescrutables por śı solos, hacen que el entendimiento

de la naturaleza sea un trabajo titánico. Dificultades conceptuales y

tecnológicas permean en todas las ramas de la ciencia y aunado a esto, se

le suman las dificultades propias de la matemática en śı. Aunque la

matemática sienta una base firme en la cual podemos reposar nuestras

ideas acerca de la naturaleza, muchas veces carece de una tecnoloǵıa que

haga posible obtener una respuesta concreta. Y los casos no son pocos ni

ha sido abordada por unos cuantos. La ciencia está colmada de esto. En la

F́ısica, mucho del trabajo tiene que ver con lo expresado anteriormente, se

busca resolver expresiones fundamentales para casos particulares. Se busca

crear técnicas matemáticas para trabajar expresiones fundamentales.

Este trabajo toma ese rumbo, es acerca de una técnica matemática con la

cual podemos describir la dispersión de part́ıculas Brownianas. Este

método consiste en reducir las dimensiones espaciales en la ecuación de

difusión para part́ıculas confinadas, a través de una función que absorbe

parte de la geometŕıa.

1.1. Difusión y movimiento Browniano

Clásicamente, la difusión es generada por el gradiente de concentración o

de temperatura entre dos o más especies distintas de sustancias, las cuales

tienden a homogeneizarse en el medio. La difusión es el mecanismo por el
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cual se dispersa la materia debido a los impactos aleatorios que los átomos

del medio ejercen sobre una part́ıcula inmersa en este[1]. Este movimiento

tan caracteŕıstico que tienen las part́ıculas difusivas en el medio se les

denomina movimiento browniano.

El movimiento browniano fue descrito de manera meticulosa en 1828 por

Robert Brown[2, 3]. Este observó que un grano de polen al ser dejado en

agua, se mov́ıa al azar en todas direcciones sin tener ninguna preferencia en

la dirección a la cual hacerlo, con un movimiento incesante. Brown no pudo

encontrar cuál era la causa de este fenómeno. No fue sino hasta principios

del siglo XX que se establecieron las causas del movimiento browniano.

Uno de los art́ıfices fue Marian Von Smoluchowski que mediante teoŕıa

cinética explicó que la part́ıcula browniana experimenta aproximadamente

1020 colisiones por segundo con las part́ıculas que conforman el medio en el

que está sumergida; cada golpe contribuye al desplazamiento de la

part́ıcula browniana y dicho desplazamiento va en proporción a la

velocidad que tengan las part́ıculas del flúıdo. Debido a que dicha velocidad

no es única según lo establece la distribución de velocidades de Maxwell,

no es un sólo choque neto el que siente la part́ıcula en toda su superficie

sino una infinidad de ellos los que causan su particular movimiento[4].

Una de las principales contribuciones al entendimineto de la difusión fue

establecida por Albert Einstein. Él describió el movimiento browniano a

partir de una idea muy simple: a través de la probabilidad de encontrar a

la part́ıcula en un cierto lugar a un cierto tiempo. Einstein imaginó una

part́ıcula browniana que era golpeada por los átomos del medio y modeló

este golpeteo con una función de probabilidad. A partir de esto, Einstein

pudo deducir la ecuación de difusión, con lo que se establećıa que el

movimiento browniano era la causa de que las part́ıculas se dispersaran en

el medio, casi 200 años después del descubrimiento de dicho fenómeno[5].

Al principio, el movimiento browniano fue caracterizado con part́ıculas que

se mov́ıan libremente, es decir, que no experimentaban ninguna restricción

en su movimiento. Cuando la part́ıcula browniana está confinada, su

dispersión en el medio se verá influenciada por la geometŕıa del mismo, con
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lo cual, la difusión puede desviarse significativamente del caso de la

part́ıcula libre ya que los recipientes que contienen a las part́ıculas afectan

la dinámica del movimiento browniano debido a que la forma del recipiete

que crea el confinamiento se relaciona con el número de estados accesibles

a las part́ıculas[6], un efecto conocido como barrera entrópica.

En la naturaleza, la difusión suele encontrarse en sistemas confinados[7]:

((...Ejemplos notables se encuentran en la medicina, como la liberación

controlada de fármacos suministrados en una microcápsula [8, 9], la

penetración en un tejido tumoral de un medicamento con propiedades

anticanceŕıgenas [10], la migración a través de la piel de fotones de luz

láser de algunos novedosos dispositivos de imageneoloǵıa [11, 12], entre

otros. En la bioloǵıa molecular están en la absorción de iones a través de

protéınas altamente especializadas embebidas en la membrana celular

conocidas como canales iónicos [13, 14], o a través de nanoporos

sintetizados artificialmente [15, 16], también se encuentran en la migración

de ligandos hacia sus receptores o hacia los sitios activos de una protéına

[17, 18], en la búsqueda de sitios de unión que ejecuta un cierto ligando

sobre una cadena de ADN durante un proceso de reconocimiento molecular

de una secuencia de nucleótidos espećıfica [19], y en general en los

mecanismos de comunicación qúımica a nivel subcelular, [20, 21, 22]. Otros

ejemplos en la qúımica son la catálisis de reacciones en minirreactores y en

medios porosos [23, 24] o bien las técnicas de separación de part́ıculas que

tienen como fundamento el uso de cribas moleculares o el intercambio

iónico, como son la ósmosis, la cromatograf́ıa y la electroforesis, [25, 26].

Finalmente, en la nanotecnoloǵıa los ejemplos incluyen el transporte de

part́ıculas a través de nanotubos de carbono [27], o a través de membranas

sintéticas semipermeables [28, 29], además de todos los fenómenos que

pueden ocurrir en el interior de muchas microestructuras sintetizadas en el

laboratorio destinadas para los más diversos fines, [30, 31].))
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1.2. Ecuación de difusión

El estudio de la difusión se remonta al siglo XV I con pensadores que

aportaron al avance en su entendimiento como Johann Dobereiner[6, 32],

Thomas Graham[33, 34] y Adolf Eugen Fick[35]. Thomas Graham

descubre que entre más denso era el gas, la velocidad de la difusión de las

part́ıculas era menor. Por otra parte, Fick piensa que hay una analoǵıa

entre la difusión de las part́ıculas y las leyes de la conducción del calor

desarrollada por Joseph Fourier junto con la ley de la conducción eléctrica

de Simon Ohm[36]. Debido a esta idea, postula que el flujo de part́ıculas es

directamente proporcional a las diferencias de las concentraciones C.

Matemáticamente se escribe

J = −D0∇C (1.1)

que se conoce como primera ley de Fick. Al sustituir esta expresión en la

ecuación de balance de materia

∂C

∂t
+∇·J = 0, (1.2)

la cual nos dice que el cambio de la concentración en una región es igual al

flujo de materia que entra o sale, obtenemos

∂C

∂t
= D0∇2C (1.3)

llamada segunda ley de Fick o ecuación de difusión1. La ecuación de

difusión rige la dinámica con la que las part́ıculas se dispersan en el flúıdo

debido al simple hecho de estar inmersas en él, esto es, cuando no hay

ningún campo externo aplicado en la part́ıcula. Si uno resolviera esta

ecuación dadas las condiciones de frontera e iniciales, podŕıa conocer la

concentración en cada punto a cualquier tiempo o en su defecto, la

1 La ecuación 1.3 se puede reescribir para un movimineto unidimensional como

∂C

∂t
= D0

∂2C

∂x2
(1.4)
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probabilidad de encontrar a la part́ıcula en una cierta posición a un cierto

tiempo. Es decir, si conocemos el comportamiento de la función

C(x, y, z, t) podemos conocer el comportamiento de las part́ıculas a

cualquier tiempo en cualquier punto.

1.3. Conexión entre movimiento Browniano y
Difusión

Figura 1.1: Esquema de la part́ıcula browniana en el plano j vs. n. La
part́ıcula se encuentra en la posición j + 1 luego de n pasos y brincará en la
dirección decreciente en j, una unidad, en el paso n+1 con una probabilidad
de salto a.

En la Sección 1.2 se propuso la ecuación de difusión mediante un

procedimiento heuŕıstico. En esta sección se prentende deducir la expresión

(1.4) mediante el uso de nociones microscópicas. Esto contribuirá a la

robustez de la teoŕıa.

Pensaremos que tenemos una part́ıcula en una malla que restringe el

movimiento de la part́ıcula en una sola dirección. La part́ıcula es golpeada

por los átomos que la rodean de cada lado de una malla, lo que haŕıa que

dé un brinco. Como el golpeteo de los átomos del medio en la part́ıcula es
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errático, en principio no sabemos que lado recibirá un mayor número de

impactos y por ende no sabemos hacia que lado se mueve la part́ıcula. Por

ello, le asignaremos una probabilidad de brinco, es decir, supondremos que

dará un brinco a la derecha o a la izquierda con igual probabilidad de

ocurrir, de manera que la part́ıcula va y viene en la malla[37].

Consideremos la part́ıcula inmersa en un medio unidimensional como en la

Figura 1.1. A cada paso, la part́ıcula se mueve una unidad de distancia. La

probabilidad Pn(j) de que la part́ıcula esté en la posición j al paso n viene

dada por la suma de las probabilidades de que esté en la posición j − 1 al

n− 1-ésimo paso y brinque, en este caso, una unidad en la dirección

creciente de x, y la probabilidad de que esté en la posición j + 1 al

n− 1-ésimo paso y brinque una unidad en la dirección decreciente de j.

Supongamos que A1 es el conjunto de eventos que la part́ıcula esté en la

posición j − 1 al n− 1-ésimo paso, que A2 el conjunto de eventos que la

part́ıcula esté en la posición j + 1 al n− 1-ésimo paso, B es el evento

”brincar en la dirección de j positiva” y C es el evento ”brincar en la

dirección de j negativa”. Esto nos permite escribir

Pn(j) = P (A1 ∩B) + P (A2 ∩ C) (1.5)

pero como los eventos A1 y B son eventos independientes aśı como A2 y C,

entonces tenemos P (A1 ∩B) = P (A1)P (B) y P (A2 ∩ C) = P (A2)P (C).

Con esto

Pn(j) = P (A1)P (B) + P (A2)P (C) (1.6)

Ahora definamos que P (B) = p y P (C) = q. Con ello tenemos

Pn(j) = pPn−1(j − 1) + qPn−1(j + 1) (1.7)

Ahora, en lugar de que la part́ıcula esté en una recta donde sólo puede dar

saltos discretos, supongamos que se encuentra en una recta continua. Es

decir, en lugar de que la part́ıcula esté en la posición j de la recta discreta,

luego de dar n pasos, estará en la posición de la recta continua x al haber
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transcurrido un tiempo t. Consideraremos entonces que n− 1→ t,

n→ t+ ∆t, j → x y j ± 1→ x±∆x. Habiendo establecido esto, la

ecuación (1.7) se reescribe como

P (x, t+ ∆t) = pP (x−∆x, t) + qP (x+ ∆x, t) (1.8)

Haciendo un desarrollo en serie de Taylor en t y x a primer y segundo

orden, respectivamente, para la función de probabilidad de la ecuación

(1.8). Con esto, la ecuación (1.8) queda

P (x, t) +
∂P (x, t)

∂t
∆t ≈ pP (x, t)− p∆x∂P (x, t)

∂x
+ p

(∆x)2

2

∂2P (x, t)

∂x2

+ qP (x, t) + q∆x
∂P (x, t)

∂x
+ q

(∆x)2

2

∂2P (x, t)

∂x2

(1.9)

que podemos reescribir como

P (x, t) +
∂P (x, t)

∂t
∆t ≈ [p+ q]P (x, t)− [p− q] ∆x

∂P (x, t)

∂x
+

+ [p+ q]
(∆x)2

2

∂2P (x, t)

∂x2

(1.10)

La suma [p+ q] = 1. Aśı tenemos

∂P (x, t)

∂t
≈ (∆x)2

2∆t

∂2P (x, t)

∂x2
− [p− q] ∆x

∆t

∂P (x, t)

∂x
(1.11)

Al hacer la hipótesis que estamos en el continuo, los términos ∆x y ∆t

tienden a cero por lo que debemos pedir que el término

(∆x)2

2∆t
→ D0 (1.12)

siendo D0 una constante. . Por otro lado, en el ĺımite, el término

[p− q] ∆x

∆t
→ γ (1.13)

con lo que obtenemos

∂P (x, t)

∂t
= D0

∂2P (x, t)

∂x2
− γ ∂P (x, t)

∂x
(1.14)
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donde los términos que van como (∆x)n/∆t, con n > 2, tienden a cero.

Considerando

c(x, t) =
NP (x, t)

V
,

podemos reescribir la ecuación (1.14)

∂c(x, t)

∂t
= D0

∂2c(x, t)

∂x2
− γ ∂c(x, t)

∂x
(1.15)

Notese que si las probabilidades de salto p y q son iguales, γ = 0, con lo

que obtenemos la ecuación de difusión. Este enfoque, cuando existe una

asimetŕıa en la probabilidad de desplazamiento de la part́ıcula, fue

abordado por Marian Von Smoluchowski. En la expresión (1.15) no se

espećıfica la causa de dicha asimetŕıa, lo que lo hace una ecuación muy

general. Smoluchowski supone que esa asimetŕıa viene dada por un campo

externo.

1.4. La ecuación de Smoluchowski

Hasta ahora, se ha establecido la ecuación de difusión como la expresión

matemática que describe la manera en que la materia se dispersa en el

medio. Por su parte, Marian Von Smoluchowski establece el

comportamiento de una particula browniana en presencia de algún campo

externo que le aporta enerǵıa extra a la part́ıcula[39]. En este sentido,

podemos considerar que el flujo J es consecuencia de dos flujos, el

movimineto browniano de la part́ıcula al difundir, Jdif , ec. (1.1), que para

el caso en 1 dimensión es

J(x, t) = −D0
∂C

∂x
(1.16)

aunado al flujo provocado por el agente externo, Ja.e.

J(x, t) = Jdif (x, t) + Ja.e.(x, t) (1.17)

Ahora haremos algunas consideraciones. El flujo se define como

J ≡ 1

A

dN

dt
(1.18)
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donde A es el área transversal que atraviesa el flujo y N es el número de

part́ıculas en una cierta región. En una dimensión

J =
dN

dt
(1.19)

Suponiendo que la posición depende del tiempo, usamos la regla de la

cadena

J =
dN

dx

dx

dt
(1.20)

Haciendo las consideraciones usuales v = dx/dt además de que la

concentración se define como

C(x, t) ≡ N(x, t)

∆x
(1.21)

obtenemos que un flujo en general puede escribirse en términos de

Ja.e. = v(x, t)C(x, t) (1.22)

Agreguemos una hipótesis extra, es decir, supongamos que la velocidad de

la part́ıcula en el medio es proporcional a la fuerza que se le aplique, esto es

v(x, t) = µF (x, t) (1.23)

donde µ es la constante de proporcionalidad.

Combinando las ecuaciones (1.16), (1.17), (1.22) y (1.23) llegamos a que

J(x, t) = −D
[
∂C(x, t)

∂x
− µ

D
F (x, t)C(x, t)

]
(1.24)

Ahora, supongamos que la fuerza F (x, t) se deriva de un potencial

independiente del tiempo U(x) tal que

F (x) = −dU(x)

dx
(1.25)

y con el cual, las part́ıculas obedecen la distribución de Boltzmann en el

equilibrio, esto es peq(x, t = t0) ∝ exp[−βU(x)] con t0 tiempo en el que se

llega al equilibrio y β = (kBT )−1 siendo kB la constante de Boltzman y T
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la temperatura. Usando (1.25) para reescribir (1.24), obtenemos que el

flujo toma la forma

J(x, t) = −D
[
∂C(x, t)

∂x
+
µ

D

dU(x)

dx
C(x, t)

]
(1.26)

Considerando que en el equilibrio C(x, t)→ Ceq(x), J(x, t) = 0, esto es

0 = −D
[
∂C(x, t)

∂x
+
µ

D

dU(x)

dx
C(x, t)

]
(1.27)

⇒ µ = βD (1.28)

con esto (1.26) queda

J(x, t) = −D
[
∂C(x, t)

∂x
+ β

dU(x)

dx
p(x, t)

]
(1.29)

Reescribamos esta ecuación considerando eβU(x)e−βU(x) = 1

J(x, t) = −DeβU(x)e−βU(x)

[
∂C(x, t)

∂x
+ β

dU(x)

dx
C(x, t)

]
(1.30)

⇒ J(x, t) = −De−βU(x)

[
eβU(x)∂C(x, t)

∂x
+ βeβU(x)dU(x)

dx
p(x, t)

]
(1.31)

que puede ser escrita finalmente como

J(x, t) = −De−βU(x) ∂

∂x

[
eβU(x)C(x, t)

]
(1.32)

Consideremos la ecuación de balance de materia, ec. (1.2) en el caso de

una dimensión
∂C

∂t
+
∂J

∂x
= 0, (1.33)

Sustituyendo (1.32) en (1.33) obtenemos

∂

∂t
C(x, t) = D

∂

∂x
e−βU(x) ∂

∂x
eβU(x)C(x, t) (1.34)

donde (1.34) es la ecuación de Smoluchowski. Como la ecuación de

Smoluchowski fue deducida para el caso de difusión en presencia de

potenciales externos, con ella podemos modelar difusión en presencia de

alguna barrera, pared u obstáculo cuyo efecto pueda describirse en

términos de un potencial.
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1.5. Estructura de este documento

Hasta ahora, en el Caṕıtulo 1, hemos dado un vistazo a los conceptos y

expresiones básicas en los cuales se sustenta la difusión de part́ıculas y que

son las bases de este trabajo.

Cabe resaltar que se ha puesto cierto énfasis en la manera en que se

construyeron las expresiones matemáticas, lo cual, muchas veces es mal

visto por extender la explicación de nociones que quizá para muchos sean

obvias. Sin embargo, dicho énfasis es puesto en este trabajo, ya que, al

hacer la construcción de las expresiones, se hacen suposiciones que, a mi

parecer, deben estar siempre presentes en la mente de quien aborda la

matemática de los fenómenos f́ısicos y debe tenerse clara la manera en que

dichas suposiciones afectan las expresiones matemáticas obtenidas y más

aún cuando se planea hacer una extensión, como es el caso de este trabajo.

El Caṕıtulo 2 trata sobre el modelo matemático para la difusión de

part́ıculas en confinamiento. En este caṕıtulo se presenta un esbozo de la

deducción de la ecuación de Zwanzig, sin embargo, con el objetivo de

plasmar clara y formalmente en qué consiste la reducción a una dimensión

de la ecuación de difusión, en el Apéndice A se hace un analisis detallado.

El punto principal es sacar a la luz la expresión (2.9), la cual es pieza

fundamental de este trabajo.

El Caṕıtulo 3 expone detalladamente la manera en que se construye la

ecuación de difusión en su forma covariante.

En el Caṕıtulo 4 se deduce el coeficiente de difusión dependiente de la

posición para un canal bidimensional de paredes simétricas y asimétricas.

En el Caṕıtulo 5 se construye el coeficiente de difusión dependiente de la

posición para un canal tridimensional aplicando la técnica principalmente

a un canal helicoidal de área transversal circular.

Finalmente, en el Caṕıtulo 6 se presentan las conclusiones de este trabajo.



Capı́tulo 2
Difusión en sistemas confinados

Luego del establecimiento de la relación entre difusión y movimiento

browniano, las leyes de Fick fueron puestas a prueba en diversos contextos

y aunque la ecuación de difusión describe correctamente el fenómeno, es

válida para el caso en el que no hay potenciales externos ni ninguna clase

de constricción en su movimiento y cuando sucede aśı, requiere de ciertos

términos de corrección como nos lo muestran las expresiones (1.15) y

(1.34).

En la ecuación de difusión, al estar escrita en términos de derivadas

parciales, las condiciones iniciales y de frontera juegan un papel

fundamental en su solución. Por ello, cuando la difusión se considera

confinada, se acarrean grandes dificultades debido a que a veces las

fronteras que delimitan al sistema donde se lleva a cabo la difusión son

complicadas, lo que implica que las expresiones matemáticas se vuelven

complejas de resolver, y en muchos casos llega a ser imposible encontrar

dicha solución[7]. Como alternativa, se han atacado los problemas no

tradicionales mediante métodos numéricos dejando un poco de lado la

busqueda de soluciones anaĺıticas. Sin embargo, dada la importancia de

encontrar soluciones anaĺıticas, se han hecho esfuerzos para poder elucidar

cosas en este sentido. Una de las ĺıneas de investigación más fuertes es

tratar de encontrar una ecuación que describa el problema original y que
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dependa de menos variables. Se buscan expresiones más simples pero que

contengan la misma f́ısica de las expresiones originales.

2.1. Ecuación de difusión y reducción a una
dimensión: Ecuación de Fick-Jacobs

Como ya se ha mencionado, debido a la dificultad para obtener soluciones

anaĺıticas a la ecuación de difusión, se han buscado métodos alternativos,

en particular, métodos que arrojen resultados anaĺıticos para dar un mejor

entendimiento de la difusión. Una de estas ĺıneas de investigación consiste

en reducir, mediante una proyección unidimensional de la densidad de

part́ıculas, la dimensión de la ecuación de difusión.

El primero en hacer esto fue Merkel H. Jacobs, quien atacó el problema

suponiendo que hab́ıa simetŕıa ciĺındrica alrededor de uno de los ejes,

digamos x[40]. El radio r(x) del área de la sección transversal

Λ(x) = πr(x)2 es dependiente de la posición. Además se establece una

nueva función

c(x, t) =

∫
Λ(x)

C(x, y, z, t)dS (2.1)

donde c(x, t)dx es el número de part́ıculas en la región entre x y x+ dx.

La integral se efectúa sobre toda el área Λ transversal al eje x. Al suponer

que la concentración es homogénea en el plano transversal, se puede

escribir C(x, y, z, t) = c(x, t)/Λ(x). Sustituyendo esto en la primera ley de

Fick la cual establece que el flujo es proporcional al cambio en la

concentración de C(x, y, z, t)

J(x, t) = −D0
∂

∂x

c(x, t)

Λ(x)
(2.2)

Por definición de flujo de corriente

Ient = −D0Λ(x)
∂

∂x

c(x, t)

Λ(x)
(2.3)

Ient es la corriente que entra a la región infinitesimal en el punto (x, t). La

corriente que sale de dicha región infinitesimal en el punto x+ dx viene
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dada por la expansión en serie de Taylor de la corriente alrededor del

punto de entrada

Isal = −D0

[
Λ(x)

∂

∂x

c(x, t)

Λ(x)
+

∂

∂x
Λ(x)

∂

∂x

c(x, t)

Λ(x)
dx+ ...

]
(2.4)

Nos quedaremos sólo hasta primer orden en las derivadas. Igualando el

término Ient − Isal al cambio en el tiempo del número de part́ıculas en la

región diferencial obtenemos 1

∂

∂t
c(x, t) = D0

∂

∂x

[
Λ(x)

∂

∂x

c(x, t)

Λ(x)

]
(2.5)

que se conoce como Ecuación de Fick-Jacobs.

Si comparamos la expresión (2.5) con (1.34) obtenemos la relación

Λ(x) = e−βU(x) (2.6)

La expresión (2.6) es de gran importancia ya que relaciona la geometŕıa del

canal con el potencial que confina las part́ıculas difusivas.

A pesar de que la ecuación de Fick-Jacobs era relativamente menos

complicada de resolver que la ecuación de difusión, ec. (1.3), sus

predicciones no eran precisas por lo que se buscó la forma de modificarla

con el objetivo de que sus resultados reprodujeran de manera más fiel lo

que en los experimentos se encontraba.

2.2. Coeficiente de difusión para sistemas
confinados

Jacobs al reducir a una dimensión la ecuación de difusión, pierde

información en el plano transversal al momento de proyectar, ec. (2.1), por

lo que, mediante una perturbación, Zwanzig[41] busca recuperar parte de

la información perdida. Lo que hace primero es deducir la expresión de

1 ∂
∂t
c(x, t)dx = Ient − Isal

donde c(x, t)dx es el número de part́ıculas en el área transversal
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Fick-Jacobs, partiendo de la ecuación de Smoluchowski, ec. (1.34), para el

caso bidimensional

∂

∂t
C(x, y, t) = D

∂

∂x
e−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y)C(x, y, t)

+ D
∂

∂y
e−βU(x,y) ∂

∂y
eβU(x,y)C(x, y, t)

haciendo la suposición

C(x, y, t) ∼= G(x, t)ρ(y;x) (2.7)

donde G(x, t) y ρ(y;x) viene dado por las ecs. (A.7) y (A.10),

respectivamente. Con esto podemos llegar a la expresión

∂

∂t
G(x, t) = D

∂

∂x
e−βA(x) ∂

∂x

G(x, t)

e−βA(x)

que es la ecuación de Fick-Jacobs. Considerando la definición (2.7), se hace

una perturbación fuera del equilibrio de esta expresión

C(x, y, t) = G(x, t)ρ(y;x) + δC(x, y, t) (2.8)

obteniendo
∂

∂t
G =

∂

∂x
e−βAD(x)

∂

∂x
eβAG(x, t) (2.9)

La expresión (2.9) es una ecuación que en principio describe la misma

dinámica que la ecuación de difusión, ec. (1.3) pero sólo depende de una

variable espacial[42, 43, 44, 45, 46]. La ecuación (2.9) absorbe la

dependencia de las coordenadas axiales en un coeficiente de difusión que

depende de la posición, D(x). Con esto, en lugar de trabajar con una

ecuación tridimensional en el espacio o una ecuación bidimensional en el

plano, trabajamos con una ecuación unidimensional. Un analisis detallado

de esta expresión viene expuesta en el Apéndice A.



Capı́tulo 3
Ecuación de Difusión en su forma
Covariante

3.1. Invarianza de la concentración

Una de las premisas básicas para poder escribir la ecuación de difusión en

su forma covariante es el hecho de que la concentración de part́ıculas, C, es

un invariante, esto es, que permanece sin cambios bajo una transformación

de coordenadas. Que la concentración de part́ıculas sea un invariante

puede verse a partir de su definición como el cociente de dos cantidades

independientes de las coordenadas, que son el número de part́ıculas y el

área (o volumen, sea el caso).

Supóngase que deseamos conocer el valor de la concentración en un punto

P , cuyas coordenadas en cierto sistema de coordenadas son (xP , yP ). Si

conocemos la forma funcional de la concentración en este sistema de

coordenadas, entonces podemos calcular C(P ) = C(xP , yP ). Ahora

supóngase que hacemos la descripción desde otro sistema de coordenadas,

en el cual el punto P está descrito mediante la d́ıada (x′P , y
′
P ). En general,

la concentración en este nuevo sistema de coordenadas tendrá una

dependencia funcional diferente que en el primer sistema. Denotamos a la

concentración en el segundo sistemas de coordenadas por C̃ = C̃(x′, y′). Lo

que debemos destacar aqúı es que al ser la concentración una cantidad
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invariante, el valor numérico C(P ) = C(xP , yP ) coincide con C̃(x′P , y
′
P ),

aun cuando la dependencia funcional de C(x, y) y C̃(x′, y′) sean distintas.

Para saber cómo se relacionan estas funciones hace falta conocer la

relación entre las coordenadas del punto P en ambos sistemas de

coordenadas, esto es,

xP = xP (x′P , y
′
P ), (3.1)

yP = yP (x′P , y
′
P ). (3.2)

De donde se obtiene que

C(xP (x′P , y
′
P ), yP (x′P , y

′
P )) = C̃(x′P , y

′
P ). (3.3)

con lo que se pedirá que las transformaciones sean homeomorfas[47].

3.2. Difusión en una variedad

Teniendo en mente lo establecido en la Sección 3.1, tomemos la ecuación

de balance de materia, ec. (1.2), y promovamosla a estar en alguna

variedad1, esto es2

Ċ +∇· ~J = 0, (3.5)

donde, Ċ es la derivada temporal de la concentración, J es el flujo de

part́ıculas dado por (1.1)

J = −D0∇C
1Una variedad es un espacio topológico que tiene una conexión con los espacios eucli-

dianos a través de un mapeo llamado homeomorfismo. La existencia de este mapeo asegura
que las propiedades en ambos espacios son invariantes[47]. Al decir que la ecuación esté
en una variedad, estamos pidiendo que se encuentre en un espacio topológico que tenga
las mismas propiedades que tiene un espacio euclidiano, con el objetivo de garantizar que
podamos seguir aplicando las nociones establecidas para estos espacios (ver Apéndice B.1).

2 Dado que ∇c y Jc son tensores de rango uno

∇· ~J = ∇cJc (3.4)
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y ∇ es la derivada covariante. O, en lenguaje tensorial3

Ċ +∇µJµ = 0, (3.7)

y

Jµ = −Dµν∂νC (3.8)

con µ = 1, 2, 3 y ν = 1, 2, 3. Ahora, combinamos (3.7) y (3.8) para obtener

Ċ = ∇µDµν∂νC (3.9)

Tomando la expresión (B.25) con a = c = µ

∇µXµ = ∂µX
µ + ΓµbµX

b (3.10)

y sustituyendola en (3.9), obtenemos

Ċ = ∂µ[Dµν∂νC] + Γµλµ[Dλν∂νC].

esto es

Ċ = ∂µ[Dµν∂νC] + Γµλµ[Dλν∂νC] (3.11)

que es la ecuación de difusión escrita de forma covariante. Si trabajamos

en un marco de referencia cartesiano, los śımbolos de Christoffel serán cero

y el tensor Dµν es una matŕız diagonal con D0 como entradas. Por ello, la

ec. (3.11) se transforma en la ecuación de difusión usual para un marco

cartesiano, expresión (1.3). Las ecs. (1.12) y (1.13) nos indican que los

coeficientes de difusión son una medida de la velocidad con la que se

desplaza la part́ıcula browniana en el medio. Sin embargo, en medios

anisotrópicos la velocidad de desplazamiento depende de la dirección en el

que se mueva la part́ıcula. Ello se ve reflejado en la ecuación (3.11), donde

se representa un coeficiente de difusión para cada componente del tensor

de difusión Dµν .
3 La derivada covariante de un tensor de rango cero, g, es igual a su derivada ordinaria

∇cg = ∂cg (3.6)

por lo que
Jµ = −Dµν∇νC = −Dµν∂νC



Capı́tulo 4
Canales 2 dimensionales

Construyamos un canal bidimensional alrededor de un eje, el cual estará

dado por una curva parametrizada. Tomaremos dos vectores ortonormales

que funjan como los ejes de un nuevo sistema de referencia que se irá

moviendo junto con esta curva. Pondremos nuestro nuevo sistema de

referencia sobre este marco y trabajaremos con la ecuación de difusión, ec.

(3.11), en este marco[48].

Sea rc ε R2, el vector que dibuja la ĺınea media del canal con parámetro t

está dada por

rc(t) = (t, f(t)) (4.1)

Por construcción y comodidad, el canal estará insertado en el eje x− y. El

vector unitario t̂, tangente a dicha curva, tiene la expresión

t̂ = t̂(t) =
t(t)

|t(t)|
=

ṙc(t)

|ṙc(t)|
=

1

l
(1, f ′(t)) (4.2)

donde l =
√

1 + f ′2(t).

Para el vector n̂, normal la curva dada por rc, calcularemos el producto

cruz de t̂ con el vector unitario k̂

n̂ = k̂× t̂ =

∣∣∣∣∣∣∣
ı̂ ̂ k̂
0 0 1
1
l

f ′(t)
l 0

∣∣∣∣∣∣∣ =
1

l
(−f ′(t), 1, 0) (4.3)
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Con el vector n̂ vamos a construir la parte transversal al eje del canal

donde le daremos una magnitud en esa dirección con la variable ρ. Sin

embargo, no queremos que ρ se extienda infinitamente, queremos que

llegue hasta un cierto valor ρ0, que es donde se encontrar la pared del

canal (ver Figura 4.1). Por ello, el grosor del canal estará modulado por el

término ρ/ρ0. Además, para generalizar aún más el canal, pediremos que el

ancho dependa de la coordenada t y haremos esto mediante la función a(t).

Con esto podremos describir un canal con ancho variable. Por todo lo

anterior, podemos escribir

r(t, ρ) = rc(t) +
ρ

ρ0
a(t)n̂ (4.4)

que podemos reescribir como

r(t, ρ) = (t, f(t)) +
a(t)ρ

lρ0
(−f ′(t), 1) (4.5)

es decir

r(t, ρ) =

(
t− a(t)ρ

lρ0
f ′(t), f(t) +

a(t)ρ

lρ0

)
(4.6)

Y con esto, se obtiene la transformación de coordenadas

x(t, ρ) = t− a(t)ρ

lρ0
f ′(t) (4.7)

y

y(t, ρ) = f(t) +
a(t)ρ

lρ0
(4.8)

El ancho del canal w, viene dado por w = |r(t, ρ0)− r(t,−ρ0)| = 2a(t).

4.1. Construcción del canal asimétrico en 2
dimensiones

Para el caso de un canal simétrico, el vector posición estaba dado por la ec.

(4.4), la cual indicaba que las paredes superior e inferior teńıan la misma

longitud ρ0 desde el eje central del canal. El término ρ
ρ0
a(t) establećıa los

ĺımites del canal al decir que ρ ∈ [−ρ0, ρ0]. Pero ahora como queremos que
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Figura 4.1: Canal bidimensional asimétrico. La pared superior se encuentra
a mayor distancia del eje que la pared inferior. Si ρ1 = ρ2 ≡ ρ0 se obtiene
un canal simétrico.

la longitud de la pared superior e inferior sean diferentes, pediremos que

ρ ∈ [−ρ1, ρ2] y la expresión del vector está dada por (ver Figura 4.1)

r(t, ρ) = rc(t) +
ρ

ρ2
a(t)n̂ (4.9)

con ρ2 > ρ1. Reescribiendo (4.9)

r(t, ρ) =

(
s− a(t)ρ

lρ2
f ′(t), f(t) +

a(t)ρ

lρ2

)
(4.10)

4.2. Dependencia en las coordenadas SNC

Dado que al construir el canal, las coordenadas del sistema cartesiano

dependen ahora del sistema no-Cartesiano, al que denotaremos por SNC,

esto es, x = x(t, ρ) y y = y(t, ρ), quisieramos encontrar la relación inversa.

Para ello, escribiremos

dx =
∂x

∂t
dt+

∂x

∂ρ
dρ (4.11)

y

dy =
∂y

∂t
dt+

∂y

∂ρ
dρ (4.12)
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y por otro lado

dt =
∂t

∂x
dx+

∂t

∂y
dy (4.13)

y

dρ =
∂ρ

∂x
dx+

∂ρ

∂y
dy (4.14)

Sustituyendo (4.13) y (4.14) en (4.11)

dx =
∂x

∂t

(
∂t

∂x
dx+

∂t

∂y
dy

)
+
∂x

∂ρ

(
∂ρ

∂x
dx+

∂ρ

∂y
dy

)
(4.15)

Reacomodando los términos

dx =

(
∂x

∂t

∂t

∂x
+
∂x

∂t

∂ρ

∂x

)
dx+

(
∂x

∂ρ

∂t

∂y
+
∂x

∂ρ

∂ρ

∂y

)
dy (4.16)

Igualando término a término, se obtiene un sistema de ecuaciones

txxt + xρρx = 1 (4.17)

xtty + ρyxρ = 0 (4.18)

De manera análoga, sustituyendo (4.13) y (4.14) en (4.12), se obtiene el

sistema de ecuaciones

txyt + yρρx = 0 (4.19)

ytty + ρyyρ = 1 (4.20)

Por otro lado, reagrupemos (4.17) con (4.19)

txxt + xρρx = 1

txyt + yρρx = 0 (4.21)

y (4.18) con (4.20)

xtty + ρyxρ = 0

ytty + ρyyρ = 1 (4.22)

Finalmente, usaremos la regla de Cramer para resolver los sistemas de

ecuaciones. Sea una matriz A, la solución al sistema

Ax = b (4.23)
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viene dada por

xj =
det(Aj)
det(A)

(4.24)

donde Aj es la matriz que resulta de remplazar la j-ésima columna de A
por el vector b.

Resolvamos el primer sistema de ecuaciones. Tomemos el sistema de

ecuaciones (4.21) y escribamoslo en notación matricial(
xt xρ
yt yρ

)(
tx
ρx

)
=

(
1
0

)
(4.25)

Entonces, en nuestro caso, A tiene la forma

A =

(
xt xρ
yt yρ

)
(4.26)

la solución para tx viene dada por

tx =
det(Atx)

det(A)
(4.27)

donde

det(Atx) =

∣∣∣∣1 xρ
0 yρ

∣∣∣∣ = yρ (4.28)

Aśı, tenemos que

tx =
yρ

det(A)
(4.29)

La solución para ρx seŕıa

ρx =
det(Aρx)

det(A)
(4.30)

donde

det(Aρx) =

∣∣∣∣xt 1
yt 0

∣∣∣∣ = −yt (4.31)

Aśı tenemos que

ρx =
−yt

det(A)
(4.32)

De manera análoga obtenemos

ty =
−xρ

det(A)
(4.33)

y

ρy =
xt

det(A)
(4.34)
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4.3. Cálculo del determinante de la matriz A
para el canal asimétrico

Para el determinante de la matriz A, consideraremos la expresión (4.10)

r(t, ρ) =

(
t− a(t)ρ

lρ2
f ′(t), f(t) +

a(t)ρ

lρ2

)
y derivemosla con respecto a s

∂

∂t
r(t, ρ) =

(
1− ρ

ρ2

∂

∂t

(
a(t)f ′(t)

l

)
, f ′(t) +

ρ

ρ2

∂

∂t

(
a(t)

l

))
(4.35)

donde

∂

∂t

(
a(t)f ′(t)

l

)
= −a(t)f ′2(t)f ′′(t)

l3
+
a(t)f ′′(t)

l
+
a′(t)f ′(t)

l
(4.36)

y
∂

∂t

(
a(t)

l

)
= −a(t)f ′(t)f ′′(t)

l3
+
a′(t)

l
(4.37)

Sustituyendo (4.36) y (4.37) en (4.35), obtenemos

∂

∂t
r(t, ρ) =

(
1− ρ

ρ2

(
−a(t)f ′2(t)f ′′(t)

l3
+
a(t)f ′′(t)

l
+
a′(t)f ′(t)

l

)
,

f ′(t) +
ρ

ρ2

(
−a(t)f ′(s)f ′′(t)

l3
+
a′(t)

l

))
(4.38)

Reescribiendo la expresión

∂

∂t
r(t, ρ) =

(
1 +

ρ

ρ2

a(t)f ′2(t)f ′′(t)

l3
− ρ

ρ0

a(t)f ′′(t)

l
− ρ

ρ2

a′(t)f ′(t)

l
,

f ′(t)− ρ

ρ0

a(t)f ′(t)f ′′(t)

l3
− ρ

ρ2

a′(t)

l

)
(4.39)

Esto es

∂x

∂t
= 1 +

ρ

ρ2

a(t)f ′2(t)f ′′(t)

l3
− ρ

ρ2

a(t)f ′′(t)

l
− ρ

ρ2

a′(t)f ′(t)

l
(4.40)

y
∂y

∂t
= f ′(t)− ρ

ρ2

a(t)f ′(t)f ′′(t)

l3
− ρ

ρ2

a′(t)

l
(4.41)
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Por otro lado, ahora derivemos (4.10) con respecto a ρ

∂

∂ρ
r(t, ρ) =

(
−a(t)f ′(t)

lρ2
,
a(t)

lρ2

)
(4.42)

es decir
∂x

∂ρ
= −a(t)f ′(t)

lρ2
(4.43)

y
∂y

∂ρ
=
a(t)

lρ2
(4.44)

Aśı, el detA ≡ ∆ viene dado por

∆ =

∣∣∣∣xt xρ
yt yρ

∣∣∣∣ = xtyρ − ytxρ (4.45)

esto es

∆ =
∂x

∂t

∂y

∂ρ
− ∂y

∂t

∂x

∂ρ

=

(
1 +

ρ

ρ2

a(t)f ′2(t)f ′′(t)

l3
− ρ

ρ2

a(t)f ′′(t)

l
− ρ

ρ2

a′(t)f ′(t)

l

)(
a(t)

lρ2

)
+

−
(
f ′(t)− ρ

ρ0

a(t)f ′(t)f ′′(t)

l3
− ρ

ρ2

a′(t)

l

)(
−a(t)f ′(s)

lρ2

)
=

a(t)

lρ2
+
ρa2(t)f ′2(t)f ′′(t)

l4ρ2
2

− ρa2(t)f ′′(t)

l2ρ2
2

− ρa(t)a′(t)f ′(t)

l2ρ2
2

+

+
a(t)f ′2(t)

lρ2
− ρa2(t)f ′2(t)f ′′(t)

l4ρ2
2

+
ρa(t)a′(t)f ′(t)

lρ2

=
a(t)

lρ2
− ρa2(t)f ′′(t)

l2ρ2
2

+
a(t)f ′2(t)

lρ2

=
a(t)

lρ2

(
1 + f ′2(t)− ρa(t)f ′′(t)

lρ2

)
=

a(t)

lρ2

(
l2 − ρa(t)f ′′(t)

lρ2

)

Aśı, finalmente

∆ =
la(t)

ρ2

(
1− ρa(t)f ′′(t)

l3ρ2

)
(4.46)

El determinate de la transformación es llamada también como el

Jacobiano. De cierta manera, nos dice de qué manera se deforma una

región al aplicarle un mapeo.
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4.4. Tensor de difusión en SNC

Propondremos que el tensor de difusión en el marco euclidiano tiene la

forma

D =

(
Dx 0
0 Dy

)
(4.47)

donde Dx y Dy son los coeficientes de difusión de bulto en las componentes

x e y, respectivamente. Usando la expresión para la transformación de un

tensor de un marco de referencia a otro, expresión (B.14), obtenemos

Dµν = Dab∂x
µ

∂x̃a
∂xν

∂x̃b

donde, recordemos que las variables con tilde, x̃b, representan a las

variables del sistema euclidiano y las no tildadas, xν , representan a las

variables de SNC.

Calculemos el tensor en SNC:

Dtt = Dab ∂x
t

∂x̃a
∂xt

∂x̃b

= Dab ∂t

∂x̃a
∂t

∂x̃b
= Dxb ∂t

∂x

∂t

∂x̃b
+Dyb ∂t

∂y

∂t

∂x̃b

= Dxx ∂t

∂x

∂t

∂x
+Dxy ∂t

∂x

∂t

∂y
+Dyx ∂t

∂y

∂t

∂x
+Dyy ∂t

∂y

∂t

∂y

= Dxx

(
∂t

∂x

)2

+Dyy

(
∂t

∂y

)2

= Dx (tx)2 +Dy (ty)
2

(4.48)

Considerando las expresiones (4.29) y (4.33) tenemos

Dtt = Dx
(yρ

∆

)2
+Dy

(
−xρ

∆

)2

(4.49)

Finalmente

Dtt =
1

∆2

(
Dxy2

ρ +Dyx2
ρ

)
(4.50)
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De manera análoga

Dtρ = Dab ∂x
t

∂x̃a
∂xρ

∂x̃b

= Dxb ∂t

∂x̃a
∂ρ

∂x̃b
= Dxb ∂t

∂x

∂ρ

∂x̃b
+Dyb ∂t

∂y

∂ρ

∂x̃b

= Dxy ∂t

∂x

∂ρ

∂x
+Dxy ∂t

∂x

∂ρ

∂y
+
∂t

∂y

∂ρ

∂x
+Dyy ∂t

∂y

∂ρ

∂y

= Dxx ∂t

∂x

∂ρ

∂x
+Dyy ∂t

∂y

∂ρ

∂y

= Dxtxρx +Dytyρy

(4.51)

usando (4.29), (4.33), (4.32) y (4.34), se obtiene

Dtρ = − 1

∆2
(Dxyρyt +Dyxρxt) (4.52)

Del mismo modo

Dρρ = Dab ∂x
ρ

∂x̃a
∂xρ

∂x̃b

= Dxb ∂ρ

∂x̃a
∂ρ

∂x̃b
= Dxb ∂ρ

∂x

∂ρ

∂x̃b
+Dyb ∂ρ

∂y

∂ρ

∂x̃b

= Dxy ∂ρ

∂x

∂ρ

∂x
+Dxy ∂ρ

∂x

∂ρ

∂y
+Dyx ∂ρ

∂y

∂ρ

∂x
+Dyy ∂ρ

∂y

∂ρ

∂y

= Dxx ∂ρ

∂x

∂ρ

∂x
+Dyy ∂ρ

∂y

∂ρ

∂y

= Dxρ2
x +Dyρ2

y

que usando (4.32) y (4.34)

Dρρ =
1

∆2

(
Dxy2

t +Dyx2
t

)
(4.53)

En las expresiones (4.50), (4.52) y (4.53) vemos que los coeficientes de Dx

y Dy tienen dependencia entre ambos marcos de coordenadas. Además,

están multiplicadas por un término ∆−2, el cual nos dice cómo se deforma

el canal al cambiar de marco de referencia. Dρρ y Dtt son las componentes

de la traza del tensor y Dtρ el elemento fuera de la diagonal.
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4.5. Coeficiente de difusión efectivo para canales
asimétricos bidimensionales en SNC

Tomemos la ecuación de difusión en una variedad, ec.(3.11)

Ċ = ∂µ[Dµν∂νC] + ΓµµνD
νσ∂σC (4.54)

donde las condiciones de frontera piden que las paredes del canal sean

reflejantes, esto es, que la componente del flujo que es perpendicular al

canal, sea cero. En SNC, la componente del flujo que es perpendicular al

canal es Jρ, por lo que en el punto donde se encuentra el canal, ρ = ρ1, ρ2,

se anulará el flujo

Jρ|ρ=ρ1,ρ2
= 0 (4.55)

que, usando (3.8), se convierte en

(Dρν∂νC)|ρ=ρ1,ρ2
= 0 (4.56)

Por otro lado, del Apéndice E.5, ec. (E.13), tenemos la relación

Γσσµ =
1

∆
∂µ∆

Con esto, (4.54) queda

Ċ = ∂µ[Dµν∂νC] +
1

∆
(∂µ∆)Dµσ∂σC (4.57)

multiplicando por ∆

∆Ċ = ∆∂µ[Dµν∂νC] + (∂µ∆)Dµσ∂σC (4.58)

Esto es

∆Ċ = ∂µ[∆Dµν∂νC] (4.59)

Desarrollando

∆Ċ = ∂t∆D
tν∂νC + ∂ρ∆D

ρν∂νC (4.60)

Integrando en ρ ∈ [−ρ1, ρ2]∫ ρ2

−ρ1

dρ∆Ċ = ∂t

∫ ρ2

−ρ1

dρ∆Dsν∂νC +

∫ ρ2

−ρ1

dρ∂ρ∆D
ρν∂νC (4.61)
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Concentremonos en el segundo término del lado derecho de la ecuación

(4.61)∫ ρ2

−ρ1

∂ρ∆D
ρν∂νCdρ = ∂ρ∆D

ρν∂νC|ρ=ρ2

ρ=−ρ1

= ∂ρ∆D
ρν∂νC|ρ=ρ2

− ∂ρ∆D
ρν∂νC|ρ=−ρ1

(4.62)

Pediremos que en las paredes del canal, el flujo sea nulo

Jρ|ρ=−ρ1,ρ2
= 0 (4.63)

que, recurriendo a (3.8)

Jµ = −Dµν∂νC

se llega a

Dµν∂νC|ρ=−ρ1,ρ2
= 0 (4.64)

por lo que, la expresión (4.62)∫ ρ2

−ρ1

∂ρ∆D
ρν∂νCdρ = 0 (4.65)

y aśı (4.61) queda ∫ ρ2

−ρ1

dρ∆Ċ = ∂t

∫ ρ2

−ρ1

dρ∆Dsν∂νC (4.66)

reescribiendo esta expresión

∂

∂T

∫ ρ2

−ρ1

dρ∆C = ∂t

∫ ρ2

−ρ1

dρ∆Dtν∂νC (4.67)

donde T es el tiempo. Ahora definamos

P ≡
∫ ρ2

−ρ1

∆Cdρ (4.68)

Aśı, (4.67) queda
∂

∂T
P = ∂t

∫ ρ2

−ρ1

dρ∆Dtν∂νC (4.69)
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Desarrollemos la expresión (4.69)

∂

∂T
P = ∂t

∫ ρ2

−ρ1

dρ
(
∆Dtt∂tC + ∆Dtρ∂ρC

)
(4.70)

Ahora supongamos que se tiene la misma estructura en cualquier marco de

referencia de la ecuación de Fick-Jacobs

∂P
∂T

=
∂

∂t
D(t)w(t)

∂

∂t

(
P
w(t)

)
(4.71)

con

w(t) =

∫ ρ2

−ρ1

∆dρ (4.72)

Igualando (4.70) y (4.71) y despejemos pada D(t)

D(t) =

∫ ρ2

−ρ1
dρ
(
∆Dtt∂tC + ∆Dtρ∂ρC

)
w(t) ∂∂t

(
P
w(t)

) (4.73)

Para dejar todo en términos de la variable que va a lo largo del canal, es

decir, t, usamos (3.8) para el caso de ρ

Jρ = Dρν∂νC

= Dρt∂tC +Dρρ∂ρC

Aśı

∂ρC =
1

Dρρ
Jρ − Dρs

Dρρ
∂tC (4.74)

Sustituyendo (4.74) en (4.73)

D(t) =

∫ ρ2

−ρ1
dρ
(

∆Dtt∂tC + ∆Dtρ
(

1
DρρJ

ρ − Dρt

Dρρ∂tC
))

w(t) ∂∂t

(
P
w(t)

) (4.75)

Si pedimos que los flujos en la ĺınea transversal al canal, sean nulos, esto

es, Jρ = 0, llegamos a

D(t) =

∫ ρ2

−ρ1
dρ
(

∆Dtt∂tC −∆Dtρ Dρt

Dρρ∂tC
)

w(t) ∂∂t

(
P
w(t)

) (4.76)
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esto es

D(t) =

∫ ρ2

−ρ1
dρ∆

(
DttDρρ−DtρDρt

Dρρ

)
∂tC

w(t)∂t

(
P
w(t)

) (4.77)

Calculando w(t)

w(t) =

∫ ρ2

−ρ1

∆dρ

=

∫ ρ2

−ρ1

la(t)

ρ0

(
1− ρa(t)f ′′(t)

l3ρ0

)
dρ

=
la(t)

ρ2

(∫ ρ2

−ρ1

dρ− af ′′

ρ0l3

∫ ρ2

−ρ1

ρdρ

)
=

la(t)

ρ2

(
ρ1 + ρ2 −

af ′′

2ρ2l3
(ρ2

2 − ρ2
1)

)
esto es

w(t) =
la

ρ2
(ρ1 + ρ2)− a2f ′′

2ρ2l2
(ρ2

2 − ρ2
1) (4.78)

Suponiendo que la concentración es casi uniforme en la dirección de ρ, es

decir, C(t, ρ) ≈ C(0)(t)

P =

∫ ρ2

−ρ1

∆C(t, ρ)dρ ≈ C(0)(t)

∫ ρ2

−ρ1

∆dρ = C(0)(t)w(t) (4.79)

esto es

P = C(0)(t)

(
la

ρ2
(ρ1 + ρ2)− a2f ′′

2ρ2l2
(ρ2

2 − ρ2
1)

)
(4.80)

Ahora concentremonos en el término

∆
DttDρρ −DtρDρt

Dρρ

de la expresión (4.77). Sustituiremos las ecuaciones (4.50), (4.52) y (4.53)
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en esta expresión

DttDρρ −DtρDρt =
1

∆4

(
Dxy2

ρ +Dyx2
ρ

) (
Dxy2

t +Dyx2
t

)
− 1

∆4
(Dxytyρ +Dyxtxρ)

2

=
1

∆4

[
(Dx)2y2

ρy
2
t +DxDyy2

ρx
2
t +DyDxx2

ρy
2
t + (Dy)2x2

ρx
2
t +

−
(
(Dx)2y2

ρy
2
t + (Dy)2x2

ρy
2
t +DxDy2xtysxρyρ

)]
=

1

∆4

[
DxDyy2

ρx
2
t +DyDxx2

ρy
2
t +DxDy2xtytxρyρ

]
=

DxDy

∆4

[
y2
ρx

2
t + x2

ρy
2
t + 2xtytxρyρ

]
=

DxDy

∆4
[yρxt − xρyt]2

Considerando el determinante de la expresión (4.26) llegamos a1

DttDρρ −DtρDρt =
DxDy

∆4

[
det

(
xt xρ
yt yρ

)]2

=
DxDy

∆4
∆2 =

DxDy

∆2

Por ello finalmente podemos escribir

∆
DttDρρ −DtρDρt

Dρρ
=
DxDy

∆Dρρ
(4.81)

Con esto, la integral en el numerador de la expresión (4.77)

I =

∫ ρ0

−ρ0

dρ∆

(
DttDρρ −DtρDρt

Dρρ

)
∂tC =

∫ ρ0

−ρ0

dρ
DxDy

∆Dρρ
∂tC

= ∂tC
(0)

∫ ρ0

−ρ0

DxDy

∆Dρρ
dρ (4.82)

y usando nuevamente (4.53)

I = DxDy∂tC
(0)

∫ ρ2

−ρ1

∆

(y2
tD

x + x2
tD

y)
dρ (4.83)

Usando (4.40), (4.41) y (4.46), el argumento dentro de la integral en (4.83)

queda

al

ρ2

∫ ρ2

−ρ1

[
1− ρaf ′′

ρ2l

]
{
Dx
[
f ′ + ρ

ρ2

(
a′

l −
af ′f ′′

l3

)]2
+Dy

[
1− ρ

ρ2

(
a′f ′

l + af ′′

l −
af ′2f ′′

l3

)]2
}dρ

(4.84)

1Resulta que el procedimiento realizado en la Sección 4.2, es el mismo tanto para
canales simétricos como para canales asimétricos.
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Tomemos el denominador y reescribamoslo

Dx

[
f ′ +

ρ

ρ2

(
a′

l
− af ′f ′′

l3

)]2

+Dy

[
1− ρ

ρ2

(
a′f ′

l
+
af ′′

l
− af ′2f ′′

l3

)]2

= Dx

[
f ′2 + 2f ′

ρ

ρ2

(
a′

l
− af ′f ′′

l3

)
+
ρ2

ρ2
2

(
a′

l
− af ′f ′′

l3

)2
]

+

+ Dy

[
1− 2

ρ

ρ2

(
a′f ′

l
+
af ′′

l
− af ′2f ′′

l3

)
+
ρ2

ρ2
2

(
a′f ′

l
+
af ′′

l
− af ′2f ′′

l3

)2
]

= (Dxf ′2 +Dy) +

+ 2
ρ

ρ2

(
Dxa

′f ′

l
−Dxaf

′2f ′′

l3
−Dy a

′f ′

l
−Dy af

′′

l
+Dy af

′2f ′′

l3

)
+

+
ρ2

ρ2
2

[
Dx

(
a′

l
− af ′f ′′

l3

)2

+Dy

(
a′f ′

l
+
af ′′

l
− af ′2f ′′

l3

)2
]

Definamos entonces

α ≡ (Dxf ′2 +Dy) (4.85)

β ≡
(
Dxa

′f ′

l
−Dxaf

′2f ′′

l3
−Dy a

′f ′

l
−Dy af

′′

l
+Dy af

′2f ′′

l3

)
(4.86)

γ ≡

[
Dx

(
a′

l
− af ′f ′′

l3

)2

+Dy

(
a′f ′

l
+
af ′′

l
− af ′2f ′′

l3

)2
]

(4.87)

δ ≡ af ′′

l
(4.88)

Y aśı con esto, I queda, ec. (4.83)

I = DxDy al

ρ0
∂tC

(0)

∫ ρ2

−ρ1

[
1− ρ

ρ2
δ
]

[
α+ 2β ρ

ρ2
+ γ ρ

2

ρ2
2

]dρ (4.89)

Aśı, resolviendo esta integral

I1 =

∫ ρ2

−ρ1

[
1− ρ

ρ2
δ
]

[
α+ 2β ρ

ρ2
+ γ ρ

2

ρ2
2

]dρ (4.90)

considerando tablas de integrales[49]∫
Mx+N

A+ 2Bx+ Cx2
=

M

2C
ln
∣∣A+ 2Bx+ Cx2

∣∣+

+
NC −MB

C
√
AC −B2

arctan
Cx+B√
AC −B2

(4.91)
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si2 AC > B2. Aśı llegamos a la expresión

∫ ρ2

−ρ1

[
1− ρ

ρ2
δ
]

[
α+ 2β ρ

ρ2
+ γ ρ

2

ρ2
2

]dρ = ρ2

∫ 1

− ρ1
ρ2

[1− rδ]
[α+ 2βr + γr2]

dr

= −ρ0δ

2γ
ln |α+ 2βr + γr2|

∣∣∣∣r=1

r=− ρ1
ρ2

+

+ ρ0
γ + βδ

γ
√
αγ − β2

arctan
γr + β√
αγ − β2

∣∣∣∣∣
r=1

r=− ρ1
ρ2

Aśı

I1 = −ρ2δ

2γ
ln

∣∣∣∣∣∣∣
α+ 2β + γ

α− 2β
(
ρ1

ρ2

)
+ γ

(
ρ1

ρ2

)2

∣∣∣∣∣∣∣+

+ ρ2
γ + βδ

γ
√
αγ − β2

arctan
γ + β√
αγ − β2

− arctan
−γ
(
ρ1

ρ2

)
+ β√

αγ − β2


(4.92)

Con esto, (4.89) queda

I = DxDyal∂tC
(0)

− δ

2γ
ln

∣∣∣∣∣∣∣
α+ 2β + γ

α− 2β
(
ρ1

ρ2

)
+ γ

(
ρ1

ρ2

)2

∣∣∣∣∣∣∣ +

+
γ + βδ

γ
√
αγ − β2

arctan
γ + β√
αγ − β2

− arctan
−γ
(
ρ1

ρ2

)
+ β√

αγ − β2


2página 67, expresión 5 de la referencia[49].
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Por lo anterior, al retomar3 (4.77)

D(0)(t) =
1

w(t)∂tC(0)
DxDyal∂tC

(0)

− δ

2γ
ln

∣∣∣∣∣∣∣
α+ 2β + γ

α− 2β
(
ρ1

ρ2

)
+ γ

(
ρ1

ρ2

)2

∣∣∣∣∣∣∣ +

+
γ + βδ

γ
√
αγ − β2

arctan
γ + β√
αγ − β2

− arctan
−γ
(
ρ1

ρ2

)
+ β√

αγ − β2


Finalmente

D(0)(t) =
alDxDy(

la
ρ2

(ρ1 + ρ2)− a2f ′′

2ρ2l2
(ρ2

2 − ρ2
1)
)
− δ

2γ
ln

∣∣∣∣∣∣∣
α+ 2β + γ

α− 2β
(
ρ1

ρ2

)
+ γ

(
ρ1

ρ2

)2

∣∣∣∣∣∣∣ +

+
γ + βδ

γ
√
αγ − β2

arctan
γ + β√
αγ − β2

− arctan
−γ
(
ρ1

ρ2

)
+ β√

αγ − β2

 (4.94)

De las expresiones (4.85), (4.88), (4.87) y (4.88), vemos que la ecuación

(4.94) es dependiente de la variación del eje del canal, f ′, de la concavidad

de este, f ′′, aśı como del ancho del canal, a, y cómo vaŕıa este, a′.

Para un canal simétrico, es decir, ρ1 = ρ2 ≡ ρ0 obtenemos

D(0)(t) =
DxDy

2

[
− δ

2γ
ln

∣∣∣∣α+ 2β + γ

α− 2β + γ

∣∣∣∣ +

+
γ + βδ

γ
√
αγ − β2

(
arctan

γ + β√
αγ − β2

− arctan
−γ + β√
αγ − β2

)]
(4.95)

La expresión (4.94) es el resultado más importante de este caṕıtulo. Es la

expresión más general para un coeficiente de difusión en un canal

bidimensional.

3

∂t
P
w(t)

= ∂t
C(0)(t)w(t)

w(t)
= ∂tC

(0)(t) (4.93)
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4.6. Canal recto asimétrico

Como un caso part́ıcular se considerará un canal cuyo eje central sea recto.

Una vez obtenida la expresión para dicho canal, se espera que el resultado

sea la expresión presente en la literatura[50], la ecuación Dagdug-Pineda 4.

Para este caso, f ′(t) = 0 por lo que

α = Dy (4.97)

β = 0 (4.98)

γ =
a′2

l2
Dx (4.99)

δ = 0 (4.100)

l = 1 (4.101)

Por esto, la ec. (4.94) queda

D(0)(t) =
alDxDy(

al
ρ2

(ρ1 + ρ2)
)
 γ

γ
√
αγ

arctan
γ
√
αγ
− arctan

−γ
(
ρ1

ρ2

)
√
αγ


=

DxDy(
(ρ1+ρ2)
ρ2

) [ 1√
a′2DxDy

(
arctan

(
a′
√
Dx

Dy

)
+

− arctan

(
−a′

(
ρ1

ρ2

)√
Dx

Dy

))]

esto se puede reescribir como

D(0)(t) =
√
DxDy

arctan

(
a′
√

Dx

Dy

)
− arctan

(
−a′

(
ρ1

ρ2

)√
Dx

Dy

)
a′(ρ1+ρ2)

ρ2

(4.102)

4

D(x)

D0
=

arctan f ′2 − arctan f ′1
w′

(4.96)

donde f2 y f1 son las funciones que describen las paredes superiores e inferiores, respec-
tivamente.
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Nótese que el denominador de la expresión (4.102) es justamente w′(t).

Además si consideremos que el medio es isótropo, Dx = Dy ≡ D0

D(0)(t) = D0

arctan (a′)− arctan
(
−a′

(
ρ1

ρ2

))
w′

(4.103)

Finalmente, por como se costruyó el canal, a(t) es la longitud de la pared

superior desde el centro del eje del canal, para hacer clara la analoǵıa le

llamaremos a2 = a. Por otro lado, el término a′
(
ρ1

ρ2

)
es la longitud de la

pared inferior del canal desde el eje central del canal. Llamemosle

a1 = a′
(
ρ1

ρ2

)
.

D(0)(t) = D0
arctan (a′2)− arctan (a′1)

w′
(4.104)

Con esta terminoloǵıa queremos mostrar expĺıcitamente que hemos llegado

a la expresión de Dagdug-Pineda, expresión (4.96), que es la

generalización del caso simétrico obtenido por Kalinay y Percus[51].

Para un canal simétrico y con Dx = Dy ≡ D0, la ec. (4.95) queda

D(0)(t) =
D0

2a′(t)

(
arctan

(
a′
)
− arctan

(
−a′
))

(4.105)

4.7. Canal asimétrico inclinado

En esta sección, encontraremos el coeficiente de difusión efectivo

dependiente de la posición D(0)(t) para un canal inclinado. Para ello,

consideraremos que la función que parametriza el eje central del canal,

tenga la primera derivada constante, esto es5, f ′(t) = y′0, con y′0 una

constante. Por lo anterior se tiene que

α = Dxy2
0 +Dy (4.106)

β =
a′y0

l
(Dx −Dy) (4.107)

γ =
a′2

l2
(Dx + y′20 D

y) (4.108)

5definimos la ĺınea media como f(t), esto es
f(t) = y0
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δ = 0 (4.109)

l =
√

1 + y′20 (4.110)

con esto (4.94) queda

D(0)(t) =
alDxDy

al
ρ2

(ρ1 + ρ2)

[
γ

γ
√
αγ − β2

×

×

arctan
γ + β√
αγ − β2

− arctan
−γ
(
ρ1

ρ2

)
+ β√

αγ − β2


=

DxDy

(ρ1+ρ2)
ρ2

 1√
(Dxy′20 +Dy)(a

′

l (Dx + y′0D
y))− (a

′k
l (Dx −Dy))2

×

×

arctan
a′

l (Dx + y′0D
y) + a′k

l (Dx −Dy)√
(Dxy′20 +Dy)(a

′

l (Dx + y′0D
y))− (

a′y′0
l (Dx −Dy))2

+

− arctan
−
(
ρ1

ρ2

)
a′

l (Dx + kDy) + a′k
l (Dx −Dy)√

(Dxy′20 +Dy)(a
′

l (Dx + y′0D
y))− (

a′y′0
l (Dx −Dy))2



Simplificando términos considerando que Dx = Dy ≡ D0, obtenemos

D(0)(t)

D0
=

D0

w′
√

1 + y′20

[
arctan

(
ρ2

ρ1 + ρ2

w′√
1 + y′20

)
− arctan

(
− ρ1

ρ1 + ρ2

w′√
1 + y′20

)]
(4.111)

donde w es el ancho del canal6.

Para un canal simétrico, de la expresión (4.95) se obtiene

D(0)(t) =
D0

2a′
√

1 + y′20

[
arctan

(
a′(t)√
1 + y′20

)
− arctan

(
− a′(t)√

1 + y′20

)]
(4.112)

6Se define el ancho del canal como:

w ≡ ρ1

ρ2
a+ a =

ρ1 + ρ2

ρ2
a

que es simplemente la suma de la parte superior del canal con respecto a la ĺınea media
con la parte inferior del canal con respecto a la ĺınea media.
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Hemos generado una técnica matemática que contribuye a la simplificación

de la solución de la difusión en canales bidimensionales. La expresión

(4.94) es la ecuación más general obtenida por este método y hemos

mostrado que en casos particulares, reproduce lo publicado en la literatura.



Capı́tulo 5
Canales 3 dimensionales

5.1. Vectores tangente, normal y binormal

Análogamente al caso bidimensional, construiremos un canal

tridimensional alrededor de un eje que estará dado por una curva

parametrizada. Tomaremos tres vectores ortonormales que funjan como los

ejes de un nuevo sistema de referencia que se irá moviendo junto con la

curva parametrizada. Pondremos nuestro nuevo sistema de referencia sobre

este marco, SNC1, y trabajaremos con la ecuación de difusión, ec. (3.11),

en este marco[52].

Sea r : R→ R3, La curva parametrizada por t que representará el eje de

nuestro canal, el cual tiene la expresión (ver Fig. 5.1)

r(t) = x(t)̂ı+ y(t)̂+ z(t)k̂ (5.1)

con x, y y z curvas suaves, continuas y diferenciables.

Por otro lado, el vector t, tangente a la curva formada por el vector r(t),

viene dado por

t(t) = ṙ(t) (5.2)

donde el punto denota derivada total con respecto al parámetro t, Ȧ = dA
dt .

1Sistema no-Cartesiano
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Figura 5.1:

Con esto podemos construir un vector unitario tangente a la curva

t̂(t) =
t√

ẋ2 + ẏ2 + ż2
=

t

|ṙ(t)|
(5.3)

Dicha expresión para el vector tangente t̂ es útil cuando queremos que

nuestra curva dependa expĺıcitamente de la parametrización. Por otro lado,

si se busca que la curva no dependa de una parametrización en particular,

conviene escoger como parámetro la longitud de arco s (Ver apéndice

C). Supongamos que se tiene s = s(t), por lo que, de acuerdo a (C.2)

ds

dt
= |ṙ(t)|
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podemos escribir

t̂ = t̂(t) =
t(t)

|ṙ(t)|
=

ṙ(t)

|ṙ(t)|
=

dr
dt
ds
dt

=
dr

dt

dt

ds
=
dr

ds
= r′(s) (5.4)

donde se adopta la nomenclatura A′ = dA
ds .

Queremos definir los vectores que construiremos en términos de una

coordenada generalizada que llamaremos χ. Esto para poder escribir una

expresión generalizada.

t̂ = t̂(χ) =
dr

dχ

dχ

ds
= r′(χ)

dχ

ds
(5.5)

donde A′ ≡ dA
dχ .

Para describir el vector normal a la curva n̂ pensaremos en

n(t) = ĺım
∆t→∞

t̂(t+ ∆t)− t̂(t)

∆t
= ˙̂t (5.6)

con esto podemos construir un vector normal unitario

n̂ =
˙̂t

| ˙̂t|
=

dt̂
dt

|dt̂dt |
=

dt̂
ds
ds
dt

|dt̂ds
ds
dt |

=
dt̂
ds

|dt̂ds |
=

t̂
′

|t̂′|
(5.7)

pues, por (C.2), ds
dt = |dsdt |. En coordenada generalizada

n̂(χ) =
t̂
′
(χ)

|t̂′(χ)|
(5.8)

Con esto, n̂ es el vector normal en términos del parámetro generalizado, χ.2

2 para mostrar la perpendicularidad entre los vectores t̂ y n̂, se hace

t̂ · t̂ = 1 (5.9)

derivemos la ecuación
d

dχ

(
t̂ · t̂

)
= 0 (5.10)

esto es
dt̂

dχ
· t̂ + t̂ · dt̂

dχ
= 0 (5.11)

por ello

2t̂ · dt̂
dχ

= 0 (5.12)

es decir
t̂ · n̂ = 0 (5.13)
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Por último, buscaremos un vector b que sea perpendicular a t̂ y n̂. Como t̂

y n̂ pueden estar en términos de χ, b̂ heredará la dependencia

correspondiente, b̂ = b̂(χ)

b̂ = t̂× n̂ (5.14)

Con esto, tenemos tres vectores que juntos forman un sistema coordenado

ortonormal que se va moviendo con el eje del canal, uno considera un

parámetro t que construye la curva a partir del marco Cartesiano; por otro

lado, tenemos un parámetro s que sólo considera la longitud que se avanza

sobre la curva.

Ahora, supongamos que tenemos un punto p en R3 cuyas coordenadas en

el sistema de referencia estático son

rp = x̃ı̂+ ỹ̂+ z̃k̂ (5.15)

Consideremos lo siguiente, los vectores n̂ y b̂ forman un conjunto de planos

que son perpendiculares al eje del canal. De este conjunto de planos,

tomemos el plano que contenga al punto p. En dicho plano las coordenadas

del punto p en el sistema coordenada que está sobre el eje del canal son

Rp = An̂ +Bb̂ (5.16)

Además, r intersecta con el plano que contiene a p.

r = xı̂+ ŷ+ zk̂ (5.17)

Con esto podemos escribir

rp = r + Rp (5.18)

Si escribimos la ecuación (5.16) en coordenadas polares, es decir,

A = Rp cos θ y B = Rp sin θ

Rp = Rp

(
cos θn̂ + sin θb̂

)
(5.19)

pero el término
(

cos θn̂ + sin θb̂
)

es el vector radial r̂n,b en coordenadas

polares sobre el plano que contiene al punto p.

r̂n,b ≡ cos θn̂ + sin θb̂ (5.20)
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Por ello

Rp = Rpr̂n,b (5.21)

donde podemos generalizar la expresión pidiendo que Rp = Rp(θ). Aśı, la

posición de punto p queda dado por

rp = r +Rp(θ)r̂n,b (5.22)

Si introducimos otro parámetro ρ ε [0, ρ0], podŕıamos describir cualquier

punto dentro de un canal cuyas paredes tienen un radio de Rp(θ).

rp = r +
ρ

ρ0
Rp(θ)r̂n,b (5.23)

Notese que como n̂ y b̂ heredan su dependencia en t ó s, y r puede ser

escrito en términos de ambos parámetros, rp heredará la dependencia

correspondencia en t ó s. Escribiendo de manera general la expresión

anterior para cualquier punto en el espacio, tenemos

rp(t, ρ, θ) = r(t) +
ρ

ρ0
Rp(θ, t)r̂n,b(t) (5.24)

rp(s, ρ, θ) = r(s) +
ρ

ρ0
Rp(θ, s)r̂n,b(s) (5.25)

Si χ representa cualquier parámetro externo o de longitud de arco

rp(χ, ρ, θ) = r(χ) +
ρ

ρ0
Rp(θ, χ)r̂n,b(χ) (5.26)

5.2. Cálculo del determinante

En la Sección 5, se escribió en forma vectorial la expresión (5.26), que

representa el eje medio del canal. Para calcular el determinante, se

necesitan expresiones de tipo ∂x̃a

∂xµ , donde la tilde representa las

coordenadas en el marco Cartesiano. Consideremos que

xµ = xµ(x̃i) (5.27)

y

x̃i = x̃i(xµ) (5.28)
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si existe una transformación inversa. Tomemos la diferencial de las

variables en el sistema cartesiano

dx̃a =
∂x̃a

∂xµ
dxµ (5.29)

Del mismo modo 3

dxµ =
∂xµ

∂x̃b
dx̃b (5.32)

sustituyendo la ec. (5.32) en (5.29) queda

dx̃a =
∂x̃a

∂xµ
∂xµ

∂x̃b
dx̃b (5.33)

es decir,

dx̃a =
∂x̃a

∂x1

∂x1

∂x̃1
dx̃1 +

∂x̃a

∂x2

∂x2

∂x̃1
dx̃1 +

∂x̃a

∂x3

∂x3

∂x̃1
dx̃1 +

+
∂x̃a

∂x1

∂x1

∂x̃2
dx̃2 +

∂x̃a

∂x2

∂x2

∂x̃2
dx̃2 +

∂x̃a

∂x3

∂x3

∂x̃2
dx̃2 +

+
∂x̃a

∂x1

∂x1

∂x̃3
dx̃3 +

∂x̃a

∂x2

∂x2

∂x̃3
dx̃3 +

∂x̃a

∂x3

∂x3

∂x̃3
dx̃3

desarrollando la expresión, identificando x̃1 = x, x̃2 = y, x̃3 = z, x2 = θ y

x3 = ρ

dx̃a =
∂x̃a

∂x1

∂x1

∂x
dx+

∂x̃a

∂θ

∂θ

∂x
dx+

∂x̃a

∂ρ

∂ρ

∂x
dx+

+
∂x̃a

∂x1

∂x1

∂y
dy +

∂x̃a

∂θ

∂θ

∂y
dy +

∂x̃a

∂ρ

∂ρ

∂y
dy +

+
∂x̃a

∂x1

∂x1

∂z
dz +

∂x̃a

∂θ

∂θ

∂z
dz +

∂x̃a

∂ρ

∂ρ

∂z
dz (5.34)

3 Esto es equivalente a escribir:
De (5.29) se desprenden las expresiones

dx = ∂x
∂s
ds+ ∂x

∂θ
dθ + ∂x

∂ρ
dρ

dy = ∂y
∂s
ds+ ∂y

∂θ
dθ + ∂y

∂ρ
dρ

dz = ∂z
∂s
ds+ ∂z

∂θ
dθ + ∂z

∂ρ
dρ

(5.30)

De (5.32) se desprenden las expresiones
ds = ∂s

∂x
dx+ ∂s

∂y
dy + ∂s

∂z
dz

dθ = ∂θ
∂x
dx+ ∂θ

∂y
dy + ∂θ

∂z
dz

dρ = ∂ρ
∂x
dx+ ∂ρ

∂y
dy + ∂ρ

∂z
dz

(5.31)



5.2 Cálculo del determinante 48

donde x1 es el parámetro que describe construye el eje central de la curva.

Si desarrollamos la expresión para a = 1

dx =

(
∂x

∂x1

∂x1

∂x
+
∂x

∂ρ

∂ρ

∂x
+
∂x

∂θ

∂θ

∂x

)
dx+

+

(
∂x

∂x1

∂x1

∂y
+
∂x

∂ρ

∂ρ

∂y
+
∂x

∂θ

∂θ

∂y

)
dy +

+

(
∂x

∂x1

∂x1

∂z
+
∂x

∂ρ

∂ρ

∂z
+
∂x

∂θ

∂θ

∂z

)
dz (5.35)

Igualando término a término ambos lados de la ec. (5.35), se obtiene el

siguiente sistema de ecuaciones

∂x

∂x1

∂x1

∂x
+
∂x

∂ρ

∂ρ

∂x
+
∂x

∂θ

∂θ

∂x
= 1 (5.36)

∂x

∂x1

∂x1

∂y
+
∂x

∂ρ

∂ρ

∂y
+
∂x

∂θ

∂θ

∂y
= 0 (5.37)

∂x

∂x1

∂x1

∂z
+
∂x

∂ρ

∂ρ

∂z
+
∂x

∂θ

∂θ

∂z
= 0 (5.38)

Para simplificar la notación, definiremos x1 ≡ χ, d
dχf(χ) ≡ f ′ y ∂a

∂b ≡ ab.
Con esto las ecuaciones quedan

xχχx + xρρx + xθθx = 1 (5.39)

xχχy + xρρy + xθθy = 0 (5.40)

xχχz + xρρz + xθθz = 0 (5.41)

Mediante un procedimiento análogo, sustituyendo en (5.34), con a=2, se

obtienen las expresiones

yχχx + yρρx + yθθx = 0 (5.42)

yχχy + yρρy + yθθy = 1 (5.43)

yχχz + yρρz + yθθz = 0 (5.44)



5.2 Cálculo del determinante 49

Finalmente, sustituyendo a=3 en (5.34)

zχχx + zρρx + zθθx = 0 (5.45)

zχχy + zρρy + zθθy = 0 (5.46)

zχχz + zρρz + zθθz = 1 (5.47)

Para resolver el sistema, reagrupamos las ecuaciones (5.39), (5.42) y (5.45)

xχχx + xρρx + xθθx = 1 (5.48)

yχχx + yρρx + yθθx = 0 (5.49)

zχχx + zρρx + zθθx = 0 (5.50)

con este sistema de 3 ecuaciones con 3 incógnitas podemos encontrar la

dependencia para χx, ρx y θx.

De manera análoga, reagrupamos las ecuaciones (5.40), (5.43) y (5.46)

xχχy + xρρy + xθθy = 0 (5.51)

yχχy + yρρy + yθθy = 1 (5.52)

zχχy + zρρy + zθθy = 0 (5.53)

Con este sistema de acuaciones podemos resolver para χy, ρy y θy.

Finalmente, de las ecuaciones (5.41), (5.44) y (5.47) formamos el sistema

xχχz + xρρz + xθθz = 0 (5.54)

yχχz + yρρz + yθθz = 0 (5.55)

zχχz + zρρz + zθθz = 1 (5.56)

con el cual podemos resolver para χz, ρz y θz.

Entonces ya tenemos los tres sistemas de 3 ecuaciones con 3 incógnitas,

ahora sólo resta decidir cómo vamos a resolverlos. Finalmente, usaremos la
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regla de Cramer para resolver los sistemas de ecuaciones. Sea una matriz

A, la solución al sistema

Ax = b (5.57)

viene dada por

xj =
det(Aj)
det(A)

(5.58)

donde Aj es la matriz que resulta de remplazar la j-ésima columna de A
por el vector b.

Tomemos el sistema de ecuaciones formado por (5.48), (5.49) y (5.50) y

escribamoslo en notación matricialxχ xθ xρ
yχ yθ yρ
zχ zθ zρ

χxθx
ρx

 =

1
0
0

 (5.59)

Entonces, en nuestro caso, A tiene la forma

A =

xχ xθ xρ
yχ yθ yρ
zχ zθ zρ

 (5.60)

la solución para χx viene dada por

χx =
det(Aχx)

det(A)
(5.61)

donde

det(Aχx) =

∣∣∣∣∣∣
1 xθ xρ
0 yθ yρ
0 zθ zρ

∣∣∣∣∣∣ = (yθzρ − zθyρ) (5.62)

Aśı, tenemos que

χx =
(yθzρ − zθyρ)

det(A)
(5.63)

La solución para ρx seŕıa

ρx =
det(Aρx)

det(A)
(5.64)

donde

det(Aρx) =

∣∣∣∣∣∣
xχ xθ 1
yχ yθ 0
zχ zθ 0

∣∣∣∣∣∣ = (yχzθ − yθzχ) (5.65)



5.2 Cálculo del determinante 51

Aśı tenemos que

ρx =
(yχzθ − yθzχ)

det(A)
(5.66)

Finalmente, para θx tenemos

θx =
det(Aθx)

det(A)
(5.67)

donde

det(Aθx) =

∣∣∣∣∣∣
xχ 1 xρ
yχ 0 yρ
zχ 0 zρ

∣∣∣∣∣∣ = (yρzχ − yχzρ) (5.68)

aśı tenemos que

θx =
(yρzχ − yχzρ)

det(A)
(5.69)

De la misma manera, podemos escribir las ecuaciones (5.51), (5.52) y

(5.53) de manera matricialxχ xθ xρ
yχ yθ yρ
zχ zθ zρ

χyθy
ρy

 =

0
1
0

 (5.70)

donde la matriz A es la misma que la expresión (5.60).

Mediante un procedimiento similar al anterior obtenemos que

χy =
(xρzθ − zρxθ)

det(A)
, (5.71)

ρy =
(xθzχ − zθxχ)

det(A)
(5.72)

y

θy =
(xχzρ − zχxρ)

det(A)
(5.73)

Por último, escribamos las ecuaciones (5.54), (5.55) y (5.56) en notación

matricial xχ xθ xρ
yχ yθ yρ
zχ zθ zρ

χzθz
ρz

 =

0
0
1

 (5.74)

donde nuevamente la matriz A tiene la misma forma que (5.60).



5.2 Cálculo del determinante 52

Las soluciones que se obtienen aqúı son

χz =
(xθyρ − xρyθ)

det(A)
, (5.75)

ρz =
(yθxχ − xθyχ)

det(A)
(5.76)

y

θz =
(yχxρ − xχyρ)

det(A)
(5.77)

Como podemos observar, en todas las soluciones se encuentra el término

det(A), el cual, procederemos a calcular a continuación.

Retomemos nuevamente la expresión (5.26)

rp(χ, ρ, θ) = r(χ) +
ρ

ρ0
Rp(θ, χ)r̂n,b

Ahora, consideremos que Rp(χ, θ) =
√
a(χ)R(θ) y escribamos la ecuación

(5.26) en términos de sus componentes

x̃i(χ, ρ, θ) = xi(χ) +
ρ

ρ0

√
a(χ)R(θ)(ni cos θ + bi sin θ) (5.78)

donde, como habiamos establecido anteriormente, r̂n,b =
(

cos θn̂ + sin θb̂
)

.

Derivemos parcialmente (5.78) con respecto a χ

∂x̃i
∂χ

= x′i(χ) +
ρR(θ)

ρ0

∂

∂χ

(√
a(χ)(ni(χ) cos θ + bi(χ) sin θ)

)
(5.79)

esto es

∂x̃i
∂χ

= x′i(χ)+
ρR(θ)

ρ0

(√
a(χ)

(
cos θ

dni
dχ

+ sin θ
dbi
dχ

)
+ (ni cos θ + bi sin θ)

d (
√
a)

dχ

)
(5.80)

para las derivadas de las componentes de los vectores normal y binormal,

utilizaremos las fórmulas de Frenet-Serret (Apéndice D).

dt̂

ds
= κn̂, (5.81)

dn̂

ds
= −κt̂ + τ b̂ (5.82)
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y
db̂

ds
= τ n̂ (5.83)

donde κ es la curvatura y τ la torsión.

Las componentes de las ecuaciones de Frenet-Serret son

dti
ds

= κni, (5.84)

dni
ds

= −κti + τbi (5.85)

y
dbi
ds

= −τni (5.86)

Dado que las expresiones de Frenet-Serret están escritas en términos de la

longitud de arco, sin pérdida de generalidad, reescribamos (5.80)

∂x̃i
∂χ

= x′i(χ)+
ρR(θ)

ρ0

(√
a(χ)

(
cos θ

ds

dχ

dni
ds

+ sin θ
ds

dχ

dbi
ds

)
+ (ni cos θ + bi sin θ)

d (
√
a)

dχ

)
(5.87)

que puede ser reescrita como

∂x̃i
∂χ

= x′i(χ) +
ρR(θ)

ρ0

(
− ds
dχ

√
a(χ) cos θκti + (5.88)

+
ds

dχ

√
a(χ) cos θτbi −

ds

dχ

√
a(χ) sin θτni +

d (
√
a)

dχ
ni cos θ +

d (
√
a)

dχ
bi sin θ

)
Ahora, derivemos (5.78) parcialmente con respecto a ρ y θ respectivamente

∂x̃i
∂ρ

=

√
a(χ)R(θ)

ρ0
(ni cos θ + sin θbi) (5.89)

∂x̃i
∂θ

=
ρ
√
a(χ)R(θ)

ρ0
(− sin θni + bi cos θ) +

ρ
√
a(χ)R′(θ)

ρ0
(cos θni + sin θbi)

(5.90)
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Con lo anterior, podemos calcular

∂xi
∂θ

∂xj
∂ρ
− ∂xi
∂ρ

∂xj
∂θ

=

(√
a(χ)R(θ)

ρ0
(nj cos θ + bj sin θ)

ρ
√
a(χ)R(θ)

ρ0
(−ni sin θ + bi cos θ)

)
+

−

(√
a(χ)R(θ)

ρ0
(ni cos θ + bi sin θ)

ρ
√
a(χ)R(θ)

ρ0
(−nj sin θ + bj cos θ)

)

Si hacemos los productos correspondientes y hacemos las operaciones de

los términos comunes, obtenemos

∂xi
∂θ

∂xj
∂ρ
− ∂xi
∂ρ

∂xj
∂θ

=
ρR2a

ρ2
0

(binj − bjni) (5.91)

Por otro lado, el determinante de A tiene la forma

detA =

∣∣∣∣∣∣
xχ xθ xρ
yχ yθ yρ
zχ zθ zρ

∣∣∣∣∣∣ = xχ(yθzρ− zθyρ)−xθ(yχzρ− zχyρ) +xρ(yχzθ− zχyθ)

el cual puede ser reescrito como

detA = xχ(yθzρ − zθyρ) + yχ(xρzθ − zρxθ) + zχ(yρxθ − xρyθ) (5.92)

Sustituyamos las ecuaciones (5.88) y (5.91) en (5.92) y obtenemos (ver

Apéndice E.1)

∆ ≡ detA =
ds

dχ

(
ρ2a3/2(χ)R3(θ) cos θ

ρ3
0

κ(χ)− ρa(χ)R2(θ)

ρ2
0

)
(5.93)

5.3. Coeficiente de difusión efectivo

El procedimiento a seguir es análogo al hecho en la Sección 4.5.

Empecemos nuestro desarrollo a partir de la ec. (4.59)

∆Ċ = ∂µ[∆Dµν∂νC]
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Integremos sobre el radio del canal ρ ∈ [0, ρ0]∫ ρ=ρ0

ρ=0
∆Ċdρ =

∫ ρ=ρ0

ρ=0
∂µ[∆Dµν∂νC]dρ

=

∫ ρ=ρ0

ρ=0
∂χ[∆Dsν∂νC]dρ+

∫ ρ=ρ0

ρ=0
∂θ[∆D

θν∂νC]dρ+

+

∫ ρ=ρ0

ρ=0
∂ρ[∆D

ρν∂νC]dρ

= ∂χ

∫ ρ=ρ0

ρ=0
[∆Dsν∂νC]dρ+ ∂θ

∫ ρ=ρ0

ρ=0
[∆Dθν∂νC]dρ+

+

∫ ρ=ρ0

ρ=0
∂ρ[∆D

ρν∂νC]dρ (5.94)

Concentremonos en el tercer término del lado derecho∫ ρ=ρ0

ρ=0
∂ρ[∆D

ρν∂νC]dρ = [∆Dρν∂νC]|ρ=ρ0 − [∆Dρν∂νC]|ρ=0

Usando la condición de frontera, ec. (4.56) se obtiene∫ ρ=ρ0

ρ=0
∂ρ[∆D

ρν∂νC]dρ = −[∆Dρν∂νC]|ρ=0 (5.95)

Ahora, recurramos a la expresión para el determinante, ec. (5.93), al

evaluar ρ = 0, el determinante ∆ se anula y por ello, la expresión (5.95) se

anula. Por lo anterior, (5.94) queda∫ ρ=ρ0

ρ=0
∆Ċdρ = ∂χ

∫ ρ=ρ0

ρ=0
[∆Dsν∂νC]dρ+ ∂θ

∫ ρ=ρ0

ρ=0
[∆Dθν∂νC]dρ

(5.96)

Integremos en θ sobre un periódo completo∫ θ=2π

θ=0
dθ

∫ ρ=ρ0

ρ=0
∆Ċdρ = ∂χ

∫ θ=2π

θ=0
dθ

∫ ρ=ρ0

ρ=0
[∆Dχν∂νC]dρ+

+

∫ θ=2π

θ=0
dθ∂θ

∫ ρ=ρ0

ρ=0
[∆Dθν∂νC]dρ (5.97)

Ahora, concentremonos en el segundo término del lado derecho de la

ecuación anterior ∫ θ=2π

θ=0
dθ∂θ

∫ ρ=ρ0

ρ=0
[∆Dθν∂νC]dρ
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Realizando la integración en θ∫ θ=2π

θ=0
dθ∂θ

∫ ρ=ρ0

ρ=0
[∆Dθν∂νC]dρ =

(∫ ρ=ρ0

ρ=0
[∆Dθν∂νC]dρ

)∣∣∣∣θ=2π

θ=0

=

(∫ ρ=ρ0

ρ=0
∆Jθdρ

)∣∣∣∣θ=2π

θ=0

=

∫ ρ=ρ0

ρ=0
(∆Jθ)|θ=2π

θ=0 dρ (5.98)

=

∫ ρ=ρ0

ρ=0
(∆(χ, 2π, ρ)Jθ|θ=0 −∆(χ, 0, ρ)Jθ|θ=0)dρ

Como ∆ depende de θ mediante R(θ) y cos θ, ec. (5.93),

∆(χ, 2π, ρ) = ∆(χ, 0, ρ) ya que R(θ) es una curva paramétrica cerrada4.

Con esto, la ec. (5.98) queda∫ θ=2π

θ=0
dθ∂θ

∫ ρ=ρ0

ρ=0
[∆Dθν∂νC]dρ =

∫ ρ=ρ0

ρ=0
∆(χ, 0, ρ)(Jθ|θ=0 − Jθ|θ=0)dρ

Ahora, pediremos que la componente θ del flujo sea cerrada dentro del

canal, por lo que J
θ|
θ=0 = Jθ|θ=2π y aśı obtenemos∫ θ=2π

θ=0
dθ∂θ

∫ ρ=ρ0

ρ=0
[∆Dθν∂νC]dρ = 0

Aśı, (5.97) queda∫ θ=2π

θ=0
dθ

∫ ρ=ρ0

ρ=0
∆Ċdρ = ∂χ

∫ θ=2π

θ=0
dθ

∫ ρ=ρ0

ρ=0
[∆Dχν∂νC]dρ

esto es

∂

∂t

∫ θ=2π

θ=0
dθ

∫ ρ=ρ0

ρ=0
∆Cdρ = ∂χ

∫ θ=2π

θ=0
dθ

∫ ρ=ρ0

ρ=0
[∆Dχχ∂sC + ∆Dχθ∂θC + ∆Dχρ∂ρC]dρ

(5.99)

Ahora, el número de part́ıculas se define como

N =

∫
D
Cdx̃dỹdz̃ (5.100)

4Por la condición de periodicidad, se tiene que R(2π) = R(0)
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donde D es el dominio del canal que se analiza. Este mismo dominio visto

desde el punto de vista del sistema de referencia cartesiano, D′, nos lleva a

la expresión

N =

∫
D
Cdx̃dỹdz̃ =

∫
D′
JCdxdydz =

∫ χ1

χ0

(∫ θ=2π

θ=0

∫ ρ=ρ0

ρ=0
JCdθdρ

)
dχ

(5.101)

donde J es el Jacobiano de la transformación y

D′ = [χ0, χ1] ∪ [0, 2π] ∪ [0, ρ0]. Como en coordenadas cartesianas la métrica

es euclidiana, el Jacobiano de la transformación coincide con el

determinante de la métrica, por lo tanto

N =

∫ χ1

χ0

(∫ θ=2π

θ=0

∫ ρ=ρ0

ρ=0
∆Cdθdρ

)
dχ ≡

∫ s1

s0

Pdχ (5.102)

es decir,

P ≡
∫ θ=2π

θ=0

∫ ρ=ρ0

ρ=0
∆Cdθdρ (5.103)

donde P es llamada la concentración marginal. Por todo o anterior, la ec.

(5.99) queda

∂P
∂t

= ∂χ

∫ θ=2π

θ=0

∫ ρ=ρ0

ρ=0
∆[Dχχ∂χC +Dχθ∂θC +Dχρ∂ρC]dθdρ

(5.104)

Por otro lado, propongamos que la ecuación de Fick-Jacobs en SNC sea5

∂P(χ, t)

∂t
=

∂

∂χ
D(χ)A(χ)

∂

∂χ

(
P(χ, t)

A(χ)

)
(5.106)

donde D(χ) es el coeficiente de difusión efectivo dependiente de la posición.

5La expresión para la ecuación de Fick-Jacobs generalizada, ec. (2.9) viene dada por

∂c(x, t)

∂t
=

∂

∂x
D(x)A(x)

∂

∂x

(
c(x, t)

A(x)

)
donde A(x) es el área de la sección transversal del canal en la posición x

A(x) = e−βU(x) (5.105)

dado por (2.6).
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El término

A(χ) ≡
∫ θ=2π

θ=0

∫ ρ=ρ0

ρ=0
∆dθdρ (5.107)

es el área de la sección transversal en el canal. El término ∆ nos indica la

manera que esta se deforma al pasar de un sistema de referencia al otro (ya

que ∆ es el determinante y el Jacobiano de la transformación).

Comparando las ecs. (5.106) y (5.104)

∂

∂χ

∫ θ=2π

θ=0

∫ ρ=ρ0

ρ=0
∆[Dχχ∂χC + Dχθ∂θC +Dχρ∂ρC]dθdρ (5.108)

=
∂

∂χ
D(χ)A(χ)

∂

∂χ

(
P(χ, t)

A(χ)

)
Esto es∫ θ=2π

θ=0

∫ ρ=ρ0

ρ=0
∆[Dχχ∂χC+Dsθ∂θC+Dχρ∂ρC]dθdρ = D(χ)A(χ)

∂

∂χ

(
P(χ, t)

A(χ)

)
(5.109)

Despejando D(χ)

D(χ) =

∫ θ=2π
θ=0

∫ ρ=ρ0

ρ=0 ∆[Dχχ∂χC +Dχθ∂θC +Dχρ∂ρC]dθdρ

A(χ) ∂
∂χ

(
P(χ,t)
A(χ)

) (5.110)

Podemos ver que la expresión (5.110) depende de las cantidades ∂χC, ∂θC

y ∂ρC.

Las variables θ y ρ caracterizan la geometŕıa del canal en las direcciones

transversales y nos interesa caracterizar dicha geometŕıa en la dirección

longitudinal χ. Para ello, expresaremos el coeficiente D(χ) en términos

longitudinales como se muestra a continuación.

Tomemos la expresión (3.8)

Ja = −Dab∂bC

y con esto

Jθ = −Dθµ∂µC = −Dθχ∂χC −Dθθ∂θC −Dθρ∂ρC

Jρ = −Dρµ∂µC = −Dρχ∂χC −Dρθ∂θC −Dρρ∂ρC
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despejando

Dθθ∂θC = −Dθχ∂χC −Dθρ∂ρC − Jθ (5.111)

Dρρ∂ρC = −Dρχ∂χC −Dρθ∂θC − Jρ (5.112)

Sustituyendo (5.111) en (5.112) y viceversa, (5.112) en (5.111)

DθθDρρ∂ρC = −DθθDρχ∂χC −Dρθ(−Dθχ∂χC −Dθρ∂ρC − Jθ)−DθθJρ

DρρDθθ∂θC = −DρρDθχ∂χC −Dθρ(−Dθχ∂χC −Dθρ∂ρC − Jθ)−DρρJθ

Despejando para ∂ρC y ∂θC respectivamente se llega a

∂ρC =
DθθJρ −DρθJθ + (DθθDρχ −DρθDθχ)∂χC

DρθDθρ −DθθDρρ
(5.113)

∂θC =
DρθJρ −DθθJθ + (DθρDρχ −DρρDθχ)∂χC

DρρDθθ −DθρDρθ
(5.114)

sustituyendo en (5.110)

D(χ) =

∫ θ=2π

θ=0

∫ ρ=ρ0

ρ=0

∆

A(χ) ∂
∂χ

(
P(χ)
A(χ)

) [Dχχ∂χC+

+ Dχθ

(
DρθJρ −DθθJθ + (DθρDρχ −DρρDθχ)∂χC

DρρDθθ −DθρDρθ

)
+

+ Dχρ

(
DθθJρ −DρθJθ + (DθθDρχ −DρθDθχ)∂χC

DρθDθρ −DθθDρρ

)]
dθdρ

Acomodando términos

D(χ) =

∫ θ=2π
θ=0

∫ ρ=ρ0

ρ=0 dθdρ∆D∂χC

A(χ) ∂
∂χ

(
P(χ)
A(χ)

) +

∫ θ=2π
θ=0

∫ ρ=ρ0

ρ=0 dθdρ∆D00

A(χ) ∂
∂χ

(
P(χ)
A(χ)

)
(5.115)

Con

D =
1

DθθDρρ −DρθDθρ

(
DχχDθθDρρ −DχχDρθDθρ +DχθDθρDρχ+

− DχθDρρDθχ −DχρDθθDρχ +DχρDρθDθχ
)

(5.116)
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D00 =
DχθDθρJρ −DχθDρρJθ −DχρDθθJρ +DχρDρθJθ

DρρDθθ −DρθDθρ
(5.117)

Considerando que sólo hay flujo en el sentido del vector normal al área A,

esto es, Jθ = 0 y Jρ = 0,

D(χ) ∼=

∫ θ=2π
θ=0

∫ ρ=ρ0

ρ=0 dθdρ∆D∂χC

A(χ) ∂
∂χ

(
P(χ,t)
A(χ)

)
(5.118)

Diremos que cuando la concentración C no dependa de las variables

transversales, esto es, de θ y ρ, D(χ) estará a orden cero, el cual tiene una

expresión de la forma6

D(0)(χ) ∼=

∫ θ=2π
θ=0

∫ ρ=ρ0

ρ=0 dθdρ∆D
A(χ)

(5.119)

La expresión (5.119) es el resultado más importante de este caṕıtulo. Es la

expresión más general para un coeficiente de difusión en un canal

tridimensional.

5.4. Coeficiente de difusión efectivo para un
canal recto

Consideraremos que el canal recto está sobre el eje ı̂ en el espacio

Cartesiano. Parametrizaremos esta recta como

r(t) = (t, 0, 0) (5.120)

6Como C no depende de θ y ρ, sale de las integrales

D(χ) ∼=

∫ θ=2π

θ=0

∫ ρ=ρ0
ρ=0

dθdρ∆D∂χC

A(χ) ∂
∂χ

[
C(

∫ θ=2π
θ=0

∫ ρ=ρ0
ρ=0 ∆dθdρ)

(
∫ θ=2π
θ=0

∫ ρ=ρ0
ρ=0 ∆dθdρ)

]
las integrales hacen la unidad y queda

D(χ) =

∫ θ=2π

θ=0

∫ ρ=ρ0
ρ=0

dθdρ∆D∂χC
A(χ) ∂C

∂χ

Aśı, los términos ∂χC se eliminan y la expresión se transforma en la ec. (5.119).
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Ahora, si χ = t, las ecs. (5.20) y (5.26) se expresan como

rp(t, ρ, θ) = r(t) +
ρ

ρ0
R(θ, t)

(
cos θn̂ + sin θb̂

)
donde, por construcción, escogeremos los vectores t̂ = (1, 0, 0), n̂ = (0, 0, 1)

y b̂ = (0,−1, 0). El signo negativo en la componete ̂ del vector b̂ se escoge

aśı para tener un sistema coordenado de mano derecha. Además

escogeremos R(θ, t) =
√
a(t), es decir, el ancho de las paredes del canal

sólo dependerá del parámetro externo t.

Con esto, la dependencia entre las coordenadas del sistema euclidiano con

SNC queda

x(t, ρ, θ) = t, (5.121)

y(t, ρ, θ) = − ρ

ρ0

√
a(t) sin θ (5.122)

y

z(t, ρ, θ) =
ρ

ρ0

√
a(t) cos θ (5.123)

Con esto podemos calcular las expresiones

xt = 1, xθ = 0, xρ = 0

yt = − ρa′

2ρ0
√
a

sin θ, yθ = − ρ
ρ0

√
a cos θ yρ = −

√
a

ρ0
sin θ

zt =
ρa′

2ρ0
√
a

cos θ, zθ = − ρ
ρ0

√
a sin θ zρ =

√
a

ρ0
cos θ. (5.124)

Por otro lado, para calcular el determinante ∆, usamos la ec. (5.93)

∆ =
ds

dt

(
ρ2a3/2(t)R3(θ) cos θ

ρ3
0

κ(t)− ρa(t)R2(θ)

ρ2
0

)

Ya que se trabaja con un canal recto, la curvatura κ = 0, por lo que, si

R(θ) = 1, la ecuación (5.93) queda

∆ = − ρ

ρ2
0

a(t) (5.125)
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Con todo lo anterior, podemos calcular las ecs. (5.63), (5.66), (5.69),

(5.71), (5.72), (5.73), (5.75), (5.76) y (5.77)

tx = 1, θx = 0, ρx = −aρa
′

2

ty = 0, θy = − ρ0

ρ
√
a

cos θ ρy = − ρ0√
a

sin θ

tz = 0, θz = ρ0

ρ
√
a

sin θ ρz =
ρ0√
a

cos θ. (5.126)

Una vez hecho esto, recurrimos a la ec. (5.110)

Dµν = Dab∂x
µ

∂x̃a
∂xν

∂x̃b

para calcular el tensor de difusión en el marco SNC. Con esto obtenemos

Dtt = t2xD
x + t2yD

y + t2zD
z (5.127)

Dtθ = txθxD
x + tyθyD

y + tzθzD
z (5.128)

Dtρ = txρxD
x + tyρyD

y + tzρzD
z (5.129)

Dθθ = θ2
xD

x + θ2
yD

y + θ2
zD

z (5.130)

Dθρ = θxρxD
x + θyρyD

y + θzρzD
z (5.131)

Dρρ = ρ2
xD

x + ρ2
yD

y + ρ2
zD

z (5.132)

Aśı, sustituyendo (5.126) en las ecuaciones (5.127-5.132) obtenemos

Dtt = Dx (5.133)

Dtθ = Dθt = 0 (5.134)

Dtρ = Dρt = −Dxaa
′ρ

2
(5.135)

Dθθ =
ρ2

0

ρ2a

(
Dy cos2 θ +Dz sin2 θ

)
(5.136)

Dθρ = Dρθ = (Dy −Dz)
ρ2

0

ρa
sin θ cos θ (5.137)

Dρρ = Dxa
2a′2ρ2

4
+ (Dy +Dz)

ρ2
0

a
(5.138)

A continuación, supondremos que la concentración depende unicamente de

la coordenada longitudinal, esto es, C(t, θ, ρ) ≈ C(t) y que Dy = Dz. Con
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esto, estamos listos para plantearnos resolver la ec. (5.119)

D(0)(t) =

∫ θ=2π
θ=0

∫ ρ=ρ0

ρ=0 dθdρ∆D(∫ θ=2π
θ=0

∫ ρ=ρ0

ρ=0 ∆dθdρ
)

con

D =
1

DθθDρρ −DρθDθρ

(
DttDθθDρρ −DttDρθDθρ +DtθDθρDρt+

− DtθDρρDθt −DtρDθθDρt +DtρDρθDθt
)

Primero resolvamos la operación que hay que hacer con D1, las

componentes del tensor de difusión

D =
4a(t)Dxρ2

0

a′(t)2ρ2 + 4a(t)ρ2
0

(5.139)

que al integrar en θ y ρ queda∫ θ=2π

θ=0

∫ ρ=ρ0

ρ=0
dθdρ∆D = −4πa(t)2Dx

a′(t)2
ln

(
4a(t) + a′(t)2

4a(t)

)
(5.140)

La integral en el denominador queda∫ θ=2π

θ=0

∫ ρ=ρ0

ρ=0
∆dθdρ = −πa(t) (5.141)

Finalmente, el coeficiente de difusión efectivo queda

D(0)(t) = 4Dx a(t)

a′(t)2
ln

(
1 +

a′(t)2

4a(t)

)
(5.142)

si el ancho del canal no vaŕıa, a′(t) = 0, por lo que, haciendo el ĺımite de la

expresión (5.142) para encontrar la convergencia7

D(0)(t) = 4Dx a(t)

a′(t)2

(
a′(t)2

4a(t)

)
(5.143)

esto es

D(0)(t) = Dx (5.144)

donde la aproximación se quedó a primer orden.

7

ln(1 + x) = x− 1

2
x2 + ... ; |x| < 1
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5.5. Coeficiente de difusión efectivo para un
canal inclinado

Para el canal inclinado, escogeremos que la recta esté dentro del plano y− z

r(t) = (0, t,mt) (5.145)

Para trabajar, escogimos el parámetro exterior t, ya que queremos observar

los efectos de la geometŕıa en el coeficiente de difusión efectivo. Si

tomaramos como parámetro la longitud de arco s, lo que encontrariamos es

que estamos viajando sobre un canal recto y el coeficiente de difusión

efectiva seŕıa simplemente D0.

Usando la ec. (5.5)

t̂ = r′(χ)
dχ

ds

donde hemos escogido que χ = t, esto es, que t es nuestra coordenada

generalizada, es decir

t̂ = r′(t)
dt

ds

con ds
dt =

√
1 +m2. Por ello, el vector tangente queda

t̂ =
1√

1 +m2
(0, 1,m) (5.146)

Como hemos elegido que la recta esté sobre el plano y − z, escogeremos el

vector binormal como b̂ = (1, 0, 0). Aśı, calculamos el vector normal como

n̂ = b̂× t̂ =

∣∣∣∣∣∣∣
ı̂ ̂ k̂
1 0 0
0 1√

1+m2
m√

1+m2

∣∣∣∣∣∣∣ =
1√

1 +m2
(0,−m, 1) (5.147)

Considerando la ec (5.26)

r(t, ρ, θ) = r0(t) +
ρ

ρ0
R(θ, t)

(
cos θn̂ + sin θb̂

)
encontramos que

r(t, ρ, θ) =
ρ
√
a(t)

ρ0
(sin θ, t− m cos θ√

1 +m2
,mt+

cos θ√
1 +m2

) (5.148)
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donde consideraremos que R(θ, t) =
√
a(t).

Con esto podemos calcular

xs =
ρa′

2ρ0
√
a

sin θ, xθ = ρ
√
a

ρ0
cos θ, xρ =

√
a

ρ0
sin θ

ys = 1− ρa′

2ρ0
√
a

m cos θ√
1 +m2

, yθ = ρ
√
a

ρ0

m sin θ√
1+m2

, yρ = −
√
a

ρ0

m cos θ√
1 +m2

zs = m+
ρa′

2ρ0
√
a

m cos θ√
1 +m2

, zθ = −ρ
√
a

ρ0

sin θ√
1+m2

, zρ =

√
a

ρ0

cos θ√
1 +m2

(5.149)

Consideremos la expresión para el determinante ∆, ec. (5.93), con χ = t

∆ =
ds

dt

(
ρ2a3/2(t)R3(θ) cos θ

ρ3
0

κ(t)− ρa(t)R2(θ)

ρ2
0

)
Como trabajamos con un canal recto, κ = 0

∆ = −ds
dt

ρa(t)R2(θ)

ρ2
0

(5.150)

como R(θ) = 1 tenemos

∆ = −ρ
√

1 +m2

ρ2
0

a(t) (5.151)

Con todo lo anterior, podemos calcular las ecs. (5.63), (5.66), (5.69),

(5.71), (5.72), (5.73), (5.75), (5.76) y (5.77)

tx = 0, θx = ρ0 cos θ
ρ
√
a
, ρx =

ρ0 sin θ√
a

ty =
1

1 +m2
, θy = ρ0m sin θ√

1+m2ρ
√
a

ρy = −2m
√

1 +m2ρ0
√
a cos θ + ρa′

2a+ 2m2a

tz =
m

1 +m2
, θz = − ρ0 sin θ√

1+m2ρ
√
a

ρz =
ρ0 cos θ√
1 +m2

√
a
− mρa′

2a (1 +m2)

(5.152)

Una vez hecho esto, recurrimos a la ec. (5.110)

Dµν = Dab∂x
µ

∂x̃a
∂xν

∂x̃b
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para calcular el tensor de difusión en SNC. Con esto obtenemos

Dtt = t2xD
x + t2yD

y + t2zD
z (5.153)

Dtθ = txθxD
x + tyθyD

y + tzθzD
z (5.154)

Dtρ = txρxD
x + tyρyD

y + tzρzD
z (5.155)

Dθθ = θ2
xD

x + θ2
yD

y + θ2
zD

z (5.156)

Dθρ = θxρxD
x + θyρyD

y + θzρzD
z (5.157)

Dρρ = ρ2
xD

x + ρ2
yD

y + ρ2
zD

z (5.158)

Aśı, sustituyendo (5.152) en las ecuaciones (5.153-5.158) obtenemos

Dtt =
Dy +Dzm2

(1 +m2)2
(5.159)

Dtθ = Dθs =
(Dy −Dz)mρ0 sin θ

(1 +m2)3/2 ρ
√
a

(5.160)

Dtρ = Dρs = −
2 (Dy −Dz)m

√
1 +m2ρ0

√
a cos θ +

(
Dy +Dzm2

)
ρa′

2 (1 +m2)2 a
(5.161)

Dθθ =
ρ2Dx

(
m2 + 1

)
cos2 θ + ρ2 sin2 θ

(
Dym2 +Dz

)
(m2 + 1) a

(5.162)

Dθρ = Dρθ =
ρ0 sin θ

2 (1 +m2)2 ρa3/2
× (5.163)

×
[
2
(
1 +m2

) (
Dx −Dz +Dxm2 −Dym2

)
ρ0

√
a cos θ + (Dz −Dy)m

√
1 +m2ρa′

]
Dρρ =

1

4 (1 +m2)2 ρa2
× (5.164)

×
[
−2
(
1 +m2

)
ρ2

0a
(
−Dz −Dym2 −Dx

(
1 +m2

)
+
(
Dx −Dz +Dxm2

)
cos(2θ)

)
+

+ 4 (Dy −Dz)m
√

1 +m2ρρ0

√
a cos θa′ +

(
Dy +Dzm2

)
ρ2a′2

]
A continuación, supondremos que la concentración depende unicamente de

la coordenada longitudinal, esto es, C(t, θ, ρ) ≈ C(t) y que

Dy = Dz = Dx = D0. Con esto, estamos listos para plantearnos resolver la

ec. (5.119)

D(0)(t) =

∫ θ=2π
θ=0

∫ ρ=ρ0

ρ=0 dθdρ∆D(∫ θ=2π
θ=0

∫ ρ=ρ0

ρ=0 ∆dθdρ
)
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El tensor de difusión queda, según (5.116)

D =
4aD0ρ

2
0

4 (1 +m2) ρ2
0a+ ρ2a′2

(5.165)

que al integrar en θ y ρ queda∫ θ=2π

θ=0

∫ ρ=ρ0

ρ=0
dθdρ∆D =

4D0

√
1 +m2πa2

a′2
ln

(
4
(
1 +m2

)
a

4 (1 +m2) a+ a′2

)
(5.166)

La integral en el denominador queda∫ θ=2π

θ=0

∫ ρ=ρ0

ρ=0
∆dθdρ = −

√
1 +m2πa(t) (5.167)

Finalmente, el coeficiente de difusión efectivo queda

D(0)(t) = 4D0
a

a′2
ln

(
1 +

a′2

4 (1 +m2) a

)
(5.168)

Si el canal recto tiene un radio constante, a(t) = 1, habrá que hacer un

ĺımite cuando a′(t) tiende a cero para encontrar la convergencia de la

expresión (5.168). Dicha convergencia viene dada por la expresión

D(0)(t) =
D0

1 +m2
(5.169)

5.6. Coeficiente de difusión efectivo para una
hélice circular

Construyamos un canal cuyo eje central tenga forma de una hélice circular

infinita. Consideremos la parametrización que describe este canal en

dirección de k̂, (ver figura 5.7)

r0(t) = (rh cos(ωt), rh sin(ωt), kt) (5.170)

Tomemos la expresión (C.1) para la longitud de arco

s(t) =

∫ t

a
|r′0(u)|du
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Figura 5.2: Hélice circular de área transversal constante.

con lo que encontramos que

s(t) =
√
k2 + r2

hω
2t (5.171)

y aśı

r0(s) =

rh cos

ω s√
k2 + r2

hω
2

 , rh sin

ω s√
k2 + r2

hω
2

 , k
s√

k2 + r2
hω

2


(5.172)

Para nuestros propósitos, resulta que los parámetros ω y k pueden

remplazarse por un parámetro α, donde α se define como

α ≡ rhω

k
(5.173)

Con esto, (5.172) queda

r0(s) =

(
rh cos

(
αs

rh
√
α2 + 1

)
, rh sin

(
αs

rh
√
α2 + 1

)
,

s√
α2 + 1

)
(5.174)
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Aśı, calculemos el vector t̂ tangente a la curva

t̂ = r′0(s)

Esto es,

t̂ =
α√

1 + α2

(
− sin

(
αs

rh
√

1 + α2

)
, cos

(
αs

rh
√

1 + α2

)
,

1

α

)
(5.175)

Por otro lado, calculemos el vector n̂ normal a la curva

n̂ =
dt̂
ds

|dt̂ds |

es decir,

n̂ =

(
− cos

(
α

s

rh
√

1 + α2

)
,− sin

(
α

s

rh
√

1 + α2

)
, 0

)
(5.176)

Finalmente, usando (5.14)

b̂ = t̂× n̂

esto es

b̂ =
1√

1 + α2

(
sin

(
α

s

rh
√

1 + α2

)
,− cos

(
α

s

rh
√

1 + α2

)
, α

)
(5.177)

Por otro lado, mediante (5.93), calculemos el determimante ∆ de la

transformación

∆ =
ρ2a3/2R3(θ) cos θ

ρ3
0

κ(s)− ρaR2(θ)

ρ2
0

por ello

∆ =
aρ (
√
aκρ cos θ − ρ0)

ρ3
0

(5.178)

donde se consideró R(θ) = 1.

Considerando la ec. (5.26)

r(s, ρ, θ) = r0(s) +
ρ

ρ0
R(θ, s)

(
cos θn̂ + sin θb̂

)
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que nos sirve para calcular

xs =

√
aρ
(

cos θ(τ − ακ) cos
(

αs√
α2+1

)
+
√
α2 + 1τ sin θ sin

(
αs√
α2+1

))
√
α2 + 1ρ0

+

+
αρ0 cos

(
αs√
α2+1

)
√
α2 + 1ρ0

xθ =

√
aρ

ρ0

(
sin(θ) sin

(
αs√
α2 + 1

)
+

cos θ√
α2 + 1

cos

(
αs√
α2 + 1

))
xρ =

√
a

ρ0

(
sin(θ)√
α2 + 1

cos

(
αs√
α2 + 1

)
− cos θ sin

(
αs√
α2 + 1

))

ys =

√
aρ
(

cos θ(ακ− τ) sin
(

αs√
α2+1

)
+
√
α2 + 1τ sin θ cos

(
αs√
α2+1

))
√
α2 + 1ρ0

+

−
αρ0 sin

(
αs√
α2+1

)
√
α2 + 1ρ0

yθ =

√
aρ

ρ0

(
sin θ cos

(
αs√
α2 + 1

)
− cos θ√

α2 + 1
sin

(
αs√
α2 + 1

))
yρ =

√
a

ρ0

(
− cos θ cos

(
αs√
α2 + 1

)
− sin θ√

α2 + 1
sin

(
αs√
α2 + 1

))
zs =

ρ0 −
√
aρ cos θ(ατ + κ)√
α2 + 1ρ0

zθ = −
√
aαρ cos θ√
α2 + 1ρ0

zρ = −
√
aα sin(θ)√
α2 + 1ρ0

Con todo lo anterior, podemos calcular las ecs. (5.63), (5.66), (5.69),
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(5.71), (5.72), (5.73), (5.75), (5.76) y (5.77)

Sx =
αρ0 cos

(
αs√
α2+1

)
√
α2 + 1 (ρ0 −

√
aκρ cos θ)

Sy =
αρ0 sin

(
αs√
α2+1

)
√
α2 + 1 (

√
aκρ cos θ − ρ0)

Sz =
ρ0√

α2 + 1 (ρ0 −
√
aκρ cos θ)

θx =
ρ0√

a (α2 + 1) ρ (
√
aκρ cos θ − ρ0)

×

×
(

1

2

√
aρ

(√
α2 + 1 cos

(
αs√
α2 + 1

)
(2ατ + κ cos 2θ + κ)+

+
(
α2 + 1

)
κ sin 2θ sin

(
αs√
α2 + 1

))
+

− ρ0

((
α2 + 1

)
sin θ sin

(
αs√
α2 + 1

)
+

+
√
α2 + 1 cos θ cos

(
αs√
α2 + 1

))
θy = − ρ0√

a (α2 + 1) ρ (
√
aκρ cos θ − ρ0)

×

×
(√

aρ

(√
α2 + 1 cos2(θ)(ατ + κ) sin

(
αs√
α2 + 1

)
+

−
(
α2 + 1

)
κ sin θ cos θ cos

(
αs√
α2 + 1

)
+ α

√
α2 + 1τ sin2 θ sin

(
αs√
α2 + 1

))
+ ρ0

((
α2 + 1

)
sin θ cos

(
αs√
α2 + 1

)
−
√
α2 + 1 cos θ sin

(
αs√
α2 + 1

)))
θz = −ρ0 (

√
aρ(ακ cos 2θ + ακ− 2τ)− 2αρ0 cos θ)

2
√
a
√
α2 + 1ρ (

√
aκρ cos θ − ρ0)

ρx = −
ρ0

((
α2 + 1

)
cos θ sin

(
αs√
α2+1

)
−
√
α2 + 1 sin θ cos

(
αs√
α2+1

))
√
a (α2 + 1)

ρy = −
ρ0

(√
α2 + 1 sin θ sin

(
αs√
α2+1

)
+
(
α2 + 1

)
cos θ cos

(
αs√
α2+1

))
√
a (α2 + 1)

ρz = − αρ0 sin θ
√
a
√
α2 + 1
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Deseamos calcular el tensor de difusión en SNC, expresión (5.110)

Dµν = Dab∂x
µ

∂x̃a
∂xν

∂x̃b

esto es

Dss = s2
xD

x + s2
yD

y + s2
zD

z

Dsθ = sxθxD
x + syθyD

y + szθzD
z

Dsρ = sxρxD
x + syρyD

y + szρzD
z

Dθθ = θ2
xD

x + θ2
yD

y + θ2
zD

z

Dθρ = θxρxD
x + θyρyD

y + θzρzD
z

Dρρ = ρ2
xD

x + ρ2
yD

y + ρ2
zD

z

Si consideramos que Dx = Dy = Dz, obtenemos

Dss =
Dxρ2

0

(ρ0 −
√
aκρ cos θ) 2

Dsθ = − Dxρ2
0τ

(ρ0 −
√
aκρ cos θ) 2

Dsρ = 0

Dθθ =
Dxρ2

0

(
aρ2

(
κ2 cos 2θ + κ2 + 2τ2

)
− 4
√
aκρ0ρ cos θ + 2ρ2

0

)
2aρ2 (ρ0 −

√
aκρ cos θ) 2

Dθρ = 0

Dρρ =
Dxρ2

0

a

A continuación, supondremos que la concentración depende unicamente de

la coordenada longitudinal. Con esto, estamos listos para plantearnos

resolver la ec. (5.119)

D(0)(s) =

∫ θ=2π
θ=0

∫ ρ=ρ0

ρ=0 dθdρ∆D(∫ θ=2π
θ=0

∫ ρ=ρ0

ρ=0 ∆dθdρ
)
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donde, el denominador queda∫ θ=2π

θ=0

∫ ρ=1

ρ=0
∆dθdρ = −πa (5.179)

Con respecto al numerador de la expresión (5.119), ec (5.116), se obtiene

D =
1

DθθDρρ −DρθDθρ

(
DssDθθDρρ −DssDρθDθρ +DsθDθρDρs+

− DsθDρρDθs −DsρDθθDρs +DsρDρθDθs
)

=
2Dx

κ2ρ2 cos 2θ − 4κρ cos θ + κ2ρ2 + 2ρ2τ2 + 2

Esto es

D(κ, τ) =
2Dx

κ2ρ2 cos 2θ − 4κρ cos θ + κ2ρ2 + 2ρ2τ2 + 2
(5.180)

por lo que

∆D(κ, τ) =
2aDxρ(−ρ0 +

√
aκρ cos θ)

ρ0

(
aκ2ρ2 + 2ρ2

0 + 2aρ2τ2 − 4
√
aκρρ0 cos θ + aκ2ρ2 cos(2θ)

)
≡ Da
Db

(5.181)

que es la expresión que deseamos integrar. Para poner la expresión (5.181)

en términos de la variable α, usamos8

κ =
α2

rh (1 + α2)
(5.182)

y

τ = − α

rh (1 + α2)
(5.183)

8 donde se ha hecho uso de las expresiones (D.1) y (D.11).

κ =

∣∣∣∣dt̂ds
∣∣∣∣

τ = −n · db̂
ds



5.6 Coeficiente de difusión efectivo para una hélice circular 74

que nos dice que α = κ/τ . Aśı, llegamos a

∆D(α, κ) =
2aDxρ (−ρ0 +

√
aκρ cos θ)

ρ0

(
aκ2ρ2 + 1

α2aκ2ρ2 + 2ρ2
0 − 4

√
aκρρ0 cos θ + aκ2 cos(2θ)

)
(5.184)

o también, si sustituimos directamente (5.182) y (5.183) en (5.181)

obtenemos

∆D(α, rh) =
2aD0rhα

2
pρ
(
rhα

2
pρ0 −

√
aα2ρ cos θ

)
ρ0

(
aα
(
1 + α2

p

)
ρ2 + 2r2

hα
4
pρ

2
0 − 4

√
arhα2α2

pρρ0 cos θ + aα4ρ2 cos (2θ)
)

(5.185)

con

α2
p ≡ 1 + α2 (5.186)

Las expresiones (5.181), (5.184) y (5.185) no se pueden integrar por lo que

se recurrirá a aproximaciones.

5.6.1. Aproximación a κ’s y τ ’s pequeñas con a constante

Haremos un desarrollo en serie de Taylor para la curvatura κ y la torsión

τ . Tomando la expresión (5.181)

∆D(κ, τ) =
2aDxρ(−ρ0 +

√
aκρ cos θ)

ρ0

(
aκ2ρ2 + 2ρ2

0 + 2aρ2τ2 − 4
√
aκρρ0 cos θ + aκ2ρ2 cos(2θ)

)
Orden 0 en κ y orden 0 en τ

D(0)(s, κ, τ)(0,0) =

∫ θ=2π
θ=0

∫ ρ=1
ρ=0 (−Dxρ+ . . .) dθdρ

−π
= Dx (5.187)

Vemos que a primer orden, recuperamos el canal recto. Los desarrollos en

serie de orden (1,0), (0,1) y (1,1) dan el mismo resultado9.

9La notación se lee como: el primer término en el paréntesis es el orden del desarrollo
en κ, el segundo término del paréntesis es el desarrollo en τ , (κ,τ).
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Orden 2 en κ y orden 0 en τ

D(0)(s, κ, τ)(2,0) =
Dx

−π

∫ θ=2π

θ=0

∫ ρ=1

ρ=0

((
−ρ+O

(
τ1
))

+ κ
(
−ρ2√a cos(θ) +O

(
τ1
))

+

+ aκ2

(
1

2
ρ3
(
−4 cos2(θ) + cos(2θ) + 1

)
+O

(
τ1
))

+O
(
κ3
))

dθdρ

= Dx +
Dx

4
aκ2 + . . .

Esto es

D(0)(s, κ, τ)(2,0) = Dx +
Dx

4
aκ2 + . . . (5.188)

El desarrollo en serie de orden (2,1), da el mismo resultado.

Orden 1 en κ y orden 2 en τ

D(0)(s, κ, τ)(1,2) = Dx − Dx

2
aτ2 + . . . (5.189)

Orden 2 en κ y orden 2 en τ

D(0)(s, κ, τ)(2,2) = κ2

(
aDx

4
− a2Dxτ2

)
− 1

2
aDxτ2 +Dx + . . . (5.190)

Los desarrollos en serie de orden (3,2), (2,3) y (3,3) dan el mismo resultado.

Orden 4 en κ y orden 0 en τ

D(0)(s, κ, τ)(4,0) = Dx +
Dx

4
aκ2 +

Dx

8
a2κ4 + . . . (5.191)

Los desarrollos de orden (4,1) y (5,1) dan el mismo resultado.
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Orden 4 en κ y orden 2 en τ

D(0)(s, κ, τ)(4,2) = Dx + κ2

(
aDx

4
− a2Dxτ2

)
+ κ4

(
a2Dx

8
− 45

32
a3Dxτ2

)
+

− 1

2
aDxτ2 + . . . (5.192)

Los desarrollos de orden (4,3), (5,2) y (5,3) dan el mismo resultado.

Orden 4 en κ y orden 4 en τ

D(0)(s, κ, τ)(4,4) = Dx +
1

3
a2Dxτ4 + κ2

(
15

8
a3Dxτ4 − a2Dxτ2 +

aDx

4

)
+

+ κ4

(
21

4
a4Dxτ4 − 45

32
a3Dxτ2 +

a2Dx

8

)
− 1

2
aDxτ2 + . . .

(5.193)

Los desarrollos de orden (5,4) y (5,5) dan el mismo resultado.

Orden 6 en κ y orden 0 en τ

con a = 1

D(0)(s, κ, τ)(6,0) = Dx

(
1 +

1

4
κ2 +

1

8
κ4 +

5

64
κ6 + . . .

)
(5.194)

que es la expresión obtenida por Ogawa[53], la cual tiende a

D(0)(s, κ, τ)(6,0) = 2Dx 1−
√

1− κ2

κ2
(5.195)

si κ < 1.



5.6 Coeficiente de difusión efectivo para una hélice circular 77

Orden 6 en κ y orden 6 en τ

D(0)(s, κ, τ)(6,6) = Dx +
1

3
a2Dxτ4 + κ2

(
15

8
a3Dxτ4 − a2Dxτ2 +

aDx

4

)
+

+ κ4

(
21

4
a4Dxτ4 − 45

32
a3Dxτ2 +

a2Dx

8

)
− 1

2
aDxτ2

+ κ6

(
−165

4
a6Dxτ6 +

175

16
a5Dxτ4 − 7

4
a4Dxτ2 +

5a3Dx

64

)
+ . . .

(5.196)

que es una expresión que considera torsiones y curvaturas. La expresión

(5.196) es más general que la dada por Ogawa ya que este desprecia de

antemano la contribución dada por la torsión τ que podŕıa dar una

contribución significativa pues, como lo dicen las ecs. (5.182) y (5.183),

tienen una dependencia κ = ατ .

Por otro lado, cuando hacemos rh = 1 en las expresiones (5.182) y (5.183),

κ y τ dependen sólo de α por lo que podŕıamos escribir una en término de

la otra, es decir, τ = τ(κ). Para ello, tomamos (5.182) y resolvemos para α,

lo que nos da

α =

√
κ√

1− κ
(5.197)

Sustituyendo (5.197) en (5.183), obtenemos

τ = −
√
κ− κ2 (5.198)

Si sustituimos (5.198) en (5.181) y esta a su vez en (5.119), para después

resolver las integrales de forma numérica para varios valores de κ, podemos

comparar estos resultados con los obtenidos en (5.196), que es una

expresión anaĺıtica del coeficiente de difusión efectivo10. Podemos ilustrar

estos resultados mediante la Gáfica 5.3, donde podemos notar que la

aproximación es buena para valores pequeños de κ, como era de esperarse.

10No olvidemos también sustituir el valor de τ(κ) en la serie (5.196). Consideraremos
dicha serie hasta potencias cuartas. Cabe resaltar también que a, D0 y ρ0 son considerados
iguales a la unidad.
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Figura 5.3:

Solución a la ecuación de Fick-Jacobs generalizada para un canal
helicoidal de área transversal circular constante

Si consideramos la expresión (5.106)

∂P(χ, t)

∂t
=

∂

∂χ
D(χ)A(χ)

∂

∂χ

(
P(χ, t)

A(χ)

)
y consideremos la expresión (5.196), podremos resolver de manera exacta

la ecuación diferencial. Esto es posible ya que el coeficiente dado por

(5.196) no depende de la coordenada χ, esto es, D(0)(s, κ, τ) ≡ Deff . Por

ello, podemos reescribir (5.106) como

∂P(χ, t)

∂t
= Deff

∂2P(χ, t)

∂χ2

Como podemos ver, esta expresión tiene la forma usual de la ecuación de

difusión, ec. (1.4), salvo que en lugar de tener el coeficiente de difusión del

medio, D0, tiene la difusión efectiva Deff . Imponiendo como condición que

la difusión comienza en un punto como se hace para la difusión sin
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confinamiento, obtenemos que la solución es

P(χ, t) =
1√

2πtDeff

e
−χ2

4tDeff (5.199)

Si graficamos esta expresión comparandola con el caso cuando la difusión

es libre11, tenemos las Figuras 5.4, 5.5 y 5.6.

Figura 5.4: Gráfica de la expresión (5.199) para α = 0.1.

Vemos que para el caso de α = 0.1, Figura 5.4, la difusión bajo

confinamiento y sin confinar son casi las mismas. Conforme α va creciendo,

podemos observar el efecto que tiene la existencia de las paredes entrópicas

en los tiempos de difusión, como nos muestran las Figuras 5.5 y 5.6.

5.6.2. Aproximación con dependencia en κ’s y τ ’s pequeñas
con a variable

Cuando el área es variable, las expresiones dadas por (5.88) pueden ser

reescritas por un término que no depende del a′(s) mas uno que śı, esto es

∂a(var)
s x̃i = ∂a(const)

s x̃i +Bia
′ (5.200)

11Para D0 = 1 y área transversal a = 1, donde hemos graficado a 5 tiempos diferentes.
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Figura 5.5: Gráfica de la expresión (5.199) para α = 0.5.

donde

Bi =
1

2
√
a

(ni cos θ + bi sin θ) (5.201)

Con esto, retomamos los cálculos de la sección anterior y les agregamos los

términos dados por a′, repitendo el mismo procedimineto. Esto se ve

reflejado en que el tensor de difusión será la suma de los términos

calculados anteriormente mas términos en a′ lineales y cuadráticos. Esto es

expĺıcitamente

Dss
a(var) = Dss

Dsθ
a(var) = Dsθ

Dsρ
a(var) = Dsρ + a′Csρ

Dθθ
a(var) = Dθθ

Dθρ
a(var) = Dθρ + a′Cθρ

Dρρ
a(var) = Dρρ + a′C1ρρ + a′2C2ρρ
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Figura 5.6: Gráfica de la expresión (5.199) para α = 10.

donde la Cµν dependen de Bi. De la expresión (5.119), obtenemos una

razón de polinomios de a′

D =
D(var)
a

D(var)
b

=
d1 + a′d2 + a′2d3

d4 + a′d5 + a′2d6

donde, como d2 = d3 = d5 = 0

D =
d1

d4 + a′2d6
,

y

d1 =
D3

0

a2ρ2 (1−
√
aκρ cos(θ))

2 (5.202)

d4 =
D2

0

(
aκ2ρ2 cos(2θ)− 4

√
aκρ cos(θ) + aκ2ρ2 + 2aρ2τ2 + 2

)
2a2ρ2 (1−

√
aκρ cos(θ))

2 (5.203)

d6 =
D2

0

4a3 (1−
√
aκρ cos(θ))

2 (5.204)
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Figura 5.7: Hélice circular de área transversal variable.

Consideremos la ecuación (5.119), que para el caso de a constante,

obtuvimmos (5.181)

D(a′=0) =
Da
Db
≡ D0

Entonces, los términos Oi(a, a′) que contribuyen a la expresión (5.181),

debido a a′, pueden introducirse como

D =
D(var)
a

D(var)
b

=
Da +Oa(a, a′)
Db +Ob(a, a′)

(5.205)

esto es

D = D0

(
1 + Oa(a,a′)

Da

)
(

1 + Ob(a,a′)
Db

) (5.206)

Haciendo un desarrollo de serie de Taylor en la expresión (5.206)

D = D0 + a′2D1 + a′4D2 + . . . (5.207)

con

D1 = D0
d6

Db
(5.208)

y

D2 = D0
d2

6

D2
b

(5.209)
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Se busca integrar la expresión (5.207) conforme a la ec. (5.119). Para ello,

se hará otro desarrollo en serie de Taylor para κ y τ pequeñas.

D(0) = D0

[
1− 1

4
a3τ6 +

1

3
a2τ4 − 3

4
aa′4τ2 +

2

3
aa′2τ2 − 1

2
aτ2 +

a′4

3
− a′2

2
+

+ κ2

(
−14

5
a4τ6 +

15

8
a3τ4 − 42

5
a2a′4τ2 +

15

4
a2a′2τ2 − a2τ2 +

15

8
aa′4

− aa′2 +
a

4

)
+ . . .

]
(5.210)

Si a = R2 la expresión (5.210) puede reescribirse como

D(0) = D0

2
1−

√
1− (Rκ)2

(Rκ)2 − 1− κ2R2R′2 − κ2τ2R4+

+
ln
(
1 + (Rτ)2 +R′2

)
(Rτ)2 +R′2

+O1

(
(κR)nR′m

)
+O1 ((κR)n(τR)m) + . . .

]
(5.211)

con n,m ≥ 4. Si despreciamos la curvatura en (5.211) obtenemos una

expresión

D(0) ∼= D0
ln
(
1 +R′2 + (Rτ)2

)
R′2 + (Rτ)2

(5.212)

Considerando lo reportado en la literatura para un tubo con ĺınea media

recta[52], la ec. (5.212) muestra que hay una contribución dada por la ĺınea

media del canal y la torsión.



Capı́tulo 6
Resumen y conclusiones

Con la intención de contar con un enfoque moderno y general de la

ecuación de difusión, se extiende esta a un lenguaje covariante, ec. (3.11)

Ċ = ∂µ[Dµν∂νC] + Γµλµ[Dλν∂νC]

En años recientes se ha establecido un nuevo enfoque al estudio de la

difusión de part́ıculas puntuales en geometŕıas confinadas. Este nuevo

método se basa en el posicionamiento de un marco de referencia en el eje

del canal para dos y tres dimensiones. Como consecuencia de esta

transformación de coordenadas, la ecuación de Fick se transforma en una

ecuación de Fick-Jacobs generalizada, ecs. (4.94) y (5.119)

D
(0)
2D(t) =

alDxDy(
la
ρ2

(ρ1 + ρ2)− a2f ′′

2ρ2l2
(ρ2

2 − ρ2
1)
)
− δ

2γ
ln

∣∣∣∣∣∣∣
α+ 2β + γ

α− 2β
(
ρ1

ρ2

)
+ γ

(
ρ1

ρ2

)2

∣∣∣∣∣∣∣ +

+
γ + βδ

γ
√
αγ − β2

arctan
γ + β√
αγ − β2

− arctan
−γ
(
ρ1

ρ2

)
+ β√

αγ − β2


y

D
(0)
3D(χ) ∼=

∫ θ=2π
θ=0

∫ ρ=ρ0

ρ=0 dθdρ∆D
A(χ)
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La expresión del coeficiente de difusión efectivo dependiente de la

posición deducido para canales bidimensionales que tienen ĺınea media

recta reproduce el caso asimétrico obtenido por Pineda y Dagdug, ecuación

(4.104), que es la generalización del caso simétrico obtenido por Kalinay y

Percus[51].

D(0)(t) = D0
arctan (a′2)− arctan (a′1)

w′

Se estudió un canal helicoidal tridimensional de sección transversal

circular. Se analizaron los casos cuando la sección transversal se manteńıa

constante a lo largo del eje del canal y el caso cuando esta variaba. En el

caso ĺımite cuando el área transversal no vaŕıa, se obtiene la expresión

reportada en la literatura por Ogawa[53]. Sin embargo, se obtiene una

expresión más general en función de κ y τ pequeñas, ec. (5.196)

D(0)(s, κ, τ) = Dx +
1

3
a2Dxτ4 + κ2

(
15

8
a3Dxτ4 − a2Dxτ2 +

aDx

4

)
+

+ κ4

(
21

4
a4Dxτ4 − 45

32
a3Dxτ2 +

a2Dx

8

)
− 1

2
aDxτ2

+ κ6

(
−165

4
a6Dxτ6 +

175

16
a5Dxτ4 − 7

4
a4Dxτ2 +

5a3Dx

64

)
+ . . .

A su vez, cuando el área de la sección transversal vaŕıa, se obtuvo una

expresión más general que en caso ĺımite se reduce a (5.196),

D(0) ∼= D0

2
1−

√
1− (Rκ)2

(Rκ)2 − 1− κ2R2R′2 − κ2τ2R4+

+
ln
(
1 + (Rτ)2 +R′2

)
(Rτ)2 +R′2

+O1

(
(κR)nR′m

)
+O1 ((κR)n(τR)m) + . . .

]

que es la expresión (5.211).
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Se obtiene una solución anaĺıtica para la difusión en una canal helicoidal

con área transversal constante para κ y τ pequeñas.

Al colocar el marco de referencia en el eje del canal y proyectando la

geometŕıa del plano transversal en una dimensión, se posee una tecnoloǵıa

útil para calcular el coeficiente de difusión efectivo. En principio, uno

puede extender este tratamiento a más curvas paramétrizadas que las que

fueron consideradas en este trabajo.



Apéndice A
Coeficiente de difusión para
sistemas confinados

En el Caṕıtulo 2.1, se hace una breve exposición de cómo Zwanzig obtiene

la ecuación (2.9). En este apartado, haremos un analisis detallado para la

obtención de dicha expresión.

A.1. Derivación de la ecuación de Fick-Jacobs a
partir de la ecuación de Smoluchowki

Supongamos que estamos inmersos dentro de un potencual U , que para los

alcances de este trabajo, consideraremos que el potencial U es dependiente

de las posiciones en el plano, U(x, y). Supongamos que la difusión puede

ocurrir dentro de la región y ∈ [−y0, y0] y x ∈ (−∞,∞) además de que

impondremos una condición de ausencia de flujo en las fronteras de la

región.

La descripción del comportamiento de la concentración en esta región

vendŕıa dada por la ecuación de Smoluchowski, ec. (1.34), para el caso

bidimensional

∂

∂t
C(x, y, t) = D

∂

∂x
e−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y)C(x, y, t)

+ D
∂

∂y
e−βU(x,y) ∂

∂y
eβU(x,y)C(x, y, t) (A.1)
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Integremos la expresión en la componente y de −y0 a y0.∫ y0

−yo
dy

∂

∂t
C(x, y, t) =

∫ y0

−yo
dyD

∂

∂x
e−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y)C(x, y, t) +

+

∫ y0

−yo
dyD

∂

∂y
e−βU(x,y) ∂

∂y
eβU(x,y)C(x, y, t)

(A.2)

Tomemos el segundo término del lado derecho de la expresión (A.2)∫ y0

−yo
D
∂

∂y
e−βU

∂

∂y
eβUC(x, y, t)dy = De−βU

∂

∂y
eβUC(x, y, t)

∣∣∣∣y0

−y0

(A.3)

pero el flujo J viene dado por la expresión (1.32),

J = −De−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y)C(x, y, t) (A.4)

por lo que∫ y0

−yo
D
∂

∂y
e−βU

∂

∂y
eβUC(x, y, t)dy = J(x, y = y0, t)− J(x, y = −y0, t) = 0

(A.5)

por la condición de frontera que hemos impuesto en nuestra región. Por lo

anterior, la expresión (A.2) queda

∂

∂t

∫ y0

−yo
C(x, y, t)dy =

∫ y0

−yo
D
∂

∂x
e−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y)C(x, y, t)dy (A.6)

A continuación, definamos la concentración local

G(x, t) ≡
∫ y0

−yo
C(x, y, t)dy (A.7)

G(x, t) nos dice el número de part́ıculas por unidad de longitud, esto es,

nos dice la densidad de part́ıculas que hay en cada punto del eje x, sin

embargo, no dice cómo estas part́ıculas están distribuidas en el eje y. Con

esto, (A.6) queda

∂

∂t
G(x, t) =

∫ y0

−yo
D
∂

∂x
e−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y)C(x, y, t)dy (A.8)
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Supongamos que la concentración está aproximadamente en equilibrio

local en la dirección de la coordenada y. Definamos una función A

dependiente de la coordenada x para la enerǵıa libre

e−βA(x) =

∫ y0

−yo
e−βU(x,y)dy (A.9)

La función de distribución de equilibrio local en y dado x, es

ρ(y;x) =
e−βU(x,y)

e−βA(x)
(A.10)

que por construcción está normalizado a la unidad1. Esta función de

equilibrio local ρ(y;x) nos dice cómo se van a distribuir las part́ıculas en el

equilibrio en la coordenada y debido a que existe el potencial2 U(x, y). Con

esto, la aproximación al equilibrio local toma la forma

C(x, y, t) ∼= G(x, t)ρ(y;x) (A.11)

donde la igualdad en (A.11) no se da porque se ha supuesto que la

1 ∫
ρ(y;x)dy =

∫
e−βU(x,y)

e−βA(x)
dy =

1

e−βA(x)

∫
e−βU(x,y)dy =

1

e−βA(x)
e−βA(x) = 1

2 Podemos pensar que el potencial U(x, y) es separable como U(x, y) = A(x) + B(y),
por lo que∫ y0

−yo
e−βU(x,y)dy =

∫ y0

−yo
e−β[A(x)+B(y)]dy = e−βA(x)

∫ y0

−yo
e−βB(y)dy = e−βA(x)

si ∫ y0

−yo
e−βB(y)dy = 1

Por lo que podŕıamos pensar que

e−βB(y) = ρ(y)
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distribución ρ(y;x) está en equilibrio en y. Sustituyendo (A.11) en (A.8)

∂

∂t
G(x, t) =

∫ y0

−yo
D
∂

∂x
e−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y)G(x, t)ρ(y;x)dy

=

∫ y0

−yo
D
∂

∂x
e−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y)G(x, t)

e−βU(x,y)

e−βA(x)
dy

=

∫ y0

−yo
D
∂

∂x
e−βU(x,y) ∂

∂x

G(x, t)

e−βA(x)
dy

= D
∂

∂x

∫ y0

−yo
e−βU(x,y) ∂

∂x

G(x, t)

e−βA(x)
dy (A.12)

es decir,

∂

∂t
G(x, t) = D

∂

∂x

∫ y0

−yo
e−βU(x,y)dy

∂

∂x
eβA(x)G(x, t)

por (A.9) queda

∂

∂t
G(x, t) = D

∂

∂x
e−βA(x) ∂

∂x

G(x, t)

e−βA(x)
(A.13)

que es la ecuación de Fick-Jacobs en un potencial dos dimensional.

A.2. Coeficiente de difusión como función de la
posición D(x)

En la deducción de la ecuación de Fick-Jacobs en la sección anterior, se

supuso una condición de equilibrio local que, aunque se dijo que estaba

aproximadamente en dicho equilibrio local, las expresiones hacen

referencia a que se estaba en el equilibrio local plenamente. La idea

siguiente seŕıa suponer que la concentración está fuera del equilibrio local,

es decir, la concentración tiene un término que hace referencia al equilibrio

local y se le suma otro término, como se muestra3

C(x, y, t) = G(x, t)ρ(y;x) + δC(x, y, t) (A.15)

3 Otra manera de interpretar la expresión (A.15), es reescribirla como

δC(x, y, t) = C(x, y, t)−G(x, t)ρ(y;x) (A.14)

que se lee como que la solución exacta C(x, y, t) menos la expresión propuesta en Fick-
Jacobs, G(x, t)ρ(y;x), tiene un error δC(x, y, t). Aśı, al trabajar con δC(x, y, t), se está
considerando la información que se hab́ıa perdido en la aproximación de Fick-Jacobs.
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donde la δC es el término que describe la concentración fuera del

equilibrio, pues suponemos que la concentración C no tiene por qué estar

en el equilibrio a todo tiempo. Tomemos la ecuación (A.8) y sustituyamos

(A.15) en ella

∂

∂t
G(x, t) =

∫ y0

−yo
D
∂

∂x
e−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y)C(x, y, t)dy

=

∫ y0

−yo
D
∂

∂x
e−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y) (G(x, t)ρ(y;x) + δC(x, y, t)) dy

=

∫ y0

−yo
D
∂

∂x
e−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y)G(x, t)ρ(y;x)dy

+

∫ y0

−yo
D
∂

∂x
e−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y)δC(x, y, t)dy

La primer parte del lado derecho de la integral ya se hizo y nos llevó a la

ecuación (A.13)

∂

∂t
G(x, t) = D

∂

∂x
e−βA(x) ∂

∂x
eβA(x)G(x, t) +

+

∫ y0

−yo
D
∂

∂x
e−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y)δC(x, y, t)dy (A.16)

reescribiendo (A.10)

eβU(x,y) =
eβA(x)

ρ(y;x)

e−βU(x,y) = ρ(y;x)e−βA(x)

por lo que tenemos4

∂

∂t
G(x, t) = D

∂

∂x
e−βA(x) ∂

∂x
eβA(x)G(x, t) +

+ D
∂

∂x

∫ y0

−yo
ρ(y;x)e−βA(x) ∂

∂x

eβA(x)

ρ(y;x)
δC(x, y, t)dy(A.17)

4 Aunque hemos considerado que la concentración está en algún momento fuera del
equilibrio al agregar δC, seguimos considerando que el equilibrio en dirección de la coor-
denada perpendicular al eje del canal se alcanza instantaneamente, por lo que la expresión
(A.10) sigue siendo válida.
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Por otro lado, tomemos la ec. (A.1) y sustituyamos en ella (A.15)

∂

∂t
[Gρ(y;x) + δC(x, y, t)] = D

∂

∂x
e−βU

∂

∂x
eβU [Gρ(y;x) + δC] +

+ D
∂

∂y
e−βU

∂

∂y
eβU [Gρ(y;x) + δC]

esto es

∂

∂t
G(x, t)ρ(y;x) +

∂

∂t
δC(x, y, t) = D

∂

∂x
e−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y)G(x, t)ρ(y;x) +

+ D
∂

∂x
e−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y)δC(x, y, t) +

+ D
∂

∂y
e−βU(x,y) ∂

∂y
eβU(x,y)G(x, t)ρ(y;x) +

+ D
∂

∂y
e−βU(x,y) ∂

∂y
eβU(x,y)δC(x, y, t)

sustituyamos (A.17) en la expresión anterior

ρ(y;x)

[
D
∂

∂x
e−βA(x) ∂

∂x
eβA(x)G

+ D
∂

∂x

∫ y0

−yo
ρ(y;x)e−βA(x) ∂

∂x

eβA(x)

ρ(y;x)
δCdy

]
+

+
∂

∂t
δC(x, y, t) = D

∂

∂x
e−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y)G(x, t)ρ(y;x) +

+ D
∂

∂x
e−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y)δC(x, y, t) +

+ D
∂

∂y
e−βU(x,y) ∂

∂y
eβU(x,y)G(x, t)ρ(y;x) +

+ D
∂

∂y
e−βU(x,y) ∂

∂y
eβU(x,y)δC(x, y, t)

que podemos reescribir como

∂

∂t
δC = D

∂

∂x
e−βU

∂

∂x
eβUGρ+D

∂

∂y
e−βU

∂

∂y
eβUGρ (A.18)

+ D
∂

∂x
e−βU

∂

∂x
eβUδC +D

∂

∂y
e−βU

∂

∂y
eβUδC (A.19)

− Dρ
∂

∂x
e−βA

∂

∂x
eβAG (A.20)

− Dρ
∂

∂x
e−βA

∫ y0

−yo
ρ
∂

∂x

eβA

ρ
δCdy (A.21)
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Sustituyamos (A.10) en (A.18)

D
∂

∂x
e−βU

∂

∂x
eβUGρ+D

∂

∂y
e−βU

∂

∂y
eβUGρ = D

∂

∂x
ρe−βA

∂

∂x
eβAG+

+ D
∂

∂y
ρe−βA

∂

∂y
eβAG

(A.22)

que junto con (A.20)

D
∂

∂x
ρe−βA

∂

∂x
eβAG+D

∂

∂y
ρe−βA

∂

∂y
eβAG−Dρ ∂

∂x
e−βA

∂

∂x
eβAG =

=

[
∂

∂x
ρe−βA

∂

∂x
eβAG−Dρ ∂

∂x
e−βA

∂

∂x
eβAG

]
+D

∂

∂y
ρe−βA

∂

∂y
eβAG =

= D

[
∂

∂x
ρ

]
e−βA

∂

∂x
eβAG+D

∂

∂y
ρe−βA

∂

∂y
eβAG (A.23)

Como A y G no son funciones de y, el segundo término de lado derecho de

la última igualdad se anula. Aśı, la expresión numerada de (A.18-A.21)

queda

∂

∂t
δC = D

[
∂

∂x
ρ

]
e−βA

∂

∂x
eβAG

+ D
∂

∂x
e−βU

∂

∂x
eβUδC +D

∂

∂y
e−βU

∂

∂y
eβUδC

− Dρ
∂

∂x
e−βA

∫ y0

−yo
ρ
∂

∂x

eβA

ρ
δCdy

Si definimos el operador

B̂ ≡ ∂

∂x
e−βU

∂

∂x
eβU +

∂

∂y
e−βU

∂

∂y
eβU (A.24)

Con esto

∂

∂t
δC = D

[
∂

∂x
ρ

]
e−βA

∂

∂x
eβAG

+ DB̂δC

− Dρ
∂

∂x
e−βA

∫ y0

−yo
ρ
∂

∂x

eβA

ρ
δCdy (A.25)
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Ahora, tomemos el argumento de la integral de lado derecho de la ec.

(A.25)

ρ
∂

∂x

eβA

ρ
δC =

∂

∂x
ρ
eβA

ρ
δC − eβA

ρ
δC

∂ρ

∂x
(A.26)

esto es∫ y0

−yo
ρ
∂

∂x

eβA

ρ
δCdy =

∫ y0

−yo

∂

∂x
eβAδC − eβA

ρ
δC

∂ρ

∂x
dy (A.27)

=
∂

∂x
eβA

∫ y0

−yo
δCdy −

∫ y0

−yo

eβA

ρ
δC

∂ρ

∂x
dy(A.28)

donde5
∫ y0

−yo δCdy = 0, por lo que obtenemos∫ y0

−yo
ρ
∂

∂x

eβA

ρ
δCdy = −

∫ y0

−yo

eβA

ρ
δC

∂ρ

∂x
dy (A.29)

Aśı, la ecuación (A.25) queda

∂

∂t
δC = D

[
∂

∂x
ρ

]
e−βA

∂

∂x
eβAG

+ DB̂δC

− Dρ
∂

∂x
e−βA

∫ y0

−yo

eβA

ρ
δC

∂ρ

∂x
dy (A.30)

Esto es

∂

∂t
δC = D

(
∂ρ

∂x

)
e−βA

∂

∂x
eβAG+DB̂δC+Dρ

∂

∂x

∫ y0

−yo

δC

ρ

(
∂ρ

∂x

)
dy (A.31)

Por otro lado, tomamos (A.17)

∂

∂t
G = D

∂

∂x
e−βA

∂

∂x
eβAG+D

∂

∂x
e−βA

∫ y0

−yo
ρ
∂

∂x

eβA

ρ
δCdy

que por (A.29) puede reescribirse

∂

∂t
G = D

∂

∂x
e−βA

∂

∂x
eβAG−D ∂

∂x

∫ y0

−yo

∂ρ

∂x

δC

ρ
dy (A.32)

5∫ y0

−yo
δCdy =

∫ y0

−yo
C − ρGdy =

∫ y0

−yo
Cdy −

∫ y0

−yo
ρGdy = G−G

∫ y0

−yo
ρdy = G−G = 0
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donde el primer término del lado derecho es Fick-Jacobs y el segundo

término, sus correcciones.

Procederemos a trabajar con las ecuaciones (A.31) y (A.32). Si hacemos

una aproximación a primer orden en ∂ρ/∂x, el tercer término del lado

derecho de (A.31) se desprecia

∂

∂t
δC = D

(
∂ρ

∂x

)
e−βA

∂

∂x
eβAG+DB̂δC (A.33)

Aplicando la transformada de Laplace

L
{
∂

∂t
δC

}
= L

{
D

(
∂ρ

∂x

)
e−βA

∂

∂x
eβAG

}
+ L

{
DB̂δC

}
(A.34)

Esto es6

sL{δC} − δC(x, y, 0) = D

(
∂ρ

∂x

)
e−βA

∂

∂x
eβAL{G}+DB̂L {δC} (A.35)

Supongamos que al inicio en la coordenada y se está en equilibrio, esto es,

para7 t = 0, δC(x, y, 0) = 0. Por ello

sL{δC} = D

(
∂ρ

∂x

)
e−βA

∂

∂x
eβAL{G}+DB̂L {δC} (A.36)

que puede ser escrito como(
s−DB̂

)
L{δC} = D

(
∂ρ

∂x

)
e−βA

∂

∂x
eβAL{G} (A.37)

Aśı,

L{δC} =
D(

s−DB̂
) (∂ρ

∂x

)
e−βA

∂

∂x
eβAL{G} (A.38)

6

L
{
df

dt

}
= sL{f(t)} − f(0)

7Que al tiempo t = 0, δC(x, y, 0) = 0 puede pensarse como que al inicio, antes de que
las part́ıculas choquen en la pared del canal, no encuentran ningún potencial, difunden
como part́ıcula libre, la cual obedece una distribución de Boltzmann.
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Aplicando la transformada de Laplace inversa

δC = L−1

 D(
s−DB̂

) (∂ρ
∂x

)
e−βA

∂

∂x
eβAL{G}


= DL−1


 1(

s−DB̂
)
[(∂ρ

∂x

)
e−βA

∂

∂x
eβAL{G}

]
que usando fórmulas de la antitransformada de Laplace y el teorema de la

convolución8

δC = D

∫ t

0
etDB̂

(
∂ρ

∂x

)
e−βA

∂

∂x
eβAG(x, t− t̄)dt̄ (A.39)

Sustituyendo (A.39) en (A.32)

∂

∂t
G = D

∂

∂x
e−βA

∂

∂x
eβAG−D ∂

∂x

∫ y0

−yo

δC

ρ

∂ρ

∂x
dy

= D
∂

∂x
e−βA

∂

∂x
eβAG+

− D
∂

∂x

∫ y0

−yo

1

ρ

∂ρ

∂x

[
D

∫ t

0
etDB̂

(
∂ρ

∂x

)
e−βA

∂

∂x
eβAG(x, t− t̄)dt̄

]
dy

(A.40)

La expresión (A.40) es correcta hasta segundo orden en ∂ρ/∂x.

Quedemonos hasta segundo orden en ∂G/∂x, lo que implicaŕıa que

despreciaremos las componentes que van como ∂/∂x en el operador B̂.

Entonces, promovemos el operador B̂, ec (A.24), al operador B̂′, que va

como

B̂′ = ∂

∂y
e−βU

∂

∂y
eβU =

∂

∂y
ρe−βA

∂

∂y

eβA

ρ

donde hemos utilizado (A.10). Aśı

B̂′ = ∂

∂y
ρ
∂

∂y

1

ρ
(A.41)

8

L−1

{
1

s− a

}
= eat

L−1 {L { f(t)}L { g(t)}} =

∫ t

0

f(t− t̄)g(t̄)dt̄
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Con esto la ec (A.40) queda

∂

∂t
G = D

∂

∂x
e−βA

∂

∂x
eβAG+

− D2 ∂

∂x

∫ y0

−yo

∫ t

0

1

ρ

∂ρ

∂x
etDB̂

′
(
∂ρ

∂x

)
e−βA

∂

∂x
eβAG(x, t− t̄)dt̄dy

(A.42)

Si hacemos una aproximación Markoviana9, el segundo término del lado

derecho de la ecuación queda∫ t

0

1

ρ

∂ρ

∂x
etDB̂

′
(
∂ρ

∂x

)
e−βA

∂

∂x
eβAG(x, t−t̄)dt̄ ≈

[∫ ∞
0

1

ρ

∂ρ

∂x
etDB̂

′
(
∂ρ

∂x

)
e−βA

∂

∂x
eβAdt̄

]
G(x, t)

(A.43)

Aśı, (A.42) queda

∂

∂t
G = D

∂

∂x
e−βA

∂

∂x
eβAG+

− D2 ∂

∂x

∫ y0

−yo

[∫ ∞
0

1

ρ

∂ρ

∂x
etDB̂

′
(
∂ρ

∂x

)
e−βA

∂

∂x
eβAdt̄

]
dyG(x, t)

= D
∂

∂x
e−βA

∂

∂x
eβAG+

− D
∂

∂x
e−βA

[
D

∫ y0

−yo

∫ ∞
0

1

ρ

∂ρ

∂x
etDB̂

′
(
∂ρ

∂x

)
dt̄dy

]
∂

∂x
eβAG(x, t)

la cual podemos reescribir como

∂

∂t
G = D

∂

∂x
e−βA

∂

∂x
eβAG(x, t) +

− D
∂

∂x
e−βAk(x)

∂

∂x
eβAG(x, t) + . . .

donde los puntos suspensivos hacen referencia a que se hizo una

aproximación hasta segundo orden en ∂ρ/∂x y ∂G/∂x, donde también

k(x) ≡
[
D

∫ y0

−yo

∫ ∞
0

1

ρ

∂ρ

∂x
etDB̂

′
(
∂ρ

∂x

)
dt̄dy

]
(A.44)

9 ∫ t

0

Cb(t
′)ẋ(t− t′)dt′ ≈ ẋ(t)

∫ ∞
0

Cb(t)dt
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Aśı
∂

∂t
G = D

∂

∂x
e−βA [1− k(x) + . . .]

∂

∂x
eβAG(x, t) (A.45)

Aśı finalmente
∂

∂t
G =

∂

∂x
e−βAD(x)

∂

∂x
eβAG(x, t) (A.46)

donde

D(x) = D [1− k(x) + . . .] =
D

1 + k(x)
(A.47)

La expresión (A.47) converge cuando |k(x)| < 1.



Apéndice B
Cálculo Tensorial

El uso de la matemática para resolver problemas f́ısicos nos insta a usar

lenguajes adecuados de esta. La mecánica de Newton, a través del cálculo,

nos permit́ıa pensar la naturaleza, y en particular la materia, como un

continuo, aunque hoy sabemos que esto no es aśı y la materia se compone

de trozos de materia llamados átomos. A pesar de esto, nos permit́ıa

entender la mecánica celeste o el movimiento de los cuerpos de una manera

precisa.

El lenguaje matemático que se use en particular ayuda a resolver ciertos

problemas. Además, el lenguaje puede llegar a revelar estructura, lo que da

una comprensión sucinta de la naturaleza del problema e incluso permite

extender los alcanzas del entendimiento[54]. El uso del cálculo tensorial

en problemas de difusión de part́ıculas brownianas tiene como propósito

extender el alcance dado por el cálculo vectorial en esta materia.
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B.1. Variedades

Las variedades son espacios topológicos1 en los cuales se ha podido

extrapolar localmente, a través de un homeomorfismo2, nociones

pertenecientes a Rn. Un tensor es un objeto local definido en estos

espacios. Estos objetos locales son dotados de estrucutra que les da soporte

para poder diferenciarlos, mapearlos y operarlos entre śı[55].

B.2. Transformación de coordenadas de curvas y
superficies

Dado un tensor, podemos visualizar curvas, superficies o entes de

diferentes dimensiones. Para un tensor con n grados de libertad

xa = xa(ub) (B.1)

con3 a = 1, 2, ..., n y b = 1, 2, ...,m.

El punto escencial del cálculo tensorial es establecer cosas válidas en

cualquier marco de referencia, es decir, tener expresiones las cuales

podamos llevarlas de un marco xa a un marco x′a dadas por n ecuaciones

x′a = x′a(x1, x2, ..., xn) (B.2)

a = 1, 2, ..., n. O de manera más compacta

x′a = x′a(x) (B.3)

Diferenciando cada una de las coordenadas de un sistema de referencia con

respecto a cada una de las coordenadas la otra, obtenemos una matŕız de

1Sin ahondar demasiado en un tema tan extenso, un espacio topológico es una estruc-
tura matemática que cumple determinados axiomas. Rn es un espacio topológico.

2Un homeomorfismo es una función que relaciona dos espacios topológicos entre śı. Si
dos espacios topológicos son homeomorfos, se dice que son espacios equivalentes, es decir,
que tienen las mismas propiedades.

3Para tener una notación compacta, hemos escrito xa(ub) en lugar de xa(u1, u2, ..., um)
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transformación de n× n llamada Jacobiano

[
∂x′a

∂xb

]
=


∂x′1

∂x1
∂x′1

∂x2 . . . ∂x′1

∂xn
∂x′2

∂x1
∂x′2

∂x2 . . . ∂x′2

∂xn
...

∂x′n

∂x1
∂x′n

∂x2 . . . ∂x′n

∂xn


que en notación compacta escribimos

J ′ =

[
∂x′a

∂xb

]
(B.4)

ó definido de manera inversa

J =

[
∂xa

∂x′b

]
(B.5)

En principio, por el teorema de la función inversa, podemos resolver la

ecuación (B.3) para las coordenadas xa y obtener la transformada inversa

xa = xa(x′) (B.6)

Si tenemos un tensor x′a = x′a(xa), con a = 1, 2, . . . , n, la diferencial está

definida como

dx′a =
∂x′a

∂x1
dx1 +

∂x′a

∂x2
dx2 + . . .+

∂x′a

∂xn
dxn (B.7)

que, de manera compacta, mediante el uso de la convención de Einstein,

luce4

dx′a =
∂x′a

∂xb
dxb (B.9)

Entonces, pediremos que todo aquello que queramos sea llamado tensor,

transforma de esta manera ante cambio de coordenadas.

4 Convención de suma de Einstein. Siempre aparezca un mismo ı́ndice dos veces
en la misma expresión, una vez arriba y otra abajo, debe realizarse una suma sobre dicho
ı́ndice

AiB
i = A1B

1 +A2B
2 +A3B

3, (B.8)
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B.2.1. Tensores contravariantes

Un vector contravariante o tensor contravariante de rango 1, es el conjunto

de cantidades Xa en el sistema coordenado xa que se transforma ante el

cambio de coordenadas como

X ′a =
∂x′a

∂xb
Xb (B.10)

Un tensor contravariante de rango 2 transforma de acuerdo a

X ′ab =
∂x′a

∂xc
∂x′b

∂xd
Xcd (B.11)

Un tensor contravariante de rango n transforma de acuerdo a

X ′a1a2...an =
∂x′a1

∂xb1
∂x′a2

∂xb2
. . .

∂x′an

∂xbn
Xb1b2...bn (B.12)

B.2.2. Tensores covariantes

Un vector covariante o tensor covariante de rango 1, es el conjunto de

cantidades Xa en el sistema coordenado xa que se transforma ante el

cambio de coordenadas como

X ′a =
∂xa

∂x′b
Xb (B.13)

Un tensor covariante de rango 2 transforma de acuerdo a

X ′ab =
∂xa

∂x′c
∂xb

∂x′d
Xcd (B.14)

Un tensor covariante de rango n transforma de acuerdo a

X ′a1a2...an =
∂xa1

∂x′b1
∂xa2

∂x′b2
. . .

∂xan

∂x′bn
Xb1b2...bn (B.15)

B.2.3. Tensores mixtos

Hay tensores que pueden ser una combinación de tensores covariantes y

tensores contravariantes. Son llamados tensores de tipo (n,m).

X ′a1a2...an
b1b2...bm

=
∂xa1

∂x′c1
∂xa2

∂x′c2
. . .

∂xan

∂x′cn
∂x′d1

∂xb1
∂x′d2

∂xb2
. . .

∂x′dm

∂xbm
Xc1c2...cn
d1d2...dm

(B.16)



B.3 Álgebra tensorial 103

Por notación, los sub́ındices son usados para tensores covariantes y los

supeŕındices para los tensores contravariantes. Los tensores (0, 0) son

llamados invariantes o escalares.

B.3. Álgebra tensorial

Un campo tensorial definido sobre una región de la variedad, es una

asociación de un tensor del mismo tipo en cada punto de la región. Dicho

tensor será una función de las componentes xa en algún sistema de

referencia, de manera que al cambiar al marco de referencia x′a, el tensor

será ahora función de este nuevo sistema

X ′a(x′) =
∂x′a

∂xb

∣∣∣∣
P

Xb(x) (B.17)

Como puede verse debido a la notación, el tensor depende del punto P en

el que esté situado.

La operación de suma se encuentra dentro del álgebra tensorial. Uno

puede tomar dos tensores del mismo tipo (n,m) definidos en el mismo

punto P de la variedad, Xc1...cn
d1...dm

(P ) y Y c1...cn
d1...dm

(P ) y sumarlos

X ′a1...an
b1...bm

+ Y ′a1...an
b1...bm

=
∂xa1

∂x′c1
. . .

∂xan

∂x′cn
∂x′d1

∂xb1
. . .

∂x′dm

∂xbm

(
Xc1...cn
d1...dm

+ Y c1...cn
d1...dm

)
(B.18)

Como puede apreciarse, la suma de los dos tensores del tipo (n,m) arroja

un objeto del mismo tipo Zc1...cnd1...dm
= Xc1...cn

d1...dm
+ Y c1...cn

d1...dm
que transforma

como tensor en el mismo punto P .

Por otro lado, la operación producto también se encuentra en el álgebra

de tensores. Siempre es posible multiplicar tensores de tipo diferente sobre

el mismo punto P . Esto es, la multiplicación de dos tensores de tipos

(a1, b1) y (a2, b2) resulta en un tensor del tipo (r1 + r2, s1 + s2) en P .

B.4. Derivada covariante

Vimos en las secciones anteriores algunas propiedades que los tensores

deben cumplir. De ah́ı surge una nueva pregunta acerca de si la derivada
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de un tensor sigue siento un tensor. Tomemos la expresión (B.10)

X ′a =
∂x′a

∂xb
Xb

y derivemosla

∂

∂x′c
X ′a =

∂

∂x′c

(
∂x′a

∂xb
Xb

)
=

∂xd

∂x′c
∂

∂xd

(
∂x′a

∂xb
Xb

)
=

∂x′a

∂xb
∂xd

∂x′c
∂

∂xd
Xb +

∂2x′a

∂xb∂xd
∂xd

∂x′c
Xb (B.19)

Si el primer término del lado derecho estuviera solo de ese lado de la

expresión (B.19), la derivada de un tensor cumpliŕıa con el criterio usual

de transformación de tensores. Debido a esto, buscaremos contruir un

nuevo concepto de derivada que a su vez sea tensorial.

Derivar implica el ĺımite de una razón de una cantidad evaluada en dos

puntos diferentes, digamos P y Q y otra cantidad que representa la

separación de estos dos puntos, cuando dicha separación tiende a cero.

Tomemos el tensor Xa para hacer dicha comparación, esto es

∇Xa = ĺım
δu→ 0

Xa|Q − Xa|P
δu

(B.20)

donde Xa|P y Xa|Q son dos tensores evaluados en dos puntos distintos.

Esta resta no es un tensor por lo que buscaremos ‘trasladar’ el tensor en P

a Q para poder hacer una comparación del tensor en ambos puntos. Para

ello, P estará asociado a la coordenada xa y Q a la coordenada xa + δxa.

Entonces, el tensor en el punto P se representa Xa(x) y haciendo un

desarrollo en serie de Taylor a primer orden en el punto Q, se tiene

Xa|Q ≡ X
a(x+ δx) = Xa + δxb∂bX

a (B.21)

Ahora, pensemos que el tensor Xa se translada una cantidad δXa(x) de

manera que se posiciona en el punto Q. Esta cantidad δXa(x) debe ser

dependiente de Xa y δxa ya que si cualquiera de estas dos cantidades son
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cero, δXa(x) tambien debe serlo. Postularemos que dicha dependencia es

la más sencilla posible, es decir, que es lineal

δXa(x) = −Γabc(x)Xbδxc (B.22)

donde el signo negativo es por convención. El śımbolo Γabc es un tensor de

tercer grado que aún debemos determinar su valor. Aśı

Xa|P ≡ X
a − Γabc(x)Xbδxc (B.23)

Con esto, como δu = δxc, la expresión (B.20) queda

∇cXa = ĺım
δxc→ 0

(
Xa + δxb∂bX

a
)
−
(
Xa − Γabc(x)Xbδxc

)
δxc

= ĺım
δxc→ 0

δxc∂cX
a + Γabc(x)Xbδxc

δxc
(B.24)

Aśı

∇cXa = ∂cX
a + Γabc(x)Xb (B.25)

que es llamada derivada covariante.

Por conveniencia, multipliquemos por dxc la ec. (B.25) queda

DXa ≡ ∇cXadxc = dXa + Γabc(x)Xbdxc (B.26)

con

dXa =
∂Xa

∂xc
dxc (B.27)

Si pedimos que la derivada covariante transforme como tensor de acuerdo a

la ec. (B.10), debe cumplir que

DX ′a =
∂x′a

∂xb
DXb (B.28)

es decir,

dX ′a + Γ′amnX
′mdx′n =

∂x′a

∂xh

(
dXh + ΓhpqX

pdxq
)

(B.29)

Por otro lado, tomemos la expresión (B.19)

∂X ′a

∂x′c
=
∂x′a

∂xb
∂xd

∂x′c
∂Xb

∂xd
+

∂2x′a

∂xb∂xd
∂xd

∂x′c
Xb
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y reescribamosla como5

dX ′a =
∂x′a

∂xb
dXb +

∂2x′a

∂xb∂xd
Xbdxd (B.30)

Aśı, restando la expresión (B.30) de (B.29) se obtiene

Γ′amn(x)X ′mdx′n =
∂x′a

∂xh
ΓhpqX

pdxq − ∂2x′a

∂xp∂xq
Xpdxq (B.31)

que podemos reescribir como

Γ′amn
∂x′m

∂xp
∂x′n

∂xq
Xpdxq =

∂x′a

∂xh
ΓhpqX

pdxq − ∂2x′a

∂xp∂xq
Xpdxq (B.32)

que es equivalente a

Γ′amn
∂x′m

∂xp
∂x′n

∂xq
=
∂x′a

∂xh
Γhpq −

∂2x′a

∂xp∂xq
(B.33)

que resolviendo para Γ′amn queda

Γ′amn =
∂x′a

∂xh
∂x′p

∂xm
∂x′q

∂xn
Γhpq −

∂x′p

∂xm
∂x′q

∂xn
∂2x′a

∂xp∂xq
(B.34)

El tensor Γhpq es llamado conexión af́ın. En nuestro caso, las conexiones

afines son tensores simétricos y reciben el nombre de śımbolos de

Christoffel. Con esto, hemos encontrado la expresión que la conexión af́ın

cumple para que la derivada covariante sea un tensor.

Con esto, vemos que la derivación en una variedad se ve modificada por un

término Γabc(x)Xb con respecto a la derivada convencional que conoćıamos

en cálculo sobre espacios Rn, como se ve en (B.25). Por ende, podemos

pensar que el cálculo tensorial es una generalización del cálculo vectorial.

5 Multiplicando por dx′c y considerando la expresión (B.27)

dX ′a =
∂x′a

∂xb

(
∂xd

∂x′c
dx′c

)
∂Xb

∂xd
+

∂2x′a

∂xb∂xd

(
∂xd

∂x′c
dx′c

)
Xb

esto es,

dX ′a =
∂x′a

∂xb
∂Xb

∂xd
dxd +

∂2x′a

∂xb∂xd
Xbdxd



Apéndice C
Reparametrización y longitud de
arco

C.1. Longitud de arco

Consideremos la curva paramétrica r(t), donde t es el parámetro de dicha

curva

r(t) = x(t)̂ı+ y(t)̂+ z(t)k̂

con t ∈ [a, b]. Definamos ahora la longitud de arco s(t)

s(t) =

∫ t

a
|ṙ(u)|du =

∫ t

a

√(
dx

du

)2

+

(
dy

du

)2

+

(
dz

du

)2

du (C.1)

diferenciando ambos lados de la ecuación (C.1) y usando la primer parte

del teorema fundamental del cálculo1

ds

dt
= |ṙ(t)| (C.2)

1Sea f ∈ [a, b] integrable. Definamos F por

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt

si f es continua en c ∈ (a, b), entonces F es derivable en c y

F ′(c) = f(c)
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C.2. Reparametrización

Sean I y J intervalos en R. Además, sea r : I → R3 una curva y c : J → I

una función diferenciable. Diremos que tenemos una reparametrización de

r por c si se cumple la composición

h ≡ r(c) : J → R3 (C.3)

Entonces, a cada punto t ∈ J , h(c)=r(t(c)), es decir, h, en general, sigue el

mismo camino que r pero h alcanza puntos distintos en la curva para

algún valor de t dado.

Si quisieramos calcular la norma de dicha reparametrización h

dh

dc
=

d

dc
r(t(c)) =

dr

dt

dt

dc
(C.4)

es decir, ∣∣∣∣dhdc
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣drdt dtdc
∣∣∣∣ =

dt

dc

∣∣∣∣drdt
∣∣∣∣ =

dt

dc
|ṙ(t)| (C.5)

Si en particular, la función c(t) fuera la longitud de arco, es decir c = s, la

expresión (C.5) quedaŕıa∣∣∣∣dhds
∣∣∣∣ =

dt

ds
|ṙ(t)| = dt

ds

ds

dt
= 1 (C.6)

donde se ha hecho uso de la expresión (C.2). Esto nos dice que

reparametrizar en la longitud de arco significa que la norma de la curva

será unitaria.

Parametrizar mediante la longitud de arco permite que la parametrización

no dependa de un sistema coordenado en particular, parametrizar en la

longitud de arco significaŕıa que sólo importa qué tanto se mueve uno

sobre la ĺınea curva, esto es, si una curva r está reparametrizada en

términos de la longitud de arco s, h(s) implica que sólo nos importa la

distancia s que se ha avanzado a lo largo de dicha curva.



Apéndice D
Las ecuaciones de Frenet-Serret

Consideremos la curva paramétrica r(t), donde t es el parámetro de dicha

curva

r(t) = x(t)̂ı+ y(t)̂+ z(t)k̂

con t ∈ [a, b]. Para saber cómo cambia el vector t̂ con respecto a s,

calculamos dt̂
ds . A la magnitud de esta expresión le llamaremos curvatura

y se denora por la letra κ.

κ =

∣∣∣∣dt̂ds
∣∣∣∣ (D.1)

donde t̂ está definido en (5.3). Aśı, la curvatura nos cuenta cómo cambia el

vector tangente con respecto al parámetro s.

Ahora, tomemos la expresión (5.8)

n̂ =
t̂’

|t̂’|

y reecribamosla

t̂’ = |t̂’|n̂

debido a (D.1), obtenemos
dt̂

ds
= κ(s)n̂ (D.2)

que es una de las ecuaciones de Frenet-Serret.
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Ahora, tomemos el vector binormal b̂, ec. (5.14) y hagamos

b̂ · b̂ = 1 (D.3)

derivemos la ecuación
d

ds

(
b̂ · b̂

)
= 0 (D.4)

esto es
db̂

ds
· b̂ + b̂ · db̂

ds
= 0 (D.5)

Esto es

2b̂ · db̂
ds

= 0 (D.6)

es decir

b̂ · db̂
ds

= 0 (D.7)

lo que nos dice que b̂ es perpendicular a db̂
ds .

Por otro lado, considerando (5.14)

b̂ = t̂× n̂

Derivando
d

ds
b̂ =

d

ds

(
t̂× n̂

)
que puede ser escrita como1

db̂

ds
=

(
dt̂

ds
× n̂

)
+

(
t̂× dn̂

ds

)
= (κn̂× n̂) +

(
t̂× dn̂

ds

)

pero n̂× n̂ = 0, por lo que queda

db̂

ds
=

(
t̂× dn̂

ds

)
(D.8)

1

d

dt
[u(t)× v(t)] = u′ × v + u× u′
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haciendo el producto punto con t̂

t̂ · db̂
ds

= t̂ ·
(

t̂× dn̂

ds

)

usando la propiedad a · (a× b) = 0, tenemos

t̂ · db̂
ds

= 0 (D.9)

lo que nos dice que t̂ es perpendicular a db̂
ds . En consecuencia de (D.7) y

(D.9), podemos decir que db̂
ds es paralelo a n̂. Esto es

db̂

ds
= −τ(s)n̂ (D.10)

donde τ(s) es la torsión. Si hacemos el producto punto de la ec. (D.10)

por el vector normal n̂, obtenemos

τ = −n̂ · db̂
ds

(D.11)

La torsión es una medida de cómo cambia el vector b̂ con respecto al

parámetro s.

Finalmente, consideremos n̂ = b̂× t̂. Derivemos

dn̂

ds
=

db̂

ds
× t̂ + b̂× dt̂

ds

= (−τ n̂)× t̂ + b̂× (κn̂)

= −τ n̂× t̂ + κb̂× n̂

= −τ(−b̂) + κ(−t̂)

Con lo que se llega a
dn̂

ds
= −κt̂ + τ b̂ (D.12)

y aśı se obtienen las ecuaciones de Frenet-Serret. En contraste con la

curvatura, la torsión puede tener ambos signos, positivo o negativo.



Apéndice E
Cálculos algebraicos

E.1. Simplificación del determinante ∆

Sustituyamos las ecuaciones (5.88) y (5.91) en (5.92)

detA =
ρR2a

ρ2
0

[
x′(χ) +

ρR(θ)

ρ0

(
− ds
dχ

√
a(χ) cos θκtx +

+
ds

dχ

√
a(χ) cos θτbx −

ds

dχ

√
a(χ) sin θτnx +

+
d (
√
a)

dχ
nx cos θ +

d (
√
a)

dχ
bx sin θ

)]
(bynz − bzny)

+
ρR2a

ρ2
0

[
y′(χ) +

ρR(θ)

ρ0

(
− ds
dχ

√
a(χ) cos θκty +

+
ds

dχ

√
a(χ) cos θτby −

ds

dχ

√
a(χ) sin θτny +

+
d (
√
a)

dχ
ny cos θ +

d (
√
a)

dχ
by sin θ

)]
(bznx − bxnz)

+
ρR2a

ρ2
0

[
z′(χ) +

ρR(θ)

ρ0

(
− ds
dχ

√
a(χ) cos θκtz +

+
ds

dχ

√
a(χ) cos θτbz −

ds

dχ

√
a(χ) sin θτnz +

+
d (
√
a)

dχ
nz cos θ +

d (
√
a)

dχ
bz sin θ

)]
(bxny − bynx)
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que puede ser reescrita como

detA =
ρR2a

ρ2
0

[
x′(χ) (bynz − bzny) + y′(χ) (bznx − bxnz) +

+ z′(χ) (bxny − bynx)
]

+

+
ρ2R3a

ρ3
0

(
− ds
dχ

√
a(χ) cos θκtx +

+
ds

dχ

√
a(χ) cos θτbx −

ds

dχ

√
a(χ) sin θτnx +

+
d (
√
a)

dχ
nx cos θ +

d (
√
a)

dχ
bx sin θ

)
(bynz − bzny) +

+
ρ2R3a

ρ3
0

(
− ds
dχ

√
a(χ) cos θκty +

+
ds

dχ

√
a(χ) cos θτby −

ds

dχ

√
a(χ) sin θτny +

+
d (
√
a)

dχ
ny cos θ +

d (
√
a)

dχ
by sin θ

)
(bznx − bxnz) +

+
ρ2R3a

ρ3
0

(
− ds
dχ

√
a(χ) cos θκtz +

+
ds

dχ

√
a(χ) cos θτbz −

ds

dχ

√
a(χ) sin θτnz +

+
d (
√
a)

dχ
nz cos θ +

d (
√
a)

dχ
bz sin θ

)
(bxny − bynx)



E.1 Simplificación del determinante 114

esto es

detA =
ρR2a

ρ2
0

[
x′(χ) (bynz − bzny) + y′(χ) (bznx − bxnz) +

+ z′(χ) (bxny − bynx)
]

+
ρ2R3a

ρ3
0

[(
− ds
dχ

√
a(χ) cos θ`κtx +

+
ds

dχ

√
a(χ) cos θτbx −

ds

dχ

√
a(χ) sin θτnx +

d (
√
a)

dχ
nx cos θ +

+
d (
√
a)

dχ
bx sin θ

)
(bynz − bzny) +

(
− ds
dχ

√
a(χ) cos θκty +

+
ds

dχ

√
a(χ) cos θτby −

ds

dχ

√
a(χ) sin θτny +

d (
√
a)

dχ
ny cos θ +

+
d (
√
a)

dχ
by sin θ

)
(bznx − bxnz) +

(
− ds
dχ

√
a(χ) cos θκtz +

+
ds

dχ

√
a(χ) cos θτbz −

ds

dχ

√
a(χ) sin θτnz +

d (
√
a)

dχ
nz cos θ +

+
d (
√
a)

dχ
bz sin θ

)
(bxny − bynx)

]
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realizando un producto se puede llegar a

detA =
ρR2a

ρ2
0

[
x′(χ) (bynz − bzny) + y′(χ) (bznx − bxnz) +

+ z′(χ) (bxny − bynx)
]

+
ρ2R3a

ρ3
0

[(
− ds
dχ

√
a(χ) cos θκtx

)
×

× (bynz − bzny) +

(
ds

dχ

√
a(χ) cos θτbx −

ds

dχ

√
a(χ) sin θτnx+

+
d (
√
a)

dχ
nx cos θ +

d (
√
a)

dχ
bx sin θ

)
(bynz − bzny) +

+

(
− ds
dχ

√
a(χ) cos θκty

)
(bznx − bxnz) +

+

(
ds

dχ

√
a(χ) cos θτby −

ds

dχ

√
a(χ) sin θτny+

+
d (
√
a)

dχ
ny cos θ +

d (
√
a)

dχ
by sin θ

)
(bznx − bxnz) +

+

(
− ds
dχ

√
a(χ) cos θκtz

)
(bxny − bynx) +

+

(
ds

dχ

√
a(χ) cos θτbz −

ds

dχ

√
a(χ) sin θτnz +

d (
√
a)

dχ
nz cos θ+

+
d (
√
a)

dχ
bz sin θ

)
(bxny − bynx)

]
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reescribiendo nuevamente

detA =
ρR2a

ρ2
0

[
x′(χ) (bynz − bzny) + y′(χ) (bznx − bxnz) +

+ z′(χ) (bxny − bynx)
]

+

+
ρ2R3a

ρ3
0

[(
− ds
dχ

√
a(χ) cos θκtx

)
(bynz − bzny) +

+

(
− ds
dχ

√
a(χ) cos θκty

)
(bznx − bxnz) +

+

(
− ds
dχ

√
a(χ) cos θκtz

)
(bxny − bynx) +

+

(
ds

dχ

√
a(χ) cos θτbx −

ds

dχ

√
a(χ) sin θτnx+

+
d (
√
a)

dχ
nx cos θ +

d (
√
a)

dχ
bx sin θ

)
(bynz − bzny) +

+

(
ds

dχ

√
a(χ) cos θτby −

ds

dχ

√
a(χ) sin θτny+

+
d (
√
a)

dχ
ny cos θ +

d (
√
a)

dχ
by sin θ

)
(bznx − bxnz) +

+

(
ds

dχ

√
a(χ) cos θτbz −

ds

dχ

√
a(χ) sin θτnz +

d (
√
a)

dχ
nz cos θ+

+
d (
√
a)

dχ
bz sin θ

)
(bxny − bynx)

]
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Concentremonos en los últimos tres términos de la expresión anterior(
ds

dχ

√
a(χ) cos θτbx −

ds

dχ

√
a(χ) sin θτnx +

d (
√
a)

dχ
nx cos θ+

+
d (
√
a)

dχ
bx sin θ

)
(bynz − bzny) +

+

(
ds

dχ

√
a(χ) cos θτby −

ds

dχ

√
a(χ) sin θτny +

d (
√
a)

dχ
ny cos θ+

+
d (
√
a)

dχ
by sin θ

)
(bznx − bxnz) +

+

(
ds

dχ

√
a(χ) cos θτbz −

ds

dχ

√
a(χ) sin θτnz +

d (
√
a)

dχ
nz cos θ+

+
d (
√
a)

dχ
bz sin θ

)
(bxny − bynx)

=
ds

dχ

√
a(χ) cos θτbx (bynz − bzny)−

ds

dχ

√
a(χ) sin θτnx (bynz − bzny) +

+
d (
√
a)

dχ
nx cos θ (bynz − bzny) +

d (
√
a)

dχ
bx sin θ (bynz − bzny) +

+
ds

dχ

√
a(χ) cos θτby (bznx − bxnz)−

ds

dχ

√
a(χ) sin θτny (bznx − bxnz) +

+
d (
√
a)

dχ
ny cos θ (bznx − bxnz) +

d (
√
a)

dχ
by sin θ (bznx − bxnz) +

+
ds

dχ

√
a(χ) cos θτbz (bxny − bynx)− ds

dχ

√
a(χ) sin θτnz (bxny − bynx) +

+
d (
√
a)

dχ
nz cos θ (bxny − bynx) +

d (
√
a)

dχ
bz sin θ (bxny − bynx)
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= bynz(
ds

dχ

√
a(χ) cos θτbx)− bzny(

ds

dχ

√
a(χ) cos θτbx) +

+ bynz(−
ds

dχ

√
a(χ) sin θτnx)− bzny(−

ds

dχ

√
a(χ) sin θτnx) +

+ bynz(
d (
√
a)

dχ
nx cos θ)− bzny(

d (
√
a)

dχ
nx cos θ) +

+ bynz(
d (
√
a)

dχ
bx sin θ)− bzny(

d (
√
a)

dχ
bx sin θ) +

+ bznx(
ds

dχ

√
a(χ) cos θτby)− bxnz(

ds

dχ

√
a(χ) cos θτby)

+ bznx(− ds
dχ

√
a(χ) sin θτny)− bxnz(−

ds

dχ

√
a(χ) sin θτny) +

+ bznx(
d (
√
a)

dχ
ny cos θ)− bxnz(

d (
√
a)

dχ
ny cos θ) +

+ bznx(
d (
√
a)

dχ
by sin θ)− bxnz(

d (
√
a)

dχ
by sin θ) +

+ bxny(
ds

dχ

√
a(χ) cos θτbz)− bynx(

ds

dχ

√
a(χ) cos θτbz) +

+ bxny(−
ds

dχ

√
a(χ) sin θτnz)− bynx(− ds

dχ

√
a(χ) sin θτnz) +

+ bxny(
d (
√
a)

dχ
nz cos θ)− bynx(

d (
√
a)

dχ
nz cos θ) +

+ bxny(
d (
√
a)

dχ
bz sin θ)− bynx(

d (
√
a)

dχ
bz sin θ)

= 0

Con esto la expresión para el determinante de A queda

detA =
ρR2a

ρ2
0

[
x′(χ) (bynz − bzny) + y′(χ) (bznx − bxnz) +

+ z′(χ) (bxny − bynx)
]

+

+
ρ2R3a

ρ3
0

[(
− ds
dχ

√
a(χ) cos θκtx

)
(bynz − bzny) +

+

(
− ds
dχ

√
a(χ) cos θκty

)
(bznx − bxnz) +

+

(
− ds
dχ

√
a(χ) cos θκtz

)
(bxny − bynx)

]
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que puede ser reescrito como

detA =
ρR2a

ρ2
0

[
x′(χ) (bynz − bzny) + y′(χ) (bznx − bxnz) +

+ z′(χ) (bxny − bynx)
]

+

+
ρ2κR3a3/2 cos θ

ρ3
0

ds

dχ
[(−tx) (bynz − bzny) + (−ty) (bznx − bxnz) +

+ (−tz) (bxny − bynx)]

es decir,

detA =
ρR2a

ρ2
0

[
(z′ny − y′nz)bx + (x′nz − z′nx)by + (y′nx − x′ny)bz

]
+

+
ρ2κR3a3/2 cos θ

ρ3
0

ds

dχ
×

× [(tynz − tzny)bx + (tznx − txnz)by + (txny − tynx)bz] (E.1)

=
ρ2R3 cos θa3/2(χ)κ(χ)

ρ3
0

ds

dχ
×

× [(tynz − tzny)bx + (tznx − txnz)by + (txny − tynx)bz]︸ ︷︷ ︸
β(χ)

+

+
ρR2a(χ)

ρ2
0

[
(z′ny − y′nz)bx + (x′nz − z′nx)by + (y′nx − x′ny)bz

]︸ ︷︷ ︸
α(χ)
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concentremonos en1

α(χ) = (z′ny − y′nz)bx + (x′nz − z′nx)by + (y′nx − x′ny)bz

= (
ds

dχ
tzny −

ds

dχ
tynz)bx + (

ds

dχ
txnz −

ds

dχ
tznx)by +

+ (
ds

dχ
tynx −

ds

dχ
txny)bz

= − ds
dχ

[(tynz − tzny)bx + (tznx − txnz)by + (txny − tynx)bz]

= − ds
dχ

[bxbx + byby + bzbz] = − ds
dχ

[
b2x + b2y + b2z

]
= − ds

dχ
b̂ · b̂

= − ds
dχ

(E.3)

y

β(χ) = (tynz − tzny)bx + (tznx − txnz)by + (txny − tynx)bz

= bxbx + byby + bzbz = b2x + b2y + b2z = b̂ · b̂

= 1 (E.4)

1 Escribamos expĺıcitamente las componentes de b̂

b̂ = t̂× n̂ =

∣∣∣∣∣∣
ı̂ ̂ k̂
tx ty tz
nx ny nz

∣∣∣∣∣∣ = (tynz − tzny)︸ ︷︷ ︸
bx

ı̂− (txnz − tznx)︸ ︷︷ ︸
by

̂+ (txny − tynx)︸ ︷︷ ︸
bz

k̂ (E.2)

Además, tomemos la expresión (5.5)

t̂ = r′(χ)
dχ

ds

y reescribamosla en término de sus componentes

t̂ =
dχ

ds
x′(χ)︸ ︷︷ ︸
tx

ı̂+
dχ

ds
y′(χ)︸ ︷︷ ︸
ty

̂+
dχ

ds
z′(χ)︸ ︷︷ ︸
tz

k̂

Aśı tenemos

x′ =
ds

dχ
tx, y′ = ds

dχ
ty, z′ =

ds

dχ
tz



E.2 Notación compacta para sistemas de ecuaciones 121

con lo que se obtiene la ec. (5.93)

∆ =
ds

dχ

(
ρ2a3/2(χ)R3(θ) cos θ

ρ3
0

κ(χ)− ρa(χ)R2(θ)

ρ2
0

)

E.2. Notación compacta para sistemas de
ecuaciones

Escribamos las ecuaciones (5.63), (5.66) y (5.69) en una notación más

compacta

∂xµ

∂x̃1
=
ε1abε

µµ1µ2

2∆(x)

∂x̃a

∂xµ1

∂x̃b

∂xµ2
(E.5)

donde εµ1µ2µ3 y εa1a2a3 son los śımbolos de Levi-Civita.

Generalizando (E.5) para todas las soluciones se tiene una ecuación de la

forma

∂xµ

∂x̃a
=
εaa1a2ε

µµ1µ2

2∆(x)

∂x̃a1

∂xµ1

∂x̃a2

∂xµ2
(E.6)
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donde a = 1, 2 y 3. Tomemos la ec. (E.5) y desarrollemosla

∂x1

∂x̃1
=

ε1abε
1µ1µ2

2∆(x)

∂x̃a

∂xµ1

∂x̃b

∂xµ2

=
ε1abε

11µ2

2∆(x)

∂x̃a

∂x1

∂x̃b

∂xµ2
+
ε1abε

12µ2

2∆(x)

∂x̃a

∂x2

∂x̃b

∂xµ2
+
ε1abε

13µ2

2∆(x)

∂x̃a

∂x3

∂x̃b

∂xµ2

=
ε1abε

123

2∆(x)

∂x̃a

∂x2

∂x̃b

∂x3
+
ε1abε

132

2∆(x)

∂x̃a

∂x3

∂x̃b

∂x2

=
ε1ab

2∆(x)

∂x̃a

∂x2

∂x̃b

∂x3
− ε1ab

2∆(x)

∂x̃a

∂x3

∂x̃b

∂x2

=
ε12b

2∆(x)

∂x̃2

∂x2

∂x̃b

∂x3
+

ε13b

2∆(x)

∂x̃3

∂x2

∂x̃b

∂x3
− ε12b

2∆(x)

∂x̃2

∂x3

∂x̃b

∂x2
− ε13b

2∆(x)

∂x̃3

∂x3

∂x̃b

∂x2

=
ε123

2∆(x)

∂x̃2

∂x2

∂x̃3

∂x3
+

ε132

2∆(x)

∂x̃3

∂x2

∂x̃2

∂x3
− ε123

2∆(x)

∂x̃2

∂x3

∂x̃3

∂x2
− ε132

2∆(x)

∂x̃3

∂x3

∂x̃2

∂x2

=
1

2∆(x)

∂x̃2

∂x2

∂x̃3

∂x3
+

(−1)

2∆(x)

∂x̃3

∂x2

∂x̃2

∂x3
− 1

2∆(x)

∂x̃2

∂x3

∂x̃3

∂x2
− (−1)

2∆(x)

∂x̃3

∂x3

∂x̃2

∂x2

=
1

2∆(x)

[
∂x̃2

∂x2

∂x̃3

∂x3
− ∂x̃3

∂x2

∂x̃2

∂x3
− ∂x̃2

∂x3

∂x̃3

∂x2
+
∂x̃3

∂x3

∂x̃2

∂x2

]
=

1

2∆(x)

[
2
∂x̃2

∂x2

∂x̃3

∂x3
− 2

∂x̃3

∂x2

∂x̃2

∂x3

]
=

1

∆(x)

[
∂x̃2

∂x2

∂x̃3

∂x3
− ∂x̃3

∂x2

∂x̃2

∂x3

]

Finalmente

∂x1

∂x̃1
=

1

∆

[
∂x̃2

∂x2

∂x̃3

∂x3
− ∂x̃3

∂x2

∂x̃2

∂x3

]
(E.7)

que es la ecuación (5.63). En el cálculo anterior, por simplicidad, se

omitieron los términos con coeficientes de ε repetidos ya que estos serán

nulos.

E.3. Notación compacta del determinante

Verifiquemos que

∆ =
1

3!
εµ1µ2µ3εa1a2a3

∂x̃a1

∂xµ1

∂x̃a2

∂xµ2

∂x̃a3

∂xµ3
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sea en efecto, un determinante.

Para ello, procedamos a desarrollarla

∆ =
1

3!
εµ1µ2µ3εa1a2a3

∂x̃a1

∂xµ1

∂x̃a2

∂xµ2

∂x̃a3

∂xµ3

=
1

3!
ε1µ2µ3εa1a2a3

∂x̃a1

∂x1

∂x̃a2

∂xµ2

∂x̃a3

∂xµ3
+

1

3!
ε2µ2µ3εa1a2a3

∂x̃a1

∂x2

∂x̃a2

∂xµ2

∂x̃a3

∂xµ3
+

+
1

3!
ε3µ2µ3εa1a2a3

∂x̃a1

∂x3

∂x̃a2

∂xµ2

∂x̃a3

∂xµ3

=
1

3!
ε123εa1a2a3

∂x̃a1

∂x1

∂x̃a2

∂x2

∂x̃a3

∂x3
+

1

3!
ε132εa1a2a3

∂x̃a1

∂x1

∂x̃a2

∂x3

∂x̃a3

∂x2
+

+
1

3!
ε231εa1a2a3

∂x̃a1

∂x2

∂x̃a2

∂x3

∂x̃a3

∂x1
+

1

3!
ε213εa1a2a3

∂x̃a1

∂x2

∂x̃a2

∂x1

∂x̃a3

∂x3
+

+
1

3!
ε312εa1a2a3

∂x̃a1

∂x3

∂x̃a2

∂x1

∂x̃a3

∂x2
+

1

3!
ε321εa1a2a3

∂x̃a1

∂x3

∂x̃a2

∂x2

∂x̃a3

∂x1

=
1

3!
ε123ε1a2a3

∂x̃1

∂x1

∂x̃a2

∂x2

∂x̃a3

∂x3
+

1

3!
ε123ε2a2a3

∂x̃2

∂x1

∂x̃a2

∂x2

∂x̃a3

∂x3
+

+
1

3!
ε123ε3a2a3

∂x̃3

∂x1

∂x̃a2

∂x2

∂x̃a3

∂x3
+

1

3!
ε132ε1a2a3

∂x̃1

∂x1

∂x̃a2

∂x3

∂x̃a3

∂x2
+

+
1

3!
ε132ε2a2a3

∂x̃2

∂x1

∂x̃a2

∂x3

∂x̃a3

∂x2
+

1

3!
ε132ε3a2a3

∂x̃3

∂x1

∂x̃a2

∂x3

∂x̃a3

∂x2
+

+
1

3!
ε231ε1a2a3

∂x̃1

∂x2

∂x̃a2

∂x3

∂x̃a3

∂x1
+

1

3!
ε231ε2a2a3

∂x̃2

∂x2

∂x̃a2

∂x3

∂x̃a3

∂x1
+

+
1

3!
ε231ε3a2a3

∂x̃3

∂x2

∂x̃a2

∂x3

∂x̃a3

∂x1
+

1

3!
ε213ε1a2a3

∂x̃1

∂x2

∂x̃a2

∂x1

∂x̃a3

∂x3

+
1

3!
ε213ε2a2a3

∂x̃2

∂x2

∂x̃a2

∂x1

∂x̃a3

∂x3
+

1

3!
ε213ε3a2a3

∂x̃3

∂x2

∂x̃a2

∂x1

∂x̃a3

∂x3
+

+
1

3!
ε312ε1a2a3

∂x̃1

∂x3

∂x̃a2

∂x1

∂x̃a3

∂x2
+

1

3!
ε312ε2a2a3

∂x̃2

∂x3

∂x̃a2

∂x1

∂x̃a3

∂x2
+

+
1

3!
ε312ε3a2a3

∂x̃3

∂x3

∂x̃a2

∂x1

∂x̃a3

∂x2
+

1

3!
ε321ε1a2a3

∂x̃1

∂x3

∂x̃a2

∂x2

∂x̃a3

∂x1
+

+
1

3!
ε321ε2a2a3

∂x̃2

∂x3

∂x̃a2

∂x2

∂x̃a3

∂x1
+

1

3!
ε321ε3a2a3

∂x̃3

∂x3

∂x̃a2

∂x2

∂x̃a3

∂x1
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Sigamos desarrollando la expresión

∆ =
1

3!
ε123ε123

∂x̃1

∂x1

∂x̃2

∂x2

∂x̃3

∂x3
+

1

3!
ε123ε132

∂x̃1

∂x1

∂x̃3

∂x2

∂x̃2

∂x3
+

+
1

3!
ε123ε231

∂x̃2

∂x1

∂x̃3

∂x2

∂x̃1

∂x3
+

1

3!
ε123ε213

∂x̃2

∂x1

∂x̃1

∂x2

∂x̃3

∂x3
+

+
1

3!
ε123ε312

∂x̃3

∂x1

∂x̃1

∂x2

∂x̃2

∂x3
+

1

3!
ε123ε321

∂x̃3

∂x1

∂x̃2

∂x2

∂x̃1

∂x3
+

+
1

3!
ε132ε123

∂x̃1

∂x1

∂x̃2

∂x3

∂x̃3

∂x2
+

1

3!
ε132ε132

∂x̃1

∂x1

∂x̃3

∂x3

∂x̃2

∂x2
+

+
1

3!
ε132ε231

∂x̃2

∂x1

∂x̃3

∂x3

∂x̃1

∂x2
+

1

3!
ε132ε213

∂x̃2

∂x1

∂x̃1

∂x3

∂x̃3

∂x2
+

+
1

3!
ε132ε312

∂x̃3

∂x1

∂x̃1

∂x3

∂x̃2

∂x2
+

1

3!
ε132ε321

∂x̃3

∂x1

∂x̃2

∂x3

∂x̃1

∂x2
+

+
1

3!
ε231ε123

∂x̃1

∂x2

∂x̃2

∂x3

∂x̃3

∂x1
+

1

3!
ε231ε132

∂x̃1

∂x2

∂x̃3

∂x3

∂x̃2

∂x1
+

+
1

3!
ε231ε231

∂x̃2

∂x2

∂x̃3

∂x3

∂x̃1

∂x1
+

1

3!
ε231ε213

∂x̃2

∂x2

∂x̃1

∂x3

∂x̃3

∂x1
+

+
1

3!
ε231ε312

∂x̃3

∂x2

∂x̃1

∂x3

∂x̃2

∂x1
+

1

3!
ε231ε321

∂x̃3

∂x2

∂x̃2

∂x3

∂x̃1

∂x1
+

+
1

3!
ε213ε123

∂x̃1

∂x2

∂x̃2

∂x1

∂x̃3

∂x3
+

1

3!
ε213ε132

∂x̃1

∂x2

∂x̃3

∂x1

∂x̃2

∂x3
+

+
1

3!
ε213ε231

∂x̃2

∂x2

∂x̃3

∂x1

∂x̃1

∂x3
+

1

3!
ε213ε213

∂x̃2

∂x2

∂x̃1

∂x1

∂x̃3

∂x3
+

+
1

3!
ε213ε312

∂x̃3

∂x2

∂x̃1

∂x1

∂x̃2

∂x3
+

1

3!
ε213ε321

∂x̃3

∂x2

∂x̃2

∂x1

∂x̃1

∂x3
+

+
1

3!
ε312ε123

∂x̃1

∂x3

∂x̃2

∂x1

∂x̃3

∂x2
+

1

3!
ε312ε132

∂x̃1

∂x3

∂x̃3

∂x1

∂x̃2

∂x2
+

+
1

3!
ε312ε231

∂x̃2

∂x3

∂x̃3

∂x1

∂x̃1

∂x2
+

1

3!
ε312ε213

∂x̃2

∂x3

∂x̃1

∂x1

∂x̃3

∂x2
+

+
1

3!
ε312ε312

∂x̃3

∂x3

∂x̃1

∂x1

∂x̃2

∂x2
+

1

3!
ε312ε321

∂x̃3

∂x3

∂x̃2

∂x1

∂x̃1

∂x2
+

+
1

3!
ε321ε123

∂x̃1

∂x3

∂x̃2

∂x2

∂x̃3

∂x1
+

1

3!
ε321ε132

∂x̃1

∂x3

∂x̃3

∂x2

∂x̃2

∂x1
+

+
1

3!
ε321ε231

∂x̃2

∂x3

∂x̃3

∂x2

∂x̃1

∂x1
+

1

3!
ε321ε213

∂x̃2

∂x3

∂x̃1

∂x2

∂x̃3

∂x1
+

+
1

3!
ε321ε312

∂x̃3

∂x3

∂x̃1

∂x2

∂x̃2

∂x1
+

1

3!
ε321ε321

∂x̃3

∂x3

∂x̃2

∂x2

∂x̃1

∂x1

Esto nos da una expresión con 36 términos (habiendo ignorado los
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términos con ı́ndices repetidos que hacen que los śımbolos de Levi-Civita se

anulen). Al agrupar los términos que son semejantes nos damos cuenta que

se repite de a 6, esto es

∆ =
1

3!

[
6
∂x̃1

∂x1

∂x̃2

∂x2

∂x̃3

∂x3
− 6

∂x̃1

∂x1

∂x̃3

∂x2

∂x̃2

∂x3
+ 6

∂x̃2

∂x1

∂x̃3

∂x2

∂x̃1

∂x3
+

− 6
∂x̃2

∂x1

∂x̃1

∂x2

∂x̃3

∂x3
+ 6

∂x̃3

∂x1

∂x̃1

∂x2

∂x̃2

∂x3
− 6

∂x̃3

∂x1

∂x̃2

∂x2

∂x̃1

∂x3

]
=

∂x̃1

∂x1

∂x̃2

∂x2

∂x̃3

∂x3
− ∂x̃1

∂x1

∂x̃3

∂x2

∂x̃2

∂x3
+
∂x̃2

∂x1

∂x̃3

∂x2

∂x̃1

∂x3
+

− ∂x̃2

∂x1

∂x̃1

∂x2

∂x̃3

∂x3
+
∂x̃3

∂x1

∂x̃1

∂x2

∂x̃2

∂x3
− ∂x̃3

∂x1

∂x̃2

∂x2

∂x̃1

∂x3

Reagrupando tenemos

∆ =
∂x̃1

∂x1

(
∂x̃2

∂x2

∂x̃3

∂x3
− ∂x̃3

∂x2

∂x̃2

∂x3

)
+
∂x̃1

∂x2

(
∂x̃3

∂x1

∂x̃2

∂x3
− ∂x̃2

∂x1

∂x̃3

∂x3

)
+

+
∂x̃1

∂x3

(
∂x̃2

∂x1

∂x̃3

∂x2
− ∂x̃3

∂x1

∂x̃2

∂x2

)
(E.8)

que es el determinante (5.92).

E.4. Śımbolos de Christoffel en SNC

La expresión para el cambio de coordenadas de los śımbolos de Christoffel

vienen dados por la expresión (B.34)

Γµνσ = Γabc
∂xµ

∂x̃a
∂x̃b

∂xν
∂x̃c

∂xσ
+
∂xµ

∂x̃a
∂2x̃a

∂xν∂xσ
(E.9)

como para la métrica euclidiana Γabc = 0, tenemos

Γµνσ =
∂xµ

∂x̃a
∂2x̃a

∂xν∂xσ
(E.10)

Ahora, sustituyendo la ecuación (E.6) en (E.10) obenemos

Γµνσ =
εaa1a2ε

µµ1µ2

2∆(x)

∂x̃a1

∂xµ1

∂x̃a2

∂xµ2

∂2x̃a

∂xν∂xσ
(E.11)

Con la expresión (E.11), ya se tienen todos los elementos para calcular la

derivada covariante en nuestro sistema CCM.
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E.5. Relación de los Śımbolos de Christoffel con
el determinante

Tomemos la expresión (E.3), que es la expresión del determinante escrito

en notación compacta

∆ =
1

3!
εµ1µ2µ3εa1a2a3

∂x̃a1

∂xµ1

∂x̃a2

∂xµ2

∂x̃a3

∂xµ3
(E.12)

Con esto, si derivamos el operador nabla

∂µ∆ =
∂∆

∂xµ
=

∂

∂xµ

(
1

3!
εµ1µ2µ3εa1a2a3

∂x̃a1

∂xµ1

∂x̃a2

∂xµ2

∂x̃a3

∂xµ3

)
=

1

3!
εµ1µ2µ3εa1a2a3

∂

∂xµ

(
∂x̃a1

∂xµ1

∂x̃a2

∂xµ2

∂x̃a3

∂xµ3

)
=

1

3!
εµ1µ2µ3εa1a2a3

∂x̃a1

∂xµ1

∂

∂xµ

(
∂x̃a2

∂xµ2

∂x̃a3

∂xµ3

)
+

+
1

3!
εµ1µ2µ3εa1a2a3

∂x̃a2

∂xµ2

∂x̃a3

∂xµ3

∂

∂xµ

(
∂x̃a1

∂xµ1

)

Esto es

∂µ∆ =
1

3!
εµ1µ2µ3εa1a2a3

∂x̃a1

∂xµ1

(
∂x̃a2

∂xµ2

∂2x̃a3

∂xµ∂xµ3
+

∂2x̃a2

∂xµ∂xµ2

∂x̃a3

∂xµ3

)
+

+
1

3!
εµ1µ2µ3εa1a2a3

∂x̃a2

∂xµ2

∂x̃a3

∂xµ3

∂2x̃a1

∂xµ∂xµ1

=
1

3!
εµ1µ2µ3εa1a2a3

∂x̃a1

∂xµ1

∂x̃a2

∂xµ2

∂2x̃a3

∂xµ∂xµ3
+

+
1

3!
εµ1µ2µ3εa1a2a3

∂x̃a1

∂xµ1

∂2x̃a2

∂xµ∂xµ2

∂x̃a3

∂xµ3
+

+
1

3!
εµ1µ2µ3εa1a2a3

∂x̃a2

∂xµ2

∂x̃a3

∂xµ3

∂2x̃a1

∂xµ∂xµ1

Ahora, recurramos a la ecuación (E.11)

Γµνσ =
εaa1a2ε

µµ1µ2

2∆(x)

∂x̃a1

∂xµ1

∂x̃a2

∂xµ2

∂2x̃a

∂xν∂xσ
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que reescribiendola toma la forma

2∆Γµνσ = εaa1a2ε
µµ1µ2

∂x̃a1

∂xµ1

∂x̃a2

∂xµ2

∂2x̃a

∂xν∂xσ

Con esto, llegamos a que

∂µ∆ =
2∆

3!
Γµ3
µ3µ +

2∆

3!
Γµ2
µ2µ +

2∆

3!
Γµ1
µ1µ

pero µ1, µ2 y µ3 son variables mudas por lo que podemos escribir

∂µ∆ =
2∆

3!
Γσσµ +

2∆

3!
Γσσµ +

2∆

3!
Γσσµ

= (3)
2∆

3!
Γσσµ = ∆Γσσµ

Aśı, podemos escribir

Γσσµ =
1

∆
∂µ∆ (E.13)
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