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e 1

Capitulo

Introduccion

Luego de millones de afios de evolucién, surge en la naturaleza un animal
que mas alla de sélo interactuar con su entorno, comienza a hacerse
preguntas acerca de este, incluso comienza a cuestionarse acerca de si
mismo, qué es y de dénde viene. Ese instinto de curiosidad quiza
transmuté en un impulso por preguntar, por cuestionarse. En algiin punto
la curiosidad se volvié duda y la duda un hueco que necesitaba taparse. El
hombre se vio obligado desde el fondo de su ser a buscar respuestas. Sin
embargo, responder una cuestién es un asunto nada trivial. ;Cémo saber
cuando una pregunta ha sido respondida?;qué buscamos en esa respuesta:
alivio, aceptacion, universalidad, verdad? Al final de cuentas, un fenémeno
no puede mas que ser interpretado por aquel que lo observe y esta
interpretacién no puede no ser un producto de la experiencia de dicho
individuo, lo que impregna profundamente de subjetivismo cualquier
respuesta.

Es aqui donde se hace invaluable el pensamiento cientifico. El pensamiento
cientifico pone un referente, nos da algo con qué comparar nuestras ideas.
El pensamiento cientifico establece que la respuesta a esa pregunta
primigenia estd en la naturaleza, que la naturaleza dice verdad, que la
naturaleza es verdadera. Al final del camino, ese entorno natural que

aliment6 nuestra curiosidad maés primitiva es lo que nos brinda aquellas



respuestas tan necesarias para el crecer del ser humano. La respuesta
siempre estuvo frente a nosotros pero nos tomé mucho tiempo darnos
cuenta.

Sin embargo, aunque la naturaleza es verdadera, esto no implica que la
verdad sea naturaleza. Es decir, no tenemos por qué pensar que la
naturaleza es toda la verdad posible. La filosofia va en busca de esta
cuestion, establece un sin fin de corrientes del pensamiento, entre ellas
estan la légica, la ética, la epistemologia, la estética. Como arbol, se
ramifica en todas las posibilidades del pensar humano. De la logica se
estudian los principios de la demostracién y la inferencia vélida que,
aplicadas a los ntimeros, crea una corriente de pensamiento que establece
el comportamiento y las relaciones entre estos. Surge la matemaética. La
cultura habia traido avances y de entre estos avances se encontraban los
numeros, simbolos necesarios para contar. Una vez habiendo establecido
las relaciones entre los nimeros, comenzaron a establecerse relaciones entre
figuras geométricas, simbolos y entes abstractos. La matemaética se hacia
mas sofisticada, extensa y variada con un sin fin de revoluciones en el seno
mismo dentro de esta. La matematica se convertiria en una herramienta
poderosa e invaluable.

La matematica es una de las principales herramientas en las que se apoya
el método cientifico. La matematica es capaz de describir mediante sus
reglas la manera en que la naturaleza se presenta. Es decir, la matematica
nos ayuda a describir la verdad, nos ayuda a responder con verdad
preguntas guiadas por nuestra curiosidad, de cierta manera, sacia nuestra
necesidad de saber.

Entender que el universo es un todo, indivisible, incognoscible,
inconmensurable, nos permite comprender la manera en que trataremos de
responder nuestras dudas. Los seres humanos partimos el universo para
poder percibirlo, nuestros sentidos escinden la naturaleza, es la tinica
manera en que podemos percibir un poco de ella, creamos trozos del todo.
Ah{ yace la dificultad de entender la naturaleza en su absoluto. Sélo

podemos darle sentido a pequenos pedazos de la naturaleza, formando
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piezas de un rompecabezas que no siempre al unirlas dan un panorama
consistente. A veces las piezas se translapan y se contradicen, es
entendible, considerando que no sabemos cémo cortar ni qué forma darle a
cada pieza del rompecabezas. Y en efecto, asi es como procedemos,
tomamos una teoria, buscamos que esta teoria describa de la manera mas
general posible cierto trozo del universo y con ello, poder interiorizar eso
que a simple vista nos era negado, con esto podemos comprender un poco
de ese trocito de todo. A eso le llamamos modelar.

Construir un modelo es una tarea complicada, sélo poseemos algunas
herramientas y nuestra imaginacién. Pero incluso esos pequefios trozos de
universo se muestran inescrutables por si solos, hacen que el entendimiento
de la naturaleza sea un trabajo titanico. Dificultades conceptuales y
tecnoldgicas permean en todas las ramas de la ciencia y aunado a esto, se
le suman las dificultades propias de la matemaética en si. Aunque la
matematica sienta una base firme en la cual podemos reposar nuestras
ideas acerca de la naturaleza, muchas veces carece de una tecnologia que
haga posible obtener una respuesta concreta. Y los casos no son pocos ni
ha sido abordada por unos cuantos. La ciencia esta colmada de esto. En la
Fisica, mucho del trabajo tiene que ver con lo expresado anteriormente, se
busca resolver expresiones fundamentales para casos particulares. Se busca
crear técnicas matemadticas para trabajar expresiones fundamentales.

Este trabajo toma ese rumbo, es acerca de una técnica matematica con la
cual podemos describir la dispersion de particulas Brownianas. Este
método consiste en reducir las dimensiones espaciales en la ecuacién de
difusiéon para particulas confinadas, a través de una funcién que absorbe

parte de la geometria.

1.1. Difusion y movimiento Browniano

Clasicamente, la difusion es generada por el gradiente de concentracién o
de temperatura entre dos o mas especies distintas de sustancias, las cuales

tienden a homogeneizarse en el medio. La difusién es el mecanismo por el
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cual se dispersa la materia debido a los impactos aleatorios que los atomos
del medio ejercen sobre una particula inmersa en este[1]. Este movimiento
tan caracteristico que tienen las particulas difusivas en el medio se les
denomina movimiento browniano.

El movimiento browniano fue descrito de manera meticulosa en 1828 por
Robert Brown[2, 3]. Este observé que un grano de polen al ser dejado en
agua, se movia al azar en todas direcciones sin tener ninguna preferencia en
la direccién a la cual hacerlo, con un movimiento incesante. Brown no pudo
encontrar cudl era la causa de este fenémeno. No fue sino hasta principios
del siglo X X que se establecieron las causas del movimiento browniano.
Uno de los artifices fue Marian Von Smoluchowski que mediante teoria
cinética explicé que la particula browniana experimenta aproximadamente
10%° colisiones por segundo con las particulas que conforman el medio en el
que estd sumergida; cada golpe contribuye al desplazamiento de la
particula browniana y dicho desplazamiento va en proporcién a la
velocidad que tengan las particulas del fluido. Debido a que dicha velocidad
no es Unica segun lo establece la distribucién de velocidades de Maxwell,
no es un soélo choque neto el que siente la particula en toda su superficie
sino una infinidad de ellos los que causan su particular movimiento[4].

Una de las principales contribuciones al entendimineto de la difusién fue
establecida por Albert Einstein. El describi6é el movimiento browniano a
partir de una idea muy simple: a través de la probabilidad de encontrar a
la particula en un cierto lugar a un cierto tiempo. Einstein imaginé una
particula browniana que era golpeada por los atomos del medio y modeld
este golpeteo con una funcién de probabilidad. A partir de esto, Einstein
pudo deducir la ecuacién de difusién, con lo que se establecia que el
movimiento browniano era la causa de que las particulas se dispersaran en
el medio, casi 200 anos después del descubrimiento de dicho fenémeno[5].
Al principio, el movimiento browniano fue caracterizado con particulas que
se movian libremente, es decir, que no experimentaban ninguna restricciéon
en su movimiento. Cuando la particula browniana esta confinada, su

dispersién en el medio se vera influenciada por la geometria del mismo, con
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lo cual, la difusiéon puede desviarse significativamente del caso de la
particula libre ya que los recipientes que contienen a las particulas afectan
la dindmica del movimiento browniano debido a que la forma del recipiete
que crea el confinamiento se relaciona con el nimero de estados accesibles
a las particulas[6], un efecto conocido como barrera entrépica.

En la naturaleza, la difusién suele encontrarse en sistemas confinados|7]:
«...Fjemplos notables se encuentran en la medicina, como la liberacion
controlada de farmacos suministrados en una microcapsula [8, 9], la
penetracion en un tejido tumoral de un medicamento con propiedades
anticancerigenas [10], la migracion a través de la piel de fotones de luz
laser de algunos novedosos dispositivos de imageneologia [11, 12], entre
otros. En la biologia molecular estan en la absorcion de tones a través de
proteinas altamente especializadas embebidas en la membrana celular
conocidas como canales idnicos [13, 14], o a través de nanoporos
sintetizados artificialmente [15, 16/, también se encuentran en la migracion
de ligandos hacia sus receptores o hacia los sitios activos de una proteina
[17, 18], en la bisqueda de sitios de union que ejecuta un cierto ligando
sobre una cadena de ADN durante un proceso de reconocimiento molecular
de una secuencia de nucledtidos especifica [19], y en general en los
mecanismos de comunicacion quimica a nivel subcelular, [20, 21, 22]. Otros
ejemplos en la quimica son la catdlisis de reacciones en minirreactores y en
medios porosos [23, 24] o bien las técnicas de separacion de particulas que
tienen como fundamento el uso de cribas moleculares o el intercambio
iénico, como son la dsmosis, la cromatografia y la electroforesis, [25, 26].
Finalmente, en la nanotecnologia los ejemplos incluyen el transporte de
particulas a través de nanotubos de carbono [27], o a través de membranas
sintéticas semipermeables [28, 29], ademds de todos los fenémenos que
pueden ocurrir en el interior de muchas microestructuras sintetizadas en el

laboratorio destinadas para los mds diversos fines, [30, 31].»
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1.2. Ecuacidon de difusion

El estudio de la difusién se remonta al siglo XV'I con pensadores que
aportaron al avance en su entendimiento como Johann Dobereiner[6, 32],
Thomas Graham[33, 34] y Adolf Eugen Fick[35]. Thomas Graham
descubre que entre mas denso era el gas, la velocidad de la difusién de las
particulas era menor. Por otra parte, Fick piensa que hay una analogia
entre la difusién de las particulas y las leyes de la conduccion del calor
desarrollada por Joseph Fourier junto con la ley de la conduccién eléctrica
de Simon Ohm|36]. Debido a esta idea, postula que el flujo de particulas es
directamente proporcional a las diferencias de las concentraciones C.

Matematicamente se escribe
J=-DyVC (1.1)

que se conoce como primera ley de Fick. Al sustituir esta expresion en la

ecuacién de balance de materia

aC
5 TVI=0, (1.2)

la cual nos dice que el cambio de la concentracion en una region es igual al

flujo de materia que entra o sale, obtenemos

ac

llamada sequnda ley de Fick o ecuacion de difusion'. La ecuacién de
difusién rige la dindmica con la que las particulas se dispersan en el fluido
debido al simple hecho de estar inmersas en él, esto es, cuando no hay
ningin campo externo aplicado en la particula. Si uno resolviera esta
ecuacion dadas las condiciones de frontera e iniciales, podria conocer la

concentracién en cada punto a cualquier tiempo o en su defecto, la

! La ecuacién 1.3 se puede reescribir para un movimineto unidimensional como

oC o%C
= Poae

(1.4)
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probabilidad de encontrar a la particula en una cierta posicién a un cierto
tiempo. Es decir, si conocemos el comportamiento de la funcién
C(z,y,z,t) podemos conocer el comportamiento de las particulas a

cualquier tiempo en cualquier punto.

1.3. Conexién entre movimiento Browniano y
Difusién

Probabilidad
de salto

a

3-1 “Jb b‘
h“%i ] . /,,/"’/ n—|-1
Qi% .]+ 1 pa

50

Figura 1.1: Esquema de la particula browniana en el plano j vs. n. La
particula se encuentra en la posicién j + 1 luego de n pasos y brincara en la
direccién decreciente en j, una unidad, en el paso n+1 con una probabilidad
de salto a.

En la Seccién 1.2 se propuso la ecuacién de difusién mediante un
procedimiento heuristico. En esta seccién se prentende deducir la expresion
(1.4) mediante el uso de nociones microscépicas. Esto contribuira a la
robustez de la teoria.

Pensaremos que tenemos una particula en una malla que restringe el
movimiento de la particula en una sola direccién. La particula es golpeada
por los atomos que la rodean de cada lado de una malla, lo que haria que

dé un brinco. Como el golpeteo de los dtomos del medio en la particula es
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erratico, en principio no sabemos que lado recibird un mayor nimero de
impactos y por ende no sabemos hacia que lado se mueve la particula. Por
ello, le asignaremos una probabilidad de brinco, es decir, supondremos que
dard un brinco a la derecha o a la izquierda con igual probabilidad de
ocurrir, de manera que la particula va y viene en la malla[37].
Consideremos la particula inmersa en un medio unidimensional como en la
Figura 1.1. A cada paso, la particula se mueve una unidad de distancia. La
probabilidad P, (j) de que la particula esté en la posicién j al paso n viene
dada por la suma de las probabilidades de que esté en la posicién j — 1 al
n — 1-ésimo paso y brinque, en este caso, una unidad en la direccién
creciente de x, y la probabilidad de que esté en la posicién j + 1 al

n — 1-ésimo paso y brinque una unidad en la direccién decreciente de j.
Supongamos que A; es el conjunto de eventos que la particula esté en la
posicién j — 1 al n — 1-ésimo paso, que Az el conjunto de eventos que la
particula esté en la posicién j + 1 al n — 1-ésimo paso, B es el evento
“brincar en la direccion de j positiva” y C es el evento "brincar en la

direccion de j negativa”. Esto nos permite escribir

pero como los eventos A1 y B son eventos independientes asi como Ay y C,
entonces tenemos P(A; N B) = P(A;1)P(B) y P(A2NC) = P(A3)P(C).

Con esto
Pa(j) = P(A1)P(B) + P(A2) P(C) (1.6)
Ahora definamos que P(B) = py P(C) = q. Con ello tenemos
Pn(]) :an—l(]_1)+an—1(j+1) (17)

Ahora, en lugar de que la particula esté en una recta donde sélo puede dar
saltos discretos, supongamos que se encuentra en una recta continua. Es
decir, en lugar de que la particula esté en la posicién j de la recta discreta,

luego de dar n pasos, estara en la posicién de la recta continua z al haber
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transcurrido un tiempo ¢. Consideraremos entonces que n — 1 — ¢,
n—t+At, j—xyj+t1l— x+ Az. Habiendo establecido esto, la

ecuacién (1.7) se reescribe como
P(z,t+ At) = pP(x — Az, t) + ¢P(x + Ax,t) (1.8)

Haciendo un desarrollo en serie de Taylor en ¢ y x a primer y segundo
orden, respectivamente, para la funcién de probabilidad de la ecuacién

(1.8). Con esto, la ecuacién (1.8) queda

OP(z,t) N OP(z,t) (Az)? 9% P(z,1)
OP(z,t) (Az)? 0?P(z,1)
+ aP(x,t) + gAr—p " + ¢ 57
(1.9)
que podemos reescribir como
OP(x,t OP(x,t
P(z,t) + wAt ~ [p+q| Pz, t)—[p—¢| A:cﬁ +
ot ox
(Ax)? 0?P(z,1)
+ p+d— 52
(1.10)
La suma [p + ¢] = 1. Asi tenemos
OP(x,t) _ (Az)? 9*P(x,1) Ax OP(x,t)
o~ e o PN o (111)

Al hacer la hipdtesis que estamos en el continuo, los términos Az y At

tienden a cero por lo que debemos pedir que el término

(Az)?
— D 1.12
Y 0 (1.12)
siendo Dy una constante. . Por otro lado, en el limite, el término
Az
—q] — 1.13
p—a 55 7 (113)

con lo que obtenemos

OP(z,t) D 0?P(x,t) OP(z,t)
0 —

Ot 0x2 7 or (1.14)
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donde los términos que van como (Ax)™/At, con n > 2, tienden a cero.

Considerando
(2.1) NP(z,t)
c(x,t) = ———=
Y V ’
podemos reescribir la ecuacién (1.14)

Oc(z,t)
ot

0?c(x,t) Oc(z,t)
= Dy 5 — 70 (1.15)

Notese que si las probabilidades de salto p y g son iguales, v = 0, con lo
que obtenemos la ecuacién de difusion. Este enfoque, cuando existe una
asimetria en la probabilidad de desplazamiento de la particula, fue
abordado por Marian Von Smoluchowski. En la expresién (1.15) no se
especifica la causa de dicha asimetria, lo que lo hace una ecuacién muy
general. Smoluchowski supone que esa asimetria viene dada por un campo

externo.

1.4. La ecuacion de Smoluchowski

Hasta ahora, se ha establecido la ecuacién de difusién como la expresion
matematica que describe la manera en que la materia se dispersa en el
medio. Por su parte, Marian Von Smoluchowski establece el
comportamiento de una particula browniana en presencia de algin campo
externo que le aporta energia extra a la particula[39]. En este sentido,
podemos considerar que el flujo J es consecuencia de dos flujos, el
movimineto browniano de la particula al difundir, Jg¢, ec. (1.1), que para

el caso en 1 dimension es

J(z,t) = —Dogi (1.16)

aunado al flujo provocado por el agente externo, J, ..
J(z,t) = Jaif(x,t) + Joe(z,1) (1.17)

Ahora haremos algunas consideraciones. El flujo se define como

J=— (1.18)
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donde A es el area transversal que atraviesa el flujo y NV es el niimero de

particulas en una cierta region. En una dimensién

dN
J=—" 1.19
pn (1.19)
Suponiendo que la posicion depende del tiempo, usamos la regla de la
cadena AN d
x
= —— 1.20
dz dt ( )
Haciendo las consideraciones usuales v = dz/dt ademés de que la
concentracion se define como
N(z,t)
Clx,t) = : 1.21
(r,t) = = (1.21)
obtenemos que un flujo en general puede escribirse en términos de
Jae. = v(x,t)C(x,t) (1.22)

Agreguemos una hipdtesis extra, es decir, supongamos que la velocidad de

la particula en el medio es proporcional a la fuerza que se le aplique, esto es
v(z,t) = pF(z,t) (1.23)

donde p es la constante de proporcionalidad.

Combinando las ecuaciones (1.16), (1.17), (1.22) y (1.23) llegamos a que

00,1 _ B gy 1O t) (1.24)

Ahora, supongamos que la fuerza F'(x,t) se deriva de un potencial

independiente del tiempo U(z) tal que

F(a) = -— (1.25)

y con el cual, las particulas obedecen la distribucién de Boltzmann en el
equilibrio, esto es pey(z,t = to) o< exp[—pU(x)] con ty tiempo en el que se

llega al equilibrio y 8 = (kgT)~! siendo kp la constante de Boltzman y T
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la temperatura. Usando (1.25) para reescribir (1.24), obtenemos que el

flujo toma la forma

B oC(xz,t)  pdU(x)
J(x,t)=—-D [ o + D dn C(z,t) (1.26)
Considerando que en el equilibrio C(z,t) — Ceq(x), J(x,t) = 0, esto es
oC(z,t) pdU(x)
=-D — 1.2
0 [ o +D . C(z,t) (1.27)
= pu=BD (1.28)
con esto (1.26) queda
B 0C (x,t) dU (x)
J(z,t) = =D { o + B T p(z,t) (1.29)
Reescribamos esta ecuacién considerando eV (*)e=AU() = 1
_ oC (z,t) dU(x)
— _DePU() ,—BU(x) ’
J(x,t) De e [ o +p I C(z,t) (1.30)
= J(a,t) = —De U@ | U@ 20D g su@dU@) ol 5y
ox dx
que puede ser escrita finalmente como
d
— _De BU@) 2| BU(z)
J(z,t) De . [e C(x,t)} (1.32)

Consideremos la ecuacién de balance de materia, ec. (1.2) en el caso de

una dimensién

oc oJ
5t =0 (1.33)
Sustituyendo (1.32) en (1.33) obtenemos
0 0 0
Z _ DL BU@) Y BU()
8tC(x,t) D(’“)xe 9 C(z,t) (1.34)

donde (1.34) es la ecuacién de Smoluchowski. Como la ecuacién de
Smoluchowski fue deducida para el caso de difusiéon en presencia de
potenciales externos, con ella podemos modelar difusion en presencia de
alguna barrera, pared u obstaculo cuyo efecto pueda describirse en

términos de un potencial.
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1.5. Estructura de este documento

Hasta ahora, en el Capitulo 1, hemos dado un vistazo a los conceptos y
expresiones basicas en los cuales se sustenta la difusiéon de particulas y que
son las bases de este trabajo.

Cabe resaltar que se ha puesto cierto énfasis en la manera en que se
construyeron las expresiones matematicas, lo cual, muchas veces es mal
visto por extender la explicacion de nociones que quiza para muchos sean
obvias. Sin embargo, dicho énfasis es puesto en este trabajo, ya que, al
hacer la construccion de las expresiones, se hacen suposiciones que, a mi
parecer, deben estar siempre presentes en la mente de quien aborda la
matematica de los fenémenos fisicos y debe tenerse clara la manera en que
dichas suposiciones afectan las expresiones matemdticas obtenidas y mas
aun cuando se planea hacer una extension, como es el caso de este trabajo.
El Capitulo 2 trata sobre el modelo matematico para la difusién de
particulas en confinamiento. En este capitulo se presenta un esbozo de la
deduccién de la ecuacién de Zwanzig, sin embargo, con el objetivo de
plasmar clara y formalmente en qué consiste la reduccién a una dimension
de la ecuacién de difusion, en el Apéndice A se hace un analisis detallado.
El punto principal es sacar a la luz la expresién (2.9), la cual es pieza
fundamental de este trabajo.

El Capitulo 3 expone detalladamente la manera en que se construye la
ecuacion de difusién en su forma covariante.

En el Capitulo 4 se deduce el coeficiente de difusion dependiente de la
posicion para un canal bidimensional de paredes simétricas y asimétricas.
En el Capitulo 5 se construye el coeficiente de difusiéon dependiente de la
posicién para un canal tridimensional aplicando la técnica principalmente
a un canal helicoidal de area transversal circular.

Finalmente, en el Capitulo 6 se presentan las conclusiones de este trabajo.



Capitulo

Difusion en sistemas confinados

Luego del establecimiento de la relacién entre difusién y movimiento
browniano, las leyes de Fick fueron puestas a prueba en diversos contextos
y aunque la ecuacién de difusion describe correctamente el fenémeno, es
vélida para el caso en el que no hay potenciales externos ni ninguna clase
de constriccién en su movimiento y cuando sucede asi, requiere de ciertos
términos de correccién como nos lo muestran las expresiones (1.15) y
(1.34).

En la ecuacién de difusién, al estar escrita en términos de derivadas
parciales, las condiciones iniciales y de frontera juegan un papel
fundamental en su solucion. Por ello, cuando la difusién se considera
confinada, se acarrean grandes dificultades debido a que a veces las
fronteras que delimitan al sistema donde se lleva a cabo la difusién son
complicadas, lo que implica que las expresiones matemaéticas se vuelven
complejas de resolver, y en muchos casos llega a ser imposible encontrar
dicha solucién[7]. Como alternativa, se han atacado los problemas no
tradicionales mediante métodos numéricos dejando un poco de lado la
busqueda de soluciones analiticas. Sin embargo, dada la importancia de
encontrar soluciones analiticas, se han hecho esfuerzos para poder elucidar
cosas en este sentido. Una de las lineas de investigacién mas fuertes es

tratar de encontrar una ecuacién que describa el problema original y que
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dependa de menos variables. Se buscan expresiones mas simples pero que

contengan la misma fisica de las expresiones originales.

2.1. Ecuacién de difusion y reduccion a una
dimension: Ecuacion de Fick-Jacobs

Como ya se ha mencionado, debido a la dificultad para obtener soluciones
analiticas a la ecuacién de difusién, se han buscado métodos alternativos,
en particular, métodos que arrojen resultados analiticos para dar un mejor
entendimiento de la difusién. Una de estas lineas de investigacién consiste
en reducir, mediante una proyeccién unidimensional de la densidad de
particulas, la dimensién de la ecuacién de difusion.

El primero en hacer esto fue Merkel H. Jacobs, quien ataco el problema
suponiendo que habia simetria cilindrica alrededor de uno de los ejes,
digamos z[40]. El radio r(z) del drea de la seccién transversal

A(x) = 7r(z)? es dependiente de la posicién. Adem4s se establece una

nueva funcién

c(x,t) = /A(z) C(z,y,z,t)dS (2.1)

donde ¢(z,t)dx es el nimero de particulas en la regién entre x y x + dzx.
La integral se efectia sobre toda el area A transversal al eje x. Al suponer
que la concentracién es homogénea en el plano transversal, se puede
escribir C(z,y, z,t) = c(z,t)/A(z). Sustituyendo esto en la primera ley de
Fick la cual establece que el flujo es proporcional al cambio en la

concentraciéon de C(z,y, z,t)

0 c(z,t)
— —Dp— 2.2
Ta.t) = Do G (22)
Por definicién de flujo de corriente
t
Lowt = — DA ()2 %) (2.3)

0z A(z)

Ient es la corriente que entra a la regién infinitesimal en el punto (x,t). La

corriente que sale de dicha regién infinitesimal en el punto x + dx viene
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dada por la expansion en serie de Taylor de la corriente alrededor del

punto de entrada

0 c(x,t) 0 A 0 c(z,t)

I = —Dyg [A(x)ax A(x) or (x)ax A(z)

dr + } (2.4)

Nos quedaremos sélo hasta primer orden en las derivadas. Igualando el

término I.,+ — I, al cambio en el tiempo del niimero de particulas en la

regién diferencial obtenemos !

gtc(x,t) _ Doa‘i {A(x)ac(x’t)] (2.5)

que se conoce como Fcuacion de Fick-Jacobs.

Si comparamos la expresién (2.5) con (1.34) obtenemos la relacién
Alz) = e PU@ (2.6)

La expresién (2.6) es de gran importancia ya que relaciona la geometria del
canal con el potencial que confina las particulas difusivas.

A pesar de que la ecuacién de Fick-Jacobs era relativamente menos
complicada de resolver que la ecuacién de difusién, ec. (1.3), sus
predicciones no eran precisas por lo que se buscé la forma de modificarla
con el objetivo de que sus resultados reprodujeran de manera més fiel lo

que en los experimentos se encontraba.

2.2. Coeficiente de difusion para sistemas
confinados

Jacobs al reducir a una dimension la ecuacién de difusion, pierde
informacién en el plano transversal al momento de proyectar, ec. (2.1), por
lo que, mediante una perturbacién, Zwanzig[41] busca recuperar parte de

la informacién perdida. Lo que hace primero es deducir la expresién de

1%0(3:, t)dx = Ient — Lsal

donde ¢(z, t)dx es el ntimero de particulas en el drea transversal
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Fick-Jacobs, partiendo de la ecuacién de Smoluchowski, ec. (1.34), para el

caso bidimensional

QC(I.’ y,t) = Dée—ﬁU(m,y) QeﬁU(w,y)C(x’ y,t)

ot oz ox
0 0
Di _BU(mvy)i BU(:E?y)
+ 8ye aye C(x,y,t)
haciendo la suposicién
C(z,y,t) = Gz, t)p(y; ) (2.7)

donde G(z,t) y p(y; ) viene dado por las ecs. (A.7) y (A.10),

respectivamente. Con esto podemos llegar a la expresion

o o 8 G(x,1)
Il 1) = D— BA(z) Y U
il t) = Dgoe Oz o—BAG)

que es la ecuacién de Fick-Jacobs. Considerando la definicién (2.7), se hace

una perturbacion fuera del equilibrio de esta expresiéon

C(x,y,t) = Gz, t)p(y;z) + 0C(,y,t) (2.8)
obteniendo 5 5 5
Y Y —BA Y _BA
atG 9 D(x) 9 G(z,t) (2.9)

La expresion (2.9) es una ecuacién que en principio describe la misma
dindmica que la ecuacién de difusion, ec. (1.3) pero sélo depende de una
variable espacial[42, 43, 44, 45, 46]. La ecuacién (2.9) absorbe la
dependencia de las coordenadas axiales en un coeficiente de difusién que
depende de la posicién, D(z). Con esto, en lugar de trabajar con una
ecuacion tridimensional en el espacio o una ecuacién bidimensional en el
plano, trabajamos con una ecuacién unidimensional. Un analisis detallado

de esta expresién viene expuesta en el Apéndice A.



Capitulo

Ecuacion de Difusion en su forma
Covariante

3.1. Invarianza de la concentracién

Una de las premisas béasicas para poder escribir la ecuacion de difusién en
su forma covariante es el hecho de que la concentracién de particulas, C, es
un nvariante, esto es, que permanece sin cambios bajo una transformacion
de coordenadas. Que la concentracion de particulas sea un invariante
puede verse a partir de su definicién como el cociente de dos cantidades
independientes de las coordenadas, que son el nimero de particulas y el
drea (o volumen, sea el caso).

Supodngase que deseamos conocer el valor de la concentracién en un punto
P, cuyas coordenadas en cierto sistema de coordenadas son (zp,yp). Si
conocemos la forma funcional de la concentracién en este sistema de
coordenadas, entonces podemos calcular C'(P) = C(xzp,yp). Ahora
supéngase que hacemos la descripcién desde otro sistema de coordenadas,
en el cual el punto P estd descrito mediante la diada (25, y). En general,
la concentracion en este nuevo sistema de coordenadas tendra una
dependencia funcional diferente que en el primer sistema. Denotamos a la
concentracién en el segundo sistemas de coordenadas por C' = C(z’,y/). Lo

que debemos destacar aqui es que al ser la concentraciéon una cantidad
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invariante, el valor numérico C(P) = C(zp,yp) coincide con C(x', i),
aun cuando la dependencia funcional de C(z,y) y C(z',y) sean distintas.
Para saber cémo se relacionan estas funciones hace falta conocer la
relacion entre las coordenadas del punto P en ambos sistemas de

coordenadas, esto es,

zp = zp(@p,Yp), (3.1)
yp = yp(zp,yp). (3:2)
De donde se obtiene que

con lo que se pedird que las transformaciones sean homeomorfas[47].

3.2. Difusion en una variedad

Teniendo en mente lo establecido en la Seccién 3.1, tomemos la ecuacion
de balance de materia, ec. (1.2), y promovamosla a estar en alguna
variedad!, esto es?

C+V-J=0, (3.5)

donde, C es la derivada temporal de la concentracién, J es el flujo de
particulas dado por (1.1)
J=-DyVC

1Una variedad es un espacio topoldgico que tiene una conexién con los espacios eucli-
dianos a través de un mapeo llamado homeomorfismo. La existencia de este mapeo asegura
que las propiedades en ambos espacios son invariantes[47]. Al decir que la ecuacién esté
en una variedad, estamos pidiendo que se encuentre en un espacio topolégico que tenga
las mismas propiedades que tiene un espacio euclidiano, con el objetivo de garantizar que
podamos seguir aplicando las nociones establecidas para estos espacios (ver Apéndice B.1).
2 Dado que V. y J¢ son tensores de rango uno

V- J=V.J° (3.4)
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y V es la derivada covariante. O, en lenguaje tensorial®

C+V,J"=0, (3.7)

Jt =—-D"9,C (3.8)
con p=1,2,3y v =1,2,3. Ahora, combinamos (3.7) y (3.8) para obtener
C =V,D"9,C (3.9)
Tomando la expresién (B.25) con a =c=p
VXt =9, X"+ T X° (3.10)
y sustituyendola en (3.9), obtenemos
C = 8,[D*,C]+ 1", [D8,C).

esto es

C' = 8,[D"9,C] + 1", [DY0,C] (3.11)

que es la ecuacion de difusién escrita de forma covariante. Si trabajamos
en un marco de referencia cartesiano, los simbolos de Christoffel seran cero
y el tensor D*¥ es una matriz diagonal con Dy como entradas. Por ello, la
ec. (3.11) se transforma en la ecuacién de difusién usual para un marco
cartesiano, expresién (1.3). Las ecs. (1.12) y (1.13) nos indican que los
coeficientes de difusién son una medida de la velocidad con la que se
desplaza la particula browniana en el medio. Sin embargo, en medios
anisotrépicos la velocidad de desplazamiento depende de la direccién en el
que se mueva la particula. Ello se ve reflejado en la ecuacién (3.11), donde
se representa un coeficiente de difusién para cada componente del tensor
de difusién DH.

3 La derivada covariante de un tensor de rango cero, g, es igual a su derivada ordinaria

Veg = 0cg (3.6)

por lo que
JH=-D"vV,C =-D"9,C



Capitulo

Canales 2 dimensionales

Construyamos un canal bidimensional alrededor de un eje, el cual estara
dado por una curva parametrizada. Tomaremos dos vectores ortonormales
que funjan como los ejes de un nuevo sistema de referencia que se ira
moviendo junto con esta curva. Pondremos nuestro nuevo sistema de
referencia sobre este marco y trabajaremos con la ecuacién de difusion, ec.
(3.11), en este marco[48].

Sea r. € R?, el vector que dibuja la linea media del canal con pardmetro ¢

esta dada por
r(t) = (¢, f(t)) (4.1)

Por construccién y comodidad, el canal estara insertado en el eje z — y. El

vector unitario t, tangente a dicha curva, tiene la expresion

b)) 1.,

>

t =

donde I = /1 + f2(t).
Para el vector n, normal la curva dada por r., calcularemos el producto

cruz de t con el vector unitario k

Pk .
n=kxt=[0 0 1|==(—f(t),1,0) (4.3)
Lorw o !
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Con el vector n vamos a construir la parte transversal al eje del canal
donde le daremos una magnitud en esa direccién con la variable p. Sin
embargo, no queremos que p se extienda infinitamente, queremos que
llegue hasta un cierto valor pg, que es donde se encontrar la pared del
canal (ver Figura 4.1). Por ello, el grosor del canal estard modulado por el
término p/po. Ademds, para generalizar ain més el canal, pediremos que el
ancho dependa de la coordenada t y haremos esto mediante la funcién a(t).
Con esto podremos describir un canal con ancho variable. Por todo lo
anterior, podemos escribir

r(t, p) = ro(t) + La(t)n (4.4)
Po

que podemos reescribir como

£(t.p) = (0. £(0) + 522 (-1 0). 1) (4.5
es decir 0 0
_ (e alt)p
r(t.0) = (1= 127 0,50 + 7 (46)
Y con esto, se obtiene la transformacion de coordenadas
oltp) = ¢ — 22 gy (@7)
Lpo
y
a(t)p

y(t,p) = f(t) +

" (4.8)

El ancho del canal w, viene dado por w = [r(¢, po) — r(t, —po)| = 2a(t).

4.1. Construccion del canal asimétrico en 2
dimensiones

Para el caso de un canal simétrico, el vector posicion estaba dado por la ec.

(4.4), la cual indicaba que las paredes superior e inferior tenfan la misma

p

longitud pg desde el eje central del canal. El término p—oa(t) establecia los

limites del canal al decir que p € [—pp, po]. Pero ahora como queremos que
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Pared Superior

F=(.f(1)

F
"

Pared Inferior

=
>

Figura 4.1: Canal bidimensional asimétrico. La pared superior se encuentra
a mayor distancia del eje que la pared inferior. Si p; = p2 = pg se obtiene
un canal simétrico.

la longitud de la pared superior e inferior sean diferentes, pediremos que

p € [—p1,p2] ¥ la expresién del vector estd dada por (ver Figura 4.1)

r(t, p) = ro(t) + La(t)in (4.9)
P2

con py > p1. Reescribiendo (4.9)

r(t.0) = (5= 220 o) g10) + 20 ) (4.10)

4.2. Dependencia en las coordenadas SNC

Dado que al construir el canal, las coordenadas del sistema cartesiano
dependen ahora del sistema no-Cartesiano, al que denotaremos por SNC,
esto es, x = z(t,p) y y = y(t, p), quisieramos encontrar la relacién inversa.

Para ello, escribiremos

do = ——dt + =—dp (4.11)
o

Wy Y

=234 T 3,

dp (4.12)
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y por otro lado

ot ot
= dz+ — 4.1
dt axdm + 8ydy (4.13)
' 0 0
p P
= — — 4.14
dp 8a:dx + 8ydy ( )
Sustituyendo (4.13) y (4.14) en (4.11)
JOw (ot o, N  0n(0p,  Op
dx = 5 ((%d:v%- 8ydy) + Bp <8xdx+ 6ydy) (4.15)

Reacomodando los términos

_ (Ox 0t  Oxdp Jx 0t Oz Op
dr = <8t 8x+ T 8x> d$+<8p8y+3p8y) dy (4.16)

Igualando término a término, se obtiene un sistema de ecuaciones
Loy + Tppr =1 (4.17)
xity + pyr, =0 (4.18)

De manera analoga, sustituyendo (4.13) y (4.14) en (4.12), se obtiene el

sistema de ecuaciones

toyt + YpPzx = 0 (419)

Yty + pyYp = 1 (4.20)
Por otro lado, reagrupemos (4.17) con (4.19)

toXy + Tppzr = 1

Loyt + YpPz = 0 (4.21)
y (4.18) con (4.20)

Yity + pyyp =1 (4.22)

Finalmente, usaremos la regla de Cramer para resolver los sistemas de

ecuaciones. Sea una matriz A, la solucién al sistema

Ax=Db (4.23)
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viene dada por
det(Aj)
.CI}j =
det(A)

donde A; es la matriz que resulta de remplazar la j-ésima columna de A

(4.24)

por el vector b.
Resolvamos el primer sistema de ecuaciones. Tomemos el sistema de

ecuaciones (4.21) y escribamoslo en notaciéon matricial

o) () =() (1.25)

Entonces, en nuestro caso, A tiene la forma

A= <xt a;,,> (4.26)
Yt Yo
la solucién para t, viene dada por
det(Am)
= ———=2 4.27
det(A) (427)
donde
_ | om|
dettiur) = |y 2] =, (1.28)
Asi, tenemos que
Yp
ty = 4.29
det(A) (4.29)
La solucién para p, seria
det(A,z)
, = —— P/ 4.30
Pz = " det(A) (4:30)
donde
|7 1 _
det(A,y) = " 0’ =—y (4.31)
Asi tenemos que
U
Pz = det(A) (432)
De manera anéloga obtenemos
—x
t, = L 4.33
Y det(A) (4.33)
y
il (4.34)
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4.3. Calculo del determinante de la matriz A
para el canal asimétrico

Para el determinante de la matriz A, consideraremos la expresion (4.10)

PWM=G—“W7me+WW>

lp2 Lp2

y derivemosla con respecto a s

girtto) = (1= 22 (“FO) o 22 (90)) s

pgat p2at
donde
0 (alt)f'(t a(t)f2) f"(t) | a@)f'(t) | d(t)f
m((vm):_(ﬁéﬁ(h_ﬁfﬁ+ %ﬂﬂ (436)
y
0 [alt a(t) () " (t a(t
&E»:_<v$fm+ p (437

(L_Pﬁﬂwﬁwﬂ®+a®ﬂ®+dwﬂ®)
P2

0

ot

i+ 2 (LSO AOY) g

Reescribiendo la expresiéon

9 _ p a®)f*) ")  palt)f't)  pd)f (1)
ar(t,p)— <1+,02 13 —% l —g l y
) pa®)f'®) ")  pd(t)
f(t) - o 3 o > (4.39)
Esto es
oz p a®)f*O) ")  pa®)f't)  pdt)f 1)
a e B e w4
y
% _ pa®)f @) f"t)  padd) (4.41)

o 13 p2 1
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Por otro lado, ahora derivemos (4.10) con respecto a p
/
9 et p) = (_a@)f(t), a(t)> (4.42)
dp lp2 " lp2
es decir

o _a(t)f'(1)

Y (4.43)

ap Lp2
dy a(t)

= (4.44)

ap  lp»
Asi, el det A = A viene dado por
Tt
Y Yo

A:

esto es
A L Oxdy dyor
- O0tOp Otop

_ pa®)fPO) ") pa®)f't)  pdO)f @) (alt)
; <1+P2 & p2 1 p2 1 > <lﬂ2>+
, pa®)f'Of"t)  pdd) a(t)f'(s)

- (o geirgra” ) e
_oa) pa® () f2 () f () pa®()f"(t)  pa(t)a'(t)f'(t) N
Ip2 103 12p 12p3
a()f(t)  pa®@®)fP()f"(t) | pat)d’(t)f'(t)

l 4,2 +

p2 *p3 Lp2
(t)  pa®(t)f"(t) N a(t)f"(t)
Lp2 12p3 lp2
_ o) 2y PAOf(t)
Cp <1+f () Lps )
_oa®) <l2 B Pa(t)f”(t)>

lp2

a

lp2

Asi

finalmente

P2 13po
El determinate de la transformacién es llamada también como el

Jacobiano. De cierta manera, nos dice de qué manera se deforma una

region al aplicarle un mapeo.

T
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4.4. Tensor de difusion en SNC

Propondremos que el tensor de difusion en el marco euclidiano tiene la

D= <13z Doy) (4.47)

donde D* y DY son los coeficientes de difusién de bulto en las componentes

forma

x e y, respectivamente. Usando la expresion para la transformacion de un
tensor de un marco de referencia a otro, expresion (B.14), obtenemos

ab oxt Ox”

D" =D
o 9zt

donde, recordemos que las variables con tilde, Z°, representan a las
variables del sistema euclidiano y las no tildadas, ¥, representan a las
variables de SNC.

Calculemos el tensor en SNC:

Oxt Ozt
tt ab el
DT = 0z Oxb
ot ot ot Ot ot ot
_ ab b P ybZ" ¥
D asam =P azam TP 5y 05
ot Ot ot ot ot ot ot ot
— pe 9 pey PO py OO0y O8O0
Oz Ox + Oz Oy + 0y 0x + oy Jy

ot\? ot \ 2
— pazz | YY vy [ 22
> (5) 7 (5,)

= D" (t,)* + D (t,)’

(4.48)
Considerando las expresiones (4.29) y (4.33) tenemos
w o pe(Y) L py(—Ze)?
o' = () + 0 (%)
(4.49)
Finalmente )
z,2 2
D" = = (D%} + D'a?) (4.50)
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De manera anéloga

ozt Oz
Dtp — ab bl
oz Oxb
at dp ot Op at dp
_ zb — pzrb 2" TP yb 2%
D giiow =P awaw TP oy om
ot Op ot op 0Ot dp ot dp
— pwtZF pey 0 OF TR OF L pyy 2 TF
Oz Oz * Oz 0y + Oy Ox * oy dy
ot dp ot dp
— px=2 PP  pw 2 OF
Oz Ox + dy Oy
= D%ups + DYyp,
(4.51)
usando (4.29), (4.33), (4.32) y (4.34), se obtiene
1
D' = A7 (D*ypys + DY py) (4.52)
Del mismo modo
oxP OxP
pre — ab et
oz Oxb
dp Op »Op Op »Op Op
— Dﬂﬁbii — pw 7P pyoZF ZF
959 07 0z 0w 7 9y 0
op Op op dp op dp op dp
— pwlPPP | pey PP pyzP O pyy O YF
Oz Oz + Oz Jy + 0y Ox + 0y Oy
op dp 0p dp
— p=ZPPF | py P Y
Ox Ox Oy Oy
T 2 2
= D*p, + DYp,
que usando (4.32) y (4.34)
D = xz (D*yi + D¥x}) (4.53)

En las expresiones (4.50), (4.52) y (4.53) vemos que los coeficientes de D*
y DY tienen dependencia entre ambos marcos de coordenadas. Ademas,

estan multiplicadas por un término A~2, el cual nos dice cémo se deforma
el canal al cambiar de marco de referencia. D?? y D' son las componentes

de la traza del tensor y D' el elemento fuera de la diagonal.
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4.5. Coeficiente de difusion efectivo para canales
asimétricos bidimensionales en SNC

Tomemos la ecuacién de difusién en una variedad, ec.(3.11)
C = 9,[D"9,C] +T*, D" 9,C (4.54)

donde las condiciones de frontera piden que las paredes del canal sean
reflejantes, esto es, que la componente del flujo que es perpendicular al
canal, sea cero. En SNC, la componente del flujo que es perpendicular al
canal es J”, por lo que en el punto donde se encuentra el canal, p = p1, p2,
se anulara el flujo

J?| ey =0 (4.55)

que, usando (3.8), se convierte en

(D0,C)| ey = 0 (4.56)

Por otro lado, del Apéndice E.5, ec. (E.13), tenemos la relacién

- 1
F o - Z(?MA
Con esto, (4.54) queda
. 1
C = 0,[D"9,C| + Z(GMA)D“”BUC' (4.57)
multiplicando por A
AC = A9, [D",C) + (8,A) DM 9,C (4.58)
Esto es
AC = 9,[AD"9,C] (4.59)
Desarrollando
AC = 9,AD™d,C + 9,AD"9,C (4.60)
Integrando en p € [—p1, p2]
p2 . p2 p2
dpAC = 0, dpAD®*"9,C + dpd,AD""9,C (4.61)

—p1 —p1 —p1
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Concentremonos en el segundo término del lado derecho de la ecuacion
(4.61)
P2 =
0,ADP"0,Cdp = 8PAD””5VC\Z;€2M
—p1
= 8pADp"8,,C\p:p2 — 8pADPV81,C]p:_p1
(4.62)
Pediremos que en las paredes del canal, el flujo sea nulo
Jp|p:_p17p2 =0 (4.63)
que, recurriendo a (3.8)
JH=—-D"9,C
se llega a
D‘“’@,,C|p:_p1,p2 =0 (4.64)
por lo que, la expresién (4.62)
P2
0,AD09,Cdp =0 (4.65)
—m
y asi (4.61) queda
P2 . P2
/ dpAC = at/ dpAD®9,C (4.66)
—p1 —p1
reescribiendo esta expresion
9 P2 P2
— / dpAC = 815/ dpADY9,C (4.67)
oT —P1 —p1
donde 7T es el tiempo. Ahora definamos
P2
P = ACdp (4.68)
—m
Asi, (4.67) queda
0 P2
9 p_y, / dpAD™9,C (4.69)

oT

P1
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Desarrollemos la expresién (4.69)

P2
iP =0 / dp (AD"0,C + AD'"9,C) (4.70)
oT o

Ahora supongamos que se tiene la misma estructura en cualquier marco de

referencia de la ecuacién de Fick-Jacobs

oP 0 o (P
o = D(ult) 5 <w(t>) (4.71)
wit) = [ Adp (4.72)

—pP1
Igualando (4.70) y (4.71) y despejemos pada D(t)

™ dp (AD",C + AD"9,C)
w3 ()

Para dejar todo en términos de la variable que va a lo largo del canal, es

D(t) (4.73)

decir, t, usamos (3.8) para el caso de p

Jr = D9,C

= DP9,C + Drro,C
Asi . s
_ = qp _
0,C = DPPJ Dppf)tC’ (4.74)

Sustituyendo (4.74) en (4.73)
D) = J72, dp (AD"DC + ADY (ga? — Bo,C))
N o (P

Si pedimos que los flujos en la linea transversal al canal, sean nulos, esto

(4.75)

es, JP =0, llegamos a

o (00— s pac)

Drp
wt)f (atw)

D(t) (4.76)
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esto es
tt _nt t
[ dpts (DD%#) 8,C

D(t) (4.77)
w(t)0, (%)
Calculando w(t)
p2
w(t) = Adp
—p1
P2 "
_ [ (1 patt)f <t>> "
—p1 PO I°po
la(t P2 af’" [r2
(] )
p2 7p1 pO 7p1
_ la(?) af’ o
= o <P1+,02 2p2l3(/)2 1)
esto es ; 2f”
a a 9 o
_— 22 4.
w(t) pZ(m+pz) 2Mz(ﬂz p) (4.78)

Suponiendo que la concentraciéon es casi uniforme en la direccién de p, es

decir, C(t,p) ~ CO)(t)

P2 P2
P = AC(t, p)dp ~ CO(1) Adp = CO (t)w(t) (4.79)
—p1 —p1
esto es
— (0 £) lﬁ( + )_ﬂ( 2 ph (4.80)
P =C"( oy 1 P2) =5 (e = e :

Ahora concentremonos en el término

Dt pre — Dte Dt
A Drrp

de la expresion (4.77). Sustituiremos las ecuaciones (4.50), (4.52) y (4.53)
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en esta expresion

DD — DD = A4 (D*y + DYa2) (D*y; + DYa) — A4

1
= 31 (D)9} + D*DVyia} + DY D apy} + (DY)} +

- ((Dz)QyZy? + (DY)*z2y7 + D*DY2xy.x,y,) |

(D*yy, + DY a;ta:p)Q

A4 [D*D¥y>x7 + DYD a2y} 4+ D DY2zyyx,y,|

D*DY

= DD 1tk + 2o
D*DY )

= T[ypgvt_xpyt]

Considerando el determinante de la expresién (4.26) llegamos a'!

X 2 xr X
Ditpre _ ptepet — D*DY {det <$t %)] _ D DyA2 _ D*DY

A4 Y Yp A4 A2
Por ello finalmente podemos escribir
D'Dee — Dtepet pTpY
A Dep = ADep
Con esto, la integral en el numerador de la expresién (4.77)

PO Dt pre — Dte et DZTDY
I = /_po ClpA < Dop ) 8tC = / dp ADrp 8,50

PO Dil'Dy
_ (0)
= 9,0 / . NG (4.82)

(4.81)

y usando nuevamente (4.53)

A dp
(y2D* + x%Dy)

Usando (4.40), (4.41) y (4.46), el argumento dentro de la integral en (4.83)
queda

al (7 1ot

0o !/ ! £11 2 ! £ 1" ! 1 2

P2 J—p; {Dz [f/—i_p%(%_afl?'f )} + DY [1_p%<alf _i_a{ _af;f )} }
(4.84)

I = D*DY9,Cc / (4.83)

'Resulta que el procedimiento realizado en la Seccién 4.2, es el mismo tanto para
canales simétricos como para canales asimétricos.
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Tomemos el denominador y reescribamoslo

. r . g’_af/f,/ 2 y p a’f’ af”_af’Qf” 2
D _f+p2<l DV w12 (2L 2o
i / 1 en 2 / 1o 2
_ pelopl (@ _af'f p-(d af'f
_f +fp2(l p) T a\T B i
i p a’f’ af” af/Qf// p2 a’f’ af” af’Zf” 2
DY |1—-2— — — —
* pz(l+l B )T\ T B

= (D"f?+ DY)+
1 £l 12 £11 1 £l 1/ 12 £11
N 2P<Dxaf_Dxaf " s _Dy%JrDyaf f >+

P2 l 3 l 13

2 / BTN 1t " 12 pn N 2

p a af'f af oaf’ af*f

P ip= (% _ pv (&L _
(T ) e (T

Definamos entonces
a = (D*f" + DY) (4.85)

! £l 12 ¢l ! gl 1 12 ¢l
BE <Dxalf _Dzaflgf _Dyalf _Dy%_i_Dyafﬁf > (486)

/ 1 enN 2 1t " 12 pn 2
’}/E[D$<a_aff> +Dy<af+af _af2f>] (487)

l 3 l l 13

al/

§= (4.88)
Y asi con esto, I queda, ec. (4.83)
p2 1— 26
[ = prpv g0 / [ P } —dp (4.89)
P -n [a+262 +45]

Asi, resolviendo esta integral

11:/p2 -] _dp (4.90)
—p1 {a—l—ZBp% —I—’y%}

considerando tablas de integrales[49]

Mx+ N
A+ 2Bx + Cz?

M
= ﬁln’A+23x+C’x2‘+

NC -MB B
¢ rctan Cor B (4.91)

OvVAC 2 N de - B2
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si? AC > B?. Asi llegamos a la expresién

/p2 [ _p%d} dp ) /1 [1—rd] i
= p2
—p [OH-Qﬁp%—i-’y%] _o1 o+ 267 + 412

P2

IOO(S r=1
= —Zlnl|a+28r + 472 +
2y r——P1
>
r=1
+ p 7+ 5o arctan yr+ 5
g ——— _rrte
TVay — B2 vay =52 _ n
P2
Asi
1) 2
I o= —giln a+28+7 +
Y
@2 (5) + (%)
+ p2 1+ arctan v+ — arctan P

Con esto, (4.89) queda

19 2
I = D*DYald,c© —5oIn at26+y S|+
Y _ P1L 1
«—2p (P;) +7<P;)
s — (&>+B
+ i arctan — arctan P2

_at8 )"
vV ay — B2 Vay — (2 Vary — 2

2pagina 67, expresion 5 de la referencia[49].
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Por lo anterior, al retomar® (4.77)

D(O)(t) = (t);C(O)DmDyal@tC(O) —;ln a+25+7 ) +
o T2 () o (3)
— PL _|_ﬁ
+ Lﬂé arctan — arctan <p2>

Y+ 8
Way = B2 Vay—p? Vay -2

Finalmente
DO(t) = e LIS N o B
(e - hei-d) | D 2 o (2"
19 (p1 + p2) — 5555 (03 — 3 a—28 (72) +y (E>
; () +7
+ _0Fh arctani—arctanp; (4.94)
Way - B2 Vay =52 Vay - p?

De las expresiones (4.85), (4.88), (4.87) y (4.88), vemos que la ecuacién
(4.94) es dependiente de la variacién del eje del canal, f’, de la concavidad
de este, f”, asf como del ancho del canal, a, y cémo varia este, a’.

Para un canal simétrico, es decir, p; = p2 = pg obtenemos

D*DY ) a+ 28+
(0) _ |2 mer
D) 2 [ 2y oz—2,8—|—7‘+
B (amtan B —’Hﬂ)]
TWay — B2 Vay— 32 Vay— 32

La expresion (4.94) es el resultado més importante de este capitulo. Es la
expresion mas general para un coeficiente de difusiéon en un canal

bidimensional.

P CO (Hw(t)

w®) = i)

o = 0,0 (1) (4.93)
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4.6. Canal recto asimétrico

Como un caso particular se considerard un canal cuyo eje central sea recto.
Una vez obtenida la expresién para dicho canal, se espera que el resultado
sea la expresion presente en la literatura[50], la ecuacién Dagdug-Pineda *.

Para este caso, f'(t) = 0 por lo que

a=DY (4.97)

6=0 (4.98)
a/2

¥ = ZTDI (4.99)

0=0 (4.100)

=1 (4.101)

Por esto, la ec. (4.94) queda

al D* DY ¥
arctan —— — arctan

DO ) il _\r)
(4 p0) v\ v

= DT DY ! arctan | o E +
N ((Pl +p2)) va'2Dz Dy Dy
P2

Da:
arctan | —a’ P \/>
P2 Dy
esto se puede reescribir como
arctan <a’\/§> — arctan (—a’ (%) %

a’(p1+p2)
P2

DOY(t) = VD=Dv > (4.102)

D(x arctan f5 — arctan f]
(@) _ J2 fi (4.96)
Do w’
donde f2 y fi1 son las funciones que describen las paredes superiores e inferiores, respec-
tivamente.
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Noétese que el denominador de la expresién (4.102) es justamente w'(t).

Ademss si consideremos que el medio es isétropo, D* = DY = Dy

n o 1 (p1
arctan (a’) arctan( a <p2)>

w/

DO(t) = Dy (4.103)

Finalmente, por como se costruy6 el canal, a(t) es la longitud de la pared
superior desde el centro del eje del canal, para hacer clara la analogia le
llamaremos as = a. Por otro lado, el término a’ (%) es la longitud de la
pared inferior del canal desde el eje central del canal. Llamemosle
a; =d (Z—;).

arctan (a}) — arctan (a})

/

DOY(t) = Dy (4.104)

w

Con esta terminologia queremos mostrar explicitamente que hemos llegado
a la expresion de Dagdug-Pineda, expresion (4.96), que es la
generalizacion del caso simétrico obtenido por Kalinay y Percus[51].

Para un canal simétrico y con D¥ = DY = Dy, la ec. (4.95) queda

(arctan (a’) — arctan (—a’)) (4.105)

4.7. Canal asimétrico inclinado

En esta seccién, encontraremos el coeficiente de difusion efectivo
dependiente de la posicién D© (t) para un canal inclinado. Para ello,
consideraremos que la funcién que parametriza el eje central del canal,
tenga la primera derivada constante, esto es®, f/(t) = yj), con yj una

constante. Por lo anterior se tiene que

o = D%2 + DY (4.106)
/
8= “lyo (D® — DY) (4.107)
a/2 9

®definimos la linea media como f(t), esto es

f@) =yo
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5§=0 (4.109)

l=1\/1+y? (4.110)

con esto (4.94) queda

DO1)

al D* DY y
< (p1 + pa) [7\/047 my
(&) 4

X arctan — arctan

v+ 08
Jor -

_ D*DY . )
T (pitp2) - ;

O3 | Do+ Dr) (D + D) — (2 (D= — D)2

a D?* ! DY a'k D% — DY
X arctan r (D" +yDY) + F( ”) n
(D*y@ + DY) (% (D" + yyDV)) — (“2(D* — Dv))?
— () 07+ kDY) + (D" — DY)

— arctan

’

(D7yg’ + D¥)(F (D™ + yo D)) — (“72(D* — D¥))?

o~

Simplificando términos considerando que D* = DY = Dy, obtenemos

DO (1) Dy

Dy w'\/1+ yf

donde w es el ancho del canal®.

t P2 w’ t P1 w'’
arctan — arctan | —
p1+p2\/1+yf p1+p2\/1+ yf

(4.111)

Para un canal simétrico, de la expresion (4.95) se obtiene

DO(t) = Do arctan _a® — arctan —7(1/(0
2a/\/1+ Y V1+yZ V1+yg
(4.112)
6Se define el ancho del canal como:
w="a +a= Md
p2 P2

que es simplemente la suma de la parte superior del canal con respecto a la linea media
con la parte inferior del canal con respecto a la linea media.
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Hemos generado una técnica matematica que contribuye a la simplificacion
de la solucién de la difusién en canales bidimensionales. La expresion
(4.94) es la ecuacién mas general obtenida por este método y hemos

mostrado que en casos particulares, reproduce lo publicado en la literatura.



Capitulo

Canales 3 dimensionales

5.1. Vectores tangente, normal y binormal

Anidlogamente al caso bidimensional, construiremos un canal
tridimensional alrededor de un eje que estara dado por una curva
parametrizada. Tomaremos tres vectores ortonormales que funjan como los
ejes de un nuevo sistema de referencia que se ird moviendo junto con la
curva parametrizada. Pondremos nuestro nuevo sistema de referencia sobre
este marco, SNC!, y trabajaremos con la ecuacién de difusién, ec. (3.11),
en este marco[52].

Sea r : R — R3, La curva parametrizada por ¢ que representaré el eje de

nuestro canal, el cual tiene la expresién (ver Fig. 5.1)
r(t) = z(t)i+y(t)j+ z(t)k (5.1)

con r, y y z curvas suaves, continuas y diferenciables.
Por otro lado, el vector t, tangente a la curva formada por el vector r(t),
viene dado por

t(t) =r(t) (5.2)

donde el punto denota derivada total con respecto al pardmetro ¢, A = %.

1Sistema no-Cartesiano
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L LT T, )

Figura 5.1:

Con esto podemos construir un vector unitario tangente a la curva

t ot
Viz+ g2+ 22 [B()]

Dicha expresién para el vector tangente t es util cuando queremos que

t(t) = (5.3)

nuestra curva dependa explicitamente de la parametrizacion. Por otro lado,
si se busca que la curva no dependa de una parametrizacién en particular,
conviene escoger como parametro la longitud de arco s (Ver apéndice

C). Supongamos que se tiene s = s(t), por lo que, de acuerdo a (C.2)

ds .
% = Je(o)
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podemos escribir

t(t) i) % drdt dr

t=t() = = = _ 5.4
=50 = w0 s~ grds  ds () (54)
donde se adopta la nomenclatura A" = %.

Queremos definir los vectores que construiremos en términos de una
coordenada generalizada que llamaremos x. Esto para poder escribir una

expresion generalizada.

_ drdx _

- S0P (55)

t=1t(x) 7

1 — dA
donde A’ = i
Para describir el vector normal a la curva n pensaremos en

L t(t+ A —t(¢
nf) = Jim 0=

—t (5.6)

con esto podemos construir un vector normal unitario

¢ dt dt ds dt i
A= =2 — dedl _ ds _ (5.7)
3 dt dt d dt :
o1& EE & [t
pues, por (C.2), % = \%\. En coordenada generalizada
N
. t (x)
n(x) = — (5.8)
[t 00l

Con esto, 1 es el vector normal en términos del pardmetro generalizado, x.2

2 para mostrar la perpendicularidad entre los vectores t y i, se hace

t-t=1 (5.9)
derivemos la ecuacién d
—(t-t)=0 5.10
i (69 (5.10)
esto es . .
dt . . dt
—t+t-— =0 5.11
dy + dx ( )
por ello
. db
2t - — = 12
=0 (5.12)
es decir

t-A=0 (5.13)
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Por 1ltimo, buscaremos un vector b que sea perpendicular a t y i. Como ©
y n pueden estar en términos de ¥, b heredard la dependencia
correspondiente, b = B(X)

~

b=txn (5.14)

Con esto, tenemos tres vectores que juntos forman un sistema coordenado
ortonormal que se va moviendo con el eje del canal, uno considera un
parametro ¢t que construye la curva a partir del marco Cartesiano; por otro
lado, tenemos un parametro s que sélo considera la longitud que se avanza
sobre la curva.

Ahora, supongamos que tenemos un punto p en R3 cuyas coordenadas en

el sistema de referencia estatico son
r, = &+ §j + 2k (5.15)

Consideremos lo siguiente, los vectores n y b forman un conjunto de planos
que son perpendiculares al eje del canal. De este conjunto de planos,
tomemos el plano que contenga al punto p. En dicho plano las coordenadas

del punto p en el sistema coordenada que esta sobre el eje del canal son
R, = An + Bb (5.16)

Ademas, r intersecta con el plano que contiene a p.

r = ai+yj + 2k (5.17)

Con esto podemos escribir
r,=r+R, (5.18)

Si escribimos la ecuacién (5.16) en coordenadas polares, es decir,
A=R,cos y B=R,sin0

R, = R, (cos 01 + sin 0b) (5.19)

pero el término (cos fn + sin 0b) es el vector radial 1, ; en coordenadas

polares sobre el plano que contiene al punto p.

f,.5 = cos O 4 sin Ob (5.20)
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Por ello
R, =R,y (5.21)

donde podemos generalizar la expresién pidiendo que R, = R,(f). Asi, la

posicién de punto p queda dado por
rp =1+ Ry(0)1,, (5.22)

Si introducimos otro pardmetro p € [0, po], podriamos describir cualquier

punto dentro de un canal cuyas paredes tienen un radio de R,(0).

r, =1+ pﬁRp(G)f'mb (5.23)
0

Notese que como n y b heredan su dependencia en ¢ 6 s, y r puede ser
escrito en términos de ambos pardametros, r, heredara la dependencia
correspondencia en t 6 s. Escribiendo de manera general la expresién

anterior para cualquier punto en el espacio, tenemos

r,(t, p,0) = r(t) + %Rp(e, 1) p(t) (5.24)
rp(s,p,0) =r(s) + ﬁRp(G, 8)Tp p(s) (5.25)
Po

Si x representa cualquier pardmetro externo o de longitud de arco

rp(x, p,0) = r(x) + %Rp(& X)Tn5(X) (5.26)

5.2. Calculo del determinante

En la Seccién 5, se escribi6 en forma vectorial la expresion (5.26), que
representa el eje medio del canal. Para calcular el determinante, se
necesitan expresiones de tipo g%, donde la tilde representa las

coordenadas en el marco Cartesiano. Consideremos que

xy = Tu(T;) (5.27)
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si existe una transformacién inversa. Tomemos la diferencial de las
variables en el sistema cartesiano

o0z
OxH

di® = (5.29)

Del mismo modo 3
ox*

ozl

sustituyendo la ec. (5.32) en (5.29) queda
0z Ozt

= dzb

azr 9zt

dat = ——di® (5.32)

~a

(5.33)

es decir,

0z 9zt | 0z 92% |  0%% a3
ot 0i1 ™ T oo™ T 9a3 o5
0z ox' _,  03°0x®  _, 0%%02°
ot 072 T o™ T g8 052
03 9z ~3+@‘9x2 ~3+@3x3
02t 03" T 92073 T 9r8 073

desarrollando la expresion, identificando ' =z, &2 =y, &3 =2z, 22 =0 y

dz® =

_|_

3 =p
o 07" 0z’ ox* 00 0x® Op
= T o T ae 0™ oy 0™ T

03 Ozt oz* 06 oz* dp

gr_or Y4

221 oy YT a0 oy ™ T 9y g™

0% Ozt oz . oz® 89 855“ op

9t 92 C T 00 9: T 9, 92 (5:34)

_|_

_l’_

3 Esto es equivalente a escribir:
De (5.29) se desprenden las expresiones

dao = Stds + 9%d6 + SEdp

@—%@+®w+%@ (5.30)
dz = Bgds BZd94+732dp

De (5.32) se desprenden las expresiones

ds = asdm—i— asdy+ 6Sdz
w_%m+£@+?w (5.31)
dp = 8”d;c+ pder apdz
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donde z! es el pardmetro que describe construye el eje central de la curva.

Si desarrollamos la expresion para a = 1

dr = <8x3$1+5:€8p+8x@9>d$+
ozl 0x  Opdxr 00 Ox
oxr 0x' O0xdp Ox 00
“ (5% +opon* arog)
(2ror oriy ocon -
oxl 9z  Opdz 060z

Igualando término a término ambos lados de la ec. (5.35), se obtiene el

siguiente sistema de ecuaciones

ox Ox!
ozl oz
Ox Ox'
ozl dy
Ox Oz!
ozl 0z

Para simplificar la notacién, definiremos z! = ¥, % fo=ry

Con esto las ecuaciones quedan

Oz Jp
dp Oz
oz dp
9p dy
Ox dp
p 0z

0x 00
80 0x
0z 00
800y
0z 00
900z

TyXa + Tppz + Tby =1

Ty Xy + Tppy + 290y =0

Ty Xz + Tppz + 290, =0

1

0

0

(5.36)
(5.37)

(5.38)

da —
%:ab.

(5.39)
(5.40)
(5.41)

Mediante un procedimiento andlogo, sustituyendo en (5.34), con a=2, se

obtienen las expresiones

YxXz + YppPz + Yoz =0

YxXy T YpPy + Yaby =1

Yx Xz + Yppz + Yol =0

(5.42)
(5.43)
(5.44)
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Finalmente, sustituyendo a=3 en (5.34)

2y Xz + 2ppe + 2902 = 0 (5.45)
ZyXy + Zppy + 260y = 0 (5.46)
2y Xz + 2pp2 + 200, =1 (5.47)

Para resolver el sistema, reagrupamos las ecuaciones (5.39), (5.42) y (5.45)

Ty Xz + TppPz + xgl, =1 (548)
Yx Xz T YpPz + YOz =0 (5.49)
Zy Xz + 2pPz + 290, =0 (5.50)

con este sistema de 3 ecuaciones con 3 incégnitas podemos encontrar la
dependencia para X, pz v 0..

De manera analoga, reagrupamos las ecuaciones (5.40), (5.43) y (5.46)

Ty Xy + Tppy + 190y =0 (5.51)
Y Xy T YpPy + Yoy =1 (5.52)
Zy Xy T+ Zppy + 260y = 0 (5.53)

Con este sistema de acuaciones podemos resolver para Xy, py v 0y.

Finalmente, de las ecuaciones (5.41), (5.44) y (5.47) formamos el sistema

Ty Xz + Tppz + 200, =0 (5.54)
YxXz t Yppz + Yt =0 (5.55)
2 Xz + 2pps + 200, =1 (5.56)

con el cual podemos resolver para x., p. v 0..
Entonces ya tenemos los tres sistemas de 3 ecuaciones con 3 incégnitas,

ahora sdlo resta decidir cémo vamos a resolverlos. Finalmente, usaremos la
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regla de Cramer para resolver los sistemas de ecuaciones. Sea una matriz

A, la solucién al sistema,

Ax=Db (5.57)
viene dada por
o det(Aj)
Tj = det(A) (5.58)

donde A; es la matriz que resulta de remplazar la j-ésima columna de A
por el vector b.
Tomemos el sistema de ecuaciones formado por (5.48), (5.49) y (5.50) y

escribamoslo en notacion matricial

Ty Ty Tp Xz 1
Y Yo Yp| |0z | =1{0 (5.59)
2y 29 Zp Pz 0

Entonces, en nuestro caso, A tiene la forma

Ty Ty Tp
A={w w y (5.60)
2y 20 Zp

la solucién para x, viene dada por

det(Ay,)
p = —— X% 5.61
Xe = et (A) (5.61)
donde
1 z9 1z,
det(Ayz) = |0 vo  yp| = (Y02 — 20Yp) (5.62)
0 z9 2
Asi, tenemos que
~ (Yozp — 20Yp)
Xe = T det(A) (5.63)
La solucién para p, seria
det(A,z)
, = ) 5.64
Pz = et (A) (5:64)
donde
Ty wmg 1
det(Ape) = yx Yo 0| = (yx2o — Yozy) (5.65)

zy zg O
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Asi tenemos que
(Yx20 — Yo2x)

. = 5.66
P det(A) (5-66)
Finalmente, para 0, tenemos
det(AgI)
0, = ———=2 5.67
det(A) (5.67)
donde
zy 1 =z,
det(Ag,) = yy 0 yp| = (ypzx _yxzp) (5.68)
zy 0 2
asi tenemos que
o, — Wox — YxZn) (5.69)

det(A)
De la misma manera, podemos escribir las ecuaciones (5.51), (5.52) y

(5.53) de manera matricial

Ty Tg Ty Xy 0
YU Yo Yp O, 1 =11 (5.70)
2y 20 Zp Py 0

donde la matriz A es la misma que la expresion (5.60).

Mediante un procedimiento similar al anterior obtenemos que

(xpz0 — 2pT0)

= 5.71
Xy det(A) ’ ( )
_ (xozy — 202y) (5.72)
Py det(A) '
' ( )
TyZp — Zy T
g, = X TXTP) 5.73
4 det(A) (5.73)
Por 1ltimo, escribamos las ecuaciones (5.54), (5.55) y (5.56) en notacién
matricial
Ty To Tp Xz 0
Yx Yo Yp| | 0:] =10 (5.74)
Zy 20 Zp Pz 1

donde nuevamente la matriz A tiene la misma forma que (5.60).
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Las soluciones que se obtienen aqui son

(zoyp — ZpYe)

Xz = W7 (5.75)
~ (yory — oYy )
P2 = T det(A) (5.76)
y
0, = W (5.77)

Como podemos observar, en todas las soluciones se encuentra el término
det(A), el cual, procederemos a calcular a continuacién.

Retomemos nuevamente la expresién (5.26)
_ p .
rp(x ,60) = () + - =Ry (6, X)Fnp

Ahora, consideremos que Ry(x,0) = y/a(x)R(8) y escribamos la ecuacién

(5.26) en términos de sus componentes
7i(x, p, 0) = 5(x) + pﬁx/a(x)R(G)(ni cos 6 + b; sin §) (5.78)
0

donde, como habiamos establecido anteriormente, &, ; = (cos fn + sin 06)

Derivemos parcialmente (5.78) con respecto a x

0% , pR(0) O :
Oy xi(x) + " Ox ( a(x)(ni(x) cos @ + b;() sin 0)) (5.79)
esto es

or; pR(0) < ( dn; . dbi) o d (\/5)>
= x;(x)+ a cos 0 4+ sinf— | + (n; cos @ + b; sin 0
I (x) p” (x) i ax ( ) ax
(5.80)

para las derivadas de las componentes de los vectores normal y binormal,
utilizaremos las férmulas de Frenet-Serret (Apéndice D).
.
— = KN, (5.81)

M _t+7b (5.82)
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&
ds

donde k es la curvatura y 7 la torsion.

h (5.83)

Las componentes de las ecuaciones de Frenet-Serret son

CTQ = kn, (5.84)
CZ?’ = —kt; 4+ 7b; (5.85)

Y db
disl =—7n; (5.86)

Dado que las expresiones de Frenet-Serret estan escritas en términos de la

longitud de arco, sin pérdida de generalidad, reescribamos (5.80)

Ot = x’i(x)—i-pR(g) < a(x) (cos 9§dni + sin@debl) + (n;cos + b; sin0) d(ﬁ))
% Po X X ds dx
(5.87)

que puede ser reescrita como

0z; _ / pR(Q) _@ .
oy zi(X) + dX\/a(x)cosﬁmtz—i- (5.88)

Po
d(va) b; sin 9)
dx

d d d
i a(x) cosOtb; — i a(x) sin On; + (d;/f) n; cos 6 +

_l’_

Ahora, derivemos (5.78) parcialmente con respecto a p y 6 respectivamente

O = V) E(6) (n; cos 0 + sin 6b;) (5.89)

dp Po

0z; _ py/a(x)R(0) ( sin On; + by cos ) + a(x)R'(0)
o0 P0 Po

(cos n; + sin Ob;)
(5.90)
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Con lo anterior, podemos calcular

Ovi Ovj _ Owidvj <'a(>;)Rw) (njcosB + b;sinf) p'a(pX)Rw) (—n;sin + b; cos 0)) +
0 0

o0 0p  Op 00

n; cos f + b; sin 6

<\/CT>;())R(9) ( ) f@ (—njsin® + bj cos 0))

Si hacemos los productos correspondientes y hacemos las operaciones de

los términos comunes, obtenemos

Ox; Ox; 8xi% B pR%a

20 0p  9p 90 2

(bmj — bjni) (5.91)

Por otro lado, el determinante de A tiene la forma
Ty T Tp
det A=y Yo Y| =2x(Yo20 — 20Yp) — To(Yx2p — 2xYp) + Tp(Yx20 — 2y Yo)

2y 29 Zp

el cual puede ser reescrito como

det A =z, (Y02, — 20Up) + Ux(Tp20 — 2p0) + 2 (Ypzo — Tpy0)  (5.92)

Sustituyamos las ecuaciones (5.88) y (5.91) en (5.92) y obtenemos (ver
Apéndice E.1)

_ _ ds (pPa®PO) R} O)cosO .\ pa(x)R*(0)
A =detA = dx < pe (x) 7 ) (5.93)

5.3. Coeficiente de difusion efectivo

El procedimiento a seguir es andlogo al hecho en la Seccion 4.5.

Empecemos nuestro desarrollo a partir de la ec. (4.59)

AC = 9,[AD"9,C]
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Integremos sobre el radio del canal p € [0, po]

P=p0 . P=P0
/ ACdp = / A [AD* 8,C)dp
p=0 p=0

p=po p=po
_ / O [AD™0,C)dp + / 9[AD™8,Cldp +
p=0 p=0
4 / 9, AD?8,Cldp
=0
p=p0

= 0, / [AD*9,C)dp + Dy / [AD%,C)dp +
p=0 p=0

P=pP 0
+ / 8,|[AD",C)dp (5.94)
p=

Concentremonos en el tercer término del lado derecho
/ popo O[AD?0,C)dp = [AD?8,C) |y, — [AD"3,C) o
o=

Usando la condicién de frontera, ec. (4.56) se obtiene

/ pzpo 9,[AD™9,C)dp = —[AD?3,C) 0 (5.95)

p=

Ahora, recurramos a la expresién para el determinante, ec. (5.93), al
evaluar p = 0, el determinante A se anula y por ello, la expresién (5.95) se

anula. Por lo anterior, (5.94) queda

p=po pP=po pP=po
/ ACdp = 9y / [AD**9,C)dp + Dy / [ADd,Cdp
P

=0 p=0 p=0
(5.96)
Integremos en 6 sobre un periédo completo
0=2m P=Po 0=2m P=p0
/ d9/ ACdp = 0Oy d@/ [ADX"9,Cldp +
6=0 p=0

o=2m P=po
4 / 90, / IAD™8,Cldp  (5.97)
0=0 p=0

Ahora, concentremonos en el segundo término del lado derecho de la
ecuacion anterior

0=2m pP=p0
/ 90, / (AD™8,Cldp
6=0 p=0
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Realizando la integracién en 6

o=2m P=po
/ 90, / AD™8,Cldp =
0=0 p=0

pP=p0 0=2m

[AD? C]dp>

O

0=0
0=2m

Aﬁdp>

=0
P=pP0

(-
(.

= /p (AT |5=2"dp (5.98)
[

p
0=0
p

Ho

k)
=

0

A(x, 2, p) % [g—0 — A(x, 0, p)J%9=0)dp

O

Como A depende de 6 mediante R(f) y cosf, ec. (5.93),
A(x, 27, p) = A(x, 0, p) ya que R(f) es una curva paramétrica cerrada®.
Con esto, la ec. (5.98) queda

O=2m pP=po pP=po
/ d@ag/ [AD%9,Cdp = / A(x,0,p) (%60 — J%|o—0)dp
6=0 p=0 p=0

Ahora, pediremos que la componente 6 del flujo sea cerrada dentro del

0 ;
canal, por lo que J(,I:O =J 9!9:% y asi obtenemos

o=2m p=po
/ dhdy / [AD%d,Cdp = 0
0=0 p=0

Asi, (5.97) queda

o=2m p=po | o=2m pP=po
/ d6/ ACdp = 0y d&/ [ADX"9,Cldp
0= =0 6=0 p=0

esto es

o [o0=2r pP=p0 0=2m pP=po
— / o / ACdp = 0, / db / [ADXX3,C + ADX?9yC + ADXP9,C)dp
It Jo—o p=0 6=0 p=0

(5.99)

Ahora, el nimero de particulas se define como

N = / Cdzdjjdz (5.100)
D

“Por la condicién de periodicidad, se tiene que R(27) = R(0)
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donde D es el dominio del canal que se analiza. Este mismo dominio visto
desde el punto de vista del sistema de referencia cartesiano, D’, nos lleva a

la expresion

X1 0=2m rp=po
N = / Cdzxdydz = JCdxdydz = / (/ / deOdp) dx
D D’ X0 6=0 p=0

(5.101)
donde J es el Jacobiano de la transformacion y
D' = [x0, x1] U [0,27] U [0, pg]. Como en coordenadas cartesianas la métrica
es euclidiana, el Jacobiano de la transformacion coincide con el

determinante de la métrica, por lo tanto

X1 6=2m  rp=po s1
N = </ / ACdep) dx E/ Pdx (5.102)
X0 0=0 p=0 50

es decir,

0=2m  rp=po
P = / ACdOdp (5.103)
6=0 p=0

donde P es llamada la concentraciéon marginal. Por todo o anterior, la ec.
(5.99) queda

opP N XX X0 X
o = Oy / A[D 0yC + DX 9yC + D papC’]dep
0=0 p=0

(5.104)

Por otro lado, propongamos que la ecuacién de Fick-Jacobs en SNC sea®

IP(x;t) 0 9 (Px:?)
R Gy (5100

donde D(x) es el coeficiente de difusién efectivo dependiente de la posicién.

®La expresién para la ecuacién de Fick-Jacobs generalizada, ec. (2.9) viene dada por

Oc(z,t) 0 0 (c(z,t)
ot ‘%D@M”%(m@)

donde A(x) es el drea de la seccién transversal del canal en la posicién
Az) = e PUV® (5.105)

dado por (2.6).
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El término

0=2m  rp=po
A(x) = / / Adfdp (5.107)
0 p

=0 =0
es el drea de la seccién transversal en el canal. El término A nos indica la
manera que esta se deforma al pasar de un sistema de referencia al otro (ya
que A es el determinante y el Jacobiano de la transformacién).
Comparando las ecs. (5.106) y (5.104)

o 6=2m  rp=po )
aX/ / A[DXX0,C + DX’0C + DX?9,Cdfdp  (5.108)

6=0 p=0
0 0 P(x,t))
= —DO)A(Y)—
2 DOOAN) ax( S
Esto es

f=2m  rp=ro 0 (P(x,t)
A[DXX), C+D*°9,C+DXP,C\dOdp = D(x)A ( ’
/9:0 /,,:o Do), ’ /Clavdp = DA - (55
(5.109)

Despejando D(x)
oo [0 ADXOC + DX0pC + DX, Cldbdp
D(x) = 2 (P
0 (%)
Podemos ver que la expresién (5.110) depende de las cantidades 0, C, 0yC

y 0,C.

Las variables 6 y p caracterizan la geometria del canal en las direcciones

(5.110)

transversales y nos interesa caracterizar dicha geometria en la direccién
longitudinal x. Para ello, expresaremos el coeficiente D(x) en términos
longitudinales como se muestra a continuacién.

Tomemos la expresién (3.8)
J* = -D"9,C
y con esto
J? = -D%9,C = -D%9,C — D¥9,C — D9,C

JP = —DP'9,C = —DPX9,C — D 9yC — DP*9,C
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despejando
D?9yC = —D™d,C — D%9,C — J° (5.111)

DP9,C = —DPX9,C — D 9yC — J° (5.112)
Sustituyendo (5.111) en (5.112) y viceversa, (5.112) en (5.111)
D" prry,c = —DYDPxo, C — DFP(—~D%9, C — D9,C — J%) — DY g°
DP*D"9,C = —DPP D9, C — DY (—D%*9,C — D9,C — J%) — DrrJ?
Despejando para 0,C' y 0pC' respectivamente se llega a

D% e — D0 J0 + (DY DX — DPP DIX)9, C

90 Dro D — D0 Dpp

(5.113)

D0 je — D% 9 + (D% DPX — DPP D)0, C

05C = T DI D (5.114)

sustituyendo en (5.110)

OO N (R L ———
D) = / DY, O+
_ _ 9 (PX) X
=0 Jm A% (50)
e (D17 = D¥.J° + (D% DPX — D D)9, C
™ Drp DY — Dbp Do T
o (PP = D7 + (DY DPx — D D)9, C
+ 5 D0 — D% Drr dfdp

Acomodando términos

IO [P2P0 dBdpADOC [T [P7° dfdpADyg

D(x) = . 2
a9 (PKX) 3 (PX)
A(X)@ (ﬁi)) A(X)afx (Tﬁi))
(5.115)
Con
1
— xx N9 nHee _ pxx pHrd Hoe X8 e rypx

DX0prepix — pxe % pex 4 DXPDP9D9X) (5.116)
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Dx0pbe ge — pDxOpree J0 _ Dxe DY o 1 Dxp pro o
Doo = (5.117)
Drr D99 — Drb DO
Considerando que s6lo hay flujo en el sentido del vector normal al drea A,

estoes, JP =0y Jr =0,

0=2m =
VT [0 d9dpADOC

A (B

D(x) =

(5.118)

Diremos que cuando la concentracién C' no dependa de las variables
transversales, esto es, de 6 y p, D(x) estard a orden cero, el cual tiene una

expresion de la forma®

0=2m rp=
D(O) ~ 6=0 fpp:(soo dedpAD
= A(x)

La expresion (5.119) es el resultado més importante de este capitulo. Es la

(5.119)

expresion mas general para un coeficiente de difusion en un canal

tridimensional.

5.4. Coeficiente de difusion efectivo para un
canal recto

Consideraremos que el canal recto esta sobre el eje 7 en el espacio

Cartesiano. Parametrizaremos esta recta como

r(t) = (t,0,0) (5.120)

5Como C no depende de 8 y p, sale de las integrales
0=27 rp=p
o=0 Jp=o ©dfdpADO, C
o | CUE=S™ J=5° Adodp)
AW ax | (s 17550 aanar)

R

D(x)

las integrales hacen la unidad y queda
o= 25 dodpADa, C
- aC

A(X)@

Asi, los términos 9, C' se eliminan y la expresién se transforma en la ec. (5.119).

D(x)



5.4 Coeficiente de difusion efectivo para un canal recto 61

Ahora, si y = t, las ecs. (5.20) y (5.26) se expresan como

rp(t,p,0) =r(t) + p%R(G, t) (cos On + sin 96)
donde, por construccién, escogeremos los vectores t = (1,0,0), h = (0,0, 1)
y b= (0,—1,0). El signo negativo en la componete j del vector b se escoge
asi para tener un sistema coordenado de mano derecha. Ademas
escogeremos R(6,t) = \/a(t), es decir, el ancho de las paredes del canal
s6lo dependerd del parametro externo t.

Con esto, la dependencia entre las coordenadas del sistema euclidiano con
SNC queda

x(t,p,0) =t, (5.121)
y(t,p,0) = — L \/a(t)sin 0 (5.122)
Po

2t p,0) = L - Va(t) cos (5.123)

Con esto podemos calcular las expresiones

xy =1, xg = 0, z, =0
/
pa Va
= — sinf, vy = — p acos 0 — _Y%ino
v 2pov/a Y v Po
/
=L cos 0, zpg=—Lyasinh z,= va cosf.  (5.124)
2p0v/a po P0

Por otro lado, para calcular el determinante A, usamos la ec. (5.93)

_ pa(t)R*(9)
P ~() P} )

A =

ds ( p2a3/2(t)R3(0) cos 0
dt

Ya que se trabaja con un canal recto, la curvatura « = 0, por lo que, si
R(6) = 1, la ecuacion (5.93) queda

A= —/%a(t) (5.125)
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Con todo lo anterior, podemos calcular las ecs. (5.63), (5.66), (5.69),
(5.71), (5.72), (5.73), (5.75), (5.76) y (5.77)

!/
apa
tarzla 090:07 px:_g
po - .
ty =0, Oy:—%cosﬂ py:—%sm9
. £0
t,=0, 0,= pp—\;a sinf  p, = % cos 8. (5.126)

Una vez hecho esto, recurrimos a la ec. (5.110)

ozt Ox”
0z Ozl

para calcular el tensor de difusion en el marco SNC. Con esto obtenemos

DWW — Dab

D" =2D* + DY + t2D* (5.127)
D" =t,0,D" +t,0,DY +t.0,D* (5.128)
D" =t,p, D" + typ, DY +t,p,D? (5.129)
DY = 02D + 02DY + 62D* (5.130)
D% =0,p,D* + 0,p,DY +0,p,D? (5.131)
D = p2D* + p2 DY + p?D* (5.132)
Asi, sustituyendo (5.126) en las ecuaciones (5.127-5.132) obtenemos
D' = D* (5.133)
DY =Dp% =0 (5.134)
/
D = DPt = —D* “‘;p (5.135)
2
D% = L0 (DY cos § + D sin? ) (5.136)
p?a
2
D% = D = (DY — D*) 20 sin g cos b (5.137)
pa
2,12 2 2
pre=prt2 L 4 (pv4 pr) 20 (5.138)
a

A continuacién, supondremos que la concentracién depende unicamente de

la coordenada longitudinal, esto es, C(t,0,p) ~ C(t) y que DY = D?. Con
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esto, estamos listos para plantearnos resolver la ec. (5.119)

o=2m 2730 dbdpAD

D(O) (t) _ 0=0
0=2m =
(S e adedp)
con
_ 1 tt 100 Hpp tt ot Hbp t0 m0p Hpt

DtQDppDet _ DtpDeert 4 Dtpr9D9t>

Primero resolvamos la operacion que hay que hacer con D, las

componentes del tensor de difusién

da(t)D* p?
p—_ al)Dp . (5.139)
a'(t)?p* + 4al(t) pj

que al integrar en 6 y p queda
0=2m

4ra(t)?D® da(t) +d'(t)?
(1) ln( o) ) (5.140)

La integral en el denominador queda

p=po
/ d9dpAD = —
6=0 p=0

0=2m  rp=po
/ Adfdp = —ma(t) (5.141)
0=0 p=0

Finalmente, el coeficiente de difusion efectivo queda

1(1\2

DO(t) = 4D® a‘f((f))Q In <1 + ZCEZ) > (5.142)
si el ancho del canal no varfa, a’(t) = 0, por lo que, haciendo el limite de la

expresién (5.142) para encontrar la convergencia’

1(4\2
DO (t) = 4D" a?((tt))Q (252) ) (5.143)
esto es

DO(t) = D" (5.144)

donde la aproximacién se quedé a primer orden.

7

ln(1+x):xf%x2+... izl <1
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5.5. Coeficiente de difusion efectivo para un
canal inclinado

Para el canal inclinado, escogeremos que la recta esté dentro del plano y — 2z
r(t) = (0,t,mt) (5.145)

Para trabajar, escogimos el parametro exterior ¢, ya que queremos observar
los efectos de la geometria en el coeficiente de difusion efectivo. Si
tomaramos como parametro la longitud de arco s, lo que encontrariamos es
que estamos viajando sobre un canal recto y el coeficiente de difusién
efectiva seria simplemente Dy.

Usando la ec. (5.5)

dx

ds

donde hemos escogido que x = t, esto es, que t es nuestra coordenada

t=r'(x)

generalizada, es decir
dt

ds
con % = /1 + m?2. Por ello, el vector tangente queda

t=r'(t)

1
V14 m?

Como hemos elegido que la recta esté sobre el plano y — z, escogeremos el

t= (0,1,m) (5.146)

vector binormal como b = (1,0,0). Asi, calculamos el vector normal como

P k .
A=bxt=|1 0 0 |=—_(0,-m,1 5.147
oo 0 Ter( ) ( )

Considerando la ec (5.26)
_ p . .
r(t,p,0) =ro(t) + ;R(G, t) (cos fn + sin 9b>
0

encontramos que

pal(t), . m cos 6 cosd
r(t,p,0) = sinf,t — ——=,mt + —— 5.148
o) = = Ot e e 61
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donde consideraremos que R(0,t) = \/a(t).

Con esto podemos calcular

/
e=1— pa/ m cos ¢ Yo = pva msiné Y, = _@M
s — ) - ’ o
200v/a it m? o VIEmE T po T4 m?
ot pa’  mcos6 = _BYa s _va_ cosf
s = ’ o ’ o
2p0v/a /1 +m? Po VIEm2 P 0 T4 m?2

(5.149)

Consideremos la expresién para el determinante A, ec. (5.93), con xy =t

pa<t>R2<6>>

A
P}

ds <p2a3/2(t)R3(9) 08,1y _

dt o

Como trabajamos con un canal recto, K =0

2
A= —§7”“(i)§ () (5.150)
dt P
como R(f) = 1 tenemos
V1 2
A= _PYIET (5.151)

P5
Con todo lo anterior, podemos calcular las ecs. (5.63), (5.66), (5.69),
(5.71), (5.72), (5.73), (5.75), (5.76) y (5.77)

po sin 6
ty =0, 0, = %jge, Py = NG
t __ b Q. — _pomsing :_2mmpoﬁc050+pa’
Yo l4m2 Y VitmPpva Py 2a + 2m2a
t, = _mo 0, = _ __posin® 0y = po cos 0 B mpa’
1+m?’ V1+m2p\/a m\/a 2@(1—|—m2)

(5.152)

Una vez hecho esto, recurrimos a la ec. (5.110)

ozt 0x”

DWW — Dab
9z Ozb
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para calcular el tensor de difusién en SNC. Con esto obtenemos

D" =2D* + t2DY + t2D” (5.153)

D" =t1,0,D" +t,0,DY + t,0,D* (5.154)
D' =t,p, D" + typ, DY + t.p,D* (5.155)
D% = ¢2D" 4+ DY + 02D~ (5.156)

D% = 0,p,D" + 0,p,DY +0,p,D? (5.157)
D = p2D* + p2 DY + p?D* (5.158)

Asi, sustituyendo (5.152) en las ecuaciones (5.153-5.158) obtenemos

(5.159)

(5.160)

(5.161)

(5.162)

(5.163)

Dt — DY + D*m?
(1+m?2)?
DO _  pbs _ (DY — D*) mpgsin 6
(1+m2)*?py/a
D pes — _2(Dy—Dz)m\/mpo\/60089+ (DY + D*m?) pa’
2(14m2)%a
Do _ p?D* (m2 + 1) cos? 0 + p*sin? 0 (Dym2 + Dz)
(m?2+1)a
Doe _ pef _ posin 6 "
2 (1 +m2)? pad/?
X {2 (14+m?) (D* — D* + D*m® — DYm?) poy/acosf + (D* — DY) my/1 + m2pa’]
Dre — 1

— X
4 (14 m?2)” pa?

(5.164)

x [-2(1+ m2) paa (-D* - DYm? — D* (1 + m2) + (D* - D* + Dwm2) cos(26)) +

+ 4(DY — D*)m\/1+ m?ppov/acosfa’ + (DY + DzmQ) p2a'2}

A continuacién, supondremos que la concentracién depende unicamente de
la coordenada longitudinal, esto es, C(t,0, p) ~ C(t) y que

DY = D? = D* = Dy. Con esto, estamos listos para plantearnos resolver la
ec. (5.119)

f=2m rp=po
DOy = =0 Jp=0 d0dpAD

( el s Ad@dp)
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El tensor de difusién queda, segin (5.116)

4aD0p(2)
(1 +m?) pRa + P2

D = (5.165)

que al integrar en 6 y p queda

b=2m rp=po 4DoV/1+ m?ma® 4 (14 m?
/ d0dpAD = 22V T I ( e )a .
6=0 Jp=0 a 4(l+m?)a+a

(5.166)

La integral en el denominador queda

p=po
/ Adfdp = —\/1 + m2ma(t) (5.167)
p=0

9=27
0=0

Finalmente, el coeficiente de difusion efectivo queda
2

0) () — a e
DO¢) 4D0a/2 In <1+4(1+m2)a> (5.168)

Si el canal recto tiene un radio constante, a(t) = 1, habrd que hacer un
limite cuando @(t) tiende a cero para encontrar la convergencia de la

expresion (5.168). Dicha convergencia viene dada por la expresion

DO(t) = _Do

5.169
1+ m?2 ( )

5.6. Coeficiente de difusién efectivo para una
hélice circular

Construyamos un canal cuyo eje central tenga forma de una hélice circular
infinita. Consideremos la parametrizacién que describe este canal en

direccién de k, (ver figura 5.7)
ro(t) = (rp cos(wt), rp sin(wt), kt) (5.170)

Tomemos la expresién (C.1) para la longitud de arco

(1) = / (1)
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Figura 5.2: Hélice circular de 4rea transversal constante.

con lo que encontramos que

s(t) = \/ k% + riw?t (5.171)

y asi
ro(s) = | rp cos —— ,rpsin | w i Lk i
\/ k% + riw? \/ k% + riw? \/ k% + riw?
(5.172)

Para nuestros propdsitos, resulta que los pardmetros w y k pueden
remplazarse por un parametro «, donde « se define como

rhW
k

o' (5.173)

Con esto, (5.172) queda

ro(s) = | r,cos [ ————= |, sin , )
0 h rpva? +1 4 rava2i+1/) Va2+1
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Asi, calculemos el vector t tangente a la curva
t =r)(s)
Esto es,

f_a<_sm (a) (a) 1) (5.175)
V1+a? rpV1+a?)’ rpV1+a?) o '

Por otro lado, calculemos el vector n normal a la curva

di
h = -ds_
4
es decir,
i ( cos( i ) si ( i >0> (5.176)
=|- o0—— |, —sin | a——— |, .
rpV1+ a2 rpV1+ a2
Finalmente, usando (5.14)
b=txn
esto es
b= S (sin <as> —cos <a8> a) (5.177)
Vita? vitaz)’ mvita?)’ '
Por otro lado, mediante (5.93), calculemos el determimante A de la
transformacion
2 3/2R3 0 0 R2(9
p~a”"R°(0) cos paR”(0)
A= CEERIORT ) - 2
Po Po
por ello
0 —
Po

donde se consider6é R(#) = 1.
Considerando la ec. (5.26)

r(s,p,0) =ro(s) + ﬁR(G, s) (cos fn + sin 96)
Po
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que nos sirve para calcular

. Vap (cos0(r — ar) cos (&) + vVaZ + Trsindsin “O%)M

va? +1pg

apg cos (\/;‘;ﬁ)
va? + 1pg

xg = vap (sin(@) sin < as ) cos cos (as >>
’ Po vaZ+1 vaZ+1 a?+1
in(0
Tp = @ < sin(6) cos ( as ) — cos 6 sin (as))
P0 a?+1 a?+1 a?+1

\/aP(COS9(OU€—T)Sin< as )+\/m7-sin9cos< os ))

_|_

[y

a?+1 a2+

y =
’ Va?+1pg

3 as
apg sin ( a2+1)

va?+1pg

0
Yo = —\/ap <sin9(:os( as >— cos sin( as ))
Po a?+1 a?+1 a?+1
in@
Yp = ﬁ(—cos@cos( as >— S sin( as )>
Po a?+1 a2 +1 a2 +1

po — vapcosb(at + k)

+

2s =
a? + 1pg
Vaap cos
29 —_———
va?+1pg
Vaasin(6)
Zp = — e

a? + 1po

Con todo lo anterior, podemos calcular las ecs. (5.63), (5.66), (5.69),
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(5.71), (5.72), (5.73), (5.75), (5.76) v (5.77)

as
Qapg COS ( a2+1>

Sy =
va? +1(po — +akpcos0)

S app sin (\/c(jjﬁ)

Y va? +1(yakpcost — po)
S. = Po

: va? +1(pyg — v/arkpcosb)

Po

0, =

Va (o +1) p(arpcosh — po)

< (3 (Var e (52
+ (a®+1) ksin20sin <\/0357+1)> n
—- P <(a2 + 1) sinfsin <O‘51> n

2a1 + Kk cos20 + K)+

o? +
+ vVa?+1cosfcos <O§SH>>
0, = — PO X

Va(a® 1) p(Varpcosh — po)

X <\/ap (m cos?(0)(ar + k) sin (‘“) +

a?+1
2 . as . 9 . as
— (a®+1)ksinfcosfcos | ——— | + avVa? + 1rsin 051n<>)
@+ 1) <m> Vil R
+ /o ((042+ 1) sin 6 cos (ozs) — v/ a2 + 1cosOsin <ocs>>>
a?+1 a?+1
9 _ po (Vap(ak cos20 + ak — 21) — 2apg cos 0)
: 2\/ava? + 1p (yakpcost — po)
Po ((a2+1)00595m<\/§fﬁ>—msinﬁcos<\/§;7ﬂ))
S Va(a?+1)
2 . . as 2 as
Po (\/(mSIDQSln(m)%—(a +1) cochos( TZH))
S Va(a?+1)
apgsin @
Pz = =

vava? +1
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Deseamos calcular el tensor de difusién en SNC, expresion (5.110)

ozt Ox”
0z Oxb

D — Dab
esto es

D¥ = siD% 4 sgDy + s2D?
DY = s,0,D% + sy0y DY + 5,0, D*
D = syp,D% + sypyDY + 5.p,D*
D% = ¢2D" +0.DY + 02D*
por = 02px D" + 0ypy DY + 0,p.D*
D = piD® + prDY + p?D*

Si consideramos que D* = DY = Dz, obtenemos

D% — D*pj
(po — Varpcos )

D39 - _ Dxp%T

(po — Varpcos )
D¥ = 0
Do D*p¢ (ap? (k* cos 20 + k* + 27%) — 4\/akpop cos 0 + 2p3)

a 2ap? (po — \/arpcos o)

D% = 0
e DG

a

A continuacién, supondremos que la concentracién depende unicamente de
la coordenada longitudinal. Con esto, estamos listos para plantearnos
resolver la ec. (5.119)

o [0 dodpAD

( el el Ad@dp)
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donde, el denominador queda

=27 pp=1
/ / Adfdp = —ma (5.179)
0 p

=0 =0
Con respecto al numerador de la expresién (5.119), ec (5.116), se obtiene

D = D99Dpp i DpODGp (DssDGHDpP _ DsstGDGp + DsngprS+
DSGDppDGS _ DspDGHDps + Dsprngs)
2D*
k2p2 cos 20 — 4kp cos O + K2p? + 2p%72 + 2

Esto es
2D*
D = 5.180
(,7) K2p2 cos 20 — 4kpcos O + K2p? + 2p%72 + 2 ( )
por lo que
2a D% p(— 0
AD(n,7) = i aD®p(—po + /arp cos )
po (ar?p? + 2p3 + 2ap>72 — 4\/akppo cos  + ar?p? cos(26))
D,
= — 5.181
o G.181)

que es la expresién que deseamos integrar. Para poner la expresion (5.181)

en términos de la variable o, usamos®

2

«
S — 182
K Lt oD (5.182)
y
a
S 1
g rn (14 a?) (5.183)

8 donde se ha hecho uso de las expresiones (D.1) y (D.11).

i
ds

K =

db
ds

T=-n
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que nos dice que « = k/7. Asi, llegamos a

2aD%p (—po + /akpcosB)

AD(a, k) =
(o, ) po (arx?p? + 22ak2p? + 2p3 — 4y/arppy cos O + ar? cos(26))

(5.184)

o también, si sustituimos directamente (5.182) y (5.183) en (5.181)

obtenemos

2aD0rh0412)p (rha}%po — Vaa?pcos 0)
AD(a,rp) = 51 5
po (acr (14 a2) p? 4 2riadpd — 4\/arya?appo cos O + aa p? cos (20))

(5.185)

con

2=1+4a? (5.186)
5 )

Las expresiones (5.181), (5.184) y (5.185) no se pueden integrar por lo que
se recurrird a aproximaciones.
5.6.1. Aproximacion a k’s y 7’s pequenas con a constante

Haremos un desarrollo en serie de Taylor para la curvatura x y la torsion

7. Tomando la expresién (5.181)

2aD* p(—po + +/akpcos0)
po (ar?p? + 2p3 + 2ap>72 — 4y/akppy cos 0 + ar?p? cos(26))

AD(k,T) =
Orden 0 en Kk y orden 0 en 7

0=2m rp=1
=2m (p=1 Dot Y dfdp
DO (s, k,7) 00 = 2=0_“p=0 S ) =D* (5.187)

—T

Vemos que a primer orden, recuperamos el canal recto. Los desarrollos en

serie de orden (1,0), (0,1) y (1,1) dan el mismo resultado®.

9La notacién se lee como: el primer término en el paréntesis es el orden del desarrollo
en K, el segundo término del paréntesis es el desarrollo en 7, (k,T).
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Orden 2 en Kk y orden 0 en 7

DO (s, k,7)20) = b /9:2” /p:1 ((=p+0 (") +r (—p*Vacos(d) + O (1)) +
p

T Jo=0 =0

+ ax? (1p3 (=4 cos®() + cos(20) + 1) + O (Tl)) +0 (,&)) dbdp

2

x

D

Esto es D
DO (s, 5, 7)) = D* 4 TGHQ +... (5.188)

El desarrollo en serie de orden (2,1), da el mismo resultado.
Orden 1 en kK y orden 2 en 7

T

DO(s, 5, 7)12) = DT — %072 ... (5.189)

Orden 2 en kK y orden 2 en 7

2,2 o ((aD” 2 2 1 2
DO (s, k,7)>2) = & (4 —a°D*r ) - §CLD$T +D*+... (5.190)
Los desarrollos en serie de orden (3,2), (2,3) y (3,3) dan el mismo resultado.

Orden 4 en K y orden 0 en 7

D® D*
DO (s, i, 7) 40 = D* 4 Taﬁ + ?a2/€4 ... (5.191)

Los desarrollos de orden (4,1) y (5,1) dan el mismo resultado.
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Orden 4 en Kk y orden 2 en 7

2
D(0)<8,K],’T)(4’2) = D" 4 /432 <a4DfE B CL2D$7—2> 4 K]4 <CL 8_D"E _ ;LgagDz’T2> +

1
- 5CLDIT2 +... (5.192)

Los desarrollos de orden (4,3), (5,2) y (5,3) dan el mismo resultado.

Orden 4 en xk y orden 4 en 7

1 15 D*
D(O)(s, H,T)(4’4) = D+ §a2DzT4 + K2 (8(13Dx7’4 —a®’D*r? + a4 > +
21 45 2p® 1
+ &4 <4a4D$T4 — §a3Dz72 + a4 g ) — 5@D””7'2 + ...
(5.193)
Los desarrollos de orden (5,4) y (5,5) dan el mismo resultado.
Orden 6 en k y orden 0 en 7
cona=1
1 1 )
DO GO =D (14 k2 + kP + —kS 4 ... 194
(s,K,T) —1—4% —1—8/1 —|-64K) + (5.194)
que es la expresion obtenida por Ogawa[53], la cual tiende a
1-VI— &2
DO (s, k,7) (00 = gpr=— Y- (5.195)

R

sik<1.
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Orden 6 en x y orden 6 en 7

1 1 D*
D(O)(s, H,T)(G’G) = D%+ §a2DxT4 + K2 (85(13Dx74 —a’D*r? + a > +

21 45 2p= 1
+ x4 (4a4DxT4 - ?’—QCL?’D"’“"T2 + a4 S > — —aD*7?

4 16 4 64

165 175 7 5a3 D*
+ &8 (—aGD”T6 + ——a®D% — ~at D% 4 a4 > + ...

que es una expresion que considera torsiones y curvaturas. La expresién
(5.196) es mds general que la dada por Ogawa ya que este desprecia de
antemano la contribuciéon dada por la torsién 7 que podria dar una
contribucién significativa pues, como lo dicen las ecs. (5.182) y (5.183),
tienen una dependencia xk = ar.

Por otro lado, cuando hacemos 7, = 1 en las expresiones (5.182) y (5.183),
k'y T dependen sélo de « por lo que podriamos escribir una en término de
la otra, es decir, 7 = 7(k). Para ello, tomamos (5.182) y resolvemos para a,

lo que nos da
NG
V1—k
Sustituyendo (5.197) en (5.183), obtenemos

T=—VkK— K2 (5.198)

Si sustituimos (5.198) en (5.181) y esta a su vez en (5.119), para después

(5.197)

resolver las integrales de forma numérica para varios valores de x, podemos
comparar estos resultados con los obtenidos en (5.196), que es una
expresién analitica del coeficiente de difusién efectivo'®. Podemos ilustrar
estos resultados mediante la Gafica 5.3, donde podemos notar que la

aproximacion es buena para valores pequenos de k, como era de esperarse.

'"No olvidemos también sustituir el valor de 7(k) en la serie (5.196). Consideraremos
dicha serie hasta potencias cuartas. Cabe resaltar también que a, Do y po son considerados
iguales a la unidad.
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(A)proximacic')n Numeérica vs. aproximacion analitica
D(K]

Thum -aprox

Tanalit —aprox

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 5.3:

Solucién a la ecuacion de Fick-Jacobs generalizada para un canal
helicoidal de area transversal circular constante

Si consideramos la expresion (5.106)

OP(x,t) 0 0 [(P(x,t)
Tt = arooan (5E7)

y consideremos la expresién (5.196), podremos resolver de manera exacta

la ecuacion diferencial. Esto es posible ya que el coeficiente dado por
(5.196) no depende de la coordenada x, esto es, DO (s, k,7) = Deyy. Por

ello, podemos reescribir (5.106) como

OP(x,t)
= Dess

P (x, 1

0x?
Como podemos ver, esta expresion tiene la forma usual de la ecuacién de
difusion, ec. (1.4), salvo que en lugar de tener el coeficiente de difusién del
medio, Dy, tiene la difusién efectiva D.yr. Imponiendo como condicién que

la difusién comienza en un punto como se hace para la difusién sin
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confinamiento, obtenemos que la solucion es

1 )
P(x,t) = —————ePefs (5.199)

\/2mtDeyy

Si graficamos esta expresion comparandola con el caso cuando la difusion

es libre!!, tenemos las Figuras 5.4, 5.5 y 5.6.

Figura 5.4: Gréfica de la expresién (5.199) para a = 0.1.

Vemos que para el caso de a« = 0.1, Figura 5.4, la difusién bajo
confinamiento y sin confinar son casi las mismas. Conforme « va creciendo,
podemos observar el efecto que tiene la existencia de las paredes entropicas

en los tiempos de difusién, como nos muestran las Figuras 5.5 y 5.6.

5.6.2. Aproximacion con dependencia en x’s y 7’s pequenas
con a variable

Cuando el drea es variable, las expresiones dadas por (5.88) pueden ser

reescritas por un término que no depende del a/(s) mas uno que si, esto es

ag,(var):z,i — a;l(conSt)ji + Bia/ (5200)

UPpara Dy =1 y érea transversal a = 1, donde hemos graficado a 5 tiempos diferentes.
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Figura 5.5: Gréfica de la expresion (5.199) para a = 0.5.

donde

1 .
B; = m(nl cos 6 + b; sin 0) (5.201)

Con esto, retomamos los cdlculos de la seccién anterior y les agregamos los
términos dados por @, repitendo el mismo procedimineto. Esto se ve
reflejado en que el tensor de difusion serd la suma de los términos

calculados anteriormente mas términos en a’ lineales y cuadréticos. Esto es

explicitamente
Sy = D”
Dy = D
Dilary = D¥+dCy
Dy = D"
DZE’VM) = D% 4dCy,
Difary = D7+ a'C1pp+a”Copy
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Figura 5.6: Gréfica de la expresién (5.199) para a = 10.

donde la C),,, dependen de B;. De la expresién (5.119), obtenemos una

razén de polinomios de a’

D[(lvar) . di +a'dy + a’2d3

D = =
Dl()var) ds + d'ds _|_a/2d6

donde, como dy = d3 =d5 =0

dy
p—_ % __
dy + a?dg’

D3
= > 2 (5.202)
a?p? (1 — \/akpcos(h))
B D§ (ar?p? cos(20) — 4y/arp cos(8) + ar?p? + 2ap®T* + 2)
2a2p? (1 — \/arpcos(6))”
_ Dj
443 (1 — \Jarpcos(6))?

dy (5.203)

dg (5.204)
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Figura 5.7: Hélice circular de 4rea transversal variable.
Consideremos la ecuacién (5.119), que para el caso de a constante,
obtuvimmos (5.181)
/ D
pld=0) _ ~a _ p
D, "
Entonces, los términos O;(a, a’) que contribuyen a la expresién (5.181),
debido a a’, pueden introducirse como
,D(var) D %) /
R ol0.0) (5.205)
Db"ar Db + Ob(a, a )
esto es
(1 + Oa(a a ))
D=Dy>—F—+% 5.206
0 (1 N Ob(a @ )> ( )
Haciendo un desarrollo de serie de Taylor en la expresién (5.206)
D =Dy + d?*Dy +d*Dy + ... (5.207)
con p
6
Dy =D 5.208
1= Doz (5208)
y
d2
Dy =Do— (5.209)

D2
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Se busca integrar la expresién (5.207) conforme a la ec. (5.119). Para ello,

se hard otro desarrollo en serie de Taylor para x y 7 pequenas.

1 1 3 2 1 g/
DO = D [1 — Za?)TG + §a27'4 — Eaal472 + gaa’272 - 5@72 + % - % +
14 15 42 15 15
+ K2 <—5a47'6 + §a37'4 — €a2a’472 + Za2a’272 —a?r? + gaal4
~ ad?+ %) . } (5.210)

Si a = R? la expresién (5.210) puede reescribirse como

1—1/1— (Rk)*
DO = Dy |2 2( S 1—k’R*R” — k7 R*+
(RK)

In (1+ (R7)? + R?)

+ O1 ((kR)"R™) + O1 (kR)"(TR)™) + ...

(RT)?+ R
(5.211)
con n,m > 4. Si despreciamos la curvatura en (5.211) obtenemos una
expresion
In (14 R? + (R7)?
DO = p, (R7)7) (5.212)

R? + (RT)?
Considerando lo reportado en la literatura para un tubo con linea media
recta[52], la ec. (5.212) muestra que hay una contribucién dada por la linea

media del canal y la torsién.



Capitulo

Resumen y conclusiones

B Con la intencién de contar con un enfoque moderno y general de la

ecuacion de difusién, se extiende esta a un lenguaje covariante, ec. (3.11)

C' = 9,[D"9,C] + T, [DM9,C)

B En anos recientes se ha establecido un nuevo enfoque al estudio de la
difusién de particulas puntuales en geometrias confinadas. Este nuevo
método se basa en el posicionamiento de un marco de referencia en el eje
del canal para dos y tres dimensiones. Como consecuencia de esta
transformacion de coordenadas, la ecuacion de Fick se transforma en una

ecuacién de Fick-Jacobs generalizada, ecs. (4.94) y (5.119)

I D* DY 1) 2
Dg%(t) = 1 e a2f” 2 2 727 ln - + B + ’Y 2 +
a
(,72([71 +p2) — 5Pz — 01)) T la-28 <§—;) +7 (%)
_~ [ PL
¥+ B8 v+ 8 v (&) +8
+ arctan — arctan ——~——

Way— 52 Vay - 32 Vay - B2

0=271 rp=
DO () o Jo=0 Jy=o" d0dpAD
sp(x) = A(x)
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B La expresion del coeficiente de difusién efectivo dependiente de la
posicién deducido para canales bidimensionales que tienen linea media
recta reproduce el caso asimétrico obtenido por Pineda y Dagdug, ecuacién
(4.104), que es la generalizacién del caso simétrico obtenido por Kalinay y
Percus[51].

arctan (a}) — arctan (a})
/

DOY(t) = Dy

w

B Se estudié un canal helicoidal tridimensional de seccién transversal
circular. Se analizaron los casos cuando la seccién transversal se mantenia
constante a lo largo del eje del canal y el caso cuando esta variaba. En el
caso limite cuando el area transversal no varia, se obtiene la expresién
reportada en la literatura por Ogawa[53]. Sin embargo, se obtiene una

expresion més general en funcién de £ y 7 pequenas, ec. (5.196)

1 15 D
DO(s,r,7) = D"+ §“2D%4 + K2 < 3 a*D*r* — a®D"7r? + a4 ) +
21 45 2pTN\ 1
+ K (4 a*D¥rt — —32a3D9”72 4+ g ) — ianﬁ
165 175 7 5a3 D
o <‘ D gDt~ qatDrt > T

A su vez, cuando el drea de la seccién transversal varia, se obtuvo una

expresion méas general que en caso limite se reduce a (5.196),

1—1/1— (Rk)?

D)
(Rk)?

12

Dy —1—k’R?’R”? — K’7’R*+

In (1+ (R7)*+ R?)
(Rr)Z+ R?

+ O1 ((kR)"R™) + O1 (kR)"(TR)™) + ...

que es la expresion (5.211).



86

B Se obtiene una solucién analitica para la difusién en una canal helicoidal

con area transversal constante para x y 7 pequenas.

B Al colocar el marco de referencia en el eje del canal y proyectando la
geometria del plano transversal en una dimensién, se posee una tecnologia
util para calcular el coeficiente de difusion efectivo. En principio, uno
puede extender este tratamiento a mas curvas paramétrizadas que las que

fueron consideradas en este trabajo.



Apéndice

Coeficiente de difusion para
sistemas confinados

En el Capitulo 2.1, se hace una breve exposicién de como Zwanzig obtiene
la ecuacién (2.9). En este apartado, haremos un analisis detallado para la

obtencién de dicha expresion.

A.1. Derivaciéon de la ecuacion de Fick-Jacobs a
partir de la ecuacion de Smoluchowki

Supongamos que estamos inmersos dentro de un potencual U, que para los
alcances de este trabajo, consideraremos que el potencial U es dependiente
de las posiciones en el plano, U(z,y). Supongamos que la difusién puede
ocurrir dentro de la regién y € [—yo, yo] y € (—00, 00) ademds de que
impondremos una condiciéon de ausencia de flujo en las fronteras de la
region.

La descripcién del comportamiento de la concentracién en esta regién

vendria dada por la ecuacién de Smoluchowski, ec. (1.34), para el caso

bidimensional
0 0 0
atC’(m, y,t) D@xe 9 C(z,y,t)
+ D—8 e PU@Y) 9 V@Y (g, y,t) (A1)

dy Jy
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Integremos la expresion en la componente y de —yg a yo.

Yo o Yo 0 0
d _ t — d D— —BU(m,y)i 5U($’y) t
/_yo Y5O, :t) /_yo yDo—e 5t C(z,y,t) +
Yo ) o
+ dyDie_BU(xvy)765(](337?/)0('%’y’t)
—v oy oy
(A.2)
Tomemos el segundo término del lado derecho de la expresién (A.2)
w9 P 9 Yo
D—e PV U t)dy = De PV =PV t A3
L gy gy O iy = D Oy (A
pero el flujo J viene dado por la expresién (1.32),
J = —De_BU(x’y)geﬁU(x’y)C(:r,y,t) (A4)

ox

por lo que

Yo 8 _ 8
/ Do e BUa*GBUC(fU,y,t)dy =J(@,y =yo,t) — J(@,y = —yo,t) =0
—Yo y y
(A.5)
por la condicién de frontera que hemos impuesto en nuestra regién. Por lo
anterior, la expresién (A.2) queda

o Yo Yo 0 0
e

A continuacion, definamos la concentracion local

Yo
Gat)= [ Cla,y,t)dy (A7)
—Yo
G(z,t) nos dice el nimero de particulas por unidad de longitud, esto es,
nos dice la densidad de particulas que hay en cada punto del eje z, sin
embargo, no dice cémo estas particulas estan distribuidas en el eje y. Con

esto, (A.6) queda

0 o 0 0
— D —BU(z,y) BU(z,y) A
atG(gv,t) - 5t 5t C(z,y,t)dy (A.8)
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Supongamos que la concentracion estd aproximadamente en equilibrio
local en la direccién de la coordenada y. Definamos una funciéon A

dependiente de la coordenada x para la energia libre
Yo
o BA@) _ / =B @) g (A.9)
—Yo
La funcion de distribucion de equilibrio local en y dado z, es

R — 1

que por construccién estd normalizado a la unidad'. Esta funcién de
equilibrio local p(y;x) nos dice cémo se van a distribuir las particulas en el
equilibrio en la coordenada y debido a que existe el potencial? U(z,3). Con

esto, la aproximacién al equilibrio local toma la forma
Clz,y,t) = Gz, t)p(y; x) (A.11)

donde la igualdad en (A.11) no se da porque se ha supuesto que la

1

—BU(z,y)
. _[e _ 1 ~BUG@w) g _ L pa@) _
/p(y7 l‘)dy - / e*ﬂA(«'IJ) dy - efﬁA(Z» /6 dy - efﬂA(I) € - 1

2 Podemos pensar que el potencial U(z,y) es separable como U(xz,y) = A(z) + B(y),
por lo que

0 0 Y0
/ e BUEY) gy — / e PA@TBWI gy _ ~BA@) / e BB gy — oA
—Yo —Yo —Yo
si o
/ e*ﬁB(y)dy -1
—Yo
Por lo que podriamos pensar que
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distribucién p(y; z) esta en equilibrio en y. Sustituyendo (A.11) en (A.8)

0 oo 0 0

(%G(at t) i D@xe 5t G(z,t)p(y; x)dy
v 9 b e BU(zy)
et a:¢ G ) gy W

P DO sy 9 G t)

= D
—Yo ox oz e —BA(z

)
o w0 _ 0 Glx,1t)
- D BU(z,y) =2 A.12
Ox /—yo Ox e—PA() dy ( )

es decir,

B o [ B
= pL U (x.4) BA(x)
g G t) =Dy /_yo ¢ dygge Gt

por (A.9) queda

0 o 8 G(z,1)
el — D— ¢ BA@) 2
Glz,t) = Dy Oz e—PAw)

~ (A.13)

que es la ecuacién de Fick-Jacobs en un potencial dos dimensional.

A.2. Coeficiente de difusiéon como funcién de la
posicién D(z)

En la deduccién de la ecuacién de Fick-Jacobs en la secciéon anterior, se
supuso una condicion de equilibrio local que, aunque se dijo que estaba
aproximadamente en dicho equilibrio local, las expresiones hacen
referencia a que se estaba en el equilibrio local plenamente. La idea
siguiente seria suponer que la concentracién estd fuera del equilibrio local,
es decir, la concentracién tiene un término que hace referencia al equilibrio

local v se le suma otro término, como se muestra’

C(x,y,t) = Gz, t)p(y; z) + 0C(x,y,t) (A.15)

3 Otra manera de interpretar la expresién (A.15), es reescribirla como

0C(z,y,t) = C(z,y,t) — Gz, t)p(y; z) (A.14)

que se lee como que la solucién exacta C(x,y,t) menos la expresién propuesta en Fick-
Jacobs, G(z,t)p(y; x), tiene un error 6C(x,y,t). Asi, al trabajar con 6C(x,y,t), se estd
considerando la informacién que se habia perdido en la aproximacién de Fick-Jacobs.
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donde la §C' es el término que describe la concentracion fuera del
equilibrio, pues suponemos que la concentraciéon C' no tiene por qué estar
en el equilibrio a todo tiempo. Tomemos la ecuacién (A.8) y sustituyamos
(A.15) en ella

_ _yyoo D ;w e D) 383; V) (G, )plys 2) + 0C (,9,1)) dy
- ZOO D giceﬁ v gi,;eﬁ YENG (@, ) p(y; w)dy
N _@;OOD;:E o—BU(zy) aa:r PUENSC (2, y, t)dy

La primer parte del lado derecho de la integral ya se hizo y nos llevé a la

ecuacion (A.13)

9 Gty = Da A 9 BA@) Gy 1) +

ot Oz
/ 9 iy O U@V SO (2, y,t)dy  (A.16)
oz
reescribiendo (A.10)
Az
PUy)  — P
ply; @)
e PU(zy) p(y; z)e PA®)

por lo que tenemos?

gG(x t) = DQG_BA(x)geBA(‘T)G(x,t)—I-

ot Ox ox
o [Yo 9 efA)
= cp)e BA@) L& ©
+ Dax/ Op(y, x)e o p(y;$)5C(x,y,t)dy(A.17)

4 Aunque hemos considerado que la concentracién estd en algin momento fuera del
equilibrio al agregar dC, seguimos considerando que el equilibrio en direccién de la coor-
denada perpendicular al eje del canal se alcanza instantaneamente, por lo que la expresién
(A.10) sigue siendo valida.
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Por otro lado, tomemos la ec. (A.1) y sustituyamos en ella (A.15)

0 0 _gy 0
ot [Gp(y; ) +6C(z,y,t)] = D%e ﬁU%@gU [Gp(y; ) +6C] +
0 0
esto es

0 0 0 0
— Gz, t)p(y; ) + =60 (z,y,t) = Do—e PVW _— VNG, 1)p(y; 2) +

ot ot o i
a 0
e~ BUy) 9 BU(y)
9 15)
DY U@y O BUy) ;
. pd 0 o~ BUy) 9 0 AUVENSC (3, y, 1)
8y dy |

sustituyamos (A.17) en la expresién anterior

X

o (% 0 efA)
D— cp)e PAR) =
+ o /_yo p(y;x)e o p(y;x)éCdy +

0 0
. —BA(x) BA(z)
p(y; x) [D8$e 9 G

0 0 0
+ at(SC’(x y,t) Da$e 9 G(z,t)p(y; ) +

0 0
DL BU(y) 2 BU(Y)§
+ Do-e 5 C(z,y,t) +

0 0
D— e BU(@y) = BU(zy) D olu:
+ 8y 8y G(z,t)p(y;z) +

0 0
D —BU (z,y) BU(z,y) § t
+ aye 8y€ C(x,y,t)

que podemos reescribir como

%60 = Daé;e_ﬁUaieﬂUGp—I—Daye_ﬁU665UGp (A.18)

+ D—a e_ﬂU—a8 PUsC + D—a e_ﬂU—a8 ePUsC (A.19)
0 0
_ -8A 9 BA
Dpaxe 9 G (A.20)

Y0 BA
- Dpae_ﬁA/ pge—csty (A.21)
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Sustituyamos (A.10) en (A.18)

DzeﬁgUQeBUGp—i—D8 ﬁUﬁeﬂUGp = Daax,oeﬁABeﬂAG—i-

Ox Ox 8y€ dy Ox
0 0
—BA BA
+ D—ay,oe —aye G
(A.22)

que junto con (A.20)

0 0 0 0
D —BA BA D —BA BAG _ D —BA BA —
92"¢ 9a° G+ 3y pe "G 92 et G
0 0 0 0
— e BA BA —BA BA BA BAr _
[&Upe 9 G-D 9° e’ G +D(‘3 pe "o e G
0 0 0 0
= D|5op|e M =ePG + D—pe PP A2
[8:6’0] e o e G+ 8ype 8y€ G (A.23)

Como A y G no son funciones de y, el segundo término de lado derecho de

la ultima igualdad se anula. Asi, la expresion numerada de (A.18-A.21)

queda

0 0 0

el - Il —-BAZ _BA

87560 b [Ehp] Bt ¢
0 0 0 0
2 ,—BU . _BU Z —BUZ BU

+ Daxe 9t 5C+D8ye aye oC
Yo BA

Ox —y, Oz p

Si definimos el operador

. 0 0 0 0
_ 9 -su9 pu —su 9 pu
B= 92C  92¢ + 50 ¢ 8ye (A.24)
Con esto
0 0 0
v _ -BA BA
87550 b [aazp] R ¢
+ DBsC
0 Yo 9 ePA
— Dp—ePA / 2 A2
PaL¢ _yopam P 6Cdy (A.25)
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Ahora, tomemos el argumento de la integral de lado derecho de la ec.
(A.25)

d b4 9 el P4 ap
esto es
Yo eBA Yo 9 )
ge — 9 .BA ¢ s0%P
/yo Py 0Cdy /yo 5" oC — ; 508 dy (A.27)

0 / 0 op
_ BA
= e 5Cdy—/ (50 dy(A.28
8:1; —Yo —Yo p 8 ( )
donde® ff;o 6Cdy = 0, por lo que obtenemos

Yo BA Yo oBA
/ paepac*dy - —/ epaca”d (A.29)

—Yo —Yo 0

950 = D [34 e_BAgeBAG
ox

ot ox
+ DBsC
_ ppepa /yo ﬁ(sc@d (A.30)
wr —ye P Eraad )
Esto es
0 Op\ _z4 0 A 9 [* &C (dp
= D FA ZPAGLD Dp— / — A.31
8t50 <6x)e 5’ G+DB6C+ P o o \ow dy (A.31)
Por otro lado, tomamos (A.17)
0 0 0 0 v 9 efA
9a_p9 849 pag. . p9 —BA/ 90
At PRI P P I
que por (A.29) puede reescribirse
0 8 g4 0 o [Y% 0poC
—G =D P4 G - D~ —— A.32
OtG 0x ar° G- oz J_y, Ox p (A-32)

5

Y0 Y0 Y0 Yo o
/ 5Cdy:/ C’—deyz/ Cdy—/ dey:G’—G’/ pdy=G—-G=0
~Yo ~Yo —Yo ~Yo ~Yo
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donde el primer término del lado derecho es Fick-Jacobs y el segundo
término, sus correcciones.

Procederemos a trabajar con las ecuaciones (A.31) y (A.32). Si hacemos
una aproximacién a primer orden en dp/dx, el tercer término del lado
derecho de (A.31) se desprecia

Osc—p(2P) 549 pa ;
&50 =D (83:) e "are G + DBC (A.33)

Aplicando la transformada de Laplace

9 _ 9\ —pa 9 pa 3
L{&w}_c{z}(%)e -G +c{pBsc} (A.34)

Esto es®

sL{6C} — 6C(z,y,0) = D (gg’;) eﬁAaieBAC {G} + DBL{5C} (A.35)

Supongamos que al inicio en la coordenada y se estd en equilibrio, esto es,
para’ t = 0, §C(z,y,0) = 0. Por ello

s {00 = D (92 =19 8ar e 1 DB {5C) (A.36)
ox ox
que puede ser escrito como
(s - DB) c160r = (92 =29 pap i (A.37)
ox ox
Asi,
cpocy— P (9P -840 pap iy (A.38)
(S _ DB) 8:75 89:

{9 =se i) - 0)

"Que al tiempo t = 0, 0C(z,y,0) = 0 puede pensarse como que al inicio, antes de que
las particulas choquen en la pared del canal, no encuentran ningin potencial, difunden
como particula libre, la cual obedece una distribucién de Boltzmann.
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Aplicando la transformada de Laplace inversa

D
6C = LT —— <gp> e_ﬁAgeﬂAL{G}
(s — DB) x x

e[ 1@ aeei

que usando férmulas de la antitransformada de Laplace y el teorema de la

convolucién®

§C =D / t otDB (9P e*ﬁAﬁeﬁAG(Q: t —t)dt (A.39)
0 8.’13 856 ’ '

Sustituyendo (A.39) en (A.32)

0 0 0 o [Y 6CO

Ya = pYesraY pAqg_po ot 9p
8tG D@aje az° G D@x/ p axdy

0 0
Y —BAY BA
8356 8xe G+

9 ¥ 10p "B (0P —pa 9 ga -
_ pZ “%Ip aP 9 _
5 /_yo oY [ /0 e e G(z,t —t)dt| dy

(A.40)

—Yo

= D

La expresion (A.40) es correcta hasta segundo orden en dp/0z.
Quedemonos hasta segundo orden en G /dx, lo que implicaria que
despreciaremos las componentes que van como 9/0x en el operador B.
Entonces, promovemos el operador B, ec (A.24), al operador B, que va

como 5 5 5 5
g2 v pv_ 9 —pad e
dy Jy 3yp Ay p
donde hemos utilizado (A.10). Asi
s 0 01
= —p—f
dy" dy p

ﬁfl{ 1 }:eat
s—a

£HLL0Y e g0h = [ H(t - Do@)dE

(A.41)
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Con esto la ec (A.40) queda

0

0 8
_ 54 9 pa
E)tG D e G+

yO / ¥
) a / / ;gz (DB (gz) eﬁAgceﬁAG(q;,t—f)dtdy
(A.42)

Si hacemos una aproximacién Markoviana?, el segundo término del lado

derecho de la ecuacién queda

19p 1pg (0P -84 9 pa B —N/ 19p spp (0P —pa 0 sy
/Opﬁx e 5t G(z,t—t)dt ~ ; pam py 5t dt| G(z,t)

(A.43)
Asi, (A.42) queda

3} 3} 3}

— L BAZ BA
6tG D@xe 52 G+

0 *©10p 1pp (Op\ _ga 0 -
. 2 1 9P DB BA Y _BA
D 8:5/ [/0 pBl‘e (8:6) 9 dt] dyG(z,t)
= Dage_ﬁ PG +

*10 ) 0
. Y eoBAD op tDB p 7 BA "
[ / / p@:L‘ <6x> didy 9z° Gl 1)

la cual podemos reescribir como

0 0
— pY.,-8a9 pa "
8tG ¢ Bt G(x,t) +
0 0
- D —BA BA
5t k(x) 5t G(z,t) +

donde los puntos suspensivos hacen referencia a que se hizo una

aproximacién hasta segundo orden en dp/dx y 0G/dzx, donde también

“19p ipp (Op

tdy A4

{//pax oz ) (A.44)
/Cb t—t dt"a: / Cb
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Asi
th = DaaxeﬁA [1—k(z)+...] ;xeBAG(x, t) (A.45)
Asi finalmente
96 ﬁe—ﬁf‘p(;p)ﬁeﬁf‘a@ t) (A.46)
ot Ox ox ’
donde 5
D(z) = D[L—k(z) +..]= 7 g (A.47)

La expresion (A.47) converge cuando |k(z)| < 1.



Apéndice

Calculo Tensorial

El uso de la matemaética para resolver problemas fisicos nos insta a usar
lenguajes adecuados de esta. La mecdnica de Newton, a través del céalculo,
nos permitia pensar la naturaleza, y en particular la materia, como un
continuo, aunque hoy sabemos que esto no es asi y la materia se compone
de trozos de materia llamados dtomos. A pesar de esto, nos permitia
entender la mecanica celeste o el movimiento de los cuerpos de una manera
precisa.

El lenguaje mateméatico que se use en particular ayuda a resolver ciertos
problemas. Ademds, el lenguaje puede llegar a revelar estructura, lo que da
una comprension sucinta de la naturaleza del problema e incluso permite
extender los alcanzas del entendimiento[54]. El uso del célculo tensorial
en problemas de difusién de particulas brownianas tiene como propdsito

extender el alcance dado por el calculo vectorial en esta materia.
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B.1. Variedades

Las variedades son espacios topolégicos! en los cuales se ha podido
extrapolar localmente, a través de un homeomorfismo?, nociones
pertenecientes a R™. Un tensor es un objeto local definido en estos
espacios. Estos objetos locales son dotados de estrucutra que les da soporte

para poder diferenciarlos, mapearlos y operarlos entre si[55].
B.2. Transformacién de coordenadas de curvas y

superficies

Dado un tensor, podemos visualizar curvas, superficies o entes de

diferentes dimensiones. Para un tensor con n grados de libertad
z® = z%(uP) (B.1)

con>a=1,2..,nyb=1,2,...m.
El punto escencial del calculo tensorial es establecer cosas validas en
cualquier marco de referencia, es decir, tener expresiones las cuales

podamos llevarlas de un marco z% a un marco z'* dadas por n ecuaciones
2 = 2zt 22, 2" (B.2)
a=1,2,....,n. O de manera mas compacta
2’ = 2'%(x) (B.3)

Diferenciando cada una de las coordenadas de un sistema de referencia con

respecto a cada una de las coordenadas la otra, obtenemos una matriz de

1Sin ahondar demasiado en un tema tan extenso, un espacio topoldgico es una estruc-
tura matemaética que cumple determinados axiomas. R™ es un espacio topoldgico.

2Un homeomorfismo es una funcién que relaciona dos espacios topoldgicos entre si. Si
dos espacios topoldgicos son homeomorfos, se dice que son espacios equivalentes, es decir,
que tienen las mismas propiedades.

3Para tener una notacién compacta, hemos escrito 2% (u®) en lugar de z®(u', u?, ..., u™)
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transformacion de n x n llamada Jacobiano

812'1 8:0’1 8x’1

|:ax _ ozl ox2 T Oz
Oxb :

axln 837/” 8.72/”

Ozl 9z  t Oxn

que en notacién compacta escribimos

ax/a
6 definido de manera inversa
ox?®

En principio, por el teorema de la funcién inversa, podemos resolver la

ecuacién (B.3) para las coordenadas x® y obtener la transformada inversa

2% = z%(2) (B.6)
Si tenemos un tensor '* = 2/%(2%), con a = 1,2,...,n, la diferencial estd
definida como
8$la 833”1 ax/a
da'® = =——daz? da? + ... dz™ B.7
Oxt + Ox? ot ox" (B.7)
que, de manera compacta, mediante el uso de la convencién de Einstein,
luce? e
la __ x b

Entonces, pediremos que todo aquello que queramos sea llamado tensor,

transforma de esta manera ante cambio de coordenadas.

4 Convencién de suma de Einstein. Siempre aparezca un mismo indice dos veces

en la misma expresién, una vez arriba y otra abajo, debe realizarse una suma sobre dicho
indice

AiB"' = A\B' + A3 B® + A3B®, (B.8)
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B.2.1. Tensores contravariantes

Un vector contravariante o tensor contravariante de rango 1, es el conjunto
de cantidades X en el sistema coordenado z% que se transforma ante el

cambio de coordenadas como

ax/a
X' = WXI’ (B.10)

Un tensor contravariante de rango 2 transforma de acuerdo a

ox'® 9zt
lab __ d
xiob = S X (B.11)

Un tensor contravariante de rango n transforma de acuerdo a

Ox'% Ox'e2 Ox'n
/ Oy b1ba...bn
X'az2-an — S b g X172 (B.12)

B.2.2. Tensores covariantes

Un vector covariante o tensor covariante de rango 1, es el conjunto de
cantidades X® en el sistema coordenado z% que se transforma ante el

cambio de coordenadas como

X' = g;’;; b (B.13)

Un tensor covariante de rango 2 transforma de acuerdo a
rab _ S;CZ: gj; cd (B.14)

Un tensor covariante de rango n transforma de acuerdo a
yaaz.a, _ 0T 0T 03 Ly, (B.15)

90 9xtb2 T Pglon
B.2.3. Tensores mixtos

Hay tensores que pueden ser una combinacién de tensores covariantes y

tensores contravariantes. Son llamados tensores de tipo (n,m).

x/a1as..an _ Oz Ox%2 Axn Hz'h P2 Hx/m
b1b2...bm ox'cr 9z'e2 T Oxlen Qxbr Hab2 T Qxbm

Xgaa  (B.16)
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Por notacién, los subindices son usados para tensores covariantes y los
superindices para los tensores contravariantes. Los tensores (0,0) son

llamados invariantes o escalares.

B.3. Algebra tensorial

Un campo tensorial definido sobre una regién de la variedad, es una

asociacién de un tensor del mismo tipo en cada punto de la regién. Dicho

tensor serd una funcién de las componentes % en algtin sistema de

referencia, de manera que al cambiar al marco de referencia x'®, el tensor

seré ahora funcién de este nuevo sistema
awla

~ Oxb P

X' (2" XO(x) (B.17)

Como puede verse debido a la notacién, el tensor depende del punto P en
el que esté situado.

La operacion de suma se encuentra dentro del algebra tensorial. Uno
puede tomar dos tensores del mismo tipo (n,m) definidos en el mismo
punto P de la variedad, Xg!" 7" (P) y Y '™ (P) y sumarlos

Xl/)al..b.an n Yb/al.l.).an _ Oz Dz da'™ . dx'm (Xcl...cn Ycl...cn>
1:+-Om 1:-:Om oz’ Ox'en Jxbr Oxbm di..dm di...dm
(B.18)
Como puede apreciarse, la suma de los dos tensores del tipo (n,m) arroja
un objeto del mismo tipo Z;i::f[:m = X;i::fl:; + Y;f;:j:b que transforma
como tensor en el mismo punto P.
Por otro lado, la operaciéon producto también se encuentra en el dlgebra
de tensores. Siempre es posible multiplicar tensores de tipo diferente sobre
el mismo punto P. Esto es, la multiplicacién de dos tensores de tipos

(a1,b1) y (az,be) resulta en un tensor del tipo (r1 + ro,s1 + s2) en P.

B.4. Derivada covariante

Vimos en las secciones anteriores algunas propiedades que los tensores

deben cumplir. De ahi surge una nueva pregunta acerca de si la derivada
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de un tensor sigue siento un tensor. Tomemos la expresién (B.10)

Ia
_ ax b
Oxb

o . O (02,
(%U’CX B 82:’0<8be>
oxd o [(ox* _,
= waﬂ(abe)
o' ozt 0 _, 0%’ 9x¢ _,

= o 9w 0saN T guvond ope (B.19)

X/a

y derivemosla

Si el primer término del lado derecho estuviera solo de ese lado de la
expresién (B.19), la derivada de un tensor cumpliria con el criterio usual
de transformacién de tensores. Debido a esto, buscaremos contruir un
nuevo concepto de derivada que a su vez sea tensorial.

Derivar implica el limite de una razén de una cantidad evaluada en dos
puntos diferentes, digamos P y ) y otra cantidad que representa la
separacion de estos dos puntos, cuando dicha separacién tiende a cero.
Tomemos el tensor X¢ para hacer dicha comparacion, esto es

vxe = 1im e X
du— 0 ou

(B.20)

donde X“|p y X, son dos tensores evaluados en dos puntos distintos.
Esta resta no es un tensor por lo que buscaremos ‘trasladar’ el tensor en P
a @ para poder hacer una comparacién del tensor en ambos puntos. Para
ello, P estard asociado a la coordenada z® y @ a la coordenada z% 4 dx°.
Entonces, el tensor en el punto P se representa X?(z) y haciendo un

desarrollo en serie de Taylor a primer orden en el punto (), se tiene
X = X%z +0z) = X + 02°9, X (B.21)

Ahora, pensemos que el tensor X se translada una cantidad § X*(z) de
manera que se posiciona en el punto Q). Esta cantidad 6.X“(z) debe ser

dependiente de X® y dz® ya que si cualquiera de estas dos cantidades son
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cero, 0.X(z) tambien debe serlo. Postularemos que dicha dependencia es

la mas sencilla posible, es decir, que es lineal
6X%(z) = —T¢.(2) X 0z¢ (B.22)

donde el signo negativo es por convencién. El simbolo '}, es un tensor de

tercer grado que atin debemos determinar su valor. Asi
X%p =X —T¢(2) X 5z° (B.23)

Con esto, como du = Jz¢, la expresién (B.20) queda

(X + 629, X ) — (X — Ty () XP02°)

V. X =  lim
dz¢— 0 oxc
629, X* + I'¢ (2) X6z¢
- lm & + Lh(2) X70x (B.24)
dz¢— 0 ox¢
Asi
VX% = 0. X%+ ¢ (x)X° (B.25)
que es llamada derivada covariante.
Por conveniencia, multipliquemos por dz¢ la ec. (B.25) queda
DX% = V. X%z = dX* 4 T (x) X dz® (B.26)
con oo
dX® = dz*¢ B.2
e (B.27)

Si pedimos que la derivada covariante transforme como tensor de acuerdo a

la ec. (B.10), debe cumplir que

8 la
DX' = %DXI’ (B.28)
X
es decir,
ax/a
/ / / m __ h h
dX" + T, X'"da/" = S5 (dX" + T, XPda?) (B.29)

Por otro lado, tomemos la expresién (B.19)

ox'e 0z oz 9X° N &2z dxl b
ox'c  9xb dx'c dxd  dxboxd da'c
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y reescribamosla como®
o' 82 z'e
X" = ——dX" + —~— X’dz? B.30
Oxb t oot ( )
Asi, restando la expresién (B.30) de (B.29) se obtiene
, , , aila 5 821‘/0'
a m n __
Pmn(l')X dx’" = erqXpdl'q — mXpdxq (B31)
que podemos reescribir como
81”m ax/n ax/a 821,/51
/a Pird — h xpJg.9 _ P J.d
s 9y XPdz? = 9 Iy, XPdx GxPOxQX dx (B.32)
que es equivalente a
ox'™ '™ ox'® 82 la
o S Tk - O (B.33)
OxP Ox1  Oxh P1 QxPOxd
que resolviendo para I'/% = queda
e _ 0x'* 9x'P 92’1 _,  0z'P 92’1 §*a'® (B.34)

mn T Gph 9gm Gxn T P 9pm Gzt QxPOxd

El tensor F};q es llamado conexion afin. En nuestro caso, las conexiones

afines son tensores simétricos y reciben el nombre de simbolos de

Christoffel. Con esto, hemos encontrado la expresion que la conexion afin

cumple para que la derivada covariante sea un tensor.

Con esto, vemos que la derivacién en una variedad se ve modificada por un

término I'f.(2)X b con respecto a la derivada convencional que conociamos

en calculo sobre espacios R™, como se ve en (B.25). Por ende, podemos

pensar que el cédlculo tensorial es una generalizacién del calculo vectorial.

5 Multiplicando por dz’® y considerando la expresién (B.27)

la d b 2 _./a d
IX — ox (8:c daz’c) 0X n 0z (E)x d.’L‘lC> X

Ozt \ Ox’c Ozxd = Oxbdxd \ Ox'c

esto es,
or'* 9x° 4, 0%
T +

b, d
Oxb Oxd &rb&‘de dz

dX/a —




Apéndice

Reparametrizacion y longitud de
arco

C.1. Longitud de arco

Consideremos la curva paramétrica r(t), donde t es el parametro de dicha

curva

r(t) =z(t)i+y(t)j+ z(t)k

con t € [a,b]. Definamos ahora la longitud de arco s(t)

o= [ [ (@) (2w e

diferenciando ambos lados de la ecuacién (C.1) y usando la primer parte

del teorema fundamental del cdlculo

ds .
= (o) (C2)

!Sea f € [a,b] integrable. Definamos F por

F(z) = / Ft)dt

si f es continua en ¢ € (a,b), entonces F es derivable en ¢ y

F'(c) = f(c)
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C.2. Reparametrizacion

Sean I y J intervalos en R. Ademéds, sear: ] — R3 una curvay c: J — [
una funcién diferenciable. Diremos que tenemos una reparametrizacion de

r por c si se cumple la composicion
h=r(c):J - R3 (C.3)

Entonces, a cada punto t € J, h(c)=r(t(c)), es decir, h, en general, sigue el
mismo camino que r pero h alcanza puntos distintos en la curva para
algin valor de ¢ dado.

Si quisieramos calcular la norma de dicha reparametrizacién h

dh d dr dt
es decir,
dh dr dt dt |dr dt .
do| = |@tac| = ac|at| = @tV (G5)

Si en particular, la funcién ¢(t) fuera la longitud de arco, es decir ¢ = s, la

expresion (C.5) quedaria

dh

dt dt ds
= Zen)| = —1 C.6
s (C.6)

—£r(t)\ = lsdi

donde se ha hecho uso de la expresion (C.2). Esto nos dice que
reparametrizar en la longitud de arco significa que la norma de la curva
serd unitaria.

Parametrizar mediante la longitud de arco permite que la parametrizacién
no dependa de un sistema coordenado en particular, parametrizar en la
longitud de arco significaria que sélo importa qué tanto se mueve uno
sobre la linea curva, esto es, si una curva r esta reparametrizada en
términos de la longitud de arco s, h(s) implica que sélo nos importa la

distancia s que se ha avanzado a lo largo de dicha curva.
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Las ecuaciones de Frenet-Serret

Consideremos la curva paramétrica r(t), donde t es el parametro de dicha

curva

~

r(t) =z(t)i+y(t)j+ z(t)k

con t € [a,b]. Para saber cémo cambia el vector t con respecto a s,

calculamos %. A la magnitud de esta expresion le llamaremos curvatura

y se denora por la letra «.
dt
ds

(D.1)

donde t estd definido en (5.3). Asi, la curvatura nos cuenta cémo cambia el
vector tangente con respecto al parametro s.

Ahora, tomemos la expresion (5.8)

Ea
n=—
]
y reecribamosla
= [¥ln
debido a (D.1), obtenemos
dt )
= k(s)n (D.2)

que es una de las ecuaciones de Frenet-Serret.
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Ahora, tomemos el vector binormal B, ec. (5.14) y hagamos

b-b=1
derivemos la ecuacién J
—(b-b) =0
ds ( )
esto es
db ~ ~ db
—-b+b-— =0
ds + ds
Esto es .
. db
2b- — =0
ds
es decir R
. db
= 0

. N . db
lo que nos dice que b es perpendicular a 2.

Por otro lado, considerando (5.14)

Derivando

que puede ser escrita como

@ = d—fxﬁ fx@
ds ds d

pero n X n = 0, por lo que queda
db (i dn
ds ds
d

a[u(t) xv(t))=u xv+uxu

(D.3)

(D.4)

(D.5)

(D.6)

(D.7)
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haciendo el producto punto con t

. db

t-— =t 'Ex@
ds ds

usando la propiedad a - (a x b) = 0, tenemos

. db
t-— =0 D.9

s (D.9)
lo que nos dice que t es perpendicular a %. En consecuencia de (D.7) y

(D.9), podemos decir que %2 es paralelo a fi. Esto es

db
i —7(s)n (D.10)
donde 7(s) es la torsién. Si hacemos el producto punto de la ec. (D.10)
por el vector normal n, obtenemos

db

=-n-— D.11
T n 7 ( )

La torsién es una medida de cémo cambia el vector b con respecto al
parametro s.
Finalmente, consideremos n = b x t. Derivemos
da  db it x dt
ds  ds ds
= (—7h) xt+b x (kn)
= —rAxt+rbxn
= —7(=b) + K(—t)

Con lo que se llega a

~

Z—rsl = —kt+7b (D.12)

y asi se obtienen las ecuaciones de Frenet-Serret. En contraste con la

curvatura, la torsién puede tener ambos signos, positivo o negativo.
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Calculos algebraicos

E.1. Simplificacion del determinante A

Sustituyamos las ecuaciones (5.88) y (5.91) en (5.92)

detA =

+

pR?a [ , pR(6) ( ds
T + ——/a(y)cosBkt, +
g (x) p iV (x)

;lix/a(x) cos 07b, — ;lix/a(x) sin ftn, +
d(va) d(v/a) )] (byn. — bony)

an cos 6 + be sin @
R?a R(0 ds
p [y’(x)Jr pR(0) (_

1% P0 dx

ds ds _
a\/a(x) cos 07b, — @\/a(x) sin O7n, +

d (df) d E;f) b, sin 9)} (bonz — bymz)
pla [z’(x) + 280) (‘ds

1% P0 dx

d d
ix/a(x) cosOTb, — ix/a(x) sinf0tn, +

d (d\;&) n, cos 6 + d(d;/(a)bz sin 0)] (bgny — byny)

a(x) cosOkt, +

Ny cos 0 +

a(x) cosOkt, +
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que puede ser reescrita como

det A

—+

pR?a
0}
2'(x) (byny — bynx)] +

2 3
pita (;Z;\/a(x) cos Okt, +

[a;’(x) (bynz —bany) + Y (x) (bzng — banz) +

I
j—s a(x) cosOTb, — Z—S a(x)sinO1n, +
X X
d(Va) d(Va),
ix Ny cos O + dx bysin® | (byn, — bny) +
2 p3
p°Ra ( ds
——/a(x)cosOkt, +
d d
i a(x) cos f7b, — i a(x)sinfrn, +
d(Va) d(Va),
dx ny cos f + dx bysinf | (byng — byn;) +
2 p3
p°Ra ( ds
——+/a(x) cosOkt, +
I ax Vo)
d d
i a(x) cosOtb, — i a(x)sinOtn, +
d(Va) d(Va), .
ancose—i— dy b.sin® | (byny — byny)
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esto es
R2%a

deth = P52 [a'(x) (bynz = bemy) 43/ (0) (bome = beme) +
0

2 p3 d
T+ () (bamy — byna)] + K-;mcowmx N
X

Po

ds ds ) d(y/a)
+ ox a(x) cos 07b; — ax a(x)sinOtn, + ix Ng cos 0 +

d(va), . ds
+ ix b, sin 9> (byn, — biny) + (_dX a(x) cos Okty +

d d d
+ i a(x) cos O1b, — i a(x)sinfrn, + (d\)/f) ny cos 6 +
+ d (d\/a) b, sin 9> (byng — byny) + (;Zss/a(x) cos Okt +

X X

+ Q\/a(x) cos 0tb, — Q\/a(x) sinfrn, + d(va) n, cosf +
dx dx dx
d(va)
dx

b, sin 9> (bgny — bynx)]
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realizando un producto se puede llegar a

PR2a ’ ’
detA = pe [2'(x) (byn. — bany) + ' (x) (bsng — byn.) +
0

2 P3
b 200 (barty — byna)] + 2 plfg a [(_jxm emsx> y

0
ds ds
X (byny —byny) + (dX a(x) cos 6tb, — ax

d(va) d(va), .
+ an cos 6 + sz sin® | (byn, — byny) +

a(x)sin Otn,+

+ <_;is a(x) cos elity> (bang — bgnz) +
X

d d
+ (;\/a(x) cos O0Tb, — di\/a(x) sin 07n,+
X X

d(v/a) d(va), .
+ WnyCOSG—i—WbysmH (bynz — byny) +

+ < ds a(x) cos Hmfz> (bgny — byng) +

dx
ds ds ) d(va)
+ (dX a(x) cosOtb, — ax a(x)sinfrn, + ax n, cos 0+

d (d*)/f) b, sin 9) (beny — bynx)]
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reescribiendo nuevamente

det A

_l’_

pR?a
0%
2'(x) (byny — bynx)] +

2 p3
P pRg a [<—d8 a(x) cos 9/-@15;,;) (byn, — byny) +
0

[‘r/(X) (bynz — bany) + ¥ (x) (bong — bynz) +

ds
(_dX a(x) cos Hﬁty) (byng — byny) +

ds
<_dX a(x) cos Om‘z> (bgny — byny) +

(;l; Va(x) cos 0tb, — ;l; Va(x)sinfrn,+
d(va) d(va)
dx dx

Ny cos O + by sin 6’> (byn, — byny) +

ds ds .
(dX a(x) cos 61b, — dx a(x) sin fmn,+
d(va) d(Va),

ax ny cos 6 + Wby sin® | (byng — byny) +

<d8 a(x)cosOtb, — ;l; a(x)sinfrn, + d(d\;ﬁ)

dx
d(va)
dx

N, cos 0+

b, sin 0) (bgny — bynx)]

116
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Concentremonos en los ultimos tres términos de la expresién anterior

<d8 vVa(x)cos b, — j—sx/a(x) sinfrn, + d (d\/&) N, cos 0+
X X

dx

+ d (df) by sin 0> (byn, —byny) +
d d d
+ i\/a(X) cos 0Tb, — —S\/a(x) sin O7n, + (va) ny cos O+
dx dx dx
1(/a),
+ Wby sin 0) (byng — byny) +
d d d
+ (d)S( a(x)cosOtb, — i a(x)sinfrn, + (d\)/f) n cos 0+
d
+ (d\;a) b, sin 0) (bzny — byny)
_ & a()cos&b(bn—bn)—é a(x)sin@rng (byn, — byny) +
= dx X TOgz (OyTlz 2Ty dx X TNy (OyNz ztty
4(,/a) 4(/a),
+ dx ng cos 0 (byn, — bny) + dx by sin® (byn, — byny) +
+ ds a()cosﬁb(bn—bn)—@ a(x) sin 0rn, (byng — byn,) +
dx X TOy (OzNy Tz dy X TNy (OzNg Tz
4(,/a) 4/a), .
+ dx ny cos 0 (b.ng — bynz) + ix by sin® (b,ng — byn.) +
ds ds )
+ dx a(x) cos 07b,, (byny — byng) — dx a(x)sinfrn, (byny — byng) +
d d
+ (Va) n; cos 0 (byny — byng) + (Va) b, sin 6 (byny, — byn,)

dx dx
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= bynz(a\/a(x) cos 07b,) — bzny(ii\/a(x) cos 07b, ) +

+ bynz(—@\/a(x) sinftng) — bzny(—ji\/a(x) sin 0tng) +
d(va) d(va)
oy T COS 0) — by ( dx

ng cos ) +

d(va), d(Va), .
ax by sinf) — bzny(wbw sinf) +

ds ds
+ bznx(@ a(X)COSOTby)—bmnz(a a(x) cos 67by)
ds _ ds .
+ bznx(—& a(x)sinfrny) — bznz(—@ a(x)sinfrny) +
d(va) d(Va)
+ byng(——>n,cosbl) — byn,(——=n, cosd) +
+ bznx(Mby sinf) — bxnz(Mby sin 0) +
d dx
+ bn(ﬁ a( )cos@b)—bn(ﬁ a(x) cosO1b,) +
Ty dx X TOz yTlx dx X T0z
ds . ds .
+ bxny(—a a(x)sinfrn,) — bynm(—a a(x)sinfrn;) +
d(va) d(Va)
+ byny,(——=n,cosl) — b,n, n, cosf) +
bmny(d(d\/&)bz sinf) — bynx(d(d\/@bz sin 0)
X
= 0

Con esto la expresion para el determinante de A queda

pR*a / /
detA = e [#'(x) (bynz — bany) + ' (X) (bng — bynz) +
0
+ 2(x) (bamy — bynw)] +
2 p3
p°R°a [( ds >
——/a(x)cosbOkty | (byn, — byn,)+
P dx (x) (by y)
ds
+ ~ a(x) cosOrty | (bang — byn,) +
ds
+ ~ix a(x) cos Okt | (byny — byng)
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que puede ser reescrito como

detA =

es decir,

det A

pR?a
Po

Z/(X) (bxny - bynx)] +

p2kR3a/? cos 0 ds

[x/<X) (bynz — bany) + y/(X) (bzng — byny) +

—tg) (byn, — bony) + (—ty) (byng — byny) +
gy () (g = beny) () )

(—=t2) (bany — byny )

2
pljza [(Z’ny —y'n)by + (2'n, — z/nx)by + (y'ng — x/ny)bz] +

0
p?ER3a%/% cos 0 ds "

2 dx
[(tyns — tony)by + (tang — tanz)by + (tany — tyng)b:] (E.1)
PR cos 02 ()R(x) ds
I dx
[(tynz — tony)by + (t2ng — tanz)by + (tany — tyne)b.] +
B(x)

2

/i%(X) [(z'ny —y'n)b, + (2'n, — z’nz)by + (y'ng — x’ny)bz]

a(x)
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concentremonos enl

alx) = (Z'ny—y'n)bs + (2'n. — 2'ng)by + (Y'ng — 2'ny)b,
ds ds ds ds
= (—tyny — —tyNz )by + (——tzn, — —t,ng )b
ds ds
—tynge — —1, b,
+ (dX yn dX ny)
d
= —i [(tyns — tony)by + (tong — tens)by + (tany — tyng)b:]
d d ds ~ -
- —i [babg + byby + bobs] = —é (02 + 52+ 2] = —ib b
ds
__ds E.3
y
B(x) = (tyns —tiny)by + (tzng — tuns)by + (tany — tyna )b,
= byby +byby +b:b. =b2+b2+b2=b-b
= 1 (E.4)

! Escribamos explicitamente las componentes de b

. ik A
b=txn=|t, t, t.|={yn.—tny)i— (tanz—1t:ne)j+ (tany —tynz)k (E.2)
Ng Ny N o o N
Ademas, tomemos la expresién (5.5)
- dx
t=r'(x)=2
()3

y reescribamosla en término de sus componentes

? dx L odx L odx 2
t=2X X X () ke
7L )i+ 2y (007 + -2 (%)
——
ty ty tz
Asi tenemos
,  ds , ds

— __ ds /! _
xr = Etz, Yy = aty, z = 7th
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con lo que se obtiene la ec. (5.93)

A

() —

P

_ds p2a2(x)R3(0) cos 6 .
dx I

pa<x>R2<9>>

E.2. Notacion compacta para sistemas de
ecuaciones

Escribamos las ecuaciones (5.63), (5.66) y (5.69) en una notacién més

compacta

ozt eqqpettii? 9z o7b (E.5)
oxl — 2A(x) Oz Jziz '

donde €1H2H3 y €, 4,4, son los simbolos de Levi-Civita.
Generalizando (E.5) para todas las soluciones se tiene una ecuacién de la

forma

Or!  €qayay €M 0T T2
= E.
0z® 2A(z)  OxM Qxt2 (E-6)
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donde a = 1,2 y 3. Tomemos la ec. (E.5) y desarrollemosla

ox! €1ap€H2 95 b

7! 2A(z)  Oxtr Q2

€1ap€ 2 07 0P €1ap€ 22 07 Oxb €1ap€ 312 07 07
2A(z) Ozl Oxme 2A(z) Oz2 Oxk2 2A(z) O3 Dk

€1ap€123 0T% 00 €1gpet®? 03¢ 0P

2A(z) 822023 2A(z) 823 Ha2

€lap 0T 0> €1y 07 OF°
T 2A(2) 022 923 2A(x) 023 0a?
€12b 8@2 8:7:b €13b 81‘3 8.i‘b €12b 85’2 85)17 €13b 8:%3 8%”
T 2A(2)02207% | 2A(2) 02207%  2A(x) 023022 2A(x) 023 022
€123 032 0%° €132 033 0F2 €193 032 073 €130 033 0F2

2A(z) 022 923 ' 2A(x) 022 923 2A(x) 023 922 2A(z) O3 Dz
1 0372033  (—1) 033 07* 1 037203  (—1) 033 07?
2A(z) 822 023 ' 2A(z) 822 023 2A(z) 828 922 2A(z) H23 Da?
1 [ox?0x® 03307 07203 033 02
NG {waxs T 0208 0502 08 022
L non oo
2A(z) | 0x20x3  Ox? Qx3
1 [ox203% 03303
~ A {WM - ax?@x?’}

Finalmente
or' 1[92 01®  01° 0F* (B.7)
0l A | 022023  0x2 O3 )
que es la ecuacién (5.63). En el cdlculo anterior, por simplicidad, se
omitieron los términos con coeficientes de € repetidos ya que estos seran

nulos.

E.3. Notacion compacta del determinante

Verifiquemos que

1 0x™ 9z 0z

A = —lth2tae
3! A2E Gopr Gtz Jris
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sea en efecto, un determinante.

Para ello, procedamos a desarrollarla

1 ions 0FM 97" DF
A = —e €aya0as
3! OxH1 Oxh2 OxH3
1T o0z 9z 0%
= —¢

213
€ gL
3! 9293 5l Pk Jrms

1
2
+ 56 12 13 €arazas

0z 0T 9z
0x2 OxH2 OxHs

1 DI™ §z §1
+ *63#2u3€a1a2a3$7x7i
3! Ox3 Oxhtz OxHs
1 o3 LM 9Z% 9T 1 a9 DE™ 9% i3
= 3¢ Cmmas 5 7 55 53 Tog€ Caaas 5T 53 5
3! Ozl O0x? Ox 3! Ozl Ox3 Ox
1 9 DIM 979 HZ™ 1 44 DE™ 9% i3
+ 3¢ Cara2asTy 58 Gl +§€ €a102a375 2 51 Bard
1 4 DI §Z% HZ™ 1 49 DE™ 9% i3
+ 3¢ a3 T 52 +§€ Ca102a375 3 512 B!
1 g 07! 93% 93% 1 o4 0x? 9392 97
I i e TR L e
1 o3 073 0% 97% 1 59 o0zt 072 9393
TR By T .7 98 T 310 1T 953 ga2
1 59 072 93" 93" 1 139 0x3 9792 97
RETE B e TR L R P i
1 9g 071 0392 97% 1 oy 072 0742 93
TR e gy ot T 31T 00,2 g3 gl |
1 95 073 03% 93" 1 44 ozl 9392 93
Toge Benga gy gpt T3¢ eeg2 gal g8
1 913 072 07" 93% 1 494 073 032 979
TogC mnya gt 98 3¢ g2 gul o
1 319 071 0392 97% 1 419 072 07 939
TR i e e T L i T e
1 419 073 03" 93" 1 49 ozl 9392 97
TR e e e TR L e i e
1 g9 072 0392 97" 1 49 073 0742 933
+ o€ + 7€

3¢ R02a35,575.2 a1 3

€308 —a —o
4293 943 9x2 Ozl
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Sigamos desarrollando la expresién

1 153 O3t 072 033
R R R
L L, 0x? 073 ot
317 5T 9a? 943

L Lo, 0x3 07! 07*
317 02T 922 023

1 44 03t 07?033
TR BT gad ga2
L Las, 032 073 ot
317 P92t 913 022

1 44 073 07! 022
TgIC 12T gad 9a2
L Lo, ozl 032 933
310 1922 913 0at

N Lo, 072 033 03"
317 952 9a3 Oat

L Lom 0x3 07! 9x*
o1 € €312 5 592 24 1

3! 0x? O3 Ox1

N L o3, oz 032 033
310 1922 921 023

N L o1, 072 073 03t
317 952 9l 923

L Lo, 0x3 07! 03*
310 2022 9zl 023

L Lo, oz 0x* 9z
317 1953 9l 922

L Lo, 0x? 973 ot
317 1943 9 022

N L a2, 073 0x' 072
317 1953 9l 922

L Lo, ozl 032 933
310 1943 922 02t

3! 21923 922 H21

N 1 om 073 07! 072

317 12543 922 0l

Esto nos da una expresién con 36 términos (habiendo ignorado los

1 o3 O3 073 032
+ 56 6132@@@
1 153 03?07 933
Ty T 52 028
1 o3 03307203t
M i e
1 45 071073 032
31 125,10 943 922
1 13 03%207! 033
Ty T 58 002
1 45 07%07% 03t
T NG T 58 002
1 o3 03 073 032
T 82 3 5,8 5t
1 o5,  03%207! 033
+ 56 6213@@@
0z3 032 03!

_|_

1
Lo

1 o3 O3 073 032
+ 3!6 €132 0x2 Oxl Ox3
0z? 0z 073
6213@@@
1 o5 033072 03t
TR T e
3! Ox3 Ox! Ox?
3! 23523 0zl 0z2
3! Ox3 Oxl Ox2
1 g 03 08° 0%
3! 132523 922 Ozt
3! 235923 522 9zl
1 49  07% 072 03!
3¢ 2153 942 92t

1 213
+ 56

3¢ ©825,29,3 951 T
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términos con indices repetidos que hacen que los simbolos de Levi-Civita se
anulen). Al agrupar los términos que son semejantes nos damos cuenta que

se repite de a 6, esto es

A o L[t ort oot 0i® | 03 0 0a!

31| Ozl 022 O3 ozl 0z2 0x3 ozl 0x2 O3
0x? 0z 033 0x3 0z 0% 03 02 0%t
021 022 028 | V021 022 028 0! 0 0

ozl 0z2 0% 0x' 0%3 032 02 033 0%!

021 022 028 021 022 08 | Ol 0a? 028

0z2 0zt 0z 033 0z 0% 033 032 0%t

0z! 922 023 ' Ozl 022 023 Ozl Ha2 O3

Reagrupando tenemos

Ozt \ 022 023  Ox2 0x3 0z2 \ 9zl 023  Oxl Oa3
ozt ((%2 o 93 6:%2>

A:

923 \ 9x1 022 9! da?

que es el determinante (5.92).

E.4. Simbolos de Christoffel en SNC

La expresion para el cambio de coordenadas de los simbolos de Christoffel

vienen dados por la expresién (B.34)

, Ozt oxb 0z¢  Oxt 9%3®

r“ =T E.9
vo = b pza guv 9z° | 939 dav Oz (E9)
como para la métrica euclidiana I'% . = 0, tenemos
ozt 0%3®

| — _— E.10
Yoo 0x% 0xvox° ( )

Ahora, sustituyendo la ecuacién (E.6) en (E.10) obenemos
e — €aarap €112 DT 9T %37 (E.11)

Yo 2A(z) Oz Oxk2 OxvOx°

Con la expresién (E.11), ya se tienen todos los elementos para calcular la

derivada covariante en nuestro sistema CCM.
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E.5. Relacion de los Simbolos de Christoffel con
el determinante

Tomemos la expresién (E.3), que es la expresion del determinante escrito

en notacién compacta

A~ 1 0x™ 0x*? 0z

p1p2ps
31 €a10203 5 iy G kz Pk (E.12)

Con esto, si derivamos el operador nabla

0D D (1 050 03 0
ozt Ozt \ 3! 19298 Hrmr Gghe Haks

90 =

0 o0x™ 9z 9x%
= 76111#2#36&1&2&3
3! OxH \ Ozt Oxk2 QxH3
o™ 0 01 0z
*€M1H2M3€a1a2a3
3! OxHt Ozt \ Oxk2 OxH3

1 0z 0z 0 (892‘“1)
_|_ J—

6#1 p2p3 €
3! 14293 Gz Gz Gt \ Qi

Esto es

~a1 ~a9 2~as 2 ~a9 ~a3
DA — lemuzu:sea . 0T oz 0z 0“z ox
" 3! 19288 9pir \ Oxk2 OxtOxhs — QxrdxH2 OxHs
~a2 9503 2~a1
+ lemuzme ox? 0% 07k
3! 14293 Hne Grrs JrHtdxt

0F™M 9F%2 925

— 76/11112/136& aa +
3! 1929 Qamt Qkz Ok OxHs

R rm 9%z 91
56 Carazas oz QxrOxH2 Oxks +
1 s 0z 9% 9*E™

+ 31 €a10203 5 2 ks Dl O

Ahora, recurramos a la ecuacién (E.11)

pr _ Camap€? OFM 05 9°3°
Y 2A(x)  OxMr OxhH2 OxvOx°
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que reescribiendola toma la forma

, 027 01 921"

OxH1 OzH2 Oxv Ox°

2ATH = €qaqa €M

Con esto, llegamos a que

21 21 21
OuA = T+ 5w + 5y D

pero u1, po y ps son variables mudas por lo que podemos escribir

oA . 2A__ 2A
OB = ot 5rtont 5l
2A
= (3)?]:‘00'# - Arot;'u
Asi, podemos escribir .
FUO’;,L — Z(?MA (E13)
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