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La vie n’est facile pour aucun de nous. Mais quoi, il faut avoir de la
persévérance, et surtout de la confiance en soi. Il faut croire que l’on

est doué pour quelque chose, et que, cette chose, il faut l’atteindre
coûte que coûte.

La vida no es fácil para ninguno de nosotros pero hay que perseverar,
y sobre todo, confiar en uno mismo. Debes creer que eres bueno en

algo para alcanzarlo, cueste lo que cueste.
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Prefacio

La difusión es el proceso mediante el cual se transportan part́ıculas,
moléculas o átomos dentro de un sistema o a través de sus fronteras,
lo cual ocurre de una región de mayor concentración a otra de menor
concentración, generando aśı, una tendencia hacia la uniformidad en
la misma. Es decir, la difusión se da en un gradiente de concentración.

Además, el estudio de la difusión tiene una gran importancia debido
a que se presenta en una variedad de sucesos naturales como los pro-
cesos biológicos complejos. La absorción de iones a través de canales,
la liberación controlada de fármacos, el reconocimiento de nucleótidos
y los mecanismos de comunicación qúımica, son algunos ejemplos de
procesos difusivos.

Jan Ingen-housz en 1785 observó que las part́ıculas de carbón en
una peĺıcula de alcohol se mov́ıan de manera aleatoria (errática). Sin
embargo, no fue sino hasta 1828 que el botánico Robert Brown realizó
una descripción más precisa y sistemática de part́ıculas moviéndose de
manera aleatoria en fluidos en reposo. Por este último personaje es que
ahora se le conoce a este movimiento errático como movimiento Brow-
niano. El debate cient́ıfico sobre el origen de este movimiento inclúıa
diversidad de teoŕıas, como el asumir que las part́ıculas teńıan vida
propia, hasta el señalar que la luz era la causante de tal movimiento.

En 1855, Adolf Fick presentó dos leyes que ahora llevan su nom-
bre y que describen la difusión en el espacio libre e isótropo, que es el
caso más simple. Esto lo realizó sin explicar el origen del movimiento
de las part́ıculas en el medio. No fue hasta que Albert Einstein, en
1905, explicó que el movimiento Browniano es una consecuencia de las
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fluctuaciones térmicas dentro del solvente. Posteriormente se estable-
ció de manera formal la matemática del fenómeno utilizando la teoŕıa
de los procesos estocásticos, siendo Norbert Weiner el art́ıfice de ello.
Debemos destacar que antes de Einstein, Marian von Smoluchowski,
cient́ıfico polaco, resolvió el problema del movimiento Browniano uti-
lizando la teoŕıa cinética de Maxwell.

Para estudiar fenómenos difusivos se utiliza lo que se conoce como
la ecuación de difusión o segunda ley de Fick. En general no puede
encontrarse una solución anaĺıtica a las ecuaciones de difusión a menos
que las condiciones del sistema lo permitan. El problema se vuelve más
complejo cuando el sistema lo exige, por ejemplo, si se tiene difusión en
un sistema con paredes impenetrables que tienen formas diversas y no
regulares, entonces son necesarias otras herramientas como la ecuación
de Fick-Jacobs. Se ha observado que la naturaleza presenta confina-
mientos que no son regulares o que no poseen geometŕıas sencillas de
estudiar desde el punto de vista matemático.

Esta dificultad para obtener soluciones anaĺıticas al problema de di-
fusión (al menos en la mayoŕıa de los casos), ha motivado la búsqueda
de simplificaciones a los problemas mediante la reducción dimensio-
nal de las ecuaciones, esto es, buscar la manera de que las ecuaciones
dependan solamente de cantidades unidimensionales que proporcionen
un problema análogo al original, pero con un método de solución mu-
cho más sencillo que éste. A estos sistemas se les ha llamado cuasi-
unidimensionales.

La difusión en canales es un problema que surge de sistemas con-
formados por grandes reservorios conectados por regiones de menor
tamaño relativo. Se llegó a la conclusión de que para éste tipo de siste-
mas no era posible encontrar una solución anaĺıtica bajo casi ninguna
circunstancia; se buscaba encontrar c(x, t), es decir, la concentración
como función de la posición y el tiempo. Un nuevo tratamiento provie-
ne de finales del siglo XX de la mano de Robert Zwanzig, quien eligió
trabajar con la probabilidad de que las part́ıculas estuvieran en una
cavidad a un tiempo dado, logrando calcular la probabilidad de super-
vivencia de la part́ıcula y a proponer que el proceso difusivo depend́ıa
de una barrera entrópica, no en el sentido de que el proceso difusivo sea
por si mismo irreversible y por ende entrópico; sino aunado al hecho de
que el confinamiento (paredes del sistema) puede modelarse a través
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de un potencial independiente de la temperatura.
El mismo Zwanzig propuso un método que pretend́ıa reducir un

problema de difusión en dos o tres dimensiones a una sola dimensión.
Sus resultados, que no concordaban de de manera precisa con las si-
mulaciones de dinámica Browniana, śı ofrećıan una conceptualización
enriquecedora acerca de los coeficientes de difusión que deb́ıan ajus-
tarse a la ecuación de Fick-Jacobs a manera de corrección.

En años recientes siguiendo los pasos de Zwanzig, Kalinay y Per-
cus encontraron un método para obtener expresiones de coeficientes
de difusión en canales simétricos, al que llamaron método de proyec-
ción. Además se han realizado esfuerzos para encontrar coeficientes de
difusión efectivos en canales asimétricos.

Cabe destacar que es posible lograr una descripción de sistemas
más complejos y completos f́ısicamente hablando considerando la in-
teracción con los diferentes tipos de potenciales que se presentan en la
naturaleza. Un ejemplo muy concreto resulta del estudiar la difusión
en canales bajo la acción de un potencial gravitatorio, considerando
además que las condiciones de ciertos problemas pueden llevar a una
reducción efectiva de la dimensión del problema, permitiendo aśı un
tratamiento mucho más asequible.
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Introducción

El estudio de la difusión cobra importancia en diferentes áreas, además
de la F́ısica, debido a su presencia en diversos procesos presentes en
ramas tan diversas como la Qúımica y la Bioloǵıa. De manera parti-
cular destacan los canales iónicos, zeolitas y nanoporos, incluyendo la
separación de part́ıculas, ósmosis y catálisis [10, 32, 12].

Los nanoporos son estructuras que a través de las cuales pasan
moléculas o iones. Este tránsito se da a través, justamente, de una
estructura de geometŕıa confinada y de interacciones electrostáticas,
donde el confinamiento juega un importante papel en el transporte
de la materia involucrada. Estos nanoporos pueden ser de naturaleza
sintética o biológicos (canales iónicos) [32, 10, 12].

Para el caso de las zeolitas, que son sólidos cristalinos estructura-
dos y que pueden encontrarse como minerales o ser sintentizados, las
largas cavidades que las forman permiten el paso de moléculas que tam-
bién pueden quedar atrapadas producto de estos espacios disponibles,
confiriéndoles la capacidad de ser utilizadas como filtros y también
modificar procesos de catálisis [12, 10, 32].

Si bien la descripción de las part́ıculas Brownianas que participan
en los procesos de difusión es en primera instancia una representación
en el espacio libre, es decir, sin restricciones impuestas por la geo-
metŕıa del sistema, un gran número de fenómenos relevantes se dan
bajo condiciones de confinamiento que modifican el comportamiento y
las caracteŕısiticas de la difusión. En particular de una de las canti-
dades que la caracteriza, es el coeficiente de difusión. Para la difusión
libre se tiene, a grandes rasgos, la presencia de la constante de difusión
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(D ó D0), también llamada coeficiente del bulto. Al imponer restriccio-
nes de confinamiento e inclusive añadir influencia de campos externos,
se tiene un comportamiento distinto de los caminantes aleatorios, ca-
racterizado ahora por el coeficiente de difusión efectivo (D(x) ó Deff ),
que para fines de este escrito, depende de la dirección longitudinal.

Este trabajo comienza estableciendo las bases para el estudio de la
difusión a través de las leyes de Fick [17], que no solamente se enuncian
sino también se deducen. El siguiente paso, naturalmente, es la exposi-
ción de una solución a la ecuación de difusión utilizando el método del
propagador por medio de series de Fourier [2] para el caso libre en una
dimensión. Con estas bases, se resuelven algunos casos particulares del
problema de la difusión, presentando también los conceptos de tiem-
po medio de primer arribo (TMPA) y probabilidad de supervivencia,
siendo calculados para los sistemas difusivos resueltos previamente.

En el segundo caṕıtulo, que trata de la difusión pero ahora en siste-
mas confinados, se obtiene la ecuación de Fick-Jacobs [21] tanto de la
manera usual, como del modo en que la obtuvo Zwanzig [45], compa-
rando esta expresión con la ecuación de Smoluchowski que se deduce
al inicio del caṕıtulo, para conclúır que son equivalentes si las fronteras
son modeladas como potenciales entrópicos, es decir, independientes de
la temperatura. Se introduce el coeficiente de difusión efectivo como
una modificación a la ecuación de Fick-Jacobs y se resuelven dos casos
particulares: el de un potencial armónico y el de un potencial tipo caja.

Luego, en el tercer caṕıtulo, además del confinamiento, se introdu-
ce un potencial externo que actúa sobre las part́ıculas Brownianas. La
primera parte sigue el desarrollo de Reguera y Rub́ı [34], se obtiene una
ecuación para modelar este tipo de sistemas cuando se tienen fronte-
ras simétricas a partir de argumentos heuŕısticos de la termodinámica
fuera de equilibrio [19]. Esta tesis extiende la propuesta para el caso de
fronteras asimétricas cuando se tiene un campo de tipo gravitatorio.
La segunda parte del caṕıtulo se presenta el método de proyección de-
sarrollado por Kalinay y Percus [23], y se deducen las expresiones para
el coeficiente de difusión efectivo en el caso de fronteras simétricas con
un campo externo.

La contribución principal de esta tesis se da al utilizar el ya men-
cionado método de proyección con el fin de encontrar el coeficiente de
difusión efectivo de sistemas con fronteras asimétricas bajo la influencia
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de un campo gravitatorio, resultado que generaliza a los encontrados
por Kalinay[24] y también los de Dagdug y Pineda [31]. Estos últi-
mos autores propusieron una expresión que si bien modela sistemas
con fronteras asimétricas, no incluye la influencia de potenciales ex-
ternos. Todo esto también se presenta en el caṕıtulo tres. Tanto para
estos resultados como los presentados en el caṕıtulo segundo y en el
cuarto, se trabajan los casos ĺımite y se muestra como se reducen a las
expresiones ya reportadas en la literatura [45, 34, 8, 24, 31].

El cuarto caṕıtulo retoma la teoŕıa desarrollada al inicio de la tesis y
la generaliza para encontrar el operador hacia atrás de Smoluchowski
y aśı poder obtener las ecuaciones del tiempo medio primer arribo
[43, 41, 33]. Se reproducen las ecuaciones que fueron reportadas por
Berezhkovskii y Dagdug [7]. Además en este caṕıtulo de tiempos de
arribo, se proponen expresiones en términos de cuadraturas para los
TMPA de un cono con fronteras asimétricas y bajo la influencia de un
potencial externo, resolviendose de manera numérica; generalizando aśı
resultado de Berezhkovskii y Dagdug [7].
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Capı́tulo 1
Difusión libre

Movimiento Browniano

El desplazamiento aleatorio de las part́ıculas que se encuentran sus-
pendidas en un fluido o medio es llamado movimiento Browniano. Es
causado por los continuos choques de los componentes del medio con-
tra las part́ıculas externas, cuyas dimensiones son mucho mayores que
los elementos del fluido donde se encuentran.

Históricamente [20] se considera que Jan Ingen-Housz, biólogo y
qúımico holandés, describió por primera vez en 1785 desde un marco
cient́ıfico al movimiento Browniano a partir de un experimento utili-
zando alcohol y polvo de carbón.

No fue sino hasta 1828 que Robert Brown publicó [9] los resulta-
dos de una serie de observaciones realizadas un año antes a part́ıculas
de polen de diversas especies de plantas como Asclepiadea y Clar-
kia pulchella. Este fue el primer estudio sistemático del movimiento,
señalándose incluso algunas cantidades como los tamaños estimados de
las part́ıculas inmersas en el fluido.

El interés en este fenómeno lo mantuvo en discusión, y las teoŕıas
generadas para explicar su origen [27] propońıan explicaciones tales
como la existencia de vida de las part́ıculas Brownianas o inclusive
que la causa de su errático movimiento era la luz. No fue sino hasta
1905 que Einstein [14] mostró que su origen se encuentra en la enerǵıa
térmica del medio.

Un hecho menos conocido es que Marian Smoluchowski, cient́ıfico
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polaco, publicó en 1906 [39] una teoŕıa equivalente a la de Einstein
utilizando la teoŕıa cinética de Maxwell.

-0.004

-0.002

	0

	0.002

	0.004

	0.006

	0.008

	0.01

	0.012

	0.014

	0.016

	0.018

-0.01 -0.005 	0 	0.005 	0.01 	0.015 	0.02 	0.025 	0.03

Δy

Δx

Dinámica	browniana	2-D

Figura 1.1: Desplazamiento de una part́ıcula a partir de una simulación
de dinámica Browniana en 2 dimensiones.

Difusión

Un fenómeno que se encuentra ı́ntimamente relacionado con el movi-
miento Browniano es la difusión, se trata de la migración de part́ıculas
que se desplazan obedeciendo una dinámica Browniana. La difusión
se da gracias a un gradiente de concentración, es decir, de mayor a
menor concentración de part́ıculas externas al medio que las contie-
ne. Una muy importante suposición adicional es que las part́ıculas no
interactúan entre si.

Fue Adolf Fick quien presentó en 1855 [17] dos ecuaciones que ahora
llevan su nombre. Expresiones matemáticas que describen el proceso
difusivo y que fueron obtenidas de manera heuŕıstica a partir de la
descripción del flujo entrante y saliente de un elemento de volumen de
un canal difusivo.
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El estudio de la difusión puede dividirse en dos grandes vertien-
tes. La primera de ellas considera que el entorno donde la part́ıcula
Browniana puede moverse no contiene barreras ni está limitado por
ningún obstáculo, a esta la llamaremos difusión libre; dentro de este
caso también se encuentran sistemas donde las fronteras están lo sufi-
cientemente alejadas del punto donde la part́ıcula inicia su recorrido y
por ello los efectos del confinamiento no son relevantes para su descrip-
ción f́ısica, al menos para tiempos cortos. La segunda vertiente es la
difusión confinada, que surge de la influencia que las fronteras del sis-
tema ejercen sobre la part́ıcula que difunde, debido a que interactúan
directamente con ella.

La ecuación de difusión de Fick, que se deducirá más adelante, no
considera el confinamiento del sistema, aunque la primera igualdad en
su art́ıculo de 1855 śı lo hace. A decir de Fick, esta fue tomada de los
trabajos que Fourier realizó sobre el calor.

Figura 1.2: Primera ecuación del art́ıculo [17] de Fick

Merkel Jacobs obtuvo [21] en 1935 una ecuación para sistemas con-
finados a partir del análisis de los flujos entrantes y salientes de un
elemento de volumen del canal difusivo, un enfoque similar al de Fick.
Pero no fue sino hasta 1992 que Robert Zwanzig [45] derivó formalmen-
te la ecuación de Fick-Jacobs a partir de la ecuación de Smoluchowski
en dos dimensiones.

Estableceremos ahora bases para deducir las dos leyes de Fick. Las
cantidades y ecuaciones se presentarán, por simplicidad, en una dimen-
sión (1D) y se mostrará su forma en tres dimensiones (3D).

Concentración

La concentración, C(x, t), se define como el número de part́ıculasN(x, t)
que se encuentran por unidad de área por unidad de longitud, es decir,
tiene dimensiones de L−3 y su expresión es:



4 1.1. Primera Ley de Fick

C(x, t) = N(x, t)
A(x)∆x (1.1)

También es posible realizar una descripción equivalente del mismo
sistema en términos probabiĺısticos en lugar de concentraciones, es-
to si consideramos que la probabilidad (frecuentista) de encontrar una
part́ıcula en un punto x al tiempo t está dada por la concentración
entre el número de part́ıculas:

p(x, t) = C(x, t)
N(x, t) (1.2)

Sabemos que las probabilidades son valores numéricos adimensionales,
pero de la ecuación (1.2) vemos que p(x, t), al igual que la concen-
tración, tiene dimensiones de L−3 y esto se debe a que p(x, t) es en
realidad una función de densidad de probabilidad o FDP (PDF por
sus siglas en inglés) y éstas siempre poseen las unidades inversas a las
del espacio sobre el que se está midiendo, que en este caso es el espacio
de configuraciones. La confusión se debe al abuso del lenguaje en la li-
teratura, de la cual seguiremos la convención a sabiendas de que p(x, t)
es en realidad una FDP aunque hagamos referencia a ella simplemente
como probabilidad.

Flujo

Ahora debemos establecer que el flujo es la cantidad de materia que
atraviesa una frontera cada cierto intervalo temporal ∆t y por unidad
de área A, además, lo denotamos con J(x, t). En términos del análisis
dimensional tenemos:

[J ] = L−2T−1 (1.3)
Establecidas estas cantidades estamos listos para deducir las leyes de
Fick.

1.1 Primera Ley de Fick

Si tomamos como referencia un área transversal A(x) de un canal y
observamos en dos puntos diferentes del espacio pero en el mismo ins-
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tante de tiempo tendremos N(x, t) part́ıculas en la coordenada x y
N(x+ ∆x, t) part́ıculas en la posición x+ ∆x. Como ninguna de ellas
tiene una dirección preferencial de movimiento consideramos que la
mitad se mueven hacia la izquierda y la mitad hacia la derecha de
A(x). Entonces tendremos N(x, t)/2 part́ıculas que entran al volumen
A(x)∆x por el lado izquierdo y N(x+ ∆x, t)/2 por el lado derecho, es
decir:

A(x)

∆x

Figura 1.3: Representación esquemática de un canal ciĺındrico.

1
2 [N(x, t)−N(x+ ∆x, t)] = −1

2 [N(x+ ∆x, t)−N(x, t)] (1.4)

y considerando las dimensiones que debe tener un flujo, es decir, la
ecuación (1.3), podemos dividir la igualdad entre un intervalo de tiem-
po y el área, obteniendo:

J(x, t) = −1
2

[
N(x+ ∆x, t)−N(x, t)

A(x)∆t

]
(1.5)

Ahora, multiplicando y dividiendo el lado derecho por (∆x)2 y agru-
pando términos llegamos a:

J(x, t) = −(∆x)2

2∆t

[
N(x+ ∆x, t)−N(x, t)

A(x) (∆x)2

]
(1.6)

en ésta última igualdad identificamos la definición de concentración
(1.1), sustituyendo:
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J(x, t) = −(∆x)2

2∆t

[
C(x+ ∆x, t)− C(x, t)

∆x

]
(1.7)

El paso siguiente es tomar ĺım∆x→0,∆t→0, y debemos notar que ambas
cantidades deben ir a cero de tal manera que el cociente (∆x)2/2∆t
permanezca siempre finito. Esto es necesario para que nuestra expre-
sión para el flujo tenga sentido. Con las condiciones anteriores podemos
definir una cantidad llamada constante de difusión:

D ≡ ĺım
∆x→0
∆t→0

(∆x)2

2∆t (1.8)

Además queda expĺıcita la definición de derivada para la cantidad que
se encuentra entre corchetes, obteniendo finalmente:

J(x, t) = −D∂C(x, t)
∂x

(1.9)

que es la primera ley de Fick en una dimensión. Su expresión en tres
dimensiones es:

~J(~r, t) = −D∇C(~r, t) (1.10)

y su correspondiente constante de difusión D en 3 dimensiones que
resulta ser:

D ≡ ĺım
∆~r→0
∆t→0

(∆~r)2

6∆t (1.11)

Vemos que por cada dimensión espacial la constante de difusión difiere
por un factor de 1/2.

1.2 Segunda Ley de Fick

Deducción a partir de la ecuación maestra

Consideremos un sistema unidimensional discreto donde las posicio-
nes están dadas por {. . . , j − 1, j, j + 1, . . .} y los diferentes estados
del sistema se fijan mediante los tiempos {. . . , n− 1, n, n+ 1, . . . }. El
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b a

j − 1 j j + 1

Figura 1.4: Esquema de estados para derivar la ecuación maestra

sistema se conforma por una rejilla unidimensional en donde nos in-
teresa estudiar la probabilidad pn+1(j) de encontrar una part́ıcula en
la posición j al tiempo n+1. Si las part́ıculas sólo pueden avanzar una
posición, ya sea hacia la derecha o hacia la izquierda por cada unidad
de tiempo, entonces sólo existen dos posibilidades: que una part́ıcula
que se encontraba al tiempo n en la posición j − 1 llegue a j o que
una part́ıcula que estaba en j + 1 al tiempo n llegue a j. Digamos que
la probabilidad de salto a la posición j desde j + 1 está dada por a
y de salto desde j − 1 está dada por b; entonces, la probabilidad que
buscamos es:

pn+1(j) = apn(j + 1) + bpn(j − 1) (1.12)

expresión que se conoce como ecuación maestra. Para pasar a una
descripción continua, reescribimos a (1.12) en términos de j → x,
j ± 1→ x±∆x, n→ t y n+ 1→ t+ ∆t obtenemos:

p(x, t+ ∆t) = ap(x+ ∆x, t) + bp(x−∆x, t) (1.13)

realizamos ahora un desarrollo en serie de Taylor a todos los miembros
de la ecuación (1.13) con el fin de encontrar una equivalente para el
caso continuo:

p(x, t) + ∆t∂p(x, t)
∂t

+ · · ·

= a

[
p(x, t) + ∆x∂p(x, t)

∂x
+ (∆x)2

2
∂2p(x, t)
∂x2 + · · ·

]

+ b

[
p(x, t)−∆x∂p(x, t)

∂x
+ (∆x)2

2
∂2p(x, t)
∂x2 + · · ·

] (1.14)
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es fácil ver que si truncamos la expresión anterior a primer orden en t y
a segundo orden en x, órdenes que están justificados por los resultados
experimentales [27], obtenemos:

∆t∂p(x, t)
∂t

= a

[
∆x∂p(x, t)

∂x
+ (∆x)2

2
∂2p(x, t)
∂x2

]

+ b

[
−∆x∂p(x, t)

∂x
+ (∆x)2

2
∂2p(x, t)
∂x2

] (1.15)

donde hemos utilizado que al ser a y b probabilidades, se debe cumplir
que a+ b = 1. Ahora agrupando términos:

∂p(x, t)
∂t

= (a− b)∆x
∆t

∂p(x, t)
∂x

+ (∆x)2

2∆t
∂2p(x, t)
∂x2

(1.16)

y podemos definir una nueva cantidad, la velocidad de arrastre:

v ≡ − ĺım
∆x→0
∆t→0

(a− b)∆x
∆t (1.17)

como antes, ∆x,∆t deben decrecer de tal modo que v permanezca
finita. Tomando también la definición de la constante de difusión, es
decir, la expresión (1.8), obtenemos la ecuación de Fokker-Planck en
una dimensión:

∂p(x, t)
∂t

= D
∂2p(x, t)
∂x2 − v∂p(x, t)

∂x
(1.18)

que describe la evolución temporal de la densidad de probabilidad
p(x, t), esto es, que una part́ıcula se encuentre en la posición x al tiem-
po t.

Si ahora consideramos que nuestro sistema es equiprobable, enton-
ces a = 1/2 = b y por ello, de la ecuación (1.17) vemos que la velocidad
de arrastre es nula (v = 0). F́ısicamente esto equivale a que el medio
en el que se mueve la part́ıcula Browniana sea isotrópico, es decir, que
su propiedades son tales que la dirección del movimiento es irrelevante
para el mismo. Llegamos entonces a:
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∂p(x, t)
∂t

= D
∂2p(x, t)
∂x2 (1.19)

que es la segunda ley de Fick unidimensional, la cual podemos reescribir
en términos de la concentración al hacer uso de la definición (1.1):

∂C(x, t)
∂t

= D
∂2C(x, t)
∂x2 (1.20)

siendo su expresión en tres dimensiones:

∂C(~r, t)
∂t

= D∇2C(~r, t) (1.21)

Relación entre velocidad de arrastre y flujo

Una herramienta bastante útil es el escribir un flujo como el producto
de una velocidad por una densidad. Esto puede encontrarse, por ejem-
plo, en la teoŕıa electromagnética al tratar con densidades de corriente.
En este caso la concentración C(x, t) juega el papel de la densidad, y
podemos corroborarlo tomando (1.1) y la velocidad será la velocidad
de arrastre definida en (1.17). El producto de ambas cantidades es:

C(x, t)v(x, t) = N

A∆x
∆x
∆t = N

A∆t = J(x, t) (1.22)

obteniendo aśı una relación entre flujo, concentración y velocidad.

1.3 Soluciones a la ecuación de difusión

Ya se ha encontrado la ecuación de difusión (1.19) o segunda ley de
Fick a partir de la ecuación maestra. Recordemos que a través de ella
obtenemos la probabilidad de que una part́ıcula esté presente en la
posición x al tiempo t.

Ahora buscamos una solución general a la ecuación de difusión y
recurrimos a una técnica común para resolver ecuaciones diferencia-
les: el desarrollo en series. En este caso proponemos que p(x, t) puede
escribirse como una serie de Fourier:
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p(x, t) =
∞∑
n=0

[
an(t)cos

(
nπx

L

)
+ bn(t)sin

(
nπx

L

)]
(1.23)

En esta serie n ∈ Z, y L representa f́ısicamente a la longitud del canal
donde se está difundiendo la part́ıcula de interés. Queremos también
que se cumplan las siguientes condiciones sobre las soluciones:

p(x = 0, t) = 0, es decir, que en la posición x = 0 a cualquier
tiempo no hay part́ıculas.

p(x, t = 0) = δ(x− x0), esto es, al tiempo inicial t = 0 todas las
part́ıculas se encuentran en la posición x0. Donde δ(x − x0) es
una delta de Dirac.

Este par de condiciones son necesarias [36] para poder encontrar de
manera única la solución a la ecuación diferencial parcial (EDP), que
en este caso es parabólica y en una dimensión.

Aplicando la primer condición (de frontera) a la serie (1.23) obte-
nemos:

p(0, t) =
∞∑
n=0

[an(t)cos (0) + bn(t)sin (0)] =
∞∑
n=0

an(t) = 0 (1.24)

por lo que:

an(t) = 0 (1.25)

y sustituyendo en (1.23):

p(x, t) =
∞∑
n=0

bn(t)sin
(
nπx

L

)
(1.26)

Esta última igualdad la usamos dentro de la ecuación de difusión, y
considerando que el operador diferencial es un operador lineal:
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∂

∂t

[ ∞∑
n=0

bn(t)sin
(
nπx

L

)]
= D

∂2

∂x2

[ ∞∑
n=0

bn(t)sin
(
nπx

L

)]

⇒
∞∑
n=0

∂bn(t)
∂t

sin
(
nπx

L

)
= D

∞∑
n=0

bn(t) ∂
2

∂x2 sin
(
nπx

L

)

⇒
∞∑
n=0

∂bn(t)
∂t

sin
(
nπx

L

)
= −D

∞∑
n=0

bn(t)
(
nπ

L

)2
sin

(
nπx

L

)

⇒ ∂bn(t)
∂t

sin
(
nπx

L

)
= −Dbn(t)

(
nπ

L

)2
sin

(
nπx

L

)
⇒ ∂bn(t)

∂t
= −Dbn(t)

(
nπ

L

)2

⇒ d
dtbn(t) = −Dn

2π2

L2

⇒ dbn(t)
bn(t) = −Dn

2π2

L2 dt

⇒ ln [bn(t)] = D
n2π2

L2 t+ C1

(1.27)

De donde concluimos que:

bn(t) = Bn exp
[
−Dn

2π2

L2 t

]
(1.28)

Usando este valor en (1.24):

p(x, t) =
∞∑
n=1

Bn exp
[
−Dn

2π2

L2 t

]
sen

(
nπx

L

)
(1.29)

donde hemos realizado un cambio de ı́ndice, n = 0 por n = 1, ya que
el primer término no contribuye a la suma: sen(0) = 0.

Para encontrar el coeficiente Bn utilizamos la segunda condición
(inicial) sobre p(x, t):

p(x, 0) =
∞∑
n=1

Bn e0 sen
(
nπx

L

)
= δ(x− x0) (1.30)

Sabemos que la serie de Fourier que describe a la delta de Dirac es [1]:
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δ(x− x0) = 2
L

∞∑
n=1

sen
(
nπx0

L

)
sen

(
nπx

L

)
(1.31)

entonces:

Bn = 2
L

sen
(
nπx0

L

)
(1.32)

para luego sustituir en (1.29):

p(x, t|x0) = 2
L

∞∑
n=1

exp
[
−Dn

2π2

L2 t

]
sen

(
nπx0

L

)
sen

(
nπx

L

)
(1.33)

A esta última ecuación se le conoce como el propagador o la función
de Green correspondiente a la ecuación de difusión.

La notación p(x, t|x0) indica que la posición inicial de las part́ıculas
que difunden es x0.

1.3.1 Probabilidad de supervivencia

Ahora incluiremos la posibilidad de que las part́ıculas sean absorbidas
por ciertos puntos en el espacio, siendo aśı, estamos interesados en
saber cuál es la probabilidad de que una part́ıcula aún se encuentre en
el canal a un tiempo t de haber iniciado su recorrido, es decir, que no
haya sido absorbida. Para ello utilizamos las condiciones:

p(0|x0) = p(L|x0) = 0 (1.34)
esto es, en los puntos del sistema x = 0 y x = L la part́ıcula será
absorbida, dicho de otra manera, la probabilidad de encontrarla en esos
lugares del espacio es nula; lo anterior dado que la part́ıcula comenzó su
recorrido en el punto x0. Recordando que p(x, t) es una FDP, podemos
calcular la probabilidad de encontrar a la part́ıcula dentro del canal en
x ∈ [0, L] al tiempo t, dado que partió de la posición x0:

S(t|x0) =
∫ L

0
p(x, t|x0)dx (1.35)

sustituyendo entonces la expresión para el propagador (1.33) y utili-
zando que el operador integral es un operador lineal:
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Figura 1.5: Evolución temporal de la densidad de probabilidad p(x, t|x0),
ecuación (1.33). Se muestra expĺıcitamente el valor de la posición inicial de
la part́ıcula x0 = L/3, con L = 1, D = 1, se consideraron diez términos de
la serie infinita.

S(t|x0) =
∫ L

0

2
L

∞∑
n=1

exp
[
−Dn

2π2

L2 t

]
sen

(
nπx0

L

)
sen

(
nπx

L

)
dx

= 2
L

∞∑
n=1

exp
[
−Dn

2π2

L2 t

]
sen

(
nπx0

L

) ∫ L

0
sen

(
nπx

L

)
dx

= − 2
L

∞∑
n=1

exp
[
−Dn

2π2

L2 t

]
sen

(
nπx0

L

)(
L

nπ

)
cos

(
nπx

L

) ∣∣∣∣L
0

= − 2
π

∞∑
n=1

exp
[
−Dn

2π2

L2 t

]
sen

(
nπx0

L

) 1
n

[−cos(nπ) + cos(0)]

= − 2
π

∞∑
n=1

exp
[
−Dn

2π2

L2 t

]
sen

(
nπx0

L

) 1
n

[−cos(nπ) + 1]

(1.36)



14 1.3. Soluciones a la ecuación de difusión

Observamos que el término − cos(nπ) con n = 1, 2, 3, . . . arroja los
siguientes resultados:

Si n es impar entonces cos(nπ) = −1

Si n es par tenemos cos(nπ) = 1

O de otra manera (−1)n. Por ello:

[− cos(nπ) + 1] = 0 cuando n es par.

[− cos(nπ) + 1] = −2 si n es impar.

Pudiendo entonces reescribir la ecuación (1.36) como:

S(t|x0) = − 4
π

∞∑
n=0

exp
[
−(2n+ 1)2Dπ

2

L2 t

] sen
(

(2n+1)πx0
L

)
2n+ 1 (1.37)

Al ser S(t|x0) la probabilidad de supervivencia entonces estamos
hablando de una distribución de probabilidad, por ello podemos re-
lacionarla directamente con una función de densidad de probabilidad
que llamaremos s(t|x0). La teoŕıa matemática de los modelos de su-
pervivencia [15] establecen que tal relación es:

S(t|x0) =
∫ ∞
t

s(τ |x0)dτ (1.38)

Para encontrar la densidad de probabilidad tomaremos la derivada
temporal en ambos lados de la ecuación (1.38):

∂

∂t
S(t|x0) = ∂

∂t

∫ ∞
t

s(τ |x0)dτ = s(τ |x0)
∣∣∣∣τ=∞

τ=t
(1.39)

y evaluando en el ĺımite superior, s(τ →∞|x0) = 0. Lo anterior es fácil
de entender si consideramos que para un tiempo considerablemente
largo la part́ıcula pudo haberse desplazado lo suficiente hacia uno de
los puntos de absorción causando su eliminación del sistema; dicho
de otro modo, la probabilidad de encontrar a la part́ıcula en el canal
cuando ha pasado demasiado tiempo es nula, siendo aśı:
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Figura 1.6: Probabilidad de supervivencia expresada en la ecuación (1.37).
Los valores utilizados son x0 = L/3, L = 1, D = 1. Se utilizaron diez térmi-
nos de la serie infinita.

s(t|x0) = −dS(t|x0)
dt (1.40)

donde podemos sustituir la expresión que encontramos para la proba-
bilidad de supervivencia (1.37) y obtener:

s(t|x0) = − d
dt

 4
π

∞∑
n=0

exp
[
−(2n+ 1)2Dπ

2

L2 t

]
sen

(
(2n+1)πx0

L

)
2n+ 1


= − 4

π

∞∑
n=0
−(2n+ 1)2Dπ

2

L2 exp
[
−(2n+ 1)2Dπ

2

L2 t

]
sen

(
(2n+1)πx0

L

)
2n+ 1

(1.41)

concluyendo que:
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s(t|x0) = 4πD
L2

∞∑
n=0

(2n+ 1) exp
[
−(2n+ 1)2Dπ

2

L2 t

]
sen

(
(2n+ 1)πx0

L

)
(1.42)

1.3.2 Tiempo medio de primer arribo (TMPA)

Conocido en inglés como Mean First-Passage Time o MFPT, es una
cantidad que describe la esperanza temporal de que una part́ıcula que
ha iniciado su recorrido en la posición x0 llegue a una de las paredes o
fronteras absorbentes del sistema. Al ser una esperanza matemática o
primer momento de la distribución, utilizamos la definición:

〈t(x0)〉 =
∫ ∞

0
t s(t|x0)dt (1.43)

donde sustituimos la expresión (1.40):

〈t(x0)〉 = −
∫ ∞

0
t

d
dtS(t|x0)dt (1.44)

ecuación que integraremos por partes:

〈t(x0)〉 =
[
−t
∫ dS(t|x0)

dt dt

] ∣∣∣∣∣
∞

0
+
∫ ∞

0

∫ dS(t|x0)
dt dt dt

= [−tS(t|x0)]
∣∣∣∣∞
0

+
∫ ∞

0
S(t|x0)dt

=
∫ ∞

0
S(t|x0)dt

(1.45)

Para sustituir ahora la densidad de probabilidad (1.42):

〈t(x0)〉 = 4
π

∞∑
n=0

sen
(

(2n+1)πx0
L

)
2n+ 1

∫ ∞
0

exp
[
−(2n+ 1)2Dπ

2

L2 t

]
dt (1.46)

Trabajaremos ahora solamente con la integral de la ecuación anterior:
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∫ ∞
0

exp
[
−(2n+ 1)2Dπ

2

L2 t

]
dt

= − L2

(2n+ 1)2Dπ2 exp

[
−(2n+ 1)2Dπ

2

L2 t

] ∣∣∣∣∣
∞

0

= − L2

(2n+ 1)2Dπ2 [0− 1]

= L2

(2n+ 1)2Dπ2

(1.47)

y sustituyendo en (1.46):

〈t(x0)〉 = 4L2

Dπ3

∞∑
n=0

sen
(

(2n+1)πx0
L

)
(2n+ 1)3 (1.48)

igualdad para la cual nos gustaŕıa encontrar una expresión reducida
de la suma infinita. Si tomamos la segunda derivada de la suma con
respecto a la posición inicial x0 obtenemos:

d2 〈t(x0)〉
dx2

0
= − 4

Dπ

∞∑
n=0

sen
(

(2n+1)πx0
L

)
2n+ 1 (1.49)

Y la en la referencia [38] encontramos que:

∞∑
n=0

sen
(

(2n+1)πx0
L

)
2n+ 1 = π

4 (1.50)

entonces:

d2 〈t(x0)〉
dx2

0
= − 1

D
(1.51)

e integrando:
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∫
d

[
d 〈t(x0)〉

dx0

]
= − 1

D

∫
dx0

⇒ d 〈t(x0)〉
dx0

= − 1
D
x0 +B

⇒
∫
d [〈t(x0)〉] = −

∫ [ 1
D
x0 +B

]
dx0

〈t(x0)〉 = − 1
2Dx

2
0 +Bx0 + A

(1.52)

donde A y B son constantes de integración. Recordemos además que
las fronteras del sistema son absorbentes, es decir, si la part́ıcula parte
de los puntos x0 = 0 o x0 = L el sistema los absorberá de manera
inmediata y el tiempo de primer arribo será nulo:

〈t(0)〉 = 〈t(L)〉 = 0 (1.53)
con esta consideración es fácil concluir que A = 0. Con ello la expresión
obtenida en (1.52) queda como:

〈t(L)〉 = 0 = BL− L2

2D (1.54)

lo que nos dice que B = L
2D , encontrando aśı el tiempo medio de

primer arribo para un sistema de longitud L con fronteras absorbentes
en x = 0 y x = L:

〈t(x0)〉 = x0(L− x0)
2D (1.55)

1.3.3 Difusión en una linea infinita

Hemos visto que la difusión libre puede describirse de manera adecuada
con la segunda ley de Fick:

∂

∂t
p(x, t|x0) = D

∂2

∂x2p(x, t|x0) (1.56)

donde x0 denota la posición inicial de la part́ıcula Browniana y D
es la constante de difusión, que es una medida que caracteriza a la
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Figura 1.7: Tiempo medio de primer arribo (TMPA) expresado en la ecua-
ción (1.55). Los valores utilizados son L = 1, D = 1. Las fronteras absorben-
tes están en x = 0, L. Entre más cerca de las fronteras se inicie el recorrido,
el tiempo esperado de captura es mucho menor.

interacción entre las part́ıculas y el medio. Siendo aśı, la condición
inicial del sistema es tal que indica que la part́ıcula Browniana parte
del punto x0 al tiempo t = 0 es representada como una delta de Dirac:

p(x, 0|x0) = δ(x− x0) (1.57)

Ahora encontraremos la solución a la ecuación de difusión con la con-
dición anterior para una part́ıcula inmersa en un canal unidimensional
de longitud infinita.

Solución por transformada de Fourier

Consideremos a la transformada de Fourier del propagador:

p̂(k, t|x0) =
∫ ∞
−∞

p(x, t|x0) eikx dx (1.58)
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Ahora tomando el lado izquierdo de la ecuación (1.56) y aplicando la
transformada de Fourier:

∫ ∞
−∞

∂

∂t
p(x, t|x0) eikx dx = ∂

∂t

∫ ∞
−∞

p(x, t|x0) eikx dx

= ∂

∂t
p̂(k, t|x0)

(1.59)

Luego trabajamos con el lado derecho de la ecuación de difusión y su
respectiva transformada:

∫ ∞
−∞

D
∂2

∂x2p(x, t|x0) eikx dx = D
∫ ∞
−∞

∂2

∂x2p(x, t|x0) eikx dx

= DI1

(1.60)

entonces, resolviendo la integral I1 por partes:

I1 = eikx ∂

∂x
p(x, t|x0)

∣∣∣∣∞
−∞
− ik

∫ ∞
−∞

∂

∂x
p(x, t|x0) eikx dx (1.61)

Es necesario considerar un par de condiciones f́ısicas. La probabili-
dad de encontrar a la part́ıcula en un punto demasiado alejado de la
posición inicial x0 es nula, entonces el cambio en la probabilidad en
ese punto alejado también lo es. Expresando matemáticamente ambas
condiciones tenemos:

p(x→ ±∞, t|x0) = 0
∂

∂x
p(x, t|x0)

∣∣∣∣
x→±∞

= 0
(1.62)

luego:

I1 = −ik
∫ ∞
−∞

∂

∂x
p(x, t|x0) eikx dx = −ikI2 (1.63)

e integrando por partes a I2:

I2 = eikx p(x, t|x0)
∣∣∣∣∞
−∞
− ik

∫ ∞
−∞

p(x, t|x0) eikx dx (1.64)
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entonces:

I2 = −ik
∫ ∞
−∞

p(x, t|x0) eikx dx (1.65)

de donde es fácil ver que la integral es la transformada de Fourier del
propagador, es decir, la expresión (1.58), por ello:

I2 = −ikp̂(x, t|x0) (1.66)

con lo que I1 será:

I1 = −ik[−ikp̂(k, t|x0)] = −k2p̂(k, t|x0) (1.67)

para obtener:
∫ ∞
−∞

D
∂2

∂x2p(x, t|x0) eikx dx = −Dk2p̂(k, t|x0) (1.68)

Utilizando las ecuaciones (1.59) y (1.68) podemos escribir la ecuación
de difusión en el espacio de Fourier:

∂

∂t
p̂(k, t|x0) = −Dk2p̂(k, t|x0) (1.69)

Esta igualdad tiene una solución simple mediante el método de sepa-
ración de variables, a saber:

p̂(k, t|x0) = C e−Dk2t (1.70)

Para determinar la constante de integración C debemos trabajar con
la transformada de Fourier de la condición inicial (1.57):

p̂(k, 0|x0) =
∫ ∞
−∞

p(x, 0|x0) eikx dx

=
∫ ∞
−∞

δ(x− x0) eikx dx = eikx
(1.71)

que en conjunto con (1.70) da como resultado:

p̂(k, 0|x0) = C e−Dk20 = C = eikx0 (1.72)

luego:
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p̂(k, t|x0) = eikx0 e−Dk2t (1.73)
quedando finalmente que:

p̂(k, t|x0) = exp
[
−Dk2t+ ikx0

]
(1.74)

Hemos encontrado entonces la solución a la ecuación de difusión en
el espacio de Fourier, ahora se debe calcular la transformada inversa,
definida como:

p(x, t|x0) = 1
2π

∫ ∞
−∞

p̂(k, t|x0) e−ikx dk (1.75)

y sustituyendo a (1.74):

p(x, t|x0) = 1
2π

∫ ∞
−∞

exp
[
−Dk2t+ ikx0

]
e−ikx dk

= 1
2π

∫ ∞
−∞

exp
[
−Dk2t+ ik(x0 − x)

]
dk

(1.76)

Para resolver la integral debemos completar el cuadrado que aparece
en el argumento de la exponencial:

−Dk2t+ ik(x0 − x)

= Dt

[
−k2 − ik(x− x0)

Dt

]

= Dt

−k2 − ik(x− x0)
Dt

−
[
i(x− x0)

2Dt

]2

+
[
i(x− x0)

2Dt

]2


= Dt

−
[
k + i(x− x0)

2Dt

]2

+
[
i(x− x0)

2Dt

]2


= Dt
{
−(k + α)2 + α2

}
= −Dt(k + α)2 +Dtα2

(1.77)

donde definimos:

α ≡ i(x− x0)
2Dt (1.78)
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quedando la transformada inversa de Fourier (1.75) como:

p(x, t|x0) = 1
2π

∫ ∞
−∞

exp
[
−Dt(k + α)2

]
exp

[
Dtα2

]
dk (1.79)

Además la definición [28] de la función de error es:

erf(z) ≡ 2√
π

∫ z

0
e−y2

dy (1.80)

y resolviendo para el propagador:

p(x, t|x0) = 1
2π

{
exp

[
Dtα2

] √π√
Dt

erf(y)
} ∣∣∣∣

y →∞

= exp [Dtα2]√
4πDt

· 1

= exp [Dtα2]√
4πDt

(1.81)

Finalmente al sustituir el valor de α encontramos que la solución pa-
ra la ecuación de difusión en una linea infinita está dada por lo que
llamaremos el propagador en el espacio libre pF :

pF ≡ pF (x, t|x0) = p(x, t|x0) = 1√
4πDt

exp
[
−(x− x0)2

4Dt

]
(1.82)

1.3.4 Difusión en una linea semiinfinita

Ahora se tiene una part́ıcula inmersa en un sistema unidimensional
cuyo inicio está en x = 0 y se extiende infinitamente hacia la derecha,
es decir, hasta x→ +∞.

Una sola pared completamente reflejante

Cuando una part́ıcula se encuentra con una pared completamente re-
flejante, en este caso en la posición x = 0, podemos ver que justo un
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Figura 1.8: Evolución temporal de la densidad de probabilidad pF (x, t|x0),
ecuación (1.82). Se muestra expĺıcitamente el valor de la posición inicial de
la part́ıcula x0 = 1/3 (linea roja punteada), con D = 1.

instante después de la colisión con la pared la part́ıcula se encontrará en
el mismo lugar, es decir, no habrá cambio instantáneo en su posición.

Visto de otra manera, en el punto donde se encuentra la pared
el flujo debe ser nulo, esto es, la probabilidad no debe sufrir cambio
alguno. Tenemos entonces que cualquier solución p debe cumplir con:

∂

∂x
p(x, t|x0)

∣∣∣∣
x=0

= 0 (1.83)

La solución (propagador) a este problema puede obtenerse utilizando
una transformada de Fourier como en la sección (1.3.3) donde se calculó
para un sistema sin paredes. También se puede hallar la solución de
manera similar aplicando una transformada de Laplace. Sin embargo
se seguirá un camino distinto. Encontraremos la solución por el método
de las imágenes que es bastante conocido para resolver problemas de
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electromagnetismo.
El sistema que queremos analizar está compuesto por una pared

completamente reflejante en el punto x = 0, un canal que se extiende
en el intervalo x ∈ [0,∞) y una part́ıcula que inicia su recorrido en
x = x0 al tiempo t = 0.

Como un primer intento tomamos la solución a la ecuación de di-
fusión en el espacio libre expresada en (1.82) y calculamos su derivada
para verificar si es que cumple con la condición (1.83):

∂

∂x
pF (x, t|x0) = 1√

4πDt
∂

∂x

{
exp

[
−(x− x0)2

4Dt

]}

= 1√
4πDt

{
− 1

4Dt · (x− x0) · 2 · exp
[
−(x− x0)2

4Dt

]}

= − 1√
4πDt

x− x0

2Dt · exp
[
−(x− x0)2

4Dt

]
(1.84)

y entonces en el punto x = 0:

∂

∂x
pF (x, t|x0)

∣∣∣∣
x=0

= 1√
4πDt

· x0

2Dt · exp
[
−−x

2
0

4Dt

]
(1.85)

Si x0 6= 0, la única manera en que (1.85) puede ser nula es haciendo
x0 →∞. Entonces debemos buscar una solución distinta.

Analizando el comportamiento de este sistema podemos notar que
es equivalente a tomar dos canales semiinfinitos colocados uno a lado
del otro (en espejo), es decir, uno de ellos va de x ∈ [0,∞) y el otro de
x ∈ (−∞, 0]; con la condición de que una part́ıcula inicie su recorrido
en x1(t = 0) = x0 y la otra en x2(t = 0) = −x0, esto es, de manera
simétrica. Visto de manera intuitiva, dado que a cierto tiempo ambas
part́ıculas tienen la misma probabilidad de llegar a x = 0, entonces
chocarán entre ellas y no podrán pasar hacia el otro lado, teniendo aśı
el mismo comportamiento que el sistema propuesto inicialmente.

El propagador en el espacio libre pF , expresión (1.82), es una so-
lución a la ecuación de difusión, en particular en la forma pF (x, t|x0),
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pero también lo es pF (x, t| − x0). Al tratarse de una ecuación diferen-
cial lineal, también una combinación lineal de soluciones es solución,
tal y como lo establece el principio de superposición [2]. Proponemos
entonces que la solución a nuestro problema sea:

p(x, t|x0) = pF (x, t|x0) + pF (x, t| − x0) (1.86)

Para que esta propuesta sea correcta debemos cerciorarnos de que cum-
ple con la condición (1.83). La derivada evaluada del primer término
de (1.86) ya se encuentra calculada en la expresión (1.85); la derivada
del segundo término es fácil de obtener debido a que la derivada de pF
es una función impar:

∂

∂x
pF (x, t| − x0)

∣∣∣∣
x=0

= − ∂

∂x
pF (x, t|x0)

∣∣∣∣
x=0

(1.87)

por ello:

∂

∂x
p(x, t|x0)

∣∣∣∣
x=0

= ∂

∂x
pF (x, t|x0)

∣∣∣∣
x=0

+ ∂

∂x
pF (x, t| − x0)

∣∣∣∣
x=0

(1.88)

= ∂

∂x
pF (x, t|x0)

∣∣∣∣
x=0
− ∂

∂x
pF (x, t|x0)

∣∣∣∣
x=0

(1.89)

concluyendo que:

∂

∂x
p(x, t|x0)

∣∣∣∣
x=0

= 0 (1.90)

cumpliendo aśı con la condición necesaria. De este modo comprobamos
que la expresión (1.86) es una solución correcta.

Probabilidad de supervivencia para una pared completamente reflejante

La probabilidad de supervivencia S(t|x0) para una linea semiinfinita
unidimensional, que es el sistema que acabamos de estudiar, está dada
por la ecuación (1.37) con el propagador adecuado expuesto en (1.86),
entonces tenemos:

S(t|x0) =
∫ ∞

0
[pF (x, t|x0) + pF (x, t| − x0)] dx (1.91)
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las integrales serán calculadas más adelante para el caso de la probabi-
lidad de supervivencia con una pared completamente absorbente dado
que sólo difieren en un signo. Por lo pronto únicamente mencionaremos
que:

S(t|x0) = 1 (1.92)

El resultado obedece a la intuición dado que la integración se reali-
za para todo el canal semiinfinito sin puntos absorbentes, por lo que
siempre será posible encontrar a la part́ıcula dentro del canal. La pro-
babilidad es entonces igual a la unidad.

Frontera completamente absorbente

En este caso la part́ıcula Browniana tendrá que desaparecer al tocar
una pared que está en la posición x = 0; decimos entonces que la
probabilidad de encontrar a la part́ıcula en x = 0 es nula:

p(0, t|x0) = 0 (1.93)

Además, para encontrar una solución no trivial a este problema es
necesario imponer la condición:

x0 > 0 (1.94)

si esta condición no se cumple, la part́ıcula desaparecerá de manera
instantánea y no podremos estudiar comportamiento alguno.

En la sección anterior se utilizó el método de imágenes para en-
contrar la solución a una pared completamente reflejante, en este caso
aplicaremos la misma estrategia siempre y cuando se cumpla (1.93).

Evaluemos entonces el propagador en el espacio libre en x = 0 con
posiciones iniciales (aplicando el método de imágenes) en x0 y −x0:

pF (0, t|x0) = 1√
4πDt

exp
[
− x2

0
4Dt

]
(1.95)

y:

pF (0, t| − x0) = 1√
4πDt

exp
[
− x2

0
4Dt

]
(1.96)



28 1.3. Soluciones a la ecuación de difusión

de donde es fácil notar que si se restan ambas contribuciones estas se
anulan. Por lo que de manera inmediata se obtiene la solución a este
problema:

p(x, t|x0) = pF (x, t|x0)− pF (x, t| − x0) (1.97)

recordando, claro, que la combinación lineal de soluciones a una ecua-
ción diferencial lineal es también solución de la misma ecuación siempre
que se cumplan las condiciones iniciales y de frontera pertinentes.
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Figura 1.9: Evolución temporal de la densidad de probabilidad
pF (x, t|x0) − pF (x, t| − x0), ecuación (1.97) para un sistema semiinfinito
con una pared completamente absorbete en x = 0. Se muestra expĺıcita-
mente el valor de la posición inicial de la part́ıcula x0 = 1/3 (linea roja
punteada), con D = 1.
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Figura 1.10: Evolución temporal de la densidad de probabilidad
pF (x, t|x0)−pF (x, t|−x0), ecuación (1.97) (linea azul) vs evolución temporal
de la densidad de probabilidad pF (x, t|x0), ecuación (1.82) (linea verde). Se
muestra expĺıcitamente el valor de la posición inicial de la part́ıcula x0 = 1/3
(linea roja punteada), con D = 1.

Probabilidad de supervivencia para la frontera completamente absor-
bente

Ahora utilizaremos la ecuación (1.97) como propagador:

S(t|x0) =
∫ ∞

0
[pF (x, t|x0)− pF (x, t| − x0)] dx (1.98)

y sustituyendo (1.82), es decir, el propagador para la difusión libre
obtenemos:

S(t|x0) =
∫ ∞

0

1√
4πDt

{
exp

[
−(x− x0)2

4Dt

]
− exp

[
−(x+ x0)2

4Dt

]}
dx

(1.99)
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La solución se puede obtener separando en dos integrales donde la
primera será:

I1 ≡
∫ ∞

0

1√
4πDt

exp
[
−(x− x0)2

4Dt

]
dx (1.100)

y la segunda:

I2 ≡
∫ ∞

0

1√
4πDt

exp
[
−(x+ x0)2

4Dt

]
dx (1.101)

realizando entonces el siguiente cambio de variable para (1.100):

y ≡ x− x0√
4Dt

⇒ y2 = (x− x0)2

4Dt ⇒ dy = 1√
4Dt

dx (1.102)

tenemos ahora un nuevo intervalo de integración:

y ∈
[
− x0√

4Dt
,∞

)
(1.103)

entonces la integral la podemos escribir como:

I1 = 1√
4πDt

√
4Dt

∫ y2

y1
e−y2

dy = 1√
π

∫ ∞
−x0/

√
4Dt

e−y2
dy

= 1√
π

∫ 0

−x0/
√

4Dt
e−y2

dy + 1√
π

∫ ∞
0

e−y2
dy

= 1√
π

∫ 0

−x0/
√

4Dt
e−y2

dy + 1√
π

√
π

2 erfc(∞)

= 1√
π

∫ 0

−x0/
√

4Dt
e−y2

dy + 1
2

(1.104)

Para la segunda integral el proceso es similar, tomando en cuenta el
cambio de signo:

z ≡ x+ x0√
4Dt

⇒ z2 = (x+ x0)2

4Dt ⇒ dz = 1√
4Dt

dx (1.105)

y su intervalo de integración:
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z ∈
[
+ x0√

4Dt
,∞

)
(1.106)

luego:

I2 = 1√
4πDt

√
4Dt

∫ z2

z1
e−z2

dz = 1√
π

∫ ∞
+x0/

√
4Dt

e−z2
dz

= − 1√
π

∫ +x0/
√

4Dt

0
e−z2

dz + 1√
π

∫ ∞
0

e−z2
dz

= − 1√
π

∫ +x0/
√

4Dt

0
e−z2

dz + 1√
π

√
π

2 erfc(∞)

= − 1√
π

∫ +x0/
√

4Dt

0
e−z2

dz + 1
2

(1.107)

Tanto y como z son variables mudas, por lo que para I1 e I2 podemos
elegir alguna de ellas. Tomemos y y reescribamos a (1.99) usando los
resultados que obtuvimos:

S(t|x0) = I1 − I2

=
[

1√
π

∫ 0

−x0/
√

4Dt
e−y2

dy + 1
2

]
−
[
− 1√

π

∫ +x0/
√

4Dt

0
e−y2

dy + 1
2

]

= 1√
π

∫ +x0/
√

4Dt

−x0/
√

4Dt
e−y2

dy = 2√
π

∫ +x0/
√

4Dt

0
e−y2

dy

= 2√
π

√
π

2 erf
(

x0√
4Dt

)
(1.108)

donde se ha utilizado varias veces la definición de la función de error.
Entonces conclúımos que la solución a la expresión (1.98) es:

S(t|x0) = erf
(

x0√
4Dt

)
(1.109)

Para el caso de la ecuación (1.91), la solución difiere de la expresión
anterior en el signo usado para I2. Siendo el caso tendŕıamos:
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x0 = 0.333333
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Figura 1.11: Probabilidad de supervivencia expresada en la ecuación
(1.109) para un sistema semiinfinito con una pared completamente absor-
bente en x = 0. Los valores utilizados son x0 = 1/3, D = 1.

S(t|x0) = I1 + I2

=
[

1√
π

∫ 0

−x0/
√

4Dt
e−y2

dy + 1
2

]
+
[
− 1√

π

∫ +x0/
√

4Dt

0
e−y2

dy + 1
2

]

= 1− 1√
π

∫ −x0/
√

4Dt

0
e−y2

dy − 1√
π

∫ +x0/
√

4Dt

0
e−y2

dy

= 1−
√
π

2
√
π

erf
(
−x0√
4Dt

)
−
√
π

2
√
π

erf
(

+x0√
4Dt

)

= 1 + erf
(

+x0√
4Dt

)
− erf

(
+x0√
4Dt

)
= 1

(1.110)
Donde tomamos en cuenta que la función de error es una función impar.
Comprobando aśı el resultado para la probabilidad de supervivencia
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con una pared completamente reflejante expresada en (1.92).

Frontera parcialmente absorbente

Nuestro sistema ahora se conforma por una frontera parcialmente ab-
sorbente en x = 0, es decir, una fracción de las part́ıculas que llegan
a este punto son absorbidas por la pared y al resto de ellas no se le
permite el paso. Lo anterior es expresado matemáticamente a través
de κ, si κ = 0 entonces se tiene el caso ĺımite en el que se trata de una
pared completamente reflejante; y si κ→∞ entonces se trata de una
frontera completamente absorbente. Todo esto, en conjunto, se mues-
tra a través de una condición de frontera de tipo radiativa, también
conocida como condición de frontera tipo Robin:

D
∂

∂x
p(x, t|x0)

∣∣∣∣
x=0

= κp(0, t|x0) (1.111)

El problema requiere de un tratamiento mucho más sofisticado que los
casos anteriores. Por ello se define la función:

q(x, t|x0) ≡ D
∂

∂x
p(x, t|x0)− κp(x, t|x0) (1.112)

la cual derivamos dos veces con respecto a x y el resultado lo multipli-
camos por D:

D
∂2

∂x2 q(x, t|x0) = D
∂2

∂x2

[
D
∂

∂x
p(x, t|x0)− κp(x, t|x0)

]

= D
∂

∂x
D
∂2

∂x2p(x, t|x0)− κD ∂2

∂x2p(x, t|x0)
(1.113)

ahora utilizamos el hecho de que p(x, t|x0) es solución a la ecuación de
difusión (1.56), por lo que:

D
∂2

∂x2 q(x, t|x0) = D
∂

∂x

[
∂

∂t
p(x, t|x0)

]
− κ

[
∂

∂t
p(x, t|x0)

]

= ∂

∂t

[
D
∂

∂x
p(x, t|x0)− κp(x, t|x0)

]

= ∂

∂t
q(x, t|x0)

(1.114)
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llegando a:

∂

∂t
q(x, t|x0) = D

∂2

∂x2 q(x, t|x0) (1.115)

Con lo que conclúımos que q(x, t|x0) también satisface la ecuación de
difusión (1.56). Ahora necesitamos encontrar la condición a la frontera
asociada a esta nueva expresión, por ello tomamos a q evaluada en el
punto x = 0:

q(0, t|x0) = D
∂

∂x
p(x, t|x0)

∣∣∣∣
x=0
− κp(0, t|x0) (1.116)

y observando a (1.111), nos lleva a que los dos términos del lado derecho
de (1.116) son iguales, tenemos:

q(0, t|x0) = 0 (1.117)
Lo cual implica que la ecuación de difusión con condiciones de frontera
radiativas escrita en términos de q(x, t|x0) se convierte en el problema
de un canal difusivo con una pared completamente absorbente en el
punto x = 0, problema que ya hemos resuelto.

Es posible tomar la definición de la función q(x, t|x0) como una
ecuación diferencial lineal inhomogénea de primer orden y resolverla
por el método del factor integrante. En términos de la variable x:

q(x) = Dp′(x)− κp(x) (1.118)
pudiéndose reescribir como:

p′(x)− κ

D
p(x) = 1

D
q(x) (1.119)

y definiendo:

η ≡ − κ
D

; g(x) ≡ 1
D
q(x) (1.120)

tenemos:

p′(x) + ηp(x) = g(x) (1.121)
Ahora debemos multiplicar la ecuación (1.121) por una función u(x)
aún por determinar:
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u(x)p′(x) + ηu(x)p(x) = u(x)g(x) (1.122)

y el lado izquierdo de la igualdad puede ser escrito como:

d
dx [u(x)p(x)] (1.123)

bajo la condición de que:

u′(x) = ηu(x) (1.124)

De esta última expresión puede obtenerse u(x):

du
dx = ηu(x) ⇒ du

u(x) = ηdx (1.125)

ln [u(x)] = η
∫
dx = ηx (1.126)

resultando:

u(x) = eηx (1.127)

Regresando a (1.122) y sustituyendo a (1.123):

d
dx [u(x)p(x)] = u(x)g(x)⇒

∫
d [u(x)p(x)] =

∫
u(x)g(x)dx (1.128)

entonces:

u(x)p(x) = c+
∫
u(y)g(y)dy (1.129)

donde c es una constante de integración y se ha hecho el cambio de
variable (muda) x → y, dado que al evaluar la integral, la variable
desaparecerá. Trabajando ahora con (1.129) para obtener la función
p(x):
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p(x) = c

u(x) + 1
u(x)

∫
u(y)g(y)dy

= c e−ηx + e−ηx
∫

eηy g(y)dy

= c e−ηx + 1
D

e−ηx
∫

eηy q(y)dy

= c eκx/D + 1
D

eκx/D
∫

e−κy/D q(y)dy

(1.130)

Sabemos que p(x) representa la probabilidad de encontrar a la part́ıcula
en la posición x, entonces los ĺımites de la integral deben ser x e∞, esto
dado que es el intervalo donde queremos buscar a la part́ıcula. Pero
existen dos posibilidades matemáticamente hablando, que la integral
vaya de x → ∞ o que sea al contrario ∞ → x; ambas cumplen con
la condición de frontera, es decir, la probabilidad de encontrar a la
part́ıcula Browniana demasiado lejos es nula:

p(x→∞) = 0 (1.131)
Para identificar la solución correcta representaremos a la probabilidad
del siguiente modo:

p±(x) = c eκx/D± 1
D

eκx/D
∫ ∞
x

e−κy/D q(y)dy (1.132)

y con la condición de frontera:

p±(x→∞) = c eκ(x→∞)/D± 1
D

eκ(x→∞)/D
∫ ∞
∞

e−κy/D q(y)dy (1.133)

de donde se deduce que:

c = 0 (1.134)
entonces:

p±(x) = ± 1
D

eκx/D
∫ ∞
x

e−κy/D q(y)dy (1.135)

Sustituimos esta expresión en la ecuación diferencial (1.121):
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q(x) = D
d

dx

{
± 1
D

eκx/D
∫ ∞
x

e−κy/D q(y)dy
}

∓ κ 1
D

eκx/D
∫ ∞
x

e−κy/D q(y)dy

= ±ξ eξx
∫ ∞
x

e−κy/D q(y)dy ± eξx
{

0− 1 · e−ξx q(x)
}

∓ ξ eξx
∫ ∞
x

e−κy/D q(y)dy

= ∓q(x)

(1.136)

Por lo tanto, la elección correcta es:

p(x, t|x0) = − 1
D

∫ ∞
x

eκ(x−y)/D q(y)dy (1.137)

Con estos resultados sólo falta encontrar a la función q(x, t|x0) en
términos de p(x, t|x0), para lograrlo debemos escribir la condición ini-
cial (1.57) en términos de la definición de q:

q(x, 0|x0) = D
∂

∂x
p(x, 0|x0)− κp(x, 0|x0)

= D
∂

∂x
δ(x− x0)− κδ(x− x0)

(1.138)

entonces:

q(x, 0|x0) =
(
D
∂

∂x
− κ

)
δ(x− x0) (1.139)

Tomando la ecuación (A.24), es decir, la ecuación Smoluchowski-Chapman-
Kolmogorov para el propagador, tenemos:

q(x, t|x0) =
∫ ∞

0
p(x, t|y)q(y, 0|x0)dy (1.140)

donde el propagador p(x, t|y) corresponde al problema de la pared com-
pletamente absorbente, es decir, la expresión (1.97), por ello:

q(x, t|x0) =
∫ ∞

0
[pF (x, t|y)− pF (x, t| − y)] q(y, 0|x0)dy (1.141)
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y sustituyendo a (1.139):

q(x, t|x0) =
∫ ∞

0
[pF (x, t|y)− pF (x, t| − y)]

(
D
∂

∂y
− κ

)
δ(y − x0)dy

(1.142)
que integrando nos da:

q(x, t|x0) =
∫ ∞

0
pF (x, t|y)D ∂

∂y
δ(y − x0)dy

−
∫ ∞

0
pF (x, t| − y)D ∂

∂y
δ(y − x0)dy

−
∫ ∞

0
pF (x, t|y)κδ(y − x0)dy

+
∫ ∞

0
pF (x, t| − y)κδ(y − x0)dy

= −
∫ ∞

0
δ(y − x0)D ∂

∂y
pF (x, t|y)dy

+
∫ ∞

0
δ(y − x0)D ∂

∂y
pF (x, t| − y)dy

− κpF (x, t|x0)H(x0)
+ κpF (x, t| − x0)H(x0)

= −D ∂

∂x0
pF (x, t|x0)H(x0)

+D
∂

∂x0
pF (x, t| − x0)H(x0)

−H(x0)κ [pF (x, t|x0)− pF (x, t| − x0)]

= −H(x0)D ∂

∂x0
[pF (x, t|x0)− pF (x, t| − x0)]

−H(x0)κ [pF (x, t|x0)− pF (x, t| − x0)]

(1.143)

donde se ha utilizado la propiedad de la delta de Dirac:

∫
f(x) ∂

∂x
δ(x− x0)dx = −

∫
δ(x− x0) ∂

∂x
f(x)dx (1.144)

y también:
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∫ ∞
0

f(x)δ(x− x0)dx = f(x0)H(x0) (1.145)

Aqúı, H es la función de Heaviside definida por la expresión:

H(x) =

0, x ≤ 0
1, x > 0

(1.146)

Una de las condiciones es que x0 > 0, por lo que H(x0) = 1. Entonces:

q(x, t|x0) = −D ∂

∂x0
[pF (x, t|x0)− pF (x, t| − x0)]

− κ [pF (x, t|x0)− pF (x, t| − x0)]
(1.147)

Sabemos que para el propagador en el espacio libre se cumple:

− ∂

∂x0
pF (x, t|x0) = ∂

∂x
pF (x, t|x0) (1.148)

y también:

∂

∂x0
pF (x, t| − x0) = ∂

∂x
pF (x, t| − x0) (1.149)

entonces:

q(x, t|x0) = D
∂

∂x
[pF (x, t|x0) + pF (x, t| − x0)]

− κ [pF (x, t|x0)− pF (x, t| − x0)]
(1.150)

Ahora que encontramos a q(x, t|x0) como función del propagador po-
demos sustituir en (1.137), con ξ = κ/D para obtener:

p(x, t|x0) = − eξx
∫ ∞
x

e−ξy ∂

∂y
pF (y, t|x0)dy

− eξx
∫ ∞
x

e−ξy ∂

∂y
pF (y, t| − x0)dy

+ ξ eξx
∫ ∞
x

e−ξy pF (y, t|x0)dy

− ξ eξx
∫ ∞
x

e−ξy pF (y, t| − x0)dy

(1.151)
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La primera y segunda integrales tienen la misma forma, las resolvemos
como sigue:

∫ ∞
x

e−ξy ∂

∂y
pF (y, t| ± x0)dy

= e−ξy
∫ ∂

∂y
pF (y, t| ± x0)dy

∣∣∣∣∞
x

+
∫ ∞
x

ξ e−ξy
[∫ ∂

∂y
pF (y, t| ± x0)dy

]
dy

= e−ξ (x→∞) pF (x→∞, t| ± x0)− e−ξx pF (x, t| ± x0)

+ ξ
∫ ∞
x

e−ξy pF (y, t| ± x0)dy

= − e−ξx pF (x, t| ± x0) + ξ
∫ ∞
x

e−ξy pF (y, t| ± x0)dy

(1.152)

donde la última integral se resolverá en la siguiente sección, está expre-
sada en (1.173) y tiene la misma forma que las últimas dos integrales
de (1.151), por ello:

p(x, t|x0) = − eξx
[
− e−ξx pF (x, t|x0) + ξA+

]
− eξx

[
− e−ξx pF (x, t| − x0) + ξA−

]
+ ξ eξxA+ − ξ eξxA−

(1.153)

y simplificando:

p(x, t|x0) = pF (x, t|x0)− ξ eξxA+

+ pF (x, t| − x0)− ξ eξxA−
+ ξ eξxA+ − ξ eξxA−
= pF (x, t|x0) + pF (x, t| − x0)− 2ξ eξxA−

(1.154)

sustituyendo ahora las ecuaciones (1.82) y (1.173) obtenemos finalmen-
te el propagador para una pared semiabsorbente:
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p(x, t|x0) = 1√
4πDt

exp
[
−(x− x0)2

4Dt

]

+ 1√
4πDt

exp
[
−(x+ x0)2

4Dt

]

− κ

D
eκx/D exp

[
−x

2
0 − (x0 + 2κt)2

4Dt

]
erfc

(
x+ (x0 + 2κt)√

4Dt

)
(1.155)
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Figura 1.12: Evolución temporal de la densidad de probabilidad de (1.155)
para un sistema semiinfinito con una pared semiabsorbente en x = 0. Se
muestra expĺıcitamente el valor de la posición inicial de la part́ıcula x0 = 1/3
(linea roja punteada), con D = 1 y κ = 0.6.
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1.3.5 Probabilidad de supervivencia

Sabemos que la probabilidad de supervivencia está dada por (1.35),
entonces, sustituyendo la expresión (1.137):

S(t|x0) = −
∫ ∞

0

1
D

∫ ∞
x

exp [κ(x− y)/D] q(y, t|x0)dy dx (1.156)

y utilizando ξ ≡ κ/D:

S(t|x0) = − 1
D

∫ ∞
0

eξx
∫ ∞
x

e−ξy q(y, t|x0)dydx

= − 1
D

∫ ∞
x

e−ξy q(x, t|x0)dy
∫

eξx dx
∣∣∣∣∞
0

+ 1
D

∫ ∞
0

∫
eξx dx · d

dx

[∫ ∞
x

e−ξy q(y, t|x0)dy
]
dx

= − 1
D

∫ ∞
∞

e−ξy q(y, t|x0)dy · 1
ξ

eξ (x→∞)

+ 1
D

∫ ∞
0

e−ξy q(y, t|x0)dy · 1
ξ

eξ0

+ 1
D

∫ ∞
0

1
ξ

eξx
[
0− 1 · e−ξx q(x, t|x0)

]
dx

= − 1
ξD

∫ ∞
0

[
− e−ξx q(x, t|x0) + q(x, t|x0)

]
dx

(1.157)

de donde concluimos:

S(t|x0) = −1
κ

∫ ∞
0

(
1− e−κx/D

)
q(x, t|x0)dx (1.158)

Ahora debemos sustituir la expresión (1.150) que encontramos ante-
riormente, es decir, la ecuación para q:



Caṕıtulo 1. Difusión libre 43

S(t|x0) = −1
κ

∫ ∞
0

(
1− e−κx/D

){
D
∂

∂x
[pF (x, t|x0) + pF (x, t| − x0)]

− κ [pF (x, t|x0)− pF (x, t| − x0)]
}
dx

= −1
κ

∫ ∞
0

D
∂

∂x
pF (x, t|x0)dx− 1

κ

∫ ∞
0

D
∂

∂x
pF (x, t| − x0)dx

+
∫ ∞

0
pF (x, t|x0)dx−

∫ ∞
0

pF (x, t| − x0)dx

+ 1
κ

∫ ∞
0

D e−ξx ∂

∂x
pF (x, t|x0)dx+ 1

κ

∫ ∞
0

D e−ξx ∂

∂x
pF (x, t| − x0)dx

−
∫ ∞

0
e−ξx pF (x, t|x0)dx+

∫ ∞
0

e−ξx pF (x, t| − x0)dx
(1.159)

Notamos que el resultado de las dos primeras integrales es el propaga-
dor en el espacio libre multiplicado por una constante y que el propa-
gador cuando x→∞ es nulo, es decir:

1
κ

∫ ∞
0
D
∂

∂x
pF (x, t|x0)dx+ 1

κ

∫ ∞
0

D
∂

∂x
pF (x, t| − x0)dx

= D

ξ
{pF (x→∞, t|x0)− pF (0, t|x0)

+pF (x→∞, t| − x0)− pF (0, t| − x0)}

= −1
ξ
{pF (0, t|x0) + pF (0, t| − x0)}

(1.160)

La tercera y cuarta integrales ya las hemos evaluado y su resultado
está expresado (1.109). Para las integrales restantes calculamos:

d
dx

[
1
ξ

e−ξx pF (x, t|x0)
]

= 1
ξ

[
e−ξx ∂

∂x
pF (x, t|x0)− ξ e−ξx pF (x, t|x0)

]

= D

κ
e−ξx ∂

∂x
pF (x, t|x0)− e−ξx pF (x, t|x0)

(1.161)
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entonces:

D

κ

∫ ∞
0

e−ξx ∂

∂x
pF (x, t|x0)dx−

∫ ∞
0

e−ξx pF (x, t|x0)dx

=
∫ ∞

0

d
dx

[
1
ξ

e−ξx pF (x, t|x0)
]
dx

= 1
ξ

e−ξx pF (x, t|x0)
∣∣∣∣∞
0

= −1
ξ
pF (0, t|x0)

(1.162)

Además:

∫
e−ξx ∂

∂x
pF (x, t| − x0) = e−ξx

∫ ∂

∂x
pF (x, t| − x0)dx

∣∣∣∣∞
0

+
∫ ∞

0
ξ e−ξx

∫ ∂

∂x
pF (x, t| − x0)dx dx

= ξ
∫ ∞

0
e−ξx pF (x, t| − x0)dx− pF (0, t| − x0)

(1.163)

y por ello:

1
κ

∫ ∞
0
D e−ξx ∂

∂x
pF (x, t| − x0)dx+

∫ ∞
0

e−ξx pF (x, t| − x0)dx

= 2
∫ ∞

0
e−ξx pF (x, t| − x0)dx− 1

ξ
pF (0, t| − x0)

(1.164)

Utilizando (1.162), (1.164), (1.109) en la expresión (1.159) se obtiene
la probabilidad de supervivencia en términos de una integral:

S(t|x0) = erf
(

x0√
4Dt

)
+ 2

∫ ∞
0

e−ξx pF (x, t| − x0)dx (1.165)

Para resolver la integral del lado derecho de la igualdad debemos sus-
tituir (1.82) con −x0:
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A ≡
∫ ∞
x

e−ξy pF (y, t| − x0)dy

=
∫ ∞
x

e−ξy 1√
4πDt

exp
[
−(y + x0)2

4Dt

]
dy

= 1√
4πDt

∫ ∞
x

e−κy/D exp
[
−(y + x0)2

4Dt

]
dy

= 1√
4πDt

∫ ∞
x

exp
[
−κy
D
− y2 + x2

0 + 2yx0

4Dt

]
dy

= 1√
4πDt

∫ ∞
x

exp
[
−4κty + y2 + x2

0 + 2yx0

4Dt

]
dy

= 1√
4πDt

∫ ∞
x

exp
[
−y

2 + 2y(x0 + 2κt) + x2
0

4Dt

]
dy

= 1√
4πDt

∫ ∞
x

exp
[
− [y + (x0 + 2κt)]2 + x2

0 − (x0 + 2κt)2

4Dt

]
dy

= 1√
4πDt

∫ ∞
x

exp
[
− [y + (x0 + 2κt)]2

4Dt − x2
0 − (x0 + 2κt)2

4Dt

]
dy

= 1√
4πDt

exp
[
−x

2
0 − (x0 + 2κt)2

4Dt

]

×
∫ ∞
x

exp
[
− [y + (x0 + 2κt)]2

4Dt

]
dy

= 1√
4πDt

exp
[
−x

2
0 − (x0 + 2κt)2

4Dt

]

×
∫ ∞
x

exp
−(y + (x0 + 2κt)√

4Dt

)2
 dy

(1.166)

y definimos:

z ≡ y + (x0 + 2κt)√
4Dt

(1.167)

por lo que:
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dz = 1√
4Dt

dy (1.168)

pudiendo escribir la integral como:

A = 1√
4πDt

exp
[
−x

2
0 − (x0 + 2κt)2

4Dt

]√
4Dt

∫ ∞
x

e−z2
dz (1.169)

luego, utilizando los resultados de (1.104) y sabiendo que la función de
error complementaria se define como:

erfc(z) ≡ 1− erf(z) (1.170)
se obtiene:

A = 1√
π

exp
[
−x

2
0 − (x0 + 2κt)2

4Dt

] √
π

2 erf
(
y + (x0 + 2κt)√

4Dt

) ∣∣∣∣∞
x

= 1
2 exp

[
−x

2
0 − (x0 + 2κt)2

4Dt

] [
���

���
�:1

erf(x→∞)− erf
(
x+ (x0 + 2κt)√

4Dt

)]
(1.171)

y finalmente:

A ≡
∫ ∞
x

e−ξy pF (y, t| − x0)dy

= 1
2 exp

[
−x

2
0 − (x0 + 2κt)2

4Dt

]
erfc

(
x+ (x0 + 2κt)√

4Dt

) (1.172)

Para tener una expresión más general, se puede escribir:

A± ≡
∫ ∞
x

e−ξy pF (y, t| ± x0)dy

= 1
2 exp

[
−x

2
0 − (x0 ∓ 2κt)2

4Dt

]
erfc

(
x∓ (x0 ∓ 2κt)√

4Dt

) (1.173)

Nuestro caso requiere que x = 0, por lo que la probabilidad de super-
vivencia expresada en (1.165) quedará como:
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S(t|x0) = erf
(

x0√
4Dt

)
+ exp

[
−x

2
0 − (x0 + 2κt)2

4Dt

]
erfc

(
(x0 + 2κt)√

4Dt

)
(1.174)

Un caso ĺımite se da cuando κ = 0, es decir, cuando se tiene una pared

x0 = 0.333333

κ = 0.6
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0
)

Probabilidad de supervivencia

Figura 1.13: Probabilidad de supervivencia expresada en la ecuación
(1.174) para un sistema semiinfinito con una pared semiabsorbente en x = 0.
Los valores utilizados son x0 = 1/3, D = 1, κ = 0.6.

completamente reflejante. Vemos que la expresión (1.174) queda como:

S(t|x0) = erf
(

x0√
4Dt

)
+ ��7

1
e0 erfc

(
x0√
4Dt

)

= erf
(

x0√
4Dt

)
+
[
1− erf

(
x0√
4Dt

)]
= 1

(1.175)

recuperando aśı la expresión (1.92). Otro caso se obtiene si hacemos
κ→∞, lo que nos lleva a:
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S(t|x0) = erf
(

x0√
4Dt

)
+���*

0
e−∞
��

���
���:

1
erfc (κ →∞)

= erf
(

x0√
4Dt

) (1.176)

que es idéntica a la ecuación (1.109) y que calcula la probabilidad de
supervivencia para un sistema con una pared completamente absor-
bente.



Capı́tulo 2
Difusión confinada

En el caṕıtulo anterior tratamos con sistemas difusivos unidimensiona-
les cuyas condiciones de contorno eran libres, o a lo más, se encontraban
delimitados por barreras de absorción o reflexión, y nuestro interés se
centró en una única y simple interacción con ellas. En el caso de las
barreras completamente absorbentes el estudio terminaba cuando la
part́ıcula era absorbida y con ello analizamos la probabilidad de su-
pervivencia. Para el caso completamente reflejante (proceso similar al
de la frontera parcialmente absorbente) nos limitamos a tratar al sis-
tema hasta el momento en el que la part́ıcula entraba en contacto con
la pared por primera vez, lo que nos llevó al tiempo medio de primer
arribo (TMPA).

Si bien las fronteras del sistema estaban presentes, su interacción
con las part́ıculas que difunden no se daba de forma repetida o continua
influyendo en su trayectoria posterior.

Ahora bien, si queremos añadir fronteras que limiten a nuestros
sistemas, debemos notar que la ecuación de difusión no contiene las
caracteŕısticas geométricas de este. Para solventar este problema, Fick
la modificó [17] para inclúır el área de la sección transversal de confi-
namiento w:

∂c

∂t
= D0

(
∂2c

∂x2 + 1
w

dw
dx

∂c

∂x

)
(2.1)

Con esta expresión, el mismo Fick estudió la difusión confinada para

49
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dos casos particulares: un cilindro y un cono invertido. Para el cilindro
es fácil ver que al ser w(x) una constante, el segundo término del lado
derecho de (2.1) se anula y obtenemos la ecuación de difusión. Si tene-
mos w(x) variable, su análisis requiere un tratamiento más elaborado.
Aún aśı las dos soluciones que obtuvo fueron para los casos estaciona-
rios, esto es, cuando la concentración no cambia con el tiempo:

∂c

∂t
= 0 (2.2)

En este tenor, en 1935 Merkel Jacobs obtuvo y validó de manera expe-
rimental [21] una ecuación que en esencia se asemeja a (2.1), ahora se
conoce como la ecuación de Fick-Jacobs y se deducirá más adelante en
este caṕıtulo. Pero no fue sino hasta 1992 que Robert Zwanzig presentó
[45] una derivación formal de la ecuación de Fick-Jacobs a partir de la
ecuación de Smoluchowski.

En general resulta complicado encontrar soluciones anaĺıticas al
problema de difusión a menos que las condiciones del problema sean
lo suficientemente simples, esto ya lo hemos constatado en el caṕıtulo
anterior. Además, si ahora añadimos confinamientos que no son regula-
res o que posean geometŕıas complejas, como usualmente se presentan
en la naturaleza, las dificultades enfrentadas para su solución serán
mayores. Una de las principales herramientas para atacar este tipo de
problemas es la reducción dimensional. La idea fundamental es modi-
ficar las ecuaciones que describen a nuestro sistema de tal manera que
dependan cada vez de menos variables con el fin de hacerlos más ase-
quibles matemáticamente, conservando, claro está, una fuerte relación
entre el nuevo sistema y el propuesto originalmente. A estos sistemas
se les ha llamado cuasi-unidimensionales.

2.1 Ecuación de Smoluchowski

Marian Smoluchowski fue un cient́ıfico polaco nacido en el siglo XIX
que estudió bajo la tutela de grandes personalidades como Exner, Ste-
fan y Boltzmann. Realizó importantes contribuciones a la f́ısica es-
tad́ıstica primigenia, la teoŕıa cinética y el movimiento Browniano.

En 1906 Smoluchowski presentó [39] una ecuación que describe el
movimiento de las part́ıculas Brownianas considerando también la in-
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fluencia de una fuerza de arrastre a través de un potencial. Encontrar
la ecuación de conservación de flujo es el primer paso para llegar a la
ecuación de Smoluchowski, que es un caso particular de la ecuación de
Fokker-Planck (1.18).

Conservación del flujo

Tomaremos las ecuaciones de la primera y segunda leyes de Fick. Cal-
culamos ahora la derivada de (1.9) respecto a x:

∂J(x, t)
∂x

= ∂

∂x

(
−D∂C(x, t)

∂x

)
= −D∂

2C(x, t)
∂x2 (2.3)

sabiendo de la segunda ley de Fick (1.19) que:

∂2C(x, t)
∂x2 = 1

D

∂C(x, t)
∂t

(2.4)

sustituimos en (2.3):

∂J(x, t)
∂x

= −D
(

1
D

∂C(x, t)
∂t

)
= −∂C(x, t)

∂t
(2.5)

Usando ahora los extremos de (2.5) llegamos a:

∂J(x, t)
∂x

+ ∂C(x, t)
∂t

= 0 (2.6)

que es la ecuación de conservación del flujo. Escrita en términos de la
probabilidad también se conoce como ecuación de conservación de la
probabilidad:

∂J(x, t)
∂x

+ ∂p(x, t)
∂t

= 0 (2.7)

Deducción de la ecuación de Smoluchowski

Al igual que en el caso de la ecuación de Fick, sólo se deducirá la forma
unidimensional de la ecuación de Smoluchowski. Primero tomaremos
el flujo debido al arrastre que ya se ha obtenido en (1.22):

Ja(x, t) = v(x, t)C(x, t) (2.8)



52 2.1. Ecuación de Smoluchowski

Ahora definimos la movilidad µ como la proporción entre la velocidad
de arrastre v(x, t) y una fuerza F (x) derivable de un potencial, misma
que actúa sobre el sistema:

µ ≡ v(x, t)
F (x) = v(x, t)

−dU(x)
dx

(2.9)

entonces la velocidad será:

v(x, t) = −µdU(x)
dx (2.10)

y con ello el flujo debido al arrastre es:

Ja(x, t) = −µdU(x)
dx C(x, t) (2.11)

El flujo total J(x, t) está dado por las contribuciones del flujo debido al
arrastre Ja(x, t) y el flujo causado por la difusión misma Jd(x, t), donde
este último queda descrito por la primera ley de Fick (1.9). Entonces:

J(x, t) = Jd(x, t) + Ja(x, t)

=
[
−D∂C(x, t)

∂x

]
+
[
−µdU(x)

dx C(x, t)
] (2.12)

y agrupando términos:

J(x, t) = −D
[
∂C(x, t)
∂x

+ µ

D

dU(x)
dx C(x, t)

]
(2.13)

Para que el sistema tienda al equilibrio debemos esperar un tiempo lo
suficientemente grande, esto es t→∞, y aśı ver que C(x, t)→ Ceq(x),
donde Ceq(x) es la concentración en el equilibrio. Además bajo esta
condición el flujo es cero: Jeq = 0. También:

Ceq(x) ∝ e−βU(x) (2.14)

Dicho de otro modo, la probabilidad de encontrar una part́ıcula en la
posición x es proporcional al factor de Boltzmann, donde β = 1/kBT ,
con T la temperatura del sistema y kB la constante de Boltzmann.
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Tomando la unidad como la constante de proporcionalidad y derivando
(2.14) respecto a la posición tenemos:

∂

∂x
Ceq(x) = ∂

∂x
e−βU(x) (2.15)

Entonces vemos que en el equilibrio las ecuaciones (2.15) y (2.14) sus-
tituidas en (2.13) quedan como:

0 = ∂

∂x
e−βU(x) + µ

D

dU(x)
dx e−βU(x)

= −dU(x)
dx β e−βU(x) + µ

D

dU(x)
dx e−βU(x)

(2.16)

donde simplificando:

dU(x)
dx β e−βU(x) = µ

D

dU(x)
dx e−βU(x) (2.17)

es decir:

µ = βD (2.18)

que es la relación de Einstein-Smoluchowski. Sustituyendo en (2.13):

J(x, t) = −D
[
∂C(x, t)
∂x

+ β
dU(x)

dx C(x, t)
]

(2.19)

luego, multiplicando toda la ecuación por eβU(x) e−βU(x) obtenemos:

J(x, t) = −D e−βU(x)
[
eβU(x) ∂C(x, t)

∂x
+ C(x, t)βdU(x)

dx eβU(x)
]

= −D e−βU(x)
[
eβU(x) ∂C(x, t)

∂x
+ C(x, t) ∂

∂x
eβU(x)

] (2.20)

para luego aplicar la regla de la cadena:

J(x, t) = −D e−βU(x) ∂

∂x

[
eβU(x) C(x, t)

]
(2.21)

y tomando la derivada con respecto a x:
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∂

∂x
J(x, t) = ∂

∂x

{
−D e−βU(x) ∂

∂x

[
eβU(x) C(x, t)

]}
(2.22)

Sustituimos entonces la ecuación de la conservación del flujo (2.6) en
(2.22) y obtenemos la ecuación de Smoluchowski en una dimensión:

∂

∂t
C(x, t) = − ∂

∂x

{
−D e−βU(x) ∂

∂x

[
eβU(x) C(x, t)

]}
(2.23)

aunque en la literatura suele encontrarse como:

∂

∂t
C(x, t) = D

∂

∂x
e−βU(x) ∂

∂x
eβU(x) C(x, t) (2.24)

donde se ha supuesto que D es constante. La expresión de la ecuación
de Smoluchowski en 2 dimensiones es:

∂

∂t
C(x, y, t) = − ∂

∂x

{
−Dx e−βU(x,y) ∂

∂x

[
eβU(x,y) C(x, y, t)

]}

− ∂

∂y

{
−Dy e−βU(x,y) ∂

∂y

[
eβU(x,y) C(x, y, t)

]} (2.25)

o escrita de otro modo:

∂

∂t
C(x, y, t) = Dx

∂

∂x
e−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y) C(x, y, t)

+Dy
∂

∂y
e−βU(x,y) ∂

∂y
eβU(x,y) C(x, y, t)

(2.26)

donde Dx y Dy son las constantes de difusión en las direcciones longi-
tudinal y transversal respectivamente.

2.2 Ecuación de Fick-Jacobs

2.2.1 Deducción clásica

Consideremos un canal bidimensional de área transversal A(x) cuya
concentración C(x, y, t) de part́ıculas es uniforme y por ende:
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C(x, y, t) = c(x, t)
A(x) (2.27)

Que si se observa en términos de probabilidades, puede interpretar-
se como una probabilidad condicional. Por definición tenemos que la
corriente I es:

I(x, t) ≡ A(x)J(x, t) (2.28)

donde introducimos la primera ley de Fick (1.9) para el flujo unidi-
mensional a lo largo de la dirección x:

I(x, t) = A(x)
[
−D ∂

∂x
c(x, t)

]
(2.29)

esta será la corriente de entrada Ie al área transversal de nuestro canal.
Para encontrar la corriente de salida Is hacemos un desarrollo en serie
de Taylor a primer orden:

Is(x+ ∆x, t) = −D
{
A(x) ∂

∂x
c(x, t)

+ ∂

∂x

[
A(x) ∂

∂x
c(x, t)

]
∆x+ · · ·

} (2.30)

y restando de (2.29) obtenemos:

Ie − Is = A(x)
[
−D ∂

∂x
c(x, t)

]

+D

{
A(x) ∂

∂x
c(x, t) + ∂

∂x

[
A(x) ∂

∂x
c(x, t)

]
∆x

}

= −D
{
A(x) ∂

∂x
c(x, t)− A(x) ∂

∂x
c(x, t)

− ∂

∂x

[
A(x) ∂

∂x
c(x, t)

]
∆x

}
(2.31)

por ello:
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Ie − Is = D
∂

∂x

[
A(x) ∂

∂x
c(x, t)

]
∆x (2.32)

Utilizando ahora la definición de corriente en (2.28) y tomando en
cuenta que los puntos donde se miden Is e Ie están separados una
distancia ∆x, podemos desarrollar en serie de Taylor como sigue:

Ie − Is = Ae(x)Je(x, t)− As(x)Js(x, t)
= A(x)J(x, t)− A(x+ ∆x)J(x+ ∆x, t)
= A(x)J(x, t)− [A(x) + ∆xA′(x) + · · · ]

× [J(x, t) + ∆xJ ′(x, t) + · · · ]
= A(x)J(x, t)− A(x)J(x, t)−∆xA(x)J ′(x, t) +O(∆x2)

(2.33)

considerando sólo términos lineales en ∆x y escribiendo de manera
expĺıcita las derivadas:

Ie − Is = −∆x A(x) ∂

∂x
J(x, t) = −∆x A(x)

[
− ∂

∂t
C(x, t)

]

= A(x) ∂

∂t
C(x, t)∆x

(2.34)

donde nuevamente se utilizó la ecuación de conservación del flujo (2.6).
Esto junto a (2.32) arroja:

∂

∂t
C(x, t)∆x = D

∂

∂x

[
A(x) ∂

∂x
C(x, t)

]
∆x (2.35)

o de otro modo:

∂C(x, t)
∂t

= D
∂

∂x

[
A(x) ∂

∂x

(
C(x, t)
A(x)

)]
(2.36)

que es la ecuación de Fick-Jacobs que para un sistema difusivo con área
transversal descrita por A(x). Es común encontrar que la ecuación de
Fick-Jacobs es escrita con un cambio en la notación: A(x)→ w(x).

Ahora bien, si se toma el caso en el que A(x) es una constante,
entonces tenemos que la ecuación (2.36) se escribe como:



Caṕıtulo 2. Difusión confinada 57

∂G(x, t)
∂t

= D
∂

∂x

[
A

A

∂

∂x
G(x, t)

]
(2.37)

entonces la ecuación de Fick-Jacobs se reduce a:

∂G(x, t)
∂t

= D
∂2G(x, t)
∂x2 (2.38)

que es la segunda ley de Fick, es decir, la ecuación (1.20).

2.2.2 Método de Zwanzig

Robert Zwanzig presentó en 1992 [45] una derivación formal de la ecua-
ción de Fick-Jacobs, la cual desarrollaremos a continuación.

Comenzamos definiendo la concentración marginal sobre la coorde-
nada y como:

G(x, t) =
∫
C(x, y, t)dy (2.39)

Debemos resaltar un aspecto fundamental, la expresión recién expuesta
constituye la base del método de reducción dimensional. El integrar a
la concentración C(x, y, t) sobre una de sus variables espaciales, en este
caso y, nos lleva a un tratamiento mucho más sencillo del problema en
términos de la ecuación diferencial a resolver. El costo que debe pagarse
es la ((pérdida)) de información al respecto de la variable integrada ya
que la función resultante G(x, t) es independiente de ella.

Continuemos ahora considerando un potencial bidimensional inde-
pendiente del tiempo U(x, y) dentro de la ecuación en dos dimensiones
de Smoluchowski (2.26):

∂

∂t
C(x, y, t) = Dx

∂

∂x
e−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y) C(x, y, t)

+Dy
∂

∂y
e−βU(x,y) ∂

∂y
eβU(x,y) C(x, y, t)

(2.26)

Integramos esta última igualdad respecto de la variable y:
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∫ ∂

∂t
C(x, y, t)dy =

∫
Dx

∂

∂x
e−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y) C(x, y, t)dy

+
∫
Dy

∂

∂y
e−βU(x,y) ∂

∂y
eβU(x,y) C(x, y, t)dy

(2.40)

Para el tratamiento de estas integrales debemos aplicar la Regla de
Leibniz (A.1), lo haremos miembro a miembro tomando en cuenta que
el potencial es simétrico en torno a la coordenada x, por lo que el in-
tervalo de integración será x ∈ [−w(x), w(x)], siendo w(x) una función
que describe a la frontera superior del sistema bajo estudio. Además
tomaremos desde ahora que Dx y Dy son constantes.Comencemos con
el único miembro del lado izquierdo:

∫ w(x)

−w(x)

∂

∂t
C(x, y, t)dy

= ∂

∂t

∫ w(x)

−w(x)
C(x, y, t)dy − [C(x, y, t)]

∣∣∣∣y=w(x)
· d

dyw(x)

+ [C(x, y, t)]
∣∣∣∣
y=−w(x)

· d
dy [−w(x)]

= G(x, t)

(2.41)

donde se ha sustituido la definición de concentración marginal (2.39).
Los demás términos de (2.41) son nulos debido a que las derivadas
de los ĺımites de integración, que dependen de x, son respecto a la
variable y; en los siguientes cálculos sucede lo mismo y por ello se
omitirán algunos pasos.

Ahora tomemos el segundo miembro del lado derecho en (2.40), al
cual sólo es necesario aplicarle el teorema fundamental del cálculo:

∫ w(x)

−w(x)
Dy

∂

∂y
e−βU(x,y) ∂

∂y
eβU(x,y) C(x, y, t)dy

= D
∂

∂y

∫ w(x)

−w(x)
e−βU(x,y) ∂

∂y
eβU(x,y) C(x, y, t)dy

= ∂

∂y
H(x, t) = 0

(2.42)
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Al ser la integral definida sobre la variable y se obtiene una función
(desconocida) H = H(x, t) y al calcular la derivada parcial respecto
de y, se anula.

Por último trabajemos con el segundo término del lado derecho de
(2.40) aplicando (A.1):

∫ w(x)

−w(x)
Dx

∂

∂x
e−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y) C(x, y, t)dy

= D
∂

∂x

∫ w(x)

−w(x)
e−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y) C(x, y, t)dy

(2.43)

donde se ha utilizado que ∂(±w(x))/∂y = 0. Ahora, sustituyendo las
ecuaciones (2.41), (2.42) y (2.42) en (2.40) obtenemos:

∂

∂t
G(x, t) = D

∂

∂x

∫
e−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y) C(x, y, t)dy (2.44)

Supongamos que la concentración en la dirección y se encuentra en un
equilibrio relativo, siendo aśı, podemos definir una enerǵıa libre A(x)
de la siguiente manera:

e−βA(x) =
∫

e−βU(x,y) dy (2.45)

donde se han omitido las constantes. En este punto Zwanzig propuso
que C(x, y, t) ∝ G(x, t) a través de una función que depende de y, su-
poniendo también que el sistema está en equilibrio en el eje y, podemos
definir una probabilidad condicional que hará las veces de función de
proporcionalidad:

ρ(y|x) = e−βU(x,y)

e−βA(x) = e−βU(x,y)∫
e−βU(x,y) dy

(2.46)

Es decir:

C(x, y, t) ∼= G(x, t)ρ(y|x) (2.47)

donde intuitivamente puede entenderse como una separación de varia-
bles. Sustituyendo (2.47) en la ecuación (2.44) queda:
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∂

∂t
G(x, t) = D

∂

∂x

∫
e−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y) G(x, t)ρ(y|x)dy (2.48)

luego con (2.46) podemos obtener:

ρ(y|x) eβU(x,y) = eβA(x) (2.49)
y si derivamos la expresión (2.45) respecto de y:

∂

∂y
e−βA(x) = ∂

∂y

∫
e−βU(x,y) dy = e−βU(x,y) (2.50)

donde la derivada no es cero debido a que la integral no es definida y
por lo tanto la expresión puede quedar en términos de y.

Sustituyendo (2.49) y (2.50) en (2.48):

∂

∂t
G(x, t) = D

∂

∂x

∫ ∂

∂y

[
e−βA(x)

] ∂
∂x

eβA(x) G(x, t)dy

= D
∂

∂x

[
e−βA(x) ∂

∂x
eβA(x) G(x, t)

] (2.51)

cuyo resultado final es:

∂

∂t
G(x, t) = D

∂

∂x
e−βA(x) ∂

∂x
eβA(x) G(x, t) (2.52)

que es la ecuación de Fick-Jacobs con coeficiente de difusión D cons-
tante.

2.2.3 Derivación de Zwanzig vs Derivación clásica

Si comparamos las expresiones (2.52) y (2.36):

∂

∂t
G(x, t) = D

∂

∂x
e−βA(x) ∂

∂x
eβA(x) C(x, t)

∂

∂t
G(x, t) = D

∂

∂x

[
w(x) ∂

∂x

(
C(x, t)
w(x)

)] (2.53)

notamos que son la misma ecuación si:
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e−βA(x) = w(x)

eβA(x) = 1
w(x)

(2.54)

Con lo cual vemos que el confinamiento del sistema puede ser descrito
mediante un potencial entrópico, es decir, un potencial que no depende
de la temperatura como en este caso lo es A(x).

Resulta conveniente aclarar que en esta comparación, w(x) es el
área transversal del canal difusivo, mientras que A(x) representa a un
potencial entrópico definido a través de (2.49).

2.3 Coeficiente de difusión efectivo

El mismo Zwanzig propuso [45] una corrección a la ecuación de Fick-
Jacobs (2.36) suponiendo que el coeficiente de difusión D no es cons-
tante sino que depende del valor de la coordenada longitudinal x, es
decir:

∂

∂t
G(x, t) = ∂

∂x
D(x) e−βA(x) ∂

∂x
eβA(x) G(x, t) (2.55)

A esta nueva cantidad D(x) la llamó coeficiente de difusión efectivo.
Encontrarlo no es una tarea fácil. Zwanzig lo calculó para dos casos
particulares: un potencial tipo caja y un potencial armónico, ambos
para dos dimensiones y sólo mencionando en su trabajo el resultado
para los casos tridimensionales.

Para deducir el nuevo coeficiente partimos de la ecuación de Smo-
luchowski en 2 dimensiones (2.26) y luego se integra respecto a la va-
riable transversal (y), lo cual ya se realizó en la sección 2.2, obtenemos
entonces:

∂

∂t
G(x, t) = D

∂

∂x

∫
e−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y) C(x, y, t)dy (2.44)

Anteriormente se tomó una aproximación para C(x, y, t), pero en este
caso se tomará la siguiente expresión para la desviación de C:
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δC(x, y, t) = C(x, y, t)−G(x, t)ρ(y|x) (2.56)
de donde despejamos a C(x, y, t) y sustituimos en (2.44) para obtener
(omitiendo al coeficiente D de ahora en adelante):

∂

∂t
G(x, t) = ∂

∂x

∫
e−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y) [δC(x, y, t) +G(x, t)ρ(y|x)] dy

= ∂

∂x

∫
e−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y) δC(x, y, t)dy

+ ∂

∂x

∫
e−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y) G(x, t)ρ(y|x)dy

(2.57)

Notamos que el segundo término ya se ha resuelto y está expresado en
(2.36), por lo que tenemos:

∂

∂x

∫
e−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y)G(x, t)ρ(y|x)dy

= ∂

∂x
e−βA(x) ∂

∂x
eβA(x) G(x, t)

(2.58)

Si utilizamos la definición de equilibrio local dada en (2.46) y lo susti-
tuimos en el primer término de (2.57) llegamos a:

∂

∂x

∫
e−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y) δC(x, y, t)dy

= ∂

∂x

∫
ρ(y|x) e−βA(x) ∂

∂x

1
ρ(y|x) eβA(x) δC(x, y, t)dy

(2.59)

sustituyendo entonces a (2.58) y (2.59) en (2.57) obtenemos:

∂

∂t
G(x, t) = ∂

∂x
e−βA(x) ∂

∂x
eβA(x) G(x, t)

+ ∂

∂x

∫
ρ(y|x) e−βA(x) ∂

∂x

1
ρ(y|x) eβA(x) δC(x, y, t)dy

(2.60)

y con el segundo miembro del lado derecho:
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∂

∂x

∫
ρ(y|x) e−βA(x) ∂

∂x

1
ρ(y|x) eβA(x) δC(x, y, t)dy

= ∂

∂x
e−βA(x)

∫
ρ(y|x) ∂

∂x

1
ρ(y|x) eβA(x) δC(x, y, t)dy

(2.61)

Observando el integrando de la expresión anterior podemos ver que
proviene de aplicar la regla de la cadena, a saber:

∂

∂x

[
ρ(y|x) 1

ρ(y|x) eβA(x) δC(x, y, t)]

= ρ(y|x) ∂
∂x

1
ρ(y|x) eβA(x) δC(x, y, t)

+ ∂

∂x
[ρ(y|x)] 1

ρ(y|x) eβA(x) δC(x, y, t)

(2.62)

y por ello:

∫
ρ(y|x) ∂

∂x

1
ρ(y|x) eβA(x) δC(x, y, t)dy

= ∂

∂x

∫
ρ(y|x) 1

ρ(y|x) eβA(x) δC(x, y, t)dy

−
∫ ∂

∂x
[ρ(y|x)] 1

ρ(y|x) eβA(x) δC(x, y, t)dy

(2.63)

La integral anterior se calcula en la ecuación (2.81). El primer término
del lado derecho da como resultado:

∂

∂x

∫
ρ(y|x) 1

ρ(y|x) eβA(x)δC(x, y, t)dy

= ∂

∂x
eβA(x)

∫
δC(x, y, t)dy

= 0

(2.64)

Por lo anterior llegamos a:



64 2.3. Coeficiente de difusión efectivo

∂

∂x

∫
ρ(y|x) e−βA(x) ∂

∂x

1
ρ(y|x) eβA(x) δC(x, y, t)dy

= − ∂

∂x
e−βA(x)

∫ [
∂

∂x
ρ(y|x)

]
eβA(x)

ρ(y|x)δC(x, y, t)dy
(2.65)

Sustituyendo en la expresión (2.60):

∂

∂t
G(x, t) = ∂

∂x
e−βA(x) ∂

∂x
eβA(x) G(x, t)

− ∂

∂x
e−βA(x)

∫ [
∂

∂x
ρ(y|x)

]
eβA(x)

ρ(y|x)δC(x, y, t)dy
(2.66)

Ahora trabajemos en encontrar una expresión para δC(x, y, t) tomando
la derivada temporal de (2.56):

∂

∂t
δC(x, y, t) = ∂

∂t
C(x, y, t)− ∂

∂t
G(x, t)ρ(y|x)

= ∂

∂t
C(x, y, t)− ρ(y|x) ∂

∂t
G(x, t)

(2.67)

y sustituyendo las ecuaciones (2.26) y (2.60) en (2.67) obtenemos:

∂

∂t
δC(x, y, t) =

∂

∂x
e−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y) C(x, y, t) + ∂

∂y
e−βU(x,y) ∂

∂y
eβU(x,y) C(x, y, t)

− ρ(y|x)
{
∂

∂x
e−βA(x) ∂

∂x
eβA(x) G(x, t)

+ ∂

∂x

∫
ρ(y|x) e−βA(x) ∂

∂x

1
ρ(y|x) eβA(x) δC(x, y, t)dy

}
(2.68)

Tomando nuevamente a C(x, y, t) = δC(x, y, t) +G(x, t)ρ(y|x):



Caṕıtulo 2. Difusión confinada 65

∂

∂t
δC(x, y, t) =

∂

∂x
e−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y) δC(x, y, t) + ∂

∂y
e−βU(x,y) ∂

∂y
eβU(x,y) δC(x, y, t)

+ ∂

∂x
e−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y) ρ(y|x)G(x, t)

+ ∂

∂y
e−βU(x,y) ∂

∂y
eβU(x,y) ρ(y|x)G(x, t)

− ρ(y|x)
{
∂

∂x
e−βA(x) ∂

∂x
eβA(x) G(x, t)

+ ∂

∂x

∫
ρ(y|x) e−βA(x) ∂

∂x

1
ρ(y|x) eβA(x) δC(x, y, t)dy

}
(2.69)

El primer término de la derecha puede escribirse como:

DδC(x, y, t) = ∂

∂x
e−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y) δC(x, y, t)

+ ∂

∂y
e−βU(x,y) ∂

∂y
eβU(x,y) δC(x, y, t)

(2.70)

donde se ha utilizado la definición del operador de Smoluchowski:

D ≡ ∂

∂x
e−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y) + ∂

∂y
e−βU(x,y) ∂

∂y
eβU(x,y) (2.71)

Ahora sustitúımos la definición (2.39) en el segundo término de la
derecha de (2.69):
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∂

∂x
e−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y) ρ(y|x)G(x, t)

+ ∂

∂y
e−βU(x,y) ∂

∂y
eβU(x,y) ρ(y|x)G(x, t)

= ∂

∂x
ρ(y|x) e−βA(x) ∂

∂x
ρ(y|x) 1

ρ(y|x) eβA(x) G(x, t)

+ ∂

∂y
ρ(y|x) e−βA(x) ∂

∂y
ρ(y|x) 1

ρ(y|x) eβA(x) G(x, t)

= ∂

∂x
ρ(y|x) e−βA(x) ∂

∂x
eβA(x) G(x, t)

+ ∂

∂y
ρ(y|x) e−βA(x) ∂

∂y
eβA(x) G(x, t)

(2.72)

donde es fácil notar que:

∂

∂y
ρ(y|x) e−βA(x) ∂

∂y
eβA(x) G(x, t) = 0 (2.73)

y sustituyendo en (2.72):

∂

∂x
e−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y)ρ(y|x)G(x, t)

+ ∂

∂y
e−βU(x,y) ∂

∂y
eβU(x,y) ρ(y|x)G(x, t)

= ∂

∂x
ρ(y|x) e−βA(x) ∂

∂x
eβA(x) G(x, t)

(2.74)

Además, tomando esta última ecuación junto con el tercer término de
la derecha de (2.69):

∂

∂x
ρ(y|x) e−βA(x) ∂

∂x
eβA(x) G(x, t)

−ρ(y|x) ∂
∂x

e−βA(x) ∂

∂x
eβA(x) G(x, t)

(2.75)

y aplicando la regla de la cadena a las derivadas respecto de x:
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∂

∂x

{
[ρ(y|x)] e−βA(x) ∂

∂x
eβA(x) G(x, t)

}

= ρ(y|x) ∂
∂x

e−βA(x) ∂

∂x
eβA(x) G(x, t)

+
[
∂

∂x
ρ(y|x)

]
e−βA(x) ∂

∂x
eβA(x) G(x, t)

(2.76)

implica que:

∂

∂x
ρ(y|x) e−βA(x) ∂

∂x
eβA(x) G(x, t)− ρ(y|x) ∂

∂x
e−βA(x) ∂

∂x
eβA(x) G(x, t)

=
[
∂

∂x
ρ(y|x)

]
e−βA(x) ∂

∂x
eβA(x) G(x, t)

(2.77)

por lo que (2.69) queda como:

∂

∂t
δC(x, y, t) =

DδC(x, y, t)

+
[
∂

∂x
ρ(y|x)

]
e−βA(x) ∂

∂x
eβA(x) G(x, t)

− ρ(y|x) ∂
∂x

e−βA(x)
∫
ρ(y|x) ∂

∂x

1
ρ(y|x) eβA(x) δC(x, y, t)dy

(2.78)

Tomando el integrando del último término de esta ecuación y aplicando
la regla de la cadena vemos que:

∂

∂x
ρ(y|x) eβA(x)

ρ(y|x)δC(x, y, t)

=
[
∂

∂x
ρ(y|x)

]
eβA(x)

ρ(y|x)δC(x, y, t)

+ ρ(y|x) e−βA(x) ∂

∂x

1
ρ(y|x) eβA(x) δC(x, y, t)

(2.79)
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y regresando a la integral de la ecuación (2.78):

∫
ρ(y|x) e−βA(x) ∂

∂x

1
ρ(y|x) eβA(x) δC(x, y, t)dy

= ∂

∂x

∫
ρ(y|x) eβA(x)

ρ(y|x)δC(x, y, t)dy

−
∫ [

∂

∂x
ρ(y|x)

]
eβA(x)

ρ(y|x)δC(x, y, t)dy

(2.80)

Luego con el primer término del lado derecho vemos que:

∂

∂x

∫
ρ(y|x) eβA(x)

ρ(y|x)δC(x, y, t)dy

= ∂

∂x
eβA(x)

∫
δC(x, y, t)dy

= ∂

∂x
eβA(x)

∫
[C(x, y, t)−G(x, t)ρ(y|x)] dy

= ∂

∂x
eβA(x)

[∫
C(x, y, t)dy −G(x, t)

∫
ρ(y|x)dy

]
= ∂

∂x
eβA(x)

[
G(x, t)−G(x, t)

∫ e−βU(x,y)

e−βA(x) dy

]

= ∂

∂x
eβA(x)

[
G(x, t)− G(x, t)

e−βA(x)

∫
e−βU(x,y) dy

]

= ∂

∂x
eβA(x)

[
G(x, t)− G(x, t)

e−βA(x) e−βA(x)
]

= ∂

∂x
eβA(x) [G(x, t)−G(x, t)]

= 0

(2.81)

donde se han utilizado las ecuaciones (2.39) y (2.45). Si (2.81) y (2.80)
se sustituyen en (2.78):
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∂

∂t
δC(x, y, t) =

DδC(x, y, t)

+
[
∂

∂x
ρ(y|x)

]
e−βA(x) ∂

∂x
eβA(x) G(x, t)

+ ρ(y|x) ∂
∂x

e−βA(x)
∫ [

∂

∂x
ρ(y|x)

]
eβA(x)

ρ(y|x)δC(x, y, t)dy

(2.82)

y simplificando obtenemos:

∂

∂t
δC(x, y, t)

= DδC(x, y, t)

+
[
∂

∂x
ρ(y|x)

]
e−βA(x) ∂

∂x
eβA(x) G(x, t)

+ ρ(y|x) ∂
∂x

∫ [
∂

∂x
ρ(y|x)

]
1

ρ(y|x)δC(x, y, t)dy

(2.83)

esta expresión es tal que si tomamos una aproximación a primer orden
en ∂ρ

∂x
se obtiene:

δC(x, y, t) =
∫ t

0
et′D

[
∂

∂x
ρ(y|x)

]
e−βA(x) ∂

∂x
eβA(x) G(x, t−t′)dt′ (2.84)

Sustituyendo (2.84) en (2.66):
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∂

∂t
G(x, t) = ∂

∂x
e−βA(x) ∂

∂x
eβA(x) G(x, t)

− ∂

∂x
e−βA(x)

∫ [
∂

∂x
ρ(y|x)

]
eβA(x)

ρ(y|x)

∫ t

0
et′D

[
∂

∂x
ρ(y|x)

]

× e−βA(x) ∂

∂x
eβA(x) G(x, t− t′)dt′dy

= ∂

∂x
e−βA(x) ∂

∂x
eβA(x) G(x, t)

− ∂

∂x

∫ [
∂

∂x
ρ(y|x)

]
1

ρ(y|x)

∫ t

0
et′D

[
∂

∂x
ρ(y|x)

]

× e−βA(x) ∂

∂x
eβA(x) G(x, t− t′)dt′dy

(2.85)

Podemos considerar que G(x, t) vaŕıa muy lentamente con x y por ello
el operador de Smoluchowski (2.71) sólo contendrá términos en ∂

∂y
:

D′ = ∂

∂y
e−βU(x,y) ∂

∂y
eβU(x,y) = ∂

∂y
ρ(y|x) ∂

∂y

1
ρ(y|x) (2.86)

donde se ha usado la relación (2.46). Con una aproximación markovia-
na sobre (2.85) podemos definir:

κ(x) =
∫ ∫ ∞

0

[
∂

∂x
ρ(y|x)

]
1

ρ(y|x) etD′
[
∂

∂x
ρ(y|x)

]
dtdy (2.87)

Finalmente tenemos una expresión para G(x, t):

∂

∂t
G(x, t) = ∂

∂x
e−βA(x) ∂

∂x
eβA(x) G(x, t)

− ∂

∂x
e−βA(x) κ(x) ∂

∂x
eβA(x) G(x, t)

(2.88)

Recordamos haber omitido el coeficiente de difusión D(x) para simpli-
ficar los cálculos; con esto en mente observamos la ecuación (2.55) y
podemos escribir:
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D(x) = D [1− κ(x)] = D

1 + κ(x) (2.89)

Donde Zwanzig propone que el término entre corchetes es en realidad
una serie infinita, y dice, la segunda igualdad funciona mucho mejor.
Debemos obtener el valor de κ(x). Primero se reescribirá el operador
D′:

D′ρ(y|x)f = ρ(y|x)Lf (2.90)

por lo que:

κ(x) =
∫ [

∂

∂x
ρ(y|x)

] ∫ ∞
0

1
ρ(y|x) etD′

[
∂

∂x
ρ(y|x)

]
dt dy (2.91)

Definimos ahora la integral temporal como:

ψ(y|x) ≡
∫ ∞

0

1
ρ(y|x) etD′

[
∂

∂x
ρ(y|x)

]
dt (2.92)

y el operador (2.90) debe cumplir que:

Lψ(y|x) = − ∂

∂x
ln [ρ(y|x)] (2.93)

entonces:

Lψ(y|x) = − ∂

∂x
ln [ρ(y|x)]

= − 1
ρ(y|x)

∂

∂x
ρ(y|x) = 1

ρ(y|x)D
′ [ρ(y|x)ψ(y|x)]

(2.94)

es decir:

− ∂

∂x
ρ(y|x) = D′ [ρ(y|x)ψ(y|x)] = ∂

∂y

{
ρ(y|x) ∂

∂y

[
ρ(y|x)
ρ(y|x)ψ(y|x)

]}
(2.95)

y:
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− ∂

∂x
ρ(y|x) = ∂

∂y
ρ(y|x) ∂

∂y
ψ(y|x) (2.96)

Ahora podemos reescribir a (2.91) como:

κ(x) =
∫ [

∂

∂x
ρ(y|x)

]
ψ(y|x)dy (2.97)

Eligiendo el potencial de manera cuidadosa puede llegarse a una ex-
presión mucho más manejable para κ(x), entonces proponemos que sea
de la forma:

U(x, y) = V

(
y

w(x)

)
= V (z) (2.98)

donde la frontera w(x) sirve como factor de escala para la coordenada
y:

z ≡ y

w(x) (2.99)

Si definimos también:

q ≡
∫

e−βV (z) dz (2.100)

y recordando la definición de equilibrio local (condicional) dada en
(2.46) obtenemos:

ρ(y|x) = e−βV (z)

qw(x) (2.101)

con:

e−βA(x) = qw(x) (2.102)

Calculando ahora las siguientes derivadas:

∂z

∂y
= ∂

∂y

[
y

w(x)

]
= 1
w(x) (2.103)

∂z

∂x
= ∂

∂x

[
y

w(x)

]
= y

w′(x)
w2(x) (2.104)



Caṕıtulo 2. Difusión confinada 73

podemos hacer:

∂

∂y
ρ(y|x) = ∂

∂y

[
e−βV (z)

qw(x)

]
= 1
qw(x)

∂

∂y
e−βV (z)

= 1
qw(x)

[
−βV ′(z)∂z

∂y
e−βV (z)

]

= −βV
′(z)

qw(x) e−βV (z) 1
w(x) = −βV

′(z)
w(x) ρ(y|x)

(2.105)

para que al multiplicar por y obtengamos:

y
∂

∂y
ρ(y|x) = −β y

w(x)V
′(z)ρ(y|x) (2.106)

Realizando un procedimiento análogo para la coordenada x:

∂

∂x
ρ(y|x) = ∂

∂x

[
e−βV (z)

qw(x)

]

= 1
q

{
e−βV (z) ∂

∂x

(
1

w(x)

)
+ 1
w(x)

∂

∂x

(
e−βV (z)

)}

= 1
q

{
− e−βV (z) w

′(x)
w2(x) + 1

w(x)

[
−βV ′(z)∂z

∂x
e−βV (z)

]}

= − 1
qw(x) e−βV (z)

[
w′(x)
w(x) + βV ′(z)y w

′(x)
w2(x)

]

= −w
′(x)
w(x) ρ(y|x)

[
1 + βV ′(z)y 1

w(x)

]

= −w
′(x)
w(x)

[
ρ(y|x) + y

∂

∂y
ρ(y|x)

]
(2.107)

es decir:

∂

∂x
ρ(y|x) = −w

′(x)
w(x)

∂

∂y
[yρ(y|x)] (2.108)

y sustituyendo (2.96) tenemos:
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∂

∂y
ρ(y|x) ∂

∂y
ψ(y|x) = w′(x)

w(x)
∂

∂y
[yρ(y|x)] (2.109)

la cual integramos respecto de y y simplificamos:

∂

∂y
ψ(y|x) = w′(x)

w(x) y + c1 (2.110)

con c1 una constante de integración. Ahora utilicemos (2.108) en la
última ecuación de κ(x), es decir (2.97):

κ(x) =
∫ {
−w

′(x)
w(x)

∂

∂y
[yρ(y|x)]

}
ψ(y|x)dy

= −w
′(x)
w(x)

∫
ψ(y|x) ∂

∂y
[yρ(y|x)] dy

(2.111)

e integrando por partes usando:

κ(x) = −w
′(x)
w(x)

{
[ψ(y|x)yρ(y|x)]

∣∣∣∣b
a
−
∫
yρ(y|x) ∂

∂y
ψ(y|x)dy

}
(2.112)

donde el primer término de la derecha es una constante que desprecia-
remos, además utilizando (2.110):

κ(x) = w′(x)
w(x)

∫
yρ(y|x)w

′(x)
w(x) ydy = (w′(x))2

∫ y2

w2(x)ρ(y|x)dy

(2.113)
con la ayuda de (2.101) y (2.99):

κ(x) = (w′(x))2 1
q

∫
z2 e−βV (z)

w(x) wdz (2.114)

obtenemos finalmente con la ecuación (2.100):

κ(x) = [w′(x)]2
∫
z2 e−βV (z)dz∫
e−βV (z)dz (2.115)

Concluyendo, la expresión para el coeficiente de difusión efectivo está
dada por:
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D(x) = D

1 + κ(x) = D

1 + [w′(x)]2
∫
z2 e−βV (z)dz∫

e−βV (z)dz

(2.116)

2.3.1 Caso particular: potencial armónico

El potencial armónico está dado por:

V (z) = z2

2 ; 0 ≤ z <∞ (2.117)

Calculamos las integrales necesarias por separado. Primero utilizamos
(A.5) para calcular:

∫ ∞
0

z2 e−β z
2
2 dz =

∫ ∞
0

z2 e−αz2
dz = 1

4

√
π

α3 = 1
4

√
8π
β3 (2.118)

y ahora la segunda integral con ayuda de (A.2):

∫ ∞
0

e−β z
2
2 dz =

∫ ∞
0

e−αz2
dz = 1

2

√
π

α
= 1

2

√
2π
β

(2.119)

Luego dividiendo (2.118) entre (2.119):

∫∞
0 z2 e−β z

2
2 dz∫∞

0 e−β z
2
2 dz

=
1
4

√
8π
β3

1
2

√
2π
β

= 1
2

√
8πβ
2πβ3 = 1

β
(2.120)

entonces:

κ(x) = [w′(x)]2 1
β

= [w′(x)]2 kBT (2.121)

Con esto el coeficiente de difusión efectivo será:

D(x) = D

1 + κ(x) = D

1 + [w′(x)]2 kBT
(2.122)
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2.3.2 Caso particular: potencial tipo caja

Para el caso de un potencial tipo caja tenemos:

V (z) = 0 ; −1 ≤ z ≤ 1 (2.123)

donde hemos asumido que las fronteras de la caja están en −1 y 1.
Calculando las integrales:

∫ 1

−1
z2 e−β·0 dz =

∫ 1

−1
z2dz = 1

3 z
3
∣∣∣∣1
−1

= 1
3 [1− (−1)] = 2

3 (2.124)

∫ 1

−1
e−β·0 dz =

∫ 1

−1
dz = z

∣∣∣∣1
−1

= [1− (−1)] = 2 (2.125)

y dividiendo (2.124) entre (2.125):∫ 1
−1 z

2 e−β·0 dz∫ 1
−1 e−β·0 dz

=
2
3
2 = 1

3 (2.126)

por lo que κ(x) es:

κ(x) = [w′(x)]2 1
3 = 1

3 [w′(x)]2 (2.127)

y el coeficiente de difusión efectivo del sistema queda como:

D(x) = D

1 + κ(x) = D

1 + 1
3 [w′(x)]2

(2.128)



Capı́tulo 3
Difusión en presencia de campos
externos

Los desarrollos realizados hasta ahora han considerado de manera pro-
gresiva los fenómenos en orden de complejidad. Iniciamos con la difu-
sión libre y después se añadieron algunas paredes con diferentes magni-
tudes de absorción de part́ıculas. Enseguida se presentaron extensiones
para cuando las fronteras del sistema juegan un papel fundamental en
el movimiento de las part́ıculas difusivas, como es el caso de las ecua-
ciones de Fick-Jacobs (2.36) y Fick-Jacobs-Zwanzig (2.55).

El coeficiente de difusión efectivo surgió como una manera de obte-
ner una descripción o caracterización mucho más real de los problemas
a estudiar ayudándonos de la reducción dimensional para conseguir
ecuaciones diferenciales en menos variables y con ello obtener expresio-
nes matemáticamente menos complejas, o al menos, solubles en algunos
casos.

En la ecuación de Smoluchowski y en FJZ se encuentran codificadas
las fronteras del sistema mediante el potencial entrópico. Sin embargo,
aún no se ha considerado la influencia de fuerzas externas al sistema.
Consideraremos al campo gravitacional como caso de estudio teniendo
en cuenta su naturaleza tal que permite ser descrito a partir de una
fuerza derivable de un potencial.

El primer enfoque que tomaremos será el sugerido por Reguera y
Rub́ı [34], obteniendo la llamada ecuación cinética a partir de algu-
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nos elementos de la termodinámica irreversible lineal (TIL). Siguiendo
después un camino diferente, utilizando el método de proyección de
Kalinay y Percus [23] a través de la reducción dimensional bajo un
campo gravitacional tal como lo trabajó Kalinay [24].

3.1 Ecuación cinética

Partimos tomando el postulado de la entroṕıa de Gibbs para la termo-
dinámica fuera de equilibro, a saber [19]:

S = −k
∫
P (x, t) ln P (x, t)

Peq(x) dx+ Seq (3.1)

donde x es un conjunto de coordenadas cualesquiera que definen el
estado del sistema en el espacio fase y Peq describe el estado de equi-
librio del sistema. Además Seq representa la entroṕıa en el estado de
equilibrio. Tomando la derivada temporal de la entroṕıa:

∂S

∂t
= −k ∂

∂t

∫
P (x, t) ln P (x, t)

Peq(x) dx+ ∂

∂t
Seq

= −k
∫ {

P (x, t) Peq(x)
P (x, t)

[
P (x, t) ∂

∂t

(
1

Peq(x)

)

+ 1
Peq(x)

∂

∂t
P (x, t)

]
+ ln P (x, t)

Peq(x)
∂

∂t
P (x, t)

}
dx

y si la probabilidad está sujeta a una condición de continuidad análoga
a la ecuación (2.7):

∂

∂t
P (x, t) + ∂

∂x
J(x, t) = 0 (3.2)

donde J(x, t) es una densidad de corriente generalizada. Considerando
que el flujo en las fronteras es nulo:

J(x, t)
∣∣∣∣
−y1

= J(x, t)
∣∣∣∣y2

= 0 (3.3)

donde −y1 y y2 son fronteras del sistema, entonces:
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∂S

∂t
= k

∫ {
ln P (x, t)
Peq(x)

∂

∂x
J(x, t)

}
dx (3.4)

Ahora integramos por partes y vemos que:

σ ≡ ∂S

∂t
= −k

∫
J(x, t) ∂

∂x
ln P (x, t)
Peq(x) dx (3.5)

donde σ es la producción de entroṕıa del sistema.

Ecuaciones de continuidad

Tomemos la siguiente relación fundamental de la termodinámica:

du = Tds+
∑
j

µjdNj + φdρ (3.6)

o de otro modo:

ds = 1
T
du− 1

T

∑
j

µjdNj −
φ

T
dρ (3.7)

donde u es la densidad de enerǵıa interna, µj es el potencial qúımico
de la especie j y φ el potencial eléctrico. Los términos que acompañan
a las diferenciales son las cantidades intensivas que pueden pensarse
como enerǵıas potenciales.

Ahora bien, las cantidades extensivas deben conservarse, si defi-
nimos a ρk como una densidad generalizada y a φk = ∂s

∂ρk
como su

potencial generalizado, entonces podemos escribir de manera general a
la ecuación (3.7) como:

ds =
∑
k

φkdρk (3.8)

donde cada densidad generalizada (o cantidad extensiva) sigue una
ecuación de continuidad (o de conservación):

∂ρk
∂t

+∇ · Jk = 0 (3.9)

Aqúı Jk es una densidad de corriente generalizada. Cabe aclarar que
la entroṕıa no se conserva y por ello tiene su propia ecuación de con-
tinuidad:
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∂s

∂t
+ J s = ∂si

∂t
(3.10)

siendo ∂si
∂t

el cambio en la densidad entrópica debida a procesos irre-
versibles.

Coeficientes cinéticos

La respuesta de un sistema ante una fuerza aplicada se da, en general,
en forma de una corriente estacionaria. Si ahora consideramos a esa
respuesta como un fenómeno puramente lineal:

J i =
∑
j

Lij∇φj (3.11)

donde los Lij son llamados coeficientes cinéticos. Lars Onsager de-
mostró [29] que son simétricos, lo que se conoce como relaciones rećıpro-
cas de Onsager:

Lij = Lji (3.12)

Ecuación cinética

Habiendo encontrado la ecuación (3.5) y al saber que la corriente J
está relacionada con su fuerza conjugada a través de un coeficiente
cinético L(x), podemos escribir:

J(x, t) = −kL(x) ∂
∂x

ln P (x, t)
Peq(x) (3.13)

y al seguir una ecuación de continuidad:

∂

∂t
P (x, t) = ∂

∂x

[
D(x)P (x, t) ∂

∂x
ln P (x, t)
Peq(x)

]
(3.14)

donde se definió que:

D(x) ≡ kL(x)
P (x, t) (3.15)

Y recordando de la f́ısica estad́ıstica que la expresión de la probabilidad
para encontrar al sistema en un estado de equilibrio está dado por:
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Peq(x) ∼ exp [−β∆W (x)] (3.16)
donde W (x) es la cantidad mı́nima de trabajo reversible para cambiar
el estado del sistema, sustitúımos en (3.14):

∂

∂t
P (x, t) = ∂

∂x

[
D(x)P (x, t) ∂

∂x
(lnP (x, t) + β∆W (x))

]

= ∂

∂x

{
D(x)P (x, t)

[
1

P (x, t)
∂

∂x
P (x, t) + β

∂

∂x
∆W (x)

]}

= ∂

∂x

[
D(x) ∂

∂x
P (x, t) + βD(x)P (x, t) ∂

∂x
∆W (x)

]
por lo que obtenemos:

∂

∂t
P (x, t) = ∂

∂x

[
D(x) ∂

∂x
P (x, t) + βD(x)P (x, t) ∂

∂x
∆W (x)

]
(3.17)

Ahora consideremos que la expresión para el trabajo W está dada por
la enerǵıa libre de Helmholtz:

W = F = U − TS (3.18)
para que (3.17) quede como:

∂

∂t
P (x, t) = ∂

∂x

[
D(x) ∂

∂x
P (x, t)

+ βD(x)P (x, t) ∂
∂x

(∆U(x)−∆S(x))
] (3.19)

Ésta última ecuación contiene 3 partes importantes, si observamos del
lado derecho vemos que:

El primer término corresponde a la difusión, aunque en éste caso,
al ser D = D(x), tenemos una ecuación tipo Zwanzig.

El segundo término corresponde a una barrera de tipo energético.

El tercer término es un término de barrera entrópica, equivalente
a la ecuación de Fick-Jacobs-Zwanzig (2.55).
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3.1.1 Ecuación cinética para el campo gravitacional

Si ahora se considera que la difusión está siendo influenciada por un
campo externo, en este caso el gravitatorio, tenemos entonces una ex-
presión espećıfica para el factor de Boltzmann (3.16). Trabajando para
el caso bidimensional:

x→ x (3.20)
ε = mgy (3.21)

y con ello:

Peq(x, y) ∼ e−βε = e−βmgy (3.22)
y al ser una distribución de probabilidad debe estar normalizada:∫ ∫

Peq(x, y)dx dy =
∫
Peq(x)dx = 1 (3.23)

donde sustituyendo a (3.22) obtenemos:

Peq(x) ∼
∫ y2(x)

y1(x)
Peq(x, y)dy =

∫ y2(x)

y1(x)
e−βmgy dy

= 1
mgβ

[
e−βmgy2(x)− e−βmgy1(x)

]
Como y2(x) y y1(x) son las fronteras del sistema entonces podemos

tomar la linea media del canal w(x):

w(x) = 1
2 [y2(x)− y1(x)] ; 2w(x) = y2(x)− y1(x) (3.24)

Y entonces podemos escribir la siguiente relación:

e−mgβy2(x) = e−mgβ[y2(x)+y1(x)−y1(x)] = e−mgβ[y1(x)+2w(x)] (3.25)

que sustituyendo en la ecuación de Peq(x):

Peq(x) ∼ 1
mgβ

e−mgβy1(x)
[
1− e−2mgβw(x)

]
(3.26)
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Recordando a (3.14) podemos escribir:

∂

∂t
P (x, t) = ∂

∂x

(
D(x)P (x, t) Peq(x)

P (x, t)

[
P (x, t) ∂

∂x

(
1

Peq(x)

)

+ 1
Peq(x)

∂

∂x
P (x, t)

]) (3.27)

simplificando:

∂

∂t
P (x, t)

= ∂

∂x

(
D(x) ∂

∂x
P (x, t) +D(x)P (x, t)Peq(x) ∂

∂x

[
1

Peq(x)

]) (3.28)

Trabajando ahora con el segundo miembro del lado derecho y sustitu-
yendo (3.26):

ξ = D(x)P (x, t)Peq(x) ∂
∂x

[
1

Peq(x)

]

= D(x)P (x, t)e−mgβy1(x)

mgβ

[
1− e−2mgβw(x)

] ∂
∂x

[
mgβ emgβy1(x)

1− e−2mgβw(x)

]

= D(x)P (x, t)
mgβ (1− e−2mgβw(x))

[
y′1(x)

(
1− e−2mgβw(x)

)
−2w′(x) e−2mgβw(x)

]
= D(x)P (x, t)

mgβ

1
(1− e−2mgβw(x))y

′
1(x)

[
1− e−2mgβw(x)

−2w
′(x)

y′1(x) e−2mgβw(x)
]

(3.29)
es decir:

ξ = D(x)P (x, t)
mgβ

1
(1− e−2mgβw(x))y

′
1(x)

[
1− e−2mgβw(x)

−2w
′(x)

y′1(x) e−2mgβw(x)
] (3.30)
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En este punto haremos una consideración adicional, y es que el canal
es simétrico, es decir:

y2(x) = −y1(x) (3.31)

Y con la ecuación de la linea media del canal (3.24) obtenemos las
siguientes relaciones útiles:

2w′(x) = y′2(x)− y′1(x) ; y′2(x) = −y′1(x) ; 2w
′(x)

y′1(x) = −2 (3.32)

donde la primera es general y las siguientes dos son para el caso de un
canal simétrico. Sustituyéndolas en la ecuación (3.30):

ξ = D(x)P (x, t)
mgβ

y′1(x)1− e−2mgβw(x) +2 e−2mgβw(x)

1− e−2mgβw(x)

= D(x)P (x, t)
mgβ

y′1(x)1 + e−2mgβw(x)

1− e−2mgβw(x)

= D(x)P (x, t)
mgβ

y′1(x) coth [mgβw(x)]

(3.33)

y usando este resultado en (3.28) obtenemos la ecuación dinámica:

∂

∂t
P (x, t) = ∂

∂x

{
D(x) ∂

∂x
P (x, t)

+D(x)P (x, t)
mgβ

y′1(x) coth [mgβw(x)]
} (3.34)

Por simplicidad definiremos:

ε ≡ mgβw(x) (3.35)

Y notamos que pueden distinguirse tres casos:

y1(x) = −y2(x) = cte. Lo que implica que y′1(x) = 0 = y′2(x), por
lo que (3.34) se reduce a:
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∂

∂t
P (x, t) = ∂

∂x

[
D(x) ∂

∂x
P (x, t)

]
(3.36)

que es la ecuación de Smoluchowski en una dimensión. Y si tam-
bién tomamos D = cte, entonces se convierte en la ecuación de
difusión:

∂

∂t
P (x, t) = D

∂2

∂x2P (x, t) (3.37)

ε >> 1, es decir, domina la gravedad, por ello coth(ε)→ 1 y:

∂

∂t
P (x, t) = ∂

∂x

{
D(x) ∂

∂x
P (x, t) + D(x)P (x, t)

mgβ
y′1(x)

}
(3.38)

es decir, se tiene una barrera energética (potencial) como lo es la
gravedad en este caso.

ε << 1, analicemos este caso haciendo un desarrollo en serie de
Taylor alrededor de ε para las exponenciales que aparecen en la
expresión para Peq(x), es decir, la ecuación (3.29)

e−mgβy1(x) = 1 +O(ε)
e−2mgβw(x) = 1− 2mgβw(x) +O(ε2)

(3.39)

por ello:

Peq(x) ∼ 1
mgβ

[1 +O(ε)]
[
1− 1 + 2mgβw(x) +O(ε2)

]
≈ 2w(x)

(3.40)

y sustituyendo en (3.28):
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∂

∂t
P (x, t)

= ∂

∂x

(
D(x) ∂

∂x
P (x, t) +D(x)P (x, t)Peq(x) ∂

∂x

[
1

Peq(x)

])

= ∂

∂x

(
D(x) ∂

∂x
P (x, t) +D(x)P (x, t) [2w(x)] ∂

∂x

[
1

2w(x)

])

= ∂

∂x

(
D(x) ∂

∂x
P (x, t) +D(x)P (x, t) [2w(x)]

×
[
− 1

2w2(x)2w′(x)
])

= ∂

∂x

(
D(x) ∂

∂x
P (x, t)−D(x)P (x, t)

[
w′(x)
w(x)

])
(3.41)

luego:

∂

∂t
P (x, t) = ∂

∂x

(
D(x) ∂

∂x
P (x, t)−D(x)P (x, t)

[
w′(x)
w(x)

])
(3.42)

Si tomamos la expresión dentro de la derivada:

η ≡ D(x) ∂
∂x
P (x, t)−D(x)P (x, t)

[
w′(x)
w(x)

]

= D(x)w(x)
[

1
w(x)

∂

∂x
P (x, t)− P (x, t)

(
w′(x)
w2(x)

)]

= D(x)w(x)
[

1
w(x)

∂

∂x
P (x, t)− P (x, t) ∂

∂x

(
1

w(x)

)]

= D(x)w(x) ∂
∂x

(
P (x, t)
w(x)

)
(3.43)

por lo que (3.42) queda como:
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∂

∂t
P (x, t) = ∂

∂x

[
D(x)w(x) ∂

∂x

(
P (x, t)
w(x)

)]
(3.44)

que es la ecuación de Fick-Jacobs-Zwanzig.

3.1.2 Ecuación para fronteras asimétricas

En la sección anterior se consideró el caso de un canal simétrico, es
decir, donde y2(x) = −y1(x). La versión asimétrica no se ha reportado
aún en literatura, se desarrollará en esta sección. Entonces, para el caso
general tomamos (3.30), que es uno de los miembros de la ecuación que
se desarrolló anteriormente. Trabajemos con ella sin suponer simetŕıa:

ξ = D(x)P (x, t)
mgβ

1
(1− e−2mgβw(x))y

′
1(x)

[
1− e−2mgβw(x)−2w

′(x)
y′1(x) e−2mgβw(x)

] (3.30)

consideremos ahora que:

1
1− e−2mgβw(x) = coth [mgβw(x)]

1 + e−2mgβw(x) (3.45)

tenemos:

ξ = D(x)P (x, t)
mgβ

y′1(x)coth [mgβw(x)]
1 + e−2mgβw(x)

×
[
1 + e−2mgβw(x)

(
−1− 2w

′(x)
y′1(x)

)]

= D(x)P (x, t)
mgβ

y′1(x)coth [mgβw(x)]
1 + e−2mgβw(x)

×
[
−1− e−2mgβw(x)−2w

′(x)
y′1(x) − 2w

′(x)
y′1(x) e−2mgβw(x)

]

= D(x)P (x, t)
mgβ

y′1(x) coth [mgβw(x)]
[
−1− 2w

′(x)
y′1(x)

]

(3.46)

utilizando la expresión para la linea media del canal (3.24) tenemos:
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2w
′(x)

y′1(x) = y′2(x)− y′1(x)
y′1(x) = y′2(x)

y′1(x) − 1 (3.47)

para que al sustituir esta última expresión en (3.46):

ξ = −D(x)P (x, t)
mgβ

y′2(x) coth [mgβw(x)] (3.48)

y junto con (3.28) nos lleva a:

∂

∂t
P (x, t) = ∂

∂x

{
D(x) ∂

∂x
P (x, t)

+D(x)P (x, t)
mgβ

[y′2(x)− 2w′(x)] coth [mgβw(x)]
} (3.49)

Que es la ecuación cinética para fronteras asimétricas, la cual es pre-
sentada por primera vez en este trabajo. A partir de ella se observa
que si el canal es simétrico, y2(x) = −y1(x), entonces se recupera la
ecuación (3.34).

3.1.3 Coeficiente de difusión

Después de desarrollar sus ecuaciones tipo Fick-Jacobs, o cinéticas co-
mo las llamaron, Reguera y Rub́ı observando el trabajo de Zwanzig,
quien obtuvo su expresión a partir de una serie truncada, hicieron la
siguiente propuesta de coeficiente de difusión efectivo:

DRR = D0[
1 + 1

4w
′2(x)

]α (3.50)

donde α = 1/3 para sistemas bidimensionales y α = 1/2 para canales
en tres dimensiones.

3.2 Reducción dimensional en un campo gravitacional

En este caṕıtulo se tomará un enfoque diferente al que tomaron Re-
guera y Rub́ı en su art́ıculo [34]. Partiremos de la ecuación de Smolu-
chowski en 2 dimensiones (2.26) y seguiremos el desarrollo que presentó
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inicialmente Pavol Kalinay [24], donde utilizó el método de proyección
que él mismo desarrolló junto con Jerome Percus [23].

Anteriormente se encontró la ecuación de Smoluchowski y para ello
se utilizaron las concentraciones C(x, y, t) como parte fundamental de
la ecuación, aqúı se intercambiarán por densidades ρ(x, y, t) en el fluido
donde se difunden las part́ıculas Brownianas. Reescribiendo la ecuación
(2.26) en términos de estas densidades tenemos:

∂

∂t
ρ(x, y, t) = Dx

∂

∂x
e−βU(x,y) ∂

∂x
eβU(x,y) ρ(x, y, t)

+Dy
∂

∂y
e−βU(x,y) ∂

∂y
eβU(x,y) ρ(x, y, t)

(3.51)

Para el caso en el que el potencial U(x, y) es del tipo gravitacional:

U(x, y) = Gy (3.52)

y de (3.51) vemos que el potencial está multiplicado por β, entonces
es conveniente definir:

g ≡ Gβ (3.53)

y aśı reescribir la ecuación de Smoluchowski bidimensional (3.51) como:

∂

∂t
ρ(x, y, t) = Dx

∂

∂x
e−gy ∂

∂x
egy ρ(x, y, t)

+Dy
∂

∂y
e−gy ∂

∂y
egy ρ(x, y, t)

(3.54)

Si trabajamos con el primer término de la derecha, omitiendo Dx:
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∂

∂x
e−gy ∂

∂x
egy ρ(x, y, t)

= e−gy
[
∂

∂x

(
egy ∂

∂x
ρ(x, y, t) + ρ(x, y, t) ∂

∂x
egy
)]

+
(
∂

∂x
egy ρ(x, y, t)

)(
∂

∂x
egy
)

= e−gy
[
∂

∂x
egy ∂

∂x
ρ(x, y, t)

]

= e−gy
[
egy ∂2

∂x2ρ(x, y, t) +
(
∂

∂x
ρ(x, y, t)

)(
∂

∂x
egy
)]

= ∂2

∂x2ρ(x, y, t)

(3.55)

donde se ha utilizado que:

∂

∂x
e±gy = ∂

∂x
(±gy) e±gy = 0 (3.56)

por lo que (3.54) queda como:

∂

∂t
ρ(x, y, t) = Dx

∂2

∂x2ρ(x, y, t)

+Dy
∂

∂y
e−gy ∂

∂y
egy ρ(x, y, t)

(3.57)

Ahora consideremos dos ecuaciones importantes, una de ellas es la
primera ley de Fick (1.10) y la segunda una ecuación de conserva-
ción como la expresada en (2.6), pero ahora escrita en términos de la
densidad. Luego, a partir de (3.57) podemos encontrar fácilmente las
componentes del flujo:

Jx = −Dx
∂

∂x
ρ(x, y, t) (3.58)

Jy = −Dy e−gy ∂

∂y
egy ρ(x, y, t) (3.59)

siendo el vector de flujo:

J = (Jx, Jy, 0) (3.60)
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3.2.1 Fronteras simétricas

Las componentes del flujo son importantes para definir las condiciones
a la frontera en nuestro sistema. Supondremos además que las fronteras
son simétricas y están definidas por:

y = ±h(x) (3.61)
Al no existir fuentes ni sumideros, el flujo a través de ellas debe ser
nulo. Otra manera de expresar lo anterior es que la derivada de la
frontera en cuestión debe ser paralela al flujo:

J ×±h′(x) = 0 (3.62)
Utilizando a (3.61), se puede escribir el vector que define las fronteras
del sistema como:

± h(x) = (x,±h(x)) (3.63)
y su derivada:

± h′(x) = (1,±h′(x)) (3.64)
Desarrollando a (3.62):

J ×±h′(x) =

∣∣∣∣∣∣∣
ı̂ ̂ k̂
Jx Jy 0
1 h′(x) 0

∣∣∣∣∣∣∣
= k̂ [±h′(x)Jx − Jy]
= 0

(3.65)

entonces:

± h′(x)Jx = Jy (3.66)
Ahora tomamos las componentes del flujo expresadas en (3.58) y (3.59):

± h′(x)Dx
∂

∂x
ρ(x, y, t)

∣∣∣∣
y=±h(x)

= Dy e−gy ∂

∂y
egy ρ(x, y, t)

∣∣∣∣
y=±h(x)

(3.67)
que son las condiciones a la frontera para nuestro sistema.
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Reducción dimensional

Tomaremos ahora la ecuación (3.57) y seguiremos la misma idea usada
para derivar la ecuación de Fick-Jacobs (2.36) utilizando el método de
Zwanzig [45], con el fin de lograr una reducción dimensional.

Primero, una densidad unidimensional (espacialmente) resulta de
la integración de la densidad en dimensiones mayores, en este caso se
obtiene al integrar la densidad bidimensional en la coordenada trans-
versal (y):

p(x, t) =
∫ h(x)

−h(x)
ρ(x, y, t)dy (3.68)

por lo que (3.57) se reescribe como sigue si usamos el teorema funda-
mental del cálculo:

∂

∂t
p(x, t) = Dx

∫ h(x)

−h(x)

∂2

∂x2ρ(x, y, t)dy

+Dy

[
e−gy ∂

∂y
egy ρ(x, y, t)

] ∣∣∣∣y=h(x)

y=−h(x)

(3.69)

Trabajando ahora con el segundo miembro del lado derecho tenemos:

Dy

[
e−gy ∂

∂y
egy ρ(x, y, t)

] ∣∣∣∣y=h(x)

y=−h(x)

= Dy

[
e−gy ∂

∂y
egy ρ(x, y, t)

∣∣∣∣
y=h(x)

− e−gy ∂

∂y
egy ρ(x, y, t)

∣∣∣∣
y=−h(x)

]

= Dy

[
h′(x) ∂

∂x
ρ(x, y, t) + h′(x) ∂

∂x
ρ(x, y, t)

]

= 2h′(x) ∂
∂x
ρ(x, y, t)

(3.70)

donde se ha utilizado la condición a la frontera (3.67). Si utilizamos la
regla de Leibniz para integrales (A.1) en el primer miembro del lado
derecho de (3.69):
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Dx
∂

∂x

∫ h(x)

−h(x)

∂

∂x
ρ(x, y, t)dy =

Dx

∫ h(x)

−h(x)

∂2

∂x2ρ(x, y, t)dy

+Dxh
′(x) ∂

∂x
ρ(x, y, t)−Dx [−h′(x)] ∂

∂x
ρ(x, y, t)

(3.71)

entonces:

Dx

∫ h(x)

−h(x)

∂2

∂x2ρ(x, y, t)dy

= Dx
∂

∂x

∫ h(x)

−h(x)

∂

∂x
ρ(x, y, t)dy − 2Dxh

′(x) ∂
∂x
ρ(x, y, t)

(3.72)

Sustituyendo ahora las ecuaciones (3.70) y (3.72) en (3.69), llegamos
a:

∂

∂t
p(x, t) = Dx

∂

∂x

∫ h(x)

−h(x)

∂

∂x
ρ(x, y, t)dy (3.73)

Solución para el estado de equilibrio

El problema consiste ahora en encontrar la solución a la ecuación
(3.73). Para ello comenzaremos con el caso en el que Dy → ∞, es
decir, no importa que avancemos en la dirección longitudinal (coor-
denada x), la difusión se estabilizará casi de manera inmediata en la
dirección transversal (coordenada y), por lo que podemos decir que nos
encontramos en una situación de equilibrio. Si este es el caso, propo-
nemos una densidad de equilibrio:

ρ0(x, y, t) = 1
A(x) e−gy p(x, t) (3.74)

que es similar a la C(x, y, t) de Zwanzig (2.46). Los elementos análogos
son:

C(x, y, t)→ ρ0(x, y, t)
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G(x, t)→ p(x, t)

ρ(y|x) = e−βU(x,y) / e−βA(x) → e−gy /A(x)

e−βU(x,y) → e−gy

Y al igual que Zwanzig, Kalinay [24] propone la siguiente función de
normalización. Aclaremos que la función A(x) no es la misma que uti-
liza Zwanzig, entonces:

A(x) =
∫ h(x)

−h(x)
e−gy dy = −1

g
e−gy

∣∣∣∣h(x)

−h(x)
= 2
g

[
e+gh(x)− e−gh(x)

2

]
(3.75)

y:

A(x) = 2
g

senh [gh(x)] (3.76)

Para luego sustituir (3.74) y (3.76) en la ecuación reducida (3.73):

∂

∂t
p(x, t) = Dx

∂

∂x

∫ h(x)

−h(x)

∂

∂x

e−gy p(x, t)
A(x) dy (3.77)

= Dx
∂

∂x

∫ h(x)

−h(x)
e−gy dy ∂

∂x

p(x, t)
A(x) (3.78)

y utilizando la definición de A(x) (3.75):

∂

∂t
p(x, t) = Dx

∂

∂x
A(x) ∂

∂x

p(x, t)
A(x) (3.79)

que tiene la misma forma que la ecuación de Fick-Jacobs (2.36). Como
ya lo hab́ıamos mencionado, A(x) no expresa lo mismo que en el desa-
rrollo de Zwanzig, donde denotaba el ancho del canal difusivo. Ahora
contiene información acerca del potencial externo y de las fronteras.

Caso ĺımite

Si el campo externo gravitacional es muy pequeño, g → 0, entonces la
expresión para A(x) es la siguiente:
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A(x) =
∫ h(x)

−h(x)
e−gy dy =

∫ h(x)

−h(x)
dy = 2h(x) (3.80)

es decir, para el caso ĺımite se recupera el problema donde sólo se tiene
una barrera entrópica (difusión confinada) sin un potencial externo, en
el cual A(x) vuelve a representar el ancho del canal.

Solución general

Si ahora Dy 6=∞ entonces no podemos considerar a (3.74) como solu-
ción válida para la ecuación de Smoluchowski. Pero conociendo ya la
solución en el estado de equilibrio, podemos proponer que la solución
más general puede obtenerse a partir de una serie perturbativa:

ρ(x, y, t) = e−gy
∞∑
n=0

εnω̂n(x, y, ∂x)
p(x, t)
A(x) (3.81)

donde se ha definido que:

ε ≡ Dx

Dy

(3.82)

la cual es una medida (parámetro) de la anisotroṕıa del sistema. Tam-
bién, por comodidad, usaremos que ∂x ≡ ∂

∂x
. Escribiendo ahora de

manera expĺıcita el primer término de la serie tenemos:

ρ(x, y, t) = e−gy ω̂0(x, y, ∂x)
p(x, t)
A(x) + e−gy

∞∑
n=1

εnω̂n(x, y, ∂x)
p(x, t)
A(x)

(3.83)
Al ser (3.83) una serie perturbativa, se debe recuperar el caso conocido
(base). Por ello:

ω̂0(x, y, ∂x) = 1 (3.84)

entonces:

ρ(x, y, t) = e−gy p(x, t)
A(x) + e−gy

∞∑
n=1

εnω̂n(x, y, ∂x)
p(x, t)
A(x) (3.85)
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Si ahora aplicamos la definición de A(x) (3.75) y también la serie per-
turbativa (3.85) a la ecuación (3.73):

∂

∂t
p(x, t) = ∂

∂x

∫ h(x)

−h(x)

∂

∂x

{
e−gy p(x, t)

A(x)

+ e−gy
∞∑
k=1

εkω̂k(x, y, ∂x)
p(x, t)
A(x)

}
dy

= ∂

∂x

∫ h(x)

−h(x)

∂

∂x
e−gy p(x, t)

A(x) dy

+ ∂

∂x

∫ h(x)

−h(x)

∂

∂x
e−gy

∞∑
k=1

εkω̂k(x, y, ∂x)
p(x, t)
A(x) dy

= ∂

∂x

∫ h(x)

−h(x)
e−gy dy ∂

∂x

p(x, t)
A(x)

+ ∂

∂x

A(x)
A(x)

∞∑
k=1

εk
∫ h(x)

−h(x)
e−gy ∂

∂x
ω̂k(x, y, ∂x)

p(x, t)
A(x) dy

= ∂

∂x
A(x) ∂

∂x

p(x, t)
A(x)

+ ∂

∂x
A(x)

∞∑
k=1

εk
1

A(x)

∫ h(x)

−h(x)
e−gy ∂

∂x
ω̂k(x, y, ∂x)

p(x, t)
A(x) dy

(3.86)

Definiendo un operador:

Ẑk(x, ∂x)∂x · ≡ −
1

A(x)

∫ h(x)

−h(x)
e−gy ∂

∂x
ω̂k(x, y, ∂x) · dy (3.87)

donde · es el lugar que ocupa el operando. Utilizando una notación
más cómoda:

Ẑk(x, ∂x)∂x · ≡ −
1

A(x)

∫ h(x)

−h(x)
dy e−gy ∂

∂x
ω̂k(x, y, ∂x) · (3.88)

Y también podemos definir:

εẐ(x, ∂x) · ≡
∞∑
k=1

εkẐk(x, ∂x) · (3.89)
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Combinando las definiciones (3.88), (3.89) y la ecuación (3.86):

∂

∂t
p(x, t) = ∂

∂x
A(x)

[
1− εẐ(x, ∂x)

] ∂
∂x

p(x, t)
A(x) (3.90)

Por construcción, la serie perturbativa (3.81) debe ser solución de la
ecuación de Smoluchowski (3.51), donde Dxt→ t y ε = Dx/Dy:

[
∂

∂t
− ∂2

∂x2 −
1
ε

∂

∂y
e−gy ∂

∂y
egy
] e−gy

∞∑
j=0

εjω̂j(x, y, ∂x)
p(x, t)
A(x)


=
∞∑
j=0

εj
[
e−gy

(
∂

∂t
− ∂2

∂x2

)
− 1
ε

∂

∂y
e−gy ∂

∂y

]
ω̂j(x, y, ∂x)

p(x, t)
A(x)

= 0

(3.91)

Distribuyendo el producto y sabiendo que ω̂j(x, y, ∂x) no actúa sobre
la variable temporal t:

− e−gy
∞∑
j=0

εj
{
∂2

∂x2 ω̂j(x, y, ∂x)
p(x, t)
A(x) − ω̂j(x, y, ∂x)

∂

∂t

p(x, t)
A(x)

}

=
∞∑
j=0

εj−1 ∂

∂y
e−gy ∂

∂y
ω̂j(x, y, ∂x)

∂

∂t

p(x, t)
A(x)

=
∞∑

n=−1
εj−1 ∂

∂y
e−gy ∂

∂y
ω̂n+1(x, y, ∂x)

∂

∂t

p(x, t)
A(x)

= ε−1 ∂

∂y
e−gy ∂

∂y
ω̂0(x, y, ∂x)

∂

∂t

p(x, t)
A(x)

+
∞∑
n=0

εj−1 ∂

∂y
e−gy ∂

∂y
ω̂n+1(x, y, ∂x)

∂

∂t

p(x, t)
A(x)

=
∞∑
n=0

εj−1 ∂

∂y
e−gy ∂

∂y
ω̂n+1(x, y, ∂x)

∂

∂t

p(x, t)
A(x)

(3.92)

donde se ha usado que j − 1 → n y que ω̂0(x, y, ∂x) = 1, además de
que ∂

∂y
[p(x, t)/A(x)] = 0, luego:
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− e−gy
∞∑
j=0

εj
{
∂2

∂x2 ω̂j(x, y, ∂x)
p(x, t)
A(x) − ω̂j(x, y, ∂x)

∂

∂t

p(x, t)
A(x)

}

=
∞∑
n=0

εj−1 ∂

∂y
e−gy ∂

∂y
ω̂n+1(x, y, ∂x)

∂

∂t

p(x, t)
A(x)

(3.93)

Ahora trabajando sólo con el término que contiene la derivada temporal
y sustituyendo a (3.90):

∞∑
j=0

εjω̂j(x, y, ∂x)
∂

∂t

p(x, t)
A(x)

=
∞∑
j=0

εjω̂j(x, y, ∂x)
1

A(x)

[
∂

∂x
A(x) ∂

∂x

p(x, t)
A(x)

− ∂

∂x
A(x)

∞∑
k=1

εkẐk(x, ∂x)
∂

∂x

p(x, t)
A(x)

]

= −
∞∑
j=0

εjω̂j(x, y, ∂x)
1

A(x)
∂

∂x
A(x)

∞∑
k=0

εkẐk(x, ∂x)
∂

∂x

p(x, t)
A(x)

(3.94)

lo anterior debido a que:

∂

∂x
A(x) ∂

∂x

p(x, t)
A(x) = − ∂

∂x
A(x)ε0Ẑ0(x, ∂x)

∂

∂x

p(x, t)
A(x) (3.95)

con ε0 = 1 y Ẑ0(x, ∂x) = −1. Con el producto de Cauchy para series de
potencias infinitas (A.8), tenemos que la ecuación (3.93) queda como:

−
∞∑
j=0

εj
∞∑
k=0
ω̂j−k(x, y, ∂x)

1
A(x)

∂

∂x
A(x)Ẑk(x, ∂x)

∂

∂x

p(x, t)
A(x) (3.96)

cambiando el ı́ndice mudo j → n y sustituyendo en (3.93) obtenemos:
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∞∑
n=0

εn
{
∂

∂y
e−gy ∂

∂y
ω̂n+1(x, y, ∂x)

p(x, t)
A(x)

+ e−gy
[
∂2

∂x2 ω̂j(x, y, ∂x)
p(x, t)
A(x)

+
n∑
k=0
ω̂n−k(x, y, ∂x)

1
A(x)

∂

∂x
A(x)Ẑk(x, ∂x)

∂

∂x

p(x, t)
A(x)

]}
= 0

(3.97)

Como todas las potencias de ε son linealmente independientes y la
expresión (3.97) es igual a cero, entonces podemos escribir:

∂

∂y
e−gy ∂

∂y
ω̂n+1(x, y, ∂x)

p(x, t)
A(x)

= − e−gy
[
∂2

∂x2 ω̂n(x, y, ∂x)
p(x, t)
A(x)

+
n∑
k=0
ω̂n−k(x, y, ∂x)

1
A(x)

∂

∂x
A(x)Ẑk(x, ∂x)

∂

∂x

p(x, t)
A(x)

] (3.98)

de donde vemos que es un operador actuando sobre p(x, t)/A(x), por
lo que el propio operador se escribe como:

∂

∂y
e−gy ∂

∂y
ω̂n+1(x, y, ∂x)

= − e−gy
[
∂2

∂x2 ω̂n(x, y, ∂x)

+
n∑
k=0
ω̂n−k(x, y, ∂x)

1
A(x)

∂

∂x
A(x)Ẑk(x, ∂x)

∂

∂x

] (3.99)

No olvidemos que la ecuación anterior constituye una relación de re-
currencia para las ω̂i(x, y, ∂x).

Ahora bien, sustituyendo la serie perturbativa (3.81) en las condi-
ciones a la frontera (3.67) obtenemos (en forma de operadores):
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1
ε

e−gy ∂

∂y
egy

[
e−gy

∞∑
n=0

εnω̂n(x, y, ∂x)
] ∣∣∣∣

y=±h(x)

= ±h′(x) ∂
∂x

[
e−gy

∞∑
n=0

εnω̂n(x, y, ∂x)
] ∣∣∣∣

y=±h(x)

(3.100)

y simplificando:

∂

∂y

∞∑
n=0

εn−1ω̂n(x, y, ∂x)
∣∣∣∣
y=±h(x)

= ±h′(x) ∂
∂x

∞∑
n=0

εnω̂n(x, y, ∂x)
∣∣∣∣
y=±h(x)

(3.101)

Si ahora j = n− 1, entonces n = j + 1:

∂

∂y

∞∑
j=−1

εjω̂n(x, y, ∂x)
∣∣∣∣
y=±h(x)

= ±h′(x) ∂
∂x

∞∑
n=0

εnω̂n(x, y, ∂x)
∣∣∣∣
y=±h(x)

(3.102)

y cambiando el ı́ndice mudo j → n para luego escribir expĺıcitamente
el término n = 0:

∂

∂y
ε−1ω̂0(x, y, ∂x)

∣∣∣∣
y=±h(x)

+ ∂

∂y

∞∑
n=0

εnω̂n+1(x, y, ∂x)
∣∣∣∣
y=±h(x)

= ±h′(x) ∂
∂x

∞∑
n=0

εnω̂n(x, y, ∂x)
∣∣∣∣
y=±h(x)

(3.103)

donde el primer término de la izquierda se anula al ser la derivada
de una constante. Además, repitiendo el argumento de independencia
lineal entre las potencias de ε:

∂

∂y
ω̂n+1(x, y, ∂x)

∣∣∣∣
y=±h(x)

= ±h′(x) ∂
∂x
ω̂n(x, y, ∂x)

∣∣∣∣
y=±h(x)

(3.104)
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Corrección de primer orden

Buscamos la primer corrección ω̂1(x, y, ∂x) a la ecuación de difusión.
Para ello tomamos la relación de recurrencia (3.99) sabiendo que ω̂0(x, y, ∂x) =
1 y que Ẑ0(x, ∂x) = −1:

∂

∂y
e−gy ∂

∂y
ω̂1(x, y, ∂x)

= − e−gy
[
∂2

∂x2 ω̂0(x, y, ∂x)

+
0∑

k=0
ω̂0−k(x, y, ∂x)

1
A(x)

∂

∂x
A(x)Ẑk(x, ∂x)

∂

∂x

]

= e−gy 1
A(x)

∂

∂x
A(x) ∂

∂x

(3.105)

y sabemos que el valor de A(x) está dado en (3.76):

∂

∂y
e−gy ∂

∂y
ω̂1(x, y, ∂x)

= − e−gy 2gh′(x) cosh[gh(x)]
senh[gh(x)]

∂

∂x

= e−gy gh′(x) coth[gh(x)] ∂
∂x

(3.106)

Integrando a ambos lados de la igualdad:

∫
∂

[
e−gy ∂

∂y
ω̂1(x, y, ∂x)

]

=
∫

e−gy gh′(x) coth[gh(x)] ∂
∂x
∂y

= − e−gy h′(x) coth[gh(x)] ∂
∂x

+ Ĉ1

(3.107)

y para encontrar la constante (operador) Ĉ1 utilizamos las condiciones
de frontera (3.104) con n = 0:
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∂

∂y
ω̂1(x, y, ∂x)

∣∣∣∣
y=±h(x)

= ±h′(x) ∂
∂x
ω̂0(x, y, ∂x)

∣∣∣∣
y=±h(x)

(3.108)

que en conjunto con (3.107) da como resultado:

±h′(x) ∂
∂x

= −h′(x) coth[gh(x)] ∂
∂x

+ egy Ĉ1

∣∣∣∣
y=±h(x)

(3.109)

Considerando que se trata de la frontera superior, y = h(x), obtenemos:

Ĉ1 = h′(x) e−gh(x) (1 + coth[gh(x)]) ∂

∂x
(3.110)

y si sustituimos el valor encontrado:

∂

∂y
ω̂1(x, y, ∂x)

= −h′(x) coth[gh(x)] ∂
∂x

+ h′(x) e−gh(x) e−gy (1 + coth[gh(x)]) ∂

∂x

= h′(x)
senh[gh(x)] (− cosh[gh(x)]

+ e−gh(x) e−gy {senh[gh(x)] + cosh[gh(x)]}
) ∂

∂x

= h′(x)
senh[gh(x)]

(
− cosh[gh(x)] + e−gh(x) e−gy egh(x)

) ∂

∂x
(3.111)

donde se ha utilizado la relación (A.9). Con lo que se tiene:

∂

∂y
ω̂1(x, y, ∂x) = h′(x)

senh[gh(x)]
(
e−gy− cosh[gh(x)]

) ∂

∂x
(3.112)

Procedemos entonces a integrar la ecuación anterior para encontrar
ω̂1(x, y, ∂x), lo que es sencillo ya que sólo el término exponencial de-
pende de y:
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ω̂1(x, y, ∂x) = h′(x)
senh[gh(x)]

(
1
g

e−gy−y cosh[gh(x)]
)
∂

∂x
+ Ĉ0 (3.113)

La constante Ĉ0 se obtendrá de la condición que resulta de sustituir
la serie perturbativa (3.81) en (3.68):

p(x, t) =
∫ h(x)

−h(x)
e−gy ω̂n(x, y, ∂x)dy

=
∫ h(x)

−h(x)
e−gy

∞∑
n=0

εnω̂n(x, y, ∂x)
p(x, t)
A(x) dy

=
∫ h(x)

−h(x)
e−gy ε0����

���:1
ω̂0(x, y, ∂x)

p(x, t)
A(x) dy

+
∞∑
n=1

εn
∫ h(x)

−h(x)
e−gy ω̂n(x, y, ∂x)

p(x, t)
A(x) dy

=
�
��

�
��

��*
A(x)∫ h(x)

−h(x)
e−gy dyp(x, t)

A(x)

+
∞∑
n=1

εn
∫ h(x)

−h(x)
e−gy ω̂n(x, y, ∂x)dy

p(x, t)
A(x)

= p(x, t) +
∞∑
n=1

εn
∫ h(x)

−h(x)
e−gy ω̂n(x, y, ∂x)dy

p(x, t)
A(x)

(3.114)

lo que implica que:

0 =
∞∑
n=1

εn
∫ h(x)

−h(x)
e−gy ω̂n(x, y, ∂x)dy

p(x, t)
A(x) (3.115)

Como para cualquier término de la serie ε 6= 0 y p(x, t)/A(x) 6= 0,
entonces la única posibilidad es que:

∫ h(x)

−h(x)
e−gy ω̂n(x, y, ∂x)dy = 0 ; ∀n > 0 (3.116)

Entonces, integrando a ω̂1:
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∫ h(x)

−h(x)
e−gy

{
h′(x)

senh[gh(x)]

(
1
g

e−gy−y cosh[gh(x)]
)
∂

∂x
+ Ĉ0

}
dy

= h′(x)
g senh[gh(x)]2h(x) ∂

∂x
− h′(x) cosh[gh(x)]

senh[gh(x)]

∫ h(x)

−h(x)
y e−gy dy ∂

∂x

+ Ĉ0

∫ h(x)

−h(x)
e−gy dy

= 2h(x)h′(x)
g senh[gh(x)]

∂

∂x
− h′(x) cosh[gh(x)]

senh[gh(x)]

∫ h(x)

−h(x)
y e−gy dy ∂

∂x

+ Ĉ0

[
−1
g

e−gy
] ∣∣∣∣h(x)

−h(x)

= 0
(3.117)

La integral restante se resuelve por partes:

∫ h(x)

−h(x)
y e−gy dy = −y1

g
e−gy

∣∣∣∣h(x)

−h(x)
+ 1
g

[
− 1
g

e−gy
] ∣∣∣∣h(x)

−h(x)

= −h(x)
g

[
e−gh(x) + egh(x)

]
− 1
g2

[
e−gh(x)− egh(x)

] (3.118)

Usando de las relaciones (A.9) y (A.10) tenemos que:

∫ h(x)

−h(x)
y e−gy dy = −h(x)

g
(2 cosh[gh(x)]) + 1

g2 (2 senh[gh(x)]) (3.119)

para que al sustituir en la expresión (3.117) obtengamos:

2h(x)h′(x)
g senh[gh(x)]

∂

∂x
+ Ĉ0 (2 senh[gh(x)])

− h′(x) cosh[gh(x)]
senh[gh(x)]

{
−h(x)

g
(2 cosh[gh(x)]) + 1

g2 (2 senh[gh(x)])
}
∂

∂x

= 0
(3.120)
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y:

Ĉ0 = h′(x)
g

cosh[gh(x)]
senh[gh(x)] −

h(x)g
(
cosh2[gh(x)] + 1

)
senh2[gh(x)]

 ∂

∂x

= h′(x)
g

{
cosh[gh(x)]
senh[gh(x)] − gh(x)

(
1 + senh2[gh(x)] + 1

senh2[gh(x)]

)}
∂

∂x
(3.121)

luego, el valor de la constante (operador) Ĉ0 es:

Ĉ0 = h′(x)
g

{
cosh[gh(x)]
senh[gh(x)] − gh(x)

(
1 + 2

senh2[gh(x)]

)}
∂

∂x
(3.122)

para que al sustituir en (3.113) obtengamos:

ω̂1(x, y, ∂x)

= h′(x)
g

[
egy +(1− gy) cosh[gh(x)]

senh[gh(x)] − gh(x)
(

1 + 2
senh2[gh(x)]

)]
∂

∂x
(3.123)

Operador de corrección

Ahora encontraremos a Ẑ1(x, ∂x), usaremos la expresión (3.88) con
k = 1:

Ẑ1(x, ∂x) = − 1
A(x)

∫ h(x)

−h(x)
e−gy ∂

∂x
ω̂1(x, y, ∂x)dy (3.124)

Calculando primero la derivada:
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∂

∂x
ω̂1(x, y, ∂x)

= h′′(x)
g

[
egy +(1− gy) cosh[gh(x)]

senh[gh(x)] − gh(x)
(

1 + 2
senh2[gh(x)]

)]

+ h′(x)
g

{
senh[gh(x)] (gh′(x)[1− gy] senh[gh(x)])

senh2[gh(x)]

− [egy +(1− gy) cosh[gh(x)]] gh′(x) cosh[gh(x)]
senh2[gh(x)]

− gh′(x)
(

1 + 2
senh2[gh(x)]

)

− gh(x)
(
−4gh′(x) coth[gh(x)] csch2[gh(x)]

)
(3.125)

Si multiplicamos por e−gy e integramos el término que multiplica a
h′′(x):

I = 1
senh[gh(x)]

{∫ h(x)

−h(x)
dy + cosh[gh(x)]

∫ h(x)

−h(x)
e−gy dy

− g cosh[gh(x)]
∫ h(x)

−h(x)
y e−gy dy

}
− gh(x)

{∫ h(x)

−h(x)
e−gy dy

+ 2
senh2[gh]

∫ h(x)

−h(x)
e−gy dy

} (3.126)

simplificando:
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I = 1
senh[gh(x)]

{
2h(x) + 2

g
senh[gh(x)] cosh[gh(x)]

− g cosh[gh(x)]
(
−2h(x)

g
cosh[gh(x)] + 2

g2 senh[gh(x)]
)}

− 2h(x) senh[gh(x)]
(

1 + 2
senh2[gh(x)]

)

= 1
senh[gh(x)]

{
2h(x) + 2

g
senh[gh(x)] cosh[gh(x)]

+ 2h(x) cosh2[gh(x)]− 2
g

senh[gh(x)] cosh[gh(x)]
}

− 2h(x) senh[gh(x)]− 4h(x)
senh[2h(x)]

(3.127)

con lo que obtenemos:

I = 1
senh[gh(x)]

(
2h(x)

[
1 + cosh2[gh(x)

])
− 2h(x) senh[gh(x)]− 4h(x)

senh[2h(x)]

= 2h(x) senh[gh(x)] + 4h(x)
senh[2h(x)] − 2h(x) senh[gh(x)]

− 4h(x)
senh[2h(x)]

= 0

(3.128)

Debemos simplificar lo que resta del integrando:

∂

∂x
ω̂1(x, y, ∂x)

= h′2(x)
senh[gh(x)] {senh[gh(x)]− gy senh[gh(x)]− egy coth[gh(x)]

− cosh[gh(x)] coth[gh(x)] + gy cosh[gh(x)] coth[gh(x)]
− senh[gh(x)]− 2 csch[gh(x)] + 4gh(x) coth[gh(x)] csch[gh(x)]}

(3.129)
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Si ahora integramos respecto de y:

I2 =
∫ h(x)

−h(x)
e−gy ∂

∂x
ω̂1(x, y, ∂x)dy

= (− cosh[gh(x)] coth[gh(x)]− 2 csch[gh(x)]

+ 4gh(x) coth[gh(x)] csch[gh(x)])
∫ h(x)

−h(x)
e−gy dy

+ g (cosh[gh(x)] coth[gh(x)]− senh[gh(x)])
∫ h(x)

−h(x)
y e−gy dy

− coth[gh(x)]
∫ h(x)

−h(x)
dy

= −2
g

cosh2[gh(x)]− 4
g

+ 8h(x) coth[gh(x)]

+ g (cosh[gh(x)] coth[gh(x)]− senh[gh(x)])

×
[

2
g2 senh[gh(x)]− 2h(x)

g
cosh[gh(x)]

]

= −2
g

cosh2[gh(x)]− 4
g

+ 8h(x) coth[gh(x)]

− 2h(x) coth[gh(x)] + 2
g

cosh2[gh(x)]

− 2h(x) cosh[gh(x)] coth[gh(x)]

− 2
g

senh2[gh(x)] + 2h(x) senh[gh(x)] cosh[gh(x)]

= 6h(x) coth[gh(x)]− 4
g
− 2
g

senh2[gh(x)]

− 2h(x) cosh2[gh(x)] coth[gh(x)] + 2h(x) senh[gh(x)] cosh[gh(x)]
(3.130)

A(x) está dada por (3.76):
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Ẑ1(x, ∂x) = − 1
A(x)I2

= h′2(x)
senh2[gh(x)]

{
−3gh(x) coth[gh(x)] + 2 + senh2[gh(x)]

+ gh(x) cosh2[gh(x)] coth[gh(x)]− gh(x) senh[gh(x)] cosh[gh(x)]
}

= h′2(x)
senh2[gh(x)]

{
−3gh(x) coth[gh(x)] + 2 + cosh2[gh(x)]

− 1 + gh(x) coth[gh(x)]
(
1 + senh2[gh(x)]

)
− gh(x) senh[gh(x)] cosh[gh(x)]

}
(3.131)

llegando finalmente a:

Ẑ1(x, ∂x) = h′2(x)
senh2[gh(x)]

(
1 + cosh2[gh(x)]− 2gh(x) coth[gh(x)]

)
(3.132)

que es el primer operador de corrección presentado por Kalinay
[24].

Caso ĺımite

Si el desarrollo anterior consistente, debe reducirse a casos conocidos.
Hacemos g → 0, para ello desarrollamos la expresión (3.132) en se-
rie de Taylor con las fórmulas expresadas en la sección (A.5). Además
haremos un cambio de variable donde gh(x) → α y omitiremos mo-
mentáneamente el término h′2(x) ya que no influye en el cálculo:
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Ẑ1 = csch2[α]
(
1 + cosh2[α]− 2α coth[α]

)
(3.133)

= csch2[α] + csch2[α] cosh2[α]− 2α csch2[α] coth[α] (3.134)
= csch2[α] + coth2[α]− 2α csch2[α] coth[α] (3.135)

= 1
α2 −

1
3 +O(α2) (3.136)

+ 1
α2 + 2

3 +O(α2) (3.137)

− 2
α2 +O(α2) (3.138)

≈ 2
α2 −

1
3 + 2

3 −
2
α2 (3.139)

= 1
3 (3.140)

de donde podemos concluir que:

ĺım
g→0

Ẑ1(x, ∂x) = h′2(x)
3 (3.141)

Es decir, se recupera el caso debido a Zwanzig y plasmado en la ecua-
ción (2.127). Podemos hacer la analoǵıa:

κ(x)→ Ẑ1(x, ∂x) (3.142)

Desarrollo en serie del coeficiente de difusión efectivo

Si utilizamos de nueva cuenta las expresiones para el flujo, es decir,
(3.58) y (3.59), y las aplicamos a (3.79) y (3.90) tenemos que:

J(x, t) = −A(x)
[
1− εẐ(x, ∂x)

] ∂
∂x

(3.143)

J(x, t) = −A(x)D(x) ∂
∂x

(3.144)

Con un flujo constante (está en estado estacionario), J(x, t) = J y al
comparar las ecuaciones (3.143) y (3.144) obtenemos:

D(x) =
[
1− εẐ(x, ∂x)

]
(3.145)
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y con la definición (3.89):

D(x) = 1−
∞∑
k=1

εkẐk(x, ∂x) (3.146)

Ahora el coeficiente de difusión efectivo puede ser encontrado como
una serie de potencias de ε que, recordemos, es un parámetro de la
anisotroṕıa del sistema. Si dejamos expĺıcito el primer término que ya
hemos calculado, la ecuación anterior queda como:

D(x) = 1− ε h′2(x)
senh2[gh(x)]

(
1 + cosh2[gh(x)]− 2gh(x) coth[gh(x)]

)
+O(ε2)

(3.147)

O siguiendo la sugerencia de Zwanzig [45] y haciendo ε = 1 para un
sistema isotrópico:

D(x) =
(

1− ε h′2(x)
senh2[gh(x)]

(
1 + cosh2[gh(x)]− 2gh(x) coth[gh(x)]

)

+O(ε2)
)−1

(3.148)
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Figura 3.1: Se muestra el comportamiento del coeficiente de difusión efec-
tivo, ecuación (3.147) y linea azul, para los valores de g = 2, 5, 10, 20. Las
lineas horizontales son los coeficientes para los casos ĺımite cuando g → 0
(linea verde) y g →∞ (linea roja). Se utilizó un cono simétrico cuyas fron-
teras están dadas por y± = ±mx± b, con m = 0.3 y b = 0.1.



Capı́tulo 4
Reducción dimensional asimétrica
con gravedad

El desarrollo de la sección 3.2.1, se realizó considerando que el sis-
tema bidimensional difusivo estaba compuesto por fronteras simétri-
cas ±h(x). Ahora se generalizará el tratamiento para incluir fronteras
asimétricas que denotaremos mediante hi(x) con i = 1, 2; siendo h1(x)
la frontera inferior y h2(x) la frontera superior.

El cálculo es completamente análogo al anterior y omitiremos al-
gunas partes de la ominosa álgebra.

Desde la expresión (3.61) y hasta (3.75) pueden ser reescritas de
manera correcta para el caso asimétrico tomando la correspondencia
±h(x) → hi(x). La razón es que en la mayoŕıa de las integrales que-
daron indicadas y no se realizó un cálculo expĺıcito, por lo que no fue
necesario evaluar en los ĺımites de integración que representan a las
fronteras del sistema. Solamente en (3.69) se utilizan las expresiones
para las fronteras, pero sus contribuciones se anulan, por lo que se
obtendrán resultados equivalentes y con la misma forma.

4.1 Solución para el estado de equilibrio

El primer cambio significativo para el problema asimétrico es la for-
ma que toma la función de normalización A(x), que ahora carece de
simetŕıa:

113
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A(x) =
∫ h2(x)

h1(x)
e−gy dy = 1

g

[
e−gh1(x)− e−gh2(x)

]
(4.1)

Para la solución en el estado de equilibrio llegamos a la ecuación de
Fick-Jacobs:

∂

∂t
p(x, t) = Dx

∂

∂x
A(x) ∂

∂x

p(x, t)
A(x) (4.2)

que es idéntica en su forma funcional a (3.79), la diferencia radica en
A(x), que para el caso simétrico se trata de una función hiperbólica
(3.76) y ahora, para un sistema con fronteras asimétricas A(x) está
dada en (4.1).

4.2 Solución general

La ecuación (3.111) representa una relación de recurrencia para los
operadores ω̂j y en el desarrollo utilizado para llegar a ella las con-
diciones a la frontera no juegan un papel determinante hasta que se
toma un valor espećıfico de A(x) que, recordemos, es en realidad quien
contiene la información de las fronteras del sistema.

Como primer paso para encontrar a ω̂1 debemos tomar la derivada
de A(x):

∂

∂x
A(x) = ∂

∂x

{
1
g

[
e−gh1(x)− e−gh2(x)

]}

= 1
g

[
−gh′1(x) e−gh1(x) +gh′2(x) e−gh2(x)

]
= h′2(x) e−gh2(x)−h′1(x) e−gh1(x)

(4.3)

y sustituyendo en la relación de recurrencia:

∂

∂y
e−gy ∂

∂y
ω̂1(x, y, ∂x)

= e−gy g

e−gh1(x)− e−gh2(x)

[
h′2(x) e−gh2(x)−h′1(x) e−gh1(x)

] ∂
∂x

(4.4)
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Notemos que se el operador está en términos de sus derivadas, debemos
integrar ambos lados de la igualdad:

∫
∂

[
e−gy ∂

∂y
ω̂1(x, y, ∂x)

]

=
∫ g e−gy

e−gh1(x)− e−gh2(x)

[
h′2(x) e−gh2(x)−h′1(x) e−gh1(x)

] ∂
∂x

∂y

(4.5)

lo que nos lleva a:

e−gy ∂

∂y
ω̂1(x, y, ∂x) = h′1(x) e−gh1(x)−h′2(x) e−gh2(x)

e−gh1(x)− e−gh2(x) egy ∂

∂x

+ Ĉ1

(4.6)

con Ĉ1 un operador (constante) de integración a determinar. Para
el caso simétrico también se encontraron ecuaciones que modelan las
condiciones a la frontera, haciendo ahora la correspondencia ±h(x)→
hi(x) podemos utilizar a (3.104), y en el caso en el que n = 0:

∂

∂y
ω̂1(x, y, ∂x)

∣∣∣∣
y=hi(x)

= h′i(x) ∂
∂x
ω̂0(x, y, ∂x)

∣∣∣∣
y=hi(x)

(4.7)

Y sabemos que ω̂0 = 1, por ello:

h′i(x) ∂
∂x
ω̂0(x, y, ∂x)

∣∣∣∣
y=hi(x)

= h′i(x) ∂
∂x

∣∣∣∣
y=hi(x)

(4.8)

Es prudente recordar que ω̂k actúa primero sobre el operando a su lado
derecho y después lo hace el operador diferencial sobre el resultado que
arroja ω̂k, por ello el lado derecho de la expresión anterior no se anula.
Luego:

h′i(x) ∂
∂x

= h′1(x) e−gh1(x)−h′2(x) e−gh2(x)

e−gh1(x)− e−gh2(x)
∂

∂x
+ egy Ĉ1

∣∣∣∣
y=hi(x)

(4.9)
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Con la frontera superior (i = 2), es decir, y = h2(x) podemos encontrar
el valor de la constante de integración:

Ĉ1 = h′2(x) e−gh2(x) ∂

∂x

− h′1(x) e−gh1(x)−h′2(x) e−gh2(x)

e−gh1(x)− e−gh2(x) e−gh2(x) ∂

∂x

(4.10)

que sustituyendo en la relación de recurrencia (4.6) da:

e−gy ∂

∂y
ω̂1(x, y, ∂x) = h′1(x) e−gh1(x)−h′2(x) e−gh2(x)

e−gh1(x)− e−gh2(x) egy ∂

∂x

+ h′2(x) e−gh2(x) ∂

∂x

− h′1(x) e−gh1(x)−h′2(x) e−gh2(x)

e−gh1(x)− e−gh2(x) e−gh2(x) ∂

∂x

(4.11)

entonces sólo queda integrar:

ω̂1(x, y, ∂x) =
∫ {

h′1(x) e−gh1(x)−h′2(x) e−gh2(x)

e−gh1(x)− e−gh2(x)

+ h′2(x) e−gh2(x) egy

−h
′
1(x) e−gh1(x)−h′2(x) e−gh2(x)

e−gh1(x)− e−gh2(x) e−gh2(x) egy
}
∂

∂x
∂y

=
{
y
h′1(x) e−gh1(x)−h′2(x) e−gh2(x)

e−gh1(x)− e−gh2(x)

+ h′2(x) e−gh2(x) egy 1
g

−h
′
1(x) e−gh1(x)−h′2(x) e−gh2(x)

e−gh1(x)− e−gh2(x) e−gh2(x) egy 1
g

}
∂

∂x
+ Ĉ0

(4.12)

Debemos encontrar al operador constante Ĉ0, integramos entonces la
expresión anterior respecto de la variable transversal y:
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0 =
∫ h2(x)

h1(x)
e−gy ω̂1(x, t, ∂x)dy

= Ĉ0

∫ h2(x)

h1(x)
e−gy dy

− 1
g

[h2(x)− h1(x)]
[
h′2(x) e−gh2(x)

+ h′1(x) e−gh1(x)−h′2(x) e−gh2(x)

e−gh1(x)− e−gh2(x) e−gh2(x)
]
∂

∂x

+ h′1(x) e−gh1(x)−h′2(x) e−gh2(x)

e−gh1(x)− e−gh2(x)

∫ h2(x)

h1(x)
y e−gy dy ∂

∂x

(4.13)

La nulidad de la expresión anterior es consecuencia de (3.116) con
la apropiada correspondencia de las fronteras para el caso asimétrico.
Las integrales que aparecen en la ecuación son fácilmente solubles, la
primera de manera directa y la última por partes, lo que nos permite
escribir:

0 = 1
g

[
e−gh1(x)− e−gh2(x)

]
Ĉ0 + 1

g
[h2(x)− h1(x)]

[
h′2(x) e−gh2(x)

− h′1(x) e−gh1(x)−h′2(x) e−gh2(x)

e−gh1(x)− e−gh2(x) e−gh2(x)
]
∂

∂x

− h′1(x) e−gh1(x)−h′2(x) e−gh2(x)

e−gh1(x)− e−gh2(x)

{
1
g

[
h2(x) e−gh2(x)

−h1(x) e−gh1(x)
]

+ 1
g2

[
e−gh2(x)− e−gh1(x)

]} ∂

∂x
(4.14)

Despejando se puede obtener el operador constante:
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Ĉ0 = h2(x)− h1(x)
e−gh2(x)− e−gh1(x)

[
h′2(x) e−gh2(x)

+ h′1(x) e−gh1(x)−h′2(x) e−gh2(x)

e−gh1(x)− e−gh2(x) e−gh2(x)
]
∂

∂x

+ h′1(x) e−gh1(x)−h′2(x) e−gh2(x)

[e−gh1(x)− e−gh2(x) ]2

{
h′2(x) e−gh2(x)

− h′1(x) e−gh1(x) +1
g

[
e−gh2(x)− e−gh1(x)

]} ∂

∂x

(4.15)

Conociendo esta igualdad podemos sustitúırla en (4.12):

ω̂1(x, y, ∂x) =
{
y
h′1(x) e−gh1(x)−h′2(x) e−gh2(x)

e−gh1(x)− e−gh2(x)

+ h′2(x) e−gh2(x) egy 1
g

−h
′
1(x) e−gh1(x)−h′2(x) e−gh2(x)

e−gh1(x)− e−gh2(x) e−gh2(x) egy 1
g

}
∂

∂x

+ h2(x)− h1(x)
e−gh2(x)− e−gh1(x)

[
h′2(x) e−gh2(x)

+ h′1(x) e−gh1(x)−h′2(x) e−gh2(x)

e−gh1(x)− e−gh2(x) e−gh2(x)
]
∂

∂x

+ h′1(x) e−gh1(x)−h′2(x) e−gh2(x)

[e−gh1(x)− e−gh2(x) ]2

{
h′2(x) e−gh2(x)

− h′1(x) e−gh1(x) +1
g

[
e−gh2(x)− e−gh1(x)

]} ∂

∂x

(4.16)

Definamos algunas cantidades por conveniencia, se entenderá que todas
ellas sólo son funciones dependientes de x. Comencemos por el ancho
del canal:

w(x) ≡ h2(x)− h1(x) (4.17)
para luego tomar la linea media:
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y0(x) ≡ 1
2 [h1(x) + h2(x)] (4.18)

Para identificar de una manera más clara dentro de los cálculos a las
funciones que representan a las fronteras utilicemos:

y±(x) ≡ y0(x)± 1
2w(x) (4.19)

que son equivalentes a:

y+(x) = h2(x) ; y−(x) = h1(x) (4.20)

Y por último tomemos:

ξ(x) ≡ 1
2gw(x) (4.21)

recordando que las cantidades primadas denotarán a sus derivadas con
respecto a la variable x. Con las definiciones anteriores y la ayuda
de funciones hiperbólicas, la expresión (4.16) puede verse de manera
mucho más compacta y manejable:

ω̂1(x, y, ∂x) =
{
y
[
y′0 −

1
2w
′ coth ξ

]
+ 1

2g e+gy e−gy+ w′ [1 + coth ξ]− 1
4ww

′
[
2 coth2 ξ − 1

]
+ 1

2w
′y0 coth ξ + 1

2wy
′
0 coth ξ − y0y

′
0

− 1
g
y′0 + 1

2gw
′ coth ξ

}
∂

∂x

(4.22)

El siguiente paso es tomar la derivada con respecto a x. Por practici-
dad omitiremos el carácter de operador diferencial, recordando que la
expresión que encontremos actuará por la izquierda como una deriva-
da parcial con respecto a x sobre cualquier función a su derecha. Para
marcar una diferencia usaremos ω1 en lugar de ω̂:
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∂

∂x
ω1(x, y, ∂x) = y

{
y′′0 −

1
2w
′′ coth ξ + 1

2ξ
′w′ csch2 ξ

}
+ 1

2g e+gy e−gy+
{
w′′ + w′′ coth ξ − ξ′w′ csch2 ξ

}
− 1

4ww
′
{
−4ξ′ coth ξ csch2 ξ

}
− 1

4
{

2 coth2 ξ − 1
}
{ww′′ + w′w′}

− y′0y′0 − y0y
′′
o + 1

2gw
′′ coth ξ − 1

2g ξ
′w′ csch2 ξ

+ 1
2 [w′y′0 + w′′y0] coth ξ − 1

2ξ
′w′y0 csch2 ξ

+ 1
2 [w′y′0 + wy′′0 ] coth ξ − 1

2ξ
′wy′0 csch2 ξ

+ 1
2g e+gy e−gy+ [w′ + w′ coth ξ]

{
−g

[
y′0 + 1

2w
′
]}
− 1
g
y′′0

(4.23)
donde sustituyendo el valor de ξ′ y simplificando, obtenemos:

∂

∂x
ω1(x, y, ∂x) = y

{
y′′0 −

1
2w
′′ coth ξ + 1

4gw
′w′ csch2 ξ

}
+ 1

2g e+gy e−gy+

{
w′′ + w′′ coth ξ − 1

2gw
′w′ csch2 ξ

− gw′y′0 −
1
2gw

′w′ − gw′y′0 coth ξ − 1
2gw

′w′ coth ξ
}

+ 1
2gww

′w′ coth ξ csch2 ξ + 1
4ww

′′ + 1
4w
′w′ − 1

2ww
′′ coth2 ξ

− 1
2w
′w′ coth2 ξ − y′0y′0 − y0y

′′
0 + 1

2gw
′′ coth ξ − 1

4w
′w′ csch2 ξ

+ w′y′0 coth ξ + 1
2w
′′y0 coth ξ − 1

4gw
′w′y0 csch2 ξ + 1

2wy
′′
0 coth ξ

− 1
4gww

′y′0 csch2 ξ − 1
g
y′′0

(4.24)
Ahora es necesario calcular:

1
A(x)

∫ y+

y−
e−gy ∂

∂x
ω1(x, y, ∂x)dy (4.25)
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La integral es sencilla dado que (4.23) tiene como factores comunes
a las expresiones que incluyen a la variable y. Por lo que podemos
identificar fácilmente tres integrales que debemos calcular:

∫ y+

y−
dy = y+ − y− = w (4.26)

∫ y+

y−
e−gy dy = −1

g

[
e−gy+ − e−gy−

]
= 2
g

e−gy0 senh ξ (4.27)

∫ y+

y−
y e−gy dy = 1

g
e−gy0 [2y0 senh ξ − w cosh ξ]+ 2

g2 e−gy0 senh ξ (4.28)

Ahora bien, es posible escribir 1/A(x) en términos de funciones hi-
perbólicas:

1
A(x) = 1

2g e+gy0 csch ξ (4.29)

por lo que:

1
A(x)

∫ y+

y−
dy = 1

2gw e+gy0 csch ξ (4.30)

1
A(x)

∫ y+

y−
e−gy dy = 1 (4.31)

1
A(x)

∫ y+

y−
y e−gy dy = y0 −

1
2w coth ξ + 1

g
(4.32)

Considerando estas igualdades tenemos:
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1
A(x)

∫ y+

y−
e−gy ∂

∂x
ω1(x, y, ∂x)dy =

{
y0 −

1
2w coth ξ + 1

g

}

×
{
y′′0 −

1
2w
′′ coth ξ + 1

4gw
′w′ csch2 ξ

}
+ 1

4 e−gy+ e+gy0 w csch ξ

×
{
w′′ + w′′ coth ξ − 1

2gw
′w′ csch2 ξ − gw′y′0 −

1
2gw

′w′

−gw′y′0 coth ξ − 1
2gw

′w′ coth ξ
}

+ 1
2gww

′w′ coth ξ csch2 ξ

+ 1
4ww

′′ + 1
4w
′w′ − 1

2ww
′′ coth2 ξ − 1

2w
′w′ coth2 ξ − y′0y′0 − y0y

′′
0

+ 1
2gw

′′ coth ξ − 1
4w
′w′ csch2 ξ + w′y′0 coth ξ + 1

2w
′′y0 coth ξ

− 1
4gw

′w′y0 csch2 ξ + 1
2wy

′′
0 coth ξ − 1

4gww
′y′0 csch2 ξ − 1

g
y′′0

= 1
4gww

′w′ coth ξ csch2 ξ + 1
4gww

′y′0 −
1
4gww

′y′0 coth2 ξ

+ 1
4w
′w′ − 1

2w
′w′ coth2 ξ − y′0y′0 + w′y′0 coth ξ − 1

4gww
′y′0 csch2 ξ

(4.33)

Recuperando la definición (3.88), retomando la naturaleza como ope-
rador de ω̂1 y sustituyendo el valor de ξ(x):

Ẑ1 = w′2(x)
4 senh2

[
1
2gw(x)

]
×
{

1 + cosh2
[1
2gw(x)

]
− gw(x) coth

[1
2gw(x)

]}
∂

∂x

+ y′0

{
y′0 − w′ coth

[1
2gw(x)

]
+ 1

2gww
′ csch2

[1
2gw(x)

]}
∂

∂x

(4.34)

Este es el primer operador de corrección, que sustitúıdo en la ecuación
(3.146) da como resultado:
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D(x) = 1− ε w′2(x)
4 senh2

[
1
2gw(x)

]
×
{

1 + cosh2
[1
2gw(x)

]
− gw(x) coth

[1
2gw(x)

]}
− εy′0

{
y′0 − w′ coth

[1
2gw(x)

]
+ 1

2gww
′ csch2

[1
2gw(x)

]}
+O(ε2)

(4.35)

Entonces, se propone un nuevo coeficiente de difusión efectivo, DT (x),
para un canal difusivo bidimensional asimétrico bajo un potencial gra-
vitatorio, el cual representa la principal aportación de esta tesis:

DT (x) = 1− ε w′2(x)
4 senh2

[
1
2gw(x)

]
×
{

1 + cosh2
[1
2gw(x)

]
− gw(x) coth

[1
2gw(x)

]}
− εy′0

{
y′0 − w′ coth

[1
2gw(x)

]
+ 1

2gww
′ csch2

[1
2gw(x)

]}
(4.36)

Tomando el caso de un sistema isotrópico (ε = 1):

DT (x) = 1− w′2(x)
4 senh2

[
1
2gw(x)

]
×
{

1 + cosh2
[1
2gw(x)

]
− gw(x) coth

[1
2gw(x)

]}
− y′0

{
y′0 − w′ coth

[1
2gw(x)

]
+ 1

2gww
′ csch2

[1
2gw(x)

]}
(4.37)

Y sin olvidar que se obtienen mejores resultados siguiendo la sugerencia
de Zwanzig, escribimos:
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DT (x) =
1 + w′2(x)

4 senh2
[

1
2gw(x)

]
×
{

1 + cosh2
[1
2gw(x)

]
− gw(x) coth

[1
2gw(x)

]}

+ y′0

{
y′0 − w′ coth

[1
2gw(x)

]
+ 1

2gww
′ csch2

[1
2gw(x)

]}−1

(4.38)

La forma de la ecuación (4.37), es totalmente conveniente para identi-
ficar que la tercer linea, es decir, la que se encuentra multiplicada por
y′0, describe el comportamiento del sistema debido a la asimetŕıa del
mismo. Este último término desaparece por completo si el sistema tiene
fronteras simétricas, caso que se estudiará en una sección posterior.

Para escribir el coeficiente de difusión efectivo se utilizaron las ecua-
ciones (3.143) y (3.144), que provienen de la ecuación de Smoluchowski,
por lo que el potencial puede ser obtenido a partir de esta y la función
de normalización A(x):

− βU(x) = 1
g

ln
[
e−gh1(x)− e−gh1(x)

]
(4.39)

por lo que una diferencia de potencial está dada por:

− βU(x) = −β [U(x)− U(x0) ] = ln
[

e−gh1(x)− e−gh2(x)

e−gh1(x0)− e−gh2(x0)

]
(4.40)

donde hemos definido como referencia a U(x0) = 0. Recordemos que el
potencial U no es tan solo del tipo entrópico sino también energético,
contiene la información correspondiente a las fronteras y también a las
fuerzas externas que actuan sobre las part́ıculas Brownianas, en este
caso la gravedad.

4.3 Fórmula de interpolación bidimensional

A partir de la propuesta inicial de Zwanzig para el coeficiente de difu-
sión efectivo y sugiriendo de que se trataba de los primeros términos de
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una serie truncada, Reguera y Rub́ı propusieron [34] que el coeficien-
te fuera escrito como en la sección 3.1.3, recomendación que Kalinay
también siguió [24]. Si bien en los diferentes art́ıculos de referencia [34,
24] se encuentran diferentes notaciones, podemos escribir a manera de
unificación:

D(x) ≈ D0[
1 + 1

4 εw
′2(x)

]η(gw,y′0) (4.41)

donde η es una función que depende del producto gw y de y′0(x) =
(h′1(x)+h′2(x))/2 que es la derivada de la linea media y w′(x) = h′2(x)−
h′1(x) siendo la derivada del ancho del canal.

La finalidad de escribir el coeficiente de difusión efectivo de esta
manera es el obtener términos adicionales a los calculados que pudie-
ran, en principio, mejorar la precisión y rango de aplicabilidad de la
D(x) propuesta inicialmente. En otras palabras, si partimos de la idea
de que la expresión encontrada del coeficiente de difusión representa a
los primeros términos de una serie infinita, entonces al proponer una
expresión como (4.41) debemos recuperar los términos propuestos y
además obtener sumandos adicionales.

Al desarrollar en serie de Taylor a la ecuación (4.41) obtenemos:

D(x) ≈ D0

1 + 1
4 ηεw

′2(x) +O(ε2) (4.42)

Proponemos entonces una nueva función ηT a partir del coeficiente
DT (x):

ηT (gw, y′0) = 1
sinh2

[
1
2gw

] {1 + cosh2
[1
2gw

]
− gw coth

[1
2gw

]}

+ 4 y
′
0

w′2

{
y′0 − w′ coth

[1
2gw

]
+ 1

2gww
′ csch2

[1
2gw

]}

(4.43)

que al sustituir en (4.41) y desarrollar en serie, arroja en sus primeros
términos la expresión (4.38), es decir, la nueva propuesta DT (x). En
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la siguiente sección se analizan los casos ĺımite para DT (x) y a partir
de ellos se propone una función η para cada caso que reproduzca los
resultados ya conocidos.

4.4 Casos ĺımite

4.4.1 Canal simétrico con gravedad

Para el caso en el que el canal es simétrico tenemos que y0(x) = 0 y
como consecuencia y′0(x) = 0, además w(x) = 2h(x), por ello (4.36) se
reduce al resultado reportado por Kalinay [24] haciendo ε = 1:

D(x) = 1− h′2(x)
senh2[gh(x)]

(
1 + cosh2[gh(x)]− 2gh(x) coth[gh(x)]

)
(4.44)

el cual se encontró previamente. Ahora bien, aplicando los mismos
criterios a (4.43) obtenemos la propuesta de Kalinay para la función η:

ηK = 1
sinh2 [gh]

{
1 + cosh2 [gh]− 2gh coth [gh]

}
(4.45)

y sustituyendo en (4.42) para después tomar los primeros términos de
la serie, recuperamos correctamente la ecuación (3.147).

4.4.2 g dominante

Para encontrar que sucede cuando el campo gravitatorio es dominante
podemos considerar que g → ±∞ en la expresión (4.36) o, por sim-
plicidad, en (4.37). En términos de la variable ξ que hemos utilizado
quedaŕıa como:

g → ±∞ ⇒ ξ = 1
2gw → ±∞ (4.46)

Lo anterior suponiendo que la función w(x) y su derivada w′(x) perma-
necen finitas, suposiciones que resultan razonables ya que representan
al ancho del canal difusivo y su cambio con la posición respectivamente.
Consideremos el ĺımite:
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ĺım
g→±∞

gw csch2 ξ = ĺım
g→±∞

gw

senh2
[

1
2gw

]
= ĺım

g→±∞

w[
21

2g
]

senh
[

1
2gw

]
cosh

[
1
2gw

]
= ĺım

g→±∞

4
[eξ − e−ξ] [eξ + e−ξ]

= ĺım
g→±∞

4
e2ξ − e−2ξ

= 0

(4.47)

donde se ha utilizado la regla de L’Hôpital. Además:

ĺım
g→±∞

coth2 ξ = 1 ; ĺım
g→±∞

coth ξ = ±1

ĺım
g→±∞

coth ξ csch2 ξ = 0 ; ĺım
g→±∞

csch2 ξ = 0
(4.48)

Tomando en cuenta estos ĺımites tenemos que nuestro coeficiente de
difusión efectivo DT (x) cuando g → ±∞ es:

DT,g→±∞ = 1− w′2(x)
4

×
{

csch2 ξ + coth2 ξ − gw(x) coth ξ csch2 ξ
}

− y′0
{
y′0 − w′ coth ξ + 1

2gww
′ csch2 ξ

}
= 1− w′2(x)

4 {0 + 1− 0} − y′0 {y′0 ∓ w′ + 0}

(4.49)

Entonces:

DT,g→±∞ = 1− y′0
2 − 1

4w
′2(x)± y′0w′ (4.50)

Es importante señalar que el signo del término ±y′0w′, depende de la
dirección de la fuerza constante proveniente del campo externo. Este
término desaparece en el caso de fronteras simétricas dado que y′0 = 0.
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Además, si (4.50) se reescribe en términos de las expresiones para
las fronteras, es decir, utilizando h1 y h2, tenemos:

DT,g→±∞ = 1− 1
2
{
h′21 + h′22 ∓

(
h′22 − h′21

)}
(4.51)

y separando ambos casos:

DT,g→+∞ = 1− h′21 ; DT,g→−∞ = 1− h′22 (4.52)

O escribiéndolas como lo sugirió Zwanzig [45]:

DT,g→+∞ = 1
1 + h′21

; DT,g→−∞ = 1
1 + h′22

(4.53)

Aclaremos que el hecho de hacer g → ±∞ implica que G → ∓∞
debido a la relación (3.53), lo que se traduce en:

DT,G→−∞ = 1
1 + h′21

; DT,G→+∞ = 1
1 + h′22

(4.54)

Es decir, bajo un campo muy intenso, el caminante se acercará cada
vez más a una de las fronteras y cuando llegue a ella, el mismo campo
la obligará a seguir un movimiento unidimensional sobre la barrera
inclinada correspondiente.

4.4.3 Canal asimétrico sin gravedad

En este caso debemos verificar qué sucede cuando g → 0. Tomaremos
la función de normalización del canal asimétrico cuando el campo gra-
vitacional es muy pequeño. Partimos de la expresión (4.1) tomando
en cuenta, con i = 1, 2, que debemos utilizar al menos los primeros
dos términos de la serie de Taylor de la exponencial negativa, de lo
contrario la función de normalización será nula:

e−ghi(x) ≈ 1− ghi(x) (4.55)

entonces:
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Figura 4.1: Comportamiento del coeficiente de difusión efectivo, ecuación
(4.37) (linea azul), para los valores de g = −12, 12,−10, 10. Es notorio que la
asimetŕıa del sistema genera que para los mismos valores de g pero con dis-
tintos signos, D(x) se comporte de manera distinta. Las lineas horizontales
son los coeficientes para los casos ĺımite, expresiones (4.53), representados
por la pendiente de la frontera, h′i(x), por la que el caminante aleatorio
describe un comportamiento unidimensional en el ĺımite. Se utilizó un cono
asimétrico cuyas fronteras están dadas por y2 = mx+ b e y1 = −αmx− b,
con m = 0.3, α = 0.2 y b = 0.1.

A(x) ≈ Aa(x) ≡ 1
g

[1− gh1(x)− 1 + gh2(x)] = h2(x)− h1(x) = w(x)
(4.56)

El procedimiento que debemos seguir es el mismo que se ha realizado
tanto en el caṕıtulo anterior como en este, además de que obviaremos
nuevamente el carácter de operador de ω̂1 → ω1 y de las constan-
tes de integración Ĉi → Ci, aśı como las dependencias expĺıcitas de
y±, Aa, w, y0, que, recordemos, dependen únicamente de x. Tomamos
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0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.90

0.92

0.94

0.96

0.98

1.00

x

D
(x
)

g = -5

h'1(x)

h'2(x)

DDP(x)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.90

0.92

0.94

0.96

0.98

1.00

x

D
(x
)

g = 5

h'1(x)

h'2(x)

DDP(x)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.90

0.92

0.94

0.96

0.98

1.00

x

D
(x
)

g = -2

h'1(x)

h'2(x)

DDP(x)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
0.90

0.92

0.94

0.96

0.98

1.00

x

D
(x
)

g = 2

h'1(x)

h'2(x)

DDP(x)

Figura 4.2: Comportamiento del coeficiente de difusión efectivo, ecuación
(4.37) (linea azul), para los valores de g = −5, 5,−2, 2. Es notorio que la
asimetŕıa del sistema genera que para los mismos valores de g pero con dis-
tintos signos, D(x) se comporte de manera distinta. Las lineas horizontales
son los coeficientes para los casos ĺımite, expresiones (4.53), representados
por la pendiente de la frontera, h′i(x), por la que el caminante aleatorio
describe un comportamiento unidimensional en el ĺımite. Se utilizó un cono
asimétrico cuyas fronteras están dadas por y2 = mx+ b e y1 = −αmx− b,
con m = 0.3, α = 0.2 y b = 0.1.

ahora la derivada de la función de normalización:

∂

∂x
Aa(x) = w′(x) (4.57)

Y al utilizar la relación de recurrencia (3.99) tendremos en cuenta que
e−gy ≈ 1:

∂2

∂y2ω1 = 1
Aa

∂

∂x
Aa = w′

w
(4.58)
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que al integrar queda:

∂

∂x
ω1 = w′

w
y + C1 (4.59)

Para encontrar la constante utilizamos la condición (3.104) con n = 0:

y′+ = y+
w′

w
+C1 ⇒ C1 = y′+ − y+

w′

w
(4.60)

por lo que:

∂

∂y
ω1 = w′

w
y + y′+ − y+

w′

w
(4.61)

Expresión que debemos integrar:

ω1 = 1
2y

2w
′

w
+ yy′+ − yy+

w′

w
+C0 (4.62)

Haciendo uso de (3.116) con n = 1 y la correspondiente aproximación
para la exponencial tenemos:

0 = 1
6
w′

w
(y3

+ − y3
−) + 1

2y
′
+(y2

+ − y2
−)− 1

2y+
w′

w
(y2

+ − y2
−) + (y+ − y−)C0

= 1
2w
′y2

0 + 1
24w

2w′ + wy0y
′
0 + 1

2ww
′y0 + wC0 − w′y2

0 −
1
2ww

′y0

(4.63)

luego:

C0 = 1
2
w′

w
y2

0 −
1
24ww

′ − y0y
′
0 (4.64)

Obteniendo aśı la forma de ω1:

ω1 = 1
2y

2w
′

w
+ y

[
y′0 −

w′

w
y0

]
+ 1

2
w′

w
y2

0 −
1
24ww

′ − y0y
′
0 (4.65)

Ahora calculamos su derivada:
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∂

∂x
ω1 = 1

2y
2
{
w′′

w
− w′w′

w2

}
+ y

{
y′′0 −

w′

w
y′0 − y0

[
w′′

w
− w′w′

w2

]}

+ 1
2y

2
0

[
w′′

w
− w′w′

w2

]
+ w′

w
y0y
′
0 −

1
24 {ww

′′ + w′w′} − y0y
′′
0 − y′0y′0

≈ −1
2y

2w
′w′

w2 − y
{
w′

w
y′0 −

w′w′

w2 y0

}
− 1

2
w′w′

w2 y2
0 + w′

w
y0y
′
0

− 1
24w

′w′ − y′0y′0
(4.66)

La aproximación que se muestra en el último paso se debe a que se han
descartado las segundas derivadas. Al igual que para el canal asimétrico
con gravedad (sin aproximación) las integrales que se tienen que cal-
cular para encontrar el operador de corrección Ẑ1 son relativamente
simples:

1
Aa

∫ y+

y−

∂

∂x
ω1dy = −1

6
w′w′

w3 (y3
+ − y3

−)− 1
2w (y2

+ − y2
−)

×
{
w′

w
y′0 −

w′w′

w2 y0

}
− 1

2
w′w′

w2 y2
0 + 2′

2 y0y
′
0 −

1
24w

′w′ − y′0y′0

= −1
2
w′w′

w2 y2
0 −

1
24w

′w′ − w′

w
y0y
′
0 + w′w′

w2 y2
0 −

w′w′

w2 y2
0 + w′

w
y0y
′
0

− 1
24w

′w′ − y′0y′0

= − 1
12w

′w′ − y′0y′0
(4.67)

lo que nos permite escribir a Ẑ1:

Ẑ1 = y′0
2(x) + 1

12w
′2(x) (4.68)

Para obtener el coeficiente de difusión efectivo que genera este operador
de corrección, Da(x), tomaremos el caso de un sistema isotrópico, es
decir, con ε = 1:
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Da(x) = 1− y′0
2(x)− 1

12w
′2(x) (4.69)

Dagdug y Pineda encontraron [31] una expresión general para el coefi-
ciente de difusión efectivo de un sistema bidimensional con fronteras
asimétricas, a saber:

DDP (x) = 1
w′

{
atan

(
y′0 + 1

2w
′
)
− atan

(
y′0 −

1
2w
′
)}

(4.70)

Si consideramos los primeros dos términos de la serie de Taylor de las
arcotangentes, obtenemos:

DDP (x) ≈ 1
w′

{(
y′0 + 1

2w
′
)
− 1

3

(
y′0 + 1

2w
′
)3

−
(
y′0 −

1
2w
′
)

+ 1
3

(
y′0 −

1
2w
′
)3}

= 1
w′

{
w′ − w′y′0

2 − 1
12w

′3
}

= 1− y′0
2(x)− 1

12w
′2(x)

(4.71)

Es decir, la ecuación que Bradley encontró [8] es un caso particular del
coeficiente de Dagdug-Pineda [31], que escrito en la forma de Zwanzig
se ve como:

DDP (x) ≈ 1
1 + y′0

2(x) + 1
12w

′2(x)
= DB(x) (4.72)

Esta expresión es idéntica al coeficiente encontrado en el caso ĺımite
mostrado en (4.69), lo que indica que la propuesta del nuevo coeficien-
te de difusión efectivo que considera fronteras asimétricas y un campo
gravitacional para un sistema bidimensional, ecuación (4.36), generali-
za y además es consistente con los resultados previamente reportados
en la literatura.
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4.4.4 Valores pequeños de g

Si, en este caso, g � 1, entonces podemos tomar los desarrollos en serie
de Laurent de las funciones hiperbólicas presentes en (4.37), usando
como parámetro ξ ≡ gw(x)/2:

DT (x) = 1− 1
4

{[
1
ξ2 −

1
3 + 1

15ξ
2 +O(ξ4)

]
+
[

1
ξ2 + 2

3 + 1
15ξ

2 +O(ξ4)
]

−2ξ
[

1
ξ

+ 1
3ξ −

1
45ξ

3 +O(ξ5)
] [

1
ξ2 −

1
3 + 1

15ξ
2 +O(ξ4)

]}

− y′0

{
y′0 − w′

[
1
ξ

+ 1
3ξ −

1
45ξ

3 +O(ξ5)
]

+ξw′
[

1
ξ2 −

1
3 + 1

15ξ
2 +O(ξ4)

]}

≈ 1− 1
4w

′2
{

2
ξ2 + 1

3 + 2
15ξ

2 − 2
15ξ

2 − 2
ξ2

}
− y′0

{
y′0 −

2
3ξw

′
}

= 1− 1
12w

′2 − y′0
{
y′0 −

2
3ξw

′
}

= Da

(4.73)

donde se han despreciado los términos de orden superior al cuadrático
en ξ. Enseguida se sustituye la definición de ξ:

Da(x) = 1− y′20 −
1
12w

′2 + 1
3gww

′y′0 (4.74)

O escrito como sugiere Zwanzig:

Da(x) = 1
1 + y

′2
0 + 1

12w
′2 − 1

3gww
′y′0

(4.75)

Se trata entonces de un caso generalizado de la ecuación de Bradley
(4.72) para valores de g � 1:

Da(x) = DB(x) + 1
3gw(x)w′(x)y′0(x) (4.76)

Este camino es mucho más corto que para el caso del canal asimétrico
sin gravedad a través del método de la proyección. En otras palabras,
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si para (4.76) hacemos g = 0, entonces recuperamos fácilmente la ex-
presión encontrada en (4.69).

Si aplicamos las mismas condiciones y el mismo desarrollo en series
de Laurent para ηT :

ηBg = 1
3 + 4y′20

1
w′2
− 4

3gwy
′

0
1
w′

(4.77)

donde ηBg representa la propuesta de la función η para la ecuación de
Bradley modificada para incluir la influencia de campos cuando g � 1.
Al hacer la sustitución en (4.42) se obtiene de manera inmediata (4.75).

Además, al tomar g = 0 es fácil ver que se obtiene la ecuación de
Bradley, por ello podemos escribir:

ηB = 1
3 + 4y′20

1
w′2

(4.78)

Es posible llegar al coeficiente propuesto por Reguera y Rub́ı al saber
que trata a un canal simétrico, es decir, donde y′0 = 0, entonces:

ηRR = 1
3 (4.79)

obteniendo la propuesta de Reguera y Rub́ı expresada en (3.50). Y si
se toman los primeros términos de la serie RR, entonces se obtiene el
coeficiente de Zwanzig:

DZw(x) = D0

1 + 1
12w

′2 (4.80)

Podemos decir entonces que a partir de la función ηT propuesta en
(4.43), podemos recuperar, con las consideraciones adecuadas, los re-
sultados reportados en la literatura. Siendo aśı ηT junto con la fórmula
de interpolación (4.41), representan una generalización para todos los
casos ya conocidos.
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Capı́tulo 5
Tiempo de arribo en presencia de
campos externos

En la sección (1.3.1) se establecieron los conceptos básicos de la pro-
babilidad de supervivencia de un caminante aleatorio que se encuentra
en un canal de longitud dada L, y que comienza su recorrido en una
posición x0. Además, en (1.3.2) se definió el tiempo medio de primer
arribo (TMPA) para el mismo caminante.

En este caṕıtulo se calculará el TMPA para un sistema bidimensio-
nal con dos paredes, una completamente absorbente y otra completa-
mente reflejante. Las técnicas y definiciones expuestas anteriormente
son válidas debido a que las paredes de las que hablamos se encuentran
posicionadas de manera manera vertical, es decir, no importa qué tan-
to avance la part́ıcula en la dirección transversal (vertical) del canal,
el único modo de alcanzar dichas barreras es avanzando de manera
longitudinal (horizontal); además recordemos que en el movimiento
Browniano las componentes dimensionales de su desplazamiento son
independientes una de otra.

5.1 Operadores de Smoluchowski

Cuando se trabajó con la difusión confinada en el capitulo (2), de
manera particular en el desarrollo de Zwanzig, se definió el operador de
Smoluchowski bidimensional, D, expresado en (2.71), que se reescribe
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aqúı con una notación también encontrada en la literatura:

L(x) · ≡ D
∂

∂x
e−βU(x) ∂

∂x

[
eβU(x) ·

]
(5.1)

que en tres dimensiones se ve:

L(r) · ≡∇ ·
{
D(r) e−βU(r)∇

[
eβU(r) ·

]}
(5.2)

donde se ha considerado también, la posible dependencia espacial del
coeficiente de difusión. El mismo operador suele escribirse sin las llaves
y corchetes:

L(r) · ≡∇ ·D(r) e−βU(r)∇ eβU(r) · (5.3)

y que sin el indicador de la función sobre la que opera queda como:

L(r) ≡∇ ·D(r) e−βU(r)∇ eβU(r) (5.4)

Tomando la ecuación (2.24), generalizándola a tres dimensiones y es-
cribiéndola utilizando el operador de Smoluchowski, obtenemos:

∂

∂t
p(r, t|r0) = L(r)p(r, t|r0) (5.5)

5.1.1 Ecuación de balance detallado

Recordemos que el propagador de una part́ıcula Browniana indica la
evolución temporal de la densidad de probabilidad del sistema. Es de-
cir, la probabilidad tenemos de encontrar a la part́ıcula en la posición
r al tiempo t, dado que inició su recorrido en la posición r0. Podŕıamos
también considerar el propagador obtenido de la inversión de las va-
riables:

p(r, t|r0)→ p(r0, t|r) (5.6)

Puede deducirse una relación entre ambos si recordamos que se trata
de densidades de probabilidad condicionales, cuya definición general es
[37]:

P (A|B) = P (A ∩B)
P (B) (5.7)
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esto es, la probabilidad de que ocurra un evento A dado que ocurrió
B es la misma que la probabilidad de que ocurran A y B entre la
probabilidad de que sólo ocurra B. Y el teorema de Bayes proporciona
la siguiente relación:

P (Ai|B) = P (B|Ai)P (Ai)∑
i P (B|Ai)P (Ai)

(5.8)

pero por el teorema de la probabilidad total:

P (Ai|B) = P (B|Ai)P (Ai)
P (B) (5.9)

En nuestro caso se trata de densidades de probabilidad, por lo que si
deseamos aplicar el teorema de Bayes se hará considerando los inter-
valos de tiempo adecuados, es decir dt:

p(r, t|r0) dt = p(r0, t|r) dt p(r) dt
p(r0) dt (5.10)

llegando a:

p(r, t|r0) p(r0) = p(r0, t|r) p(r) (5.11)

notando que hay dos términos que no tienen dependencia temporal, es
decir, se trata de densidades de probabilidad en el estado de equilibrio.
Pero si tomamos el factor de Boltzmann con la enerǵıa potencial:

p(r) ∝ e−βU(r) (5.12)

recordando, claro, que se trata de una relación de proporcionalidad,
aunque en este caso la constante de proporcionalidad (o normaliza-
ción) no representa un problema debido a que ambos propagadores
pertenecen al mismo sistema, por lo que la constante se simplifica.
Obtenemos pues la condición de balance detallado:

p(r, t|r0) e−βU(r0) = p(r0, t|r) e−βU(r) (5.13)

Esta expresión indica que en el estado de equilibrio, no existe un flujo
neto entre los puntos espaciales r y r0.
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5.1.2 Operador hacia atrás

Sabemos que el propagador satisface la ecuación de Smoluchowski:

∂

∂t
p(r0, t|r) = L(r0)p(r0, t|r) (5.14)

y utilizando la ecuación de balance detallado a ambos lados de la ex-
presión anterior:

∂

∂t

{
p(r, t|r0) eβU(r) e−βU(r0)

}
= L(r0)

{
p(r, t|r0) eβU(r) e−βU(r0)

}
(5.15)

Observemos que las exponenciales del lado izquierdo de la igualdad no
tienen una dependencia temporal y pueden salir de la derivada. Del
lado derecho de la igualdad, el operador de Smoluchowski sólo aplica
a las dependencias de r0, entonces la exponencial que sólo depende de
r puede aparecer a su lado izquierdo. Esto es:

∂

∂t
p(r, t|r0) = eβU(r0) L(r0)

{
e−βU(r0) p(r, t|r0)

}
(5.16)

de donde podemos definir:

L+(r0) · ≡ eβU(r0) L(r0)
{

e−βU(r0) ·
}

(5.17)
encontrado de manera usual como:

L+(r0) ≡ eβU(r0) L(r0) e−βU(r0) (5.18)
que es el operador adjunto del operador de Smoluchowski, hacia atrás
de Smoluchowski o backwards Smoluchowski operator como se le conoce
en inglés.

5.2 Tiempo medio de primer arribo

En la ecuación (1.43) se definió el TMPA de manera general como el
primer momento de la densidad de probabilidad s(t|x0), y en (1.45) se
encontró una expresión equivalente en términos de la probabilidad de
supervivencia. También tengamos presente la definición de esta última,
ecuación (1.35).
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Sabiendo lo anterior, tomemos la ecuación hacia atrás de Smolu-
chowski e integremos espacialmente:∫ ∂

∂t
p(r, t|r0)dτ =

∫
L+(r0)p(r, t|r0)dτ (5.19)

donde dτ es la diferencial sobre todas las dimensiones espaciales invo-
lucradas, entonces, aplicando la definición de probabilidad de supervi-
vencia:

∂

∂t
S(t|r0) = L+(r0)S(t|r0) (5.20)

para luego integrar en el tiempo:∫ ∞
0

∂

∂t
S(t|r0)dt =

∫ ∞
0
L+(r0)S(t|r0)dt (5.21)

lo que con la definición de TMPA nos lleva a:

S(t→∞|r0)− S(t = 0|r0) = L+(r0) 〈t(r0)〉 (5.22)
Pero sabemos que la probabilidad de encontrar a la part́ıcula dentro
del canal cuando ha pasado demasiado tiempo es nula, y cuando el
sistema apenas comienza a evolucionar, es seguro encontrarla, esto es:

S(t →∞|r0) = 0 ; S(t = 0|r0) = 1 (5.23)
entonces obtenemos la ecuación reportada en [43, 41, 33]:

L+(r0) 〈t(r0)〉 = −1 (5.24)
y sustituyendo la definición del operador hacia atrás de Smoluchowski
(5.18):

eβU(r0)∇r0 ·D(r0) e−βU(r0)∇r0 eβU(r0) e−βU(r0) 〈t(r0)〉 = −1 (5.25)

es decir:

∇r0 ·
[
D(r0) e−βU(r0)∇r0 〈t(r0)〉

]
= − e−βU(r0) (5.26)

que con las condiciones adecuadas puede ser resuelta para obtener el
TMPA en términos de D(r0) y r0.
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5.2.1 Cono bidimensional simétrico

Resolvamos ahora el caso particular de un cono en dos dimensiones, rec-
to, simétrico y sin influencias de campos externos. Además tendremos
una pared completamente reflejante en x = 0 y una pared completa-
mente absorbente en x = L. Entonces, el potencial que se presenta en
la ecuación se refiere únicamente al potencial entrópico, que como ya
sabemos, toma el lugar de las fronteras del sistema, entonces:

h2(x)

h1(x) = −h2(x)

y0(x)

x = 0

L

w(x)

Figura 5.1: Representación de un cono simétrico, que va de angosto a
ancho (n → w), de largo L cuyo extremo izquierdo comienza en x = 0. El
ancho del cono está dado por w(x) = h2(x) − h1(x) donde hi(x) son las
rectas que definen a las fronteras. Además y0(x) = [h1(x) + h2(x)]/2 es la
linea media.

e−βU(r0) = w(x) (5.27)
que es el ancho del canal, es decir, como:

h2(x) = mx+ b ; h1(x) = −mx− b = −h2(x) (5.28)

son las fronteras, entonces:

w(x) = h2(x)− h1(x) = 2(mx+ b) = 2(b+ λx) (5.29)
donde hemos definido:

λ ≡ 1
2w
′(x) (5.30)
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debemos considerar que cuando se dedujo la ecuación diferencial para el
tiempo medio de primer arribo, se utilizó el propagador de la part́ıcula.
El propagador satisface la ecuación de Smoluchowski y supondremos
que proviene de aplicar la técnica de reducción dimensional, es decir,
se trata de una función unidimensional en el espacio, entonces:

1
w(x0)

d
dx0

[
D(x0)w(x0) d

dx0
〈t(x0)〉

]
= −1 (5.31)

De manera intuitiva, el coeficiente de difusión efectivo nos indica una
tasa del desplazamiento del caminante aleatorio respecto a alguna po-
sición previa de referencia en un intervalo de tiempo. Tomando como
referencia a que la constante de difusión D = 1, al estar la part́ıcula
confinada, entonces Deff < D = 1, debido a que el coeficiente de-
berá reflejar el cambio en la tasa de desplazamiento, evidentemente
las paredes con las que ahora interactúa el sistema confinado respecto
del sistema libre tenderán a limitar el movimiento del caminante, por
lo que Deff < D. En este caso particular, el cambio en las paredes
conforme va cambiando la posición es constante, por lo que podemos
tomar:

D(x0)→ Dλ (5.32)

y la ecuación que debemos resolver es:

Dλ

w(x0)
d

dx0

[
w(x0) d

dx0
〈t(x0)〉

]
= −1 (5.33)

Debemos integrar dos veces, la primera da como resultado:

w(x0) d
dx0
〈t(x0)〉 = − 1

Dλ

∫
w(x0)dx0 + C1 (5.34)

donde C1 es una constante de integración. Por lo pronto sustituiremos
el valor del ancho del canal para nuestro caso particular:

w(x0) d
dx0
〈t(x0)〉 = − 2

Dλ

∫
[b+ λx0] dx0 + C1 (5.35)

que resolviendo:
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w(x0) d
dx0
〈t(x0)〉 = − 2

Dλ

[
bx0 + 1

2λx
2
0

]
+ C1 (5.36)

Como la pared reflejante está en x0 = 0 y el caminante inicia su reco-
rrido en esa misma posición al tiempo t = 0:

d
dx0
〈t(x0)〉

∣∣∣∣
x0=0

= 0 (5.37)

lo que nos indica que no existe un cambio en el tiempo medio de pri-
mer arribo. Utilizando esta condición para encontrar la constante C1
tenemos:

d
dx0
〈t(x0)〉

∣∣∣∣
x0=0

= −1
b
C1 = 0 (5.38)

llegando a que C1 = 0 con b 6= 0. Ahora, integrando nuevamente:

〈t(x0)〉 = − 1
Dλ

∫ 1
b+ λx0

[
bx0 + 1

2λx
2
0

]
dx0 + C2

= − 1
Dλ

∫ bx0

b+ λx0
dx0 −

λ

2Dλ

∫ x2
0

b+ λx0
dx0 + C2

= − b

Dλ

∫ [
1
λ
− b

λ(b+ λx0)

]
dx0 −

λ

2Dλ

∫ [
x0

λ
− b

λ2

+ b2

λ(b+ λx0)

]
dx0 + C2

= − 1
4Dλ

x2
0 −

b

2λDλ

x0 + b2

2λ2Dλ

ln (b+ λx0) + C2

(5.39)

La siguiente condición nos indica que cuando la part́ıcula se encuentra
en la frontera absorbente, es decir, en x0 = L, el TMPA deberá ser
cero, esto es, la part́ıcula es absorbida inmediatamente:

〈t(x0 = L)〉 = 0 (5.40)

entonces:

C2 = 1
4Dλ

L2
0 + b

2λDλ

L− b2

2λ2Dλ

ln (b+ λL) (5.41)
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que sustituyendo en (5.39) da:

〈t(x0)〉 = 1
4Dλ

(L2 − x2
0) + b

2λDλ

(L− x0)

+ b2

2λ2Dλ

ln
[
b+ λL

b+ λx0

] (5.42)

que también puede escribirse:

〈t(x0)〉 = 1
4λ2Dλ

{
λ2(L2 − x2

0) + 2λb(L− x0)

−2b2 ln
[
b+ λL

b+ λx0

]} (5.43)

Tomando ahora el caso particular en que x0 = 0:

〈t(x0)〉 = 1
4λ2Dλ

{
λL(2b+ λL)− 2b2 ln

(
1 + λL

b

)}
(5.44)

En este caso el lado izquierdo del canal es más angosto que el lado
derecho, por lo que denotaremos a este tiempo como:

τn→w(λ, L) ≡ 〈t(x0)〉n→w (5.45)
donde n → w simboliza que el canal va de lo más angosto (narrow) a
lo más ancho (wide). Entonces nuestra relación final es:

τn→w(λ, L, b) = 1
4λ2Dλ

{
λL(2b+ λL)− 2b2 ln

(
1 + λL

b

)}
(5.46)

ecuación que coincide con la presentada por Berezhkovskii, Dagdug y
Bezrukov [7]. Ahora nos daremos a la tarea de encontrar la expresión
para τw→n(λ, L, b) siguiendo el mismo procedimiento pero tomando en
cuenta que ahora las fronteras están dadas por:

h2(x) = −m(x− L) + b ; h1(x) = m(x− L)− b = −h2(x) (5.47)
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h2(x)

h1(x) = −h2(x)

y0(x)

x = 0
L

w(x)

Figura 5.2: Representación de un cono simétrico, que va de ancho a angosto
(w → n), de largo L cuyo extremo izquierdo comienza en x = 0. El ancho
del cono está dado por w(x) = h2(x)−h1(x) donde hi(x) son las rectas que
definen a las fronteras. Además y0(x) = [h1(x) + h2(x)]/2 es la linea media.

y el ancho del canal en términos λ definida en (5.30):

w(x) = h2(x)− h1(x) = 2 [b+ λ(L− x)] = 2 [(b− λL) + λx] (5.48)

donde debemos notar que λL es una constante y entonces b−λL tam-
bién lo es, por ello todas las expresiones que se utilizaron para el caso
n → w pueden utilizarse con esta consideración, en particular la ex-
presión (5.43), donde haremos la sustitución b → b− λL. Luego cam-
biaremos λ → −λ para que las expresiones de la derivada del ancho
del canal sean consistentes:

τw→n(x0, λ, L, b) = 1
4λ2Dλ

{
λ2 (L2 − x2

0)− 2λ(b+ λL)(L− x0)

−2(b+ λL)2 ln
[

(b+ λL)− λL
(b+ λL)− λx0

]}
(5.49)

Si ahora x0 = 0:



Caṕıtulo 5. Tiempo de arribo en presencia de campos externos 147

τw→n(λ, L, b) = 1
4λ2Dλ

{
λ2L2 − 2λ(b+ λL)L

−2(b+ λL)2 ln
[

(b+ λL)− λL
b+ λL

]} (5.50)

obteniendo finalmente:

τw→n(λ, L, b) = − 1
4λ2Dλ

{
2(b+ λL)2 ln

(
b

b+ λL

)

+ λL(2b+ λL)
} (5.51)

ecuación que también es reportada en la referencia [7].
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Figura 5.3: Tiempos medios de primer arribo para un cono simétrico sin
influencia de campos externos. En este caso se usó b = 0.1, L = 1 y dife-
rentes D. Observemos que el TMPA dentro de un cono que va de ancho a
angosto (ĺıneas punteadas) es mayor que para un cono que va de angosto
a ancho (ĺıneas sólidas), esto se debe a que el avance del caminante se ve
obstaculizado por las fronteras que van cerrándose cada vez más.
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5.2.2 Cono asimétrico con gravedad

En este caso tomaremos la función A(x) en lugar de w(x). Comencemos
escribiendo la ecuación análoga a (5.33):

Y

X

h2(x)

h1(x)

y0(x)

x = 0

L

w(x)G

Figura 5.4: Representación de un cono asimétrico, que va de angosto a
ancho (n → w), de largo L cuyo extremo izquierdo comienza en x = 0. El
ancho del cono está dado por w(x) = h2(x) − h1(x) donde hi(x) son las
rectas que definen a las fronteras. Además y0(x) = [h1(x) + h2(x)]/2 es la
linea media y el parámetro de asimetŕıa en las pendientes es α ≡ m1/m2.

1
A(x0)

d
dx0

[
D(x0)A(x0) d

dx0
〈t(x0)〉

]
= −1 (5.52)

que integrando y sustituyendo el valor de A(x0):

D(x0)A(x0) d
dx0

τn→w = −1
g

∫ [
e−gh1(x0)− e−gh2(x0)

]
dx0 + C1 (5.53)

Al tener un cono asimétrico, las fronteras en el caso n→ w son:

h2(x) = mx+ b ; h1(x) = −αmx− b (5.54)

donde α es un parámetro de asimetŕıa, si α = 1 entonces se reduce al
caso simétrico. El ancho del canal será:

w(x) = 2
[1
2mx(α + 1) + b

]
(5.55)

y entonces el parámetro λ:
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λ ≡ 1
2w
′(x) = 1

2m(1 + α) (5.56)

Sustituimos las ecuaciones de las fronteras y de λ en A(x0):

A(x0) = 1
g

{
e+gb exp

[
+2gαx0

λ

1 + α

]

− e−gb exp
[
−2gx0

λ

1 + α

]} (5.57)

Esta función debemos utilizarla para resolver la ecuación diferencial
expresada en (5.53):

D(x0)A(x0) d
dx0

τn→w =− 1
g

{
1 + α

2gαλ e+gb exp
[
+2gαx0

λ

1 + α

]

+1 + α

2gλ e−gb exp
[
−2gx0

λ

1 + α

]}
+ C1

(5.58)

La constante la obtenemos al aplicar la condición a la frontera (5.37),
para llegar a:

D(x0)A(x0) d
dx0

τn→w = −1 + α

2g2λ

{
1
α

e+gb
(

exp
[
+2gαx0

λ

1 + α

]
− 1

)

+ e−gb
(

exp
[
−2gx0

λ

1 + α

]
− 1

)}
(5.59)

Para integrar esta ecuación debemos tomar la expresión (4.37) y susti-
tuirla con los valores apropiados para las fronteras del sistema cónico
asimétrico, aśı como la expresión para A(x0):

τn→w = −1 + α

2g2λ

∫ 1
DT (x0)A(x0)

{
1
α

e+gb
(

exp
[
+2gαx0

λ

1 + α

]
− 1

)

+ e−gb
(

exp
[
−2gx0

λ

1 + α

]
− 1

)}
dx0

(5.60)
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Encontremos ahora la expresión del canal cuando vamos de una aper-
tura ancha hacia una más angosta w → n (wide to narrow), en este
caso las fronteras serán:

h2(x) = −m(x− L) + b ; h1(x) = αm(x− L)− b (5.61)

y el ancho del canal:

w(x) = h2(x)− h1(x) = −2
[1
2m(x− L)(1 + α)− b

]
(5.62)

tomando la derivada de la expresión anterior, junto con la definición
del parámetro λ, sustituimos en A(x0):

A(x0) = 1
g

{
exp

[
+g

(
b+ 2αL λ

1 + α

)]
exp

[
−2gαx0

λ

1 + α

]

− exp
[
−g

(
b+ 2αL λ

1 + α

)]
exp

[
+2gx0

λ

1 + α

]} (5.63)

El procedimiento a seguir es el mismo que para el canal que va de an-
gosto a ancho, las integrales se realizan de la misma manera y además,
las condiciones a la frontera no cambian, entonces:

τw→n = −1 + α

2g2λ

∫ 1
DT (x0)A(x0)

×
{

1
α

exp
[
+g

(
b− 2αL λ

1 + α

)](
exp

[
+2gαx0

λ

1 + α

]
− 1

)

+ exp
[
−g

(
b− 2L λ

1 + α

)](
exp

[
−2gx0

λ

1 + α

]
− 1

)}
dx0

(5.64)

Tanto (5.60) como (5.64) deben resolverse de manera numérica dada
la complejidad de las integrales involucradas, es por ello que dejamos
expresada la solución de τn→w y τw→n en términos de cuadraturas,
como se les conoce usualmente. Al realizarlo, no debemos olvidar las
condiciones a la frontera expresadas en (5.40) y (5.37).

Los resultados de las soluciones numéricas las ecuaciones se mues-
tran en las gráficas (5.5) y (5.5).
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Figura 5.5: Tiempos medios de primer arribo para un cono asimétrico de
largo L = 1, b = 0.1, α = 0.8 y |g| = 4, 10, que va de una apertura angosta
a una más ancha (n→ w).
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Figura 5.6: Tiempos medios de primer arribo para un cono asimétrico de
largo L = 1, b = 0.1, α = 0.8 y |g| = 4, 10, que va de una apertura ancha a
una más angosta (n→ w). Es importante notar que los tiempos comienzan
a aumentar demasiado rápido conforme se incrementa λ. En el caso n→ w
la escala horizontal se presentaban tiempos menores a 0.5; mientras que aqúı
los tiempos superan ya valores de 10.



Capı́tulo 6
Conclusiones

Se estudiaron los fundamentos de la difusión de manera general con
la deducción de la ecuación de difusión, (1.56), que se solucionó de
manera general por el método del propagador, esto mediante series de
Fourier y presentado en la sección (1.3). Además se presentaron solucio-
nes para sistemas difusivos unidimensionales con barreras absorbentes,
reflejantes y semipermeables caracterizándolos mediante su tiempo me-
dio de primer arribo, TMPA, o en inglés MFPT y su probabilidad de
supervivencia.

El paso siguiente fue el de confinar al sistema mediante paredes
completamente reflejantes y extender su descripción utilizando el co-
eficiente de difusión efectivo, presentando el desarrollo con reducción
dimensional seguido originalmente por Zwanzig [45]. En este tenor se
dedujeron los resultados para las propuestas de ecuaciones dinámicas
de Reguera y Rub́ı [34] y su propuesta de un nuevo coeficiente de di-
fusión efectivo que considera sistemas con fronteras simétricas. Una de
las contribuciones de esta tesis es la modificación de la ecuación cinéti-
ca de Reguera y Rub́ı para el caso de paredes asimétricas, ecuación
(3.49).

A través del método propuesto por Kalinay y Percus [23] se de-
rivó una expresión, (3.147), para el coeficiente de difusión efectivo que
considera la influencia de un campo externo, en particular un campo
gravitacional y fronteras simétricas.

La principal contribución de este trabajo es la propuesta de un nue-
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vo coeficiente de difusión efectivo (4.36), que generaliza los resultados
de Kalinay [24] y Dagdug y Pineda [31], al incluir de manera simulta-
nea la consideración de fronteras asimétricas y la fuerza de gravedad,
o en general, una fuerza derivable de un potencial, actuando sobre las
part́ıculas que difunden. Es decir, es el caso más general resuelto hasta
el momento, pudiendo tratar sin modificación alguna sistemas simétri-
cos o asimétricos bajo la influencia de un campo de tipo gravitacional.

Además, se calcularon los tiempos medios de primer arribo para
un cono, en los casos simétrico sin campos externos y se dejaron ex-
presadas en cuadraturas las soluciones para los tiempos de arribo para
el caso de un cono asimétrico en presencia de un potencial externo.
Resolviéndose estas últimas numéricamente.

Perspectivas

Si bien el resultado principal de esta tesis expresado en (4.36), ge-
neraliza tanto a los obtenidos tanto por Dagdug y Pineda [31] como
por Kalinay [24], existe aún trabajo que realizar en diferentes frentes.
Uno de los enfoques a futuro seŕıa el considerar la interacción entre las
part́ıculas que difunden, fenómeno que en esta tesis no fue considerado.

El encontrar propiedades como el tiempo de retorno (looping time)
y el tiempo de tránsito directo (direct transit time) conociendo ya el
coeficiente de difusión efectivo, por un lado de manera experimental
llevados a cabo por grupos adecuados de investigadores, permitiŕıa una
valiosa caracterización de los sistemas. Por otro lado, estudios sobre
esta linea a través de simulaciones de dinámica Browniana ya han sido
presentados por Berezhkovskii, Dagdug y Bezrukov [5, 6, 3] y podŕıan
ser extendidos y generalizados para encontrar dichas propiedades a
partir de las propuestas realizadas en este trabajo.

Una continuación natural de este desarrollo seŕıa un análogo para
un sistema tridimensional, que sólo ha sido tratado por Zwanzig [45]
para un sistema simétrico y sin campos externos.

También la extensión para canales periódicos seŕıa posible al utilizar
el coeficiente de difusión encontrado en este trabajo en conjunto con el
teorema de Lifson-Jackson para sistemas periódicos [26].

El buscar perspectivas diferentes siempre plantea nuevos retos pero
también resultados enriquecedores. En este caso un enfoque diferente
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seŕıa utilizar la teoŕıa desarrollada por Dagdug et al. [13] en coordena-
das generalizadas. Si bien Chávez et al. [11] ya han logrado recuperar
los resultados conocidos en la literatura hasta el momento y han re-
suelto sistemas de gran interés como la difusión en un helicoide, aún
no se ha inclúıdo la influencia de campos externos.

Además se puede abordar la perspectiva de la integral de trayec-
toria de Feynman [16], de manera espećıfica a través de la fórmula de
Feynman-Kac que establece la conexión entre los procesos estocásticos
y las ecuaciones diferenciales parciales parabólicas [22].

Un paso natural para el seguimiento de este trabajo seŕıa la realiza-
ción de simulaciones de dinámica Browniana con distintos parámetros,
con el fin de establecer el rango de validez de las diferentes expresiones
encontradas en esta tesis, dejando claro el margen de aplicabilidad.

Un claro complemento al trabajo realizado con los TMPA para
sistemas cónicos asimétricos bajo la influencia de campos externos seŕıa
la implementación de simulaciones para las ecuaciones expresadas en
cuadraturas propuestas en esta tesis.

Como quedó de manifiesto al encontrar los coeficientes de difusión
efectivos y los tiempos de primer arribo, ambos bajo la influencia de
campos externos, los cambios en el signo del potencial llevan a expre-
siones distintas, por lo que existe la posibilidad de diseñar y construir
un dispositivo de selección de part́ıculas que modifique su trayectoria
dependiendo del signo del campo utilizado y su intensidad misma. La
extensión a fronteras con formas del tipo sinusoidal podŕıa inclusive
llevar al diseño de trampas de part́ıculas con un potencial adecuado.
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Apéndice A
Expresiones matemáticas útiles

A.1 Regla de Leibniz para integrales

La regla de Leibniz para integrales nos dice que

d
dt

(∫ b(x)

a(x)
f(x, t)dx

)

=
∫ b(x)

a(x)

∂f

∂t
dx+ f (b(t), t) · b′(t)− f (a(t), t) · a′(t)

(A.1)

A.2 Integral Gaussiana

La integral Gaussiana en términos de una constante α está dada por∫ ∞
−∞

e−αx2
dx =

√
π

α
(A.2)

donde podemos derivar respecto al parámetro para obtener otras for-
mas útiles, por ejemplo

∂

∂α

∫ ∞
−∞

e−αx2
dx = ∂

∂α

√
π

α

⇒ −
∫ ∞
−∞

x2 e−αx2
dx = −1

2

√
π

α3

(A.3)
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es decir
∫ ∞
−∞

x2 e−αx2
dx = 1

2

√
π

α3 (A.4)

pero como el integrando de la expresión anterior es una función par,
entonces

∫ ∞
0

x2 e−αx2
dx = 1

4

√
π

α3 (A.5)

A.3 Producto de Cauchy para series de potencias

El producto de Cauchy para series de potencias está dada por una
convolución discreta. Sean las series infinitas

∞∑
i=0

aix
i ;

∞∑
j=0

bjx
j (A.6)

con coeficientes complejos

{ai} ; {bj} (A.7)

entonces el producto de las series (A.6) estará dado por
( ∞∑
i=0

aix
i

) ∞∑
j=0

bjx
j

 =
∞∑
k=0

k∑
l=0

albk−lx
k (A.8)

A.4 Relaciones de funciones hiperbólicas

Una pequeña lista de relaciones entre funciones hiperbólicas se presenta
a continuación:

cosh(x) + senh(x) = ex (A.9)

cosh(x)− senh(x) = e−x (A.10)

cosh2(x)− senh2(x) = 1 (A.11)
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A.5 Series de Taylor

Las series de Taylor son representaciones de funciones anaĺıticas. Se
trata de sumas de potencias positivas infinitas convergentes. Para ello,
la función f(x) a representar debe ser de clase C∞, es decir, infinita-
mente diferenciable. Se desarrollan alrededor de un punto a

f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(a)
n! (x− a)n (A.12)

o de otro modo

f(x) = f(a)+ f ′(a)
1! (x−a)+ f ′′(a)

2! (x−a)2+ f ′′′(a)
3! (x−a)3+· · · (A.13)

Cuando el desarrollo se realiza alrededor de a = 0 también es llamada
serie de Maclaurin y queda como sigue

f(x) =
∞∑
n=0

f (n)(a)
n! (x)n (A.14)

o también

f(x) = f(a) + f ′(a)
1! x+ f ′′(a)

2! x2 + f ′′′(a)
3! x3 + · · · (A.15)

Algunas series de Taylor

En este apartado se presentan series de Taylor utilizadas en este tra-
bajo.

csch x = 1
x
− x

6 + · · · (A.16)

csch2 x = 1
x2 −

1
3 + x2

15 + · · · (A.17)

coth x = 1
x

+ x

3 + · · · (A.18)

coth2 x = − 1
x2 + 2

3 + x2

15 + · · · (A.19)

− 2x coth x csch2 x = 2
x2 + 2x2

15 + · · · (A.20)
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A.6 Ecuación de Smoluchowski-Chapman-Kolmogorov

La ecuación de Smoluchowski-Chapman-Kolmogorov es:

f(xk|xi) =
∫ ∞
−∞

f(xk|xj)f(xj|xi)dxj (A.21)

El propagador p(x, t|x0) de una part́ıcula Browniana, pudiendo reescri-
birse como p(x, t|x0, 0) representa la probabilidad de que dicha part́ıcu-
la se encuentre en la posición x al tiempo t dado que al tiempo t = 0
se encontraba en la posición x0.

Si ahora sustitúımos las funciones de densidad que hemos estado
trabajando por el propagador, y tenemos tres tiempos ordenados con-
secutivos t1 < t2 < t3, podemos ver que para poder pasar del estado
x1 al tiempo t1 al estado x3 al tiempo t3 necesariamente debe existir
algún estado x2 al tiempo t2.

Esto puede interpretarse como una condición de continuidad del
propagador, es decir, no puede haber huecos o discontinuidades entre
los estados del mismo. Entonces, utilizando la ecuación SCK (A.21):

p[(x3, t3)|(x1, t1)] =
∫ ∞
−∞

p[(x3, t3)|(x2, t2)]p[(x2, t2)|(x1, t1)]dx2 (A.22)

Ahora bien, renombrando variables:

x3 → x

t3 → t

x1 → x0

t1 → 0

x2 → y

escribimos:

p[(x, t)|(x0, 0)] =
∫ ∞
−∞

p[(x, t)|(y, t2)]p[(y, t2)|(x0, 0)]dy (A.23)

luego, haciendo uso de una notación más compacta y omitiendo los
tiempos de las variables fijas (condicionales):
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p(x, t|x0) =
∫ ∞
−∞

p(x, t|y)p(y, 0|x0)dy (A.24)

Que es la ecuación SCK para el propagador.
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0006-3495. doi: 10.1016/j.bpj.2013.12.013.

[5] A. M. Berezhkovskii, L. Dagdug y S. M. Bezrukov. ((First pas-
sage, looping, and direct transition in expanding and narrowing
tubes: Effects of the entropy potential)). En: The Journal of Che-
mical Physics 147.13 (3 de oct. de 2017), pág. 134104. issn: 0021-
9606. doi: 10.1063/1.4993129.

163

https://doi.org/10.1063/1.5002127
https://doi.org/10.1016/j.bpj.2013.12.013
https://doi.org/10.1063/1.4993129


164 Referencias

[6] A. M. Berezhkovskii, L. Dagdug y S. M. Bezrukov. ((Mean Direct-
Transit and Looping Times as Functions of the Potential Shape)).
En: The Journal of Physical Chemistry B 121.21 (1 de jun. de
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[13] L. Dagdug, A. A. Garćıa-Chung y G. Chacón-Acosta. ((On the
description of Brownian particles in confinement on a non-Cartesian
coordinates basis)). En: The Journal of Chemical Physics 145.7
(16 de ago. de 2016). Publisher: American Institute of Physics,
pág. 074105. issn: 0021-9606. doi: 10.1063/1.4960652.

[14] A. Einstein. ((On the Motion of Small Particles Suspended in a
Stationary Liquid, as Required by the Molecular Kinetic Theory
of Heat)). En: Annalen der Physik 322.8 (1905), págs. 549-560.
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1021/j100189a004.

https://doi.org/10.1063/1.439715
https://doi.org/10.1063/1.460427
https://doi.org/10.1063/1.460427
https://doi.org/10.1021/j100189a004
https://doi.org/10.1021/j100189a004

	Prefacio
	Introducción
	1 Difusión libre
	1.1 Primera Ley de Fick
	1.2 Segunda Ley de Fick
	1.3 Soluciones a la ecuación de difusión
	1.3.1 Probabilidad de supervivencia
	1.3.2 Tiempo medio de primer arribo (TMPA)
	1.3.3 Difusión en una linea infinita
	1.3.4 Difusión en una linea semiinfinita
	1.3.5 Probabilidad de supervivencia


	2 Difusión confinada
	2.1 Ecuación de Smoluchowski
	2.2 Ecuación de Fick-Jacobs
	2.2.1 Deducción clásica
	2.2.2 Método de Zwanzig
	2.2.3 Derivación de Zwanzig vs Derivación clásica

	2.3 Coeficiente de difusión efectivo
	2.3.1 Caso particular: potencial armónico
	2.3.2 Caso particular: potencial tipo caja


	3 Difusión en presencia de campos externos
	3.1 Ecuación cinética
	3.1.1 Ecuación cinética para el campo gravitacional
	3.1.2 Ecuación para fronteras asimétricas
	3.1.3 Coeficiente de difusión

	3.2 Reducción dimensional en un campo gravitacional
	3.2.1 Fronteras simétricas


	4 Reducción dimensional asimétrica con gravedad
	4.1 Solución para el estado de equilibrio
	4.2 Solución general
	4.3 Fórmula de interpolación bidimensional
	4.4 Casos límite
	4.4.1 Canal simétrico con gravedad
	4.4.2 g dominante
	4.4.3 Canal asimétrico sin gravedad
	4.4.4 Valores pequeños de g


	5 Tiempo de arribo en presencia de campos externos
	5.1 Operadores de Smoluchowski
	5.1.1 Ecuación de balance detallado
	5.1.2 Operador hacia atrás

	5.2 Tiempo medio de primer arribo
	5.2.1 Cono bidimensional simétrico
	5.2.2 Cono asimétrico con gravedad


	6 Conclusiones
	Apéndice A Expresiones matemáticas útiles
	A.1 Regla de Leibniz para integrales
	A.2 Integral Gaussiana
	A.3 Producto de Cauchy para series de potencias
	A.4 Relaciones de funciones hiperbólicas
	A.5 Series de Taylor
	A.6 Ecuación de Smoluchowski-Chapman-Kolmogorov

	Referencias

