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Difusion en Sistemas Biologicos JP

Caminatas Aleatorias en Biologia
Una perspectiva de la difusiéon

La difusion es la migracion aleatoria de moléculas o particulas pequenas
como consecuencia del movimiento causado por energia térmica y resultado
de choques al azar con las moléculas vecinas del medio en el que se encuen-
tran. Es decir, las colisiones, junto con la agitacion térmica dictan el movi-
miento de la particula, este movimiento es continuo e irreguar y debido a la
definicién de movimiento browniand']se puede decir entonces que la difusion
implica la existencia de movimiento browniano. Mientras mas choques tenga
una particula més se movera pero no necesariamente tendra un mayor despla-
zamiento del punto considerado como inicial. Se considera, por supuesto, que
el medio es considerablemente mayor al tamano de las particulas de estudio.
Este fendmeno ocurre en sistemas libres o confinadog?} Particularmente, la
difusion en sistemas confinados es de gran interés para la comunidad cientifica
por su cercania a los modelos biolégicos y la gran variedad de caracteristicas
estructurales y materiales que se le pueden atribuir de forma tedrica o que
pueden ser encontradas en la naturaleza.

Los sistemas biolégicos, como ya se sabe, son sumamente complejos y
dindmicos, su estructura de funcionamiento es tan impresionante como su
organizacion y jerarquia, pero son estas grandes propiedades las mismas que
hacen un tanto complicado su estudio. Por esa razén, muchas veces es dificil
poder sintetizar la informacién involucrada en este tipo de problemas para
después ser resueltos por ciencias como la fisica. A pesar de esto, los mo-
delos de transporte de materia a través de la difusion confinada ofrecen un
panorama considerable para la descripcion de los mismos ya que el traslado
de sustancias en las transformaciones quimicas y biolégicas es evidente, por
ejemplo, en las membranas celulares que, ademas de ofrecer proteccion a la
célula, regulan el paso de nutrientes y sustancias toxicas a través de una
bicapa compuesta de proteinas que le da forma e interactiia con el exterior.
Las paredes fronterizas en la célula pueden tener propiedades independientes
en la capa externa e interna, logrando de esta forma caracteristicas 6ptimas
para interactividad en los dos medios, el medio celular propio y el medio ex-
terior. Los responsables de esta tarea dentro de la membrana celular son los

"Movimiento completamente aleatorio de particulas inmersas en un fluido. El movi-
miento browniano puede ser encontrado con frecuencia en la teoria probabilistica.

2Un sistema es una parte del espacio que sirve como objeto de estudio. En el caso de
sistemas confinados o ailsados surge de inmediato el concepto de limitaciones espaciales que
comunmente se representan con paredes fronterizas atribuidas con diferentes propiedades.
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canales bioldgicos que se clasifican por las sustancias que deben transportar.
Algunos de los principales canales biologicos son los canales iénicos, las po-
rinas, las uniones hendidura y los poros nucleares. En especifico, los canales
tonicos tienen la habilidad de abrirse y cerrarse como respuesta a senales
quimicas o mecanicas sin mencionar que la interaccién electrostatica entre
la superficie del conducto y el canal mismo es fundamental en la aceptacion
o rechazo de ciertos iones en determinadas estructuras de enlaceﬂ[?]. Otro
ejemplo de difusion en la biologia esta en las neuronas, células del sistema
nervioso. Entre cada una de las neuronas existe un espacio y una parte de es-
te espacio es el espacio sindptico mediante el cual viaja informacién a través
las sustancias neurotransmisoras. Las dendritas, que se encuentran cerca del
cuerpo celular, tienen ancladas espinas dendriticas, estas partes externas se
ocupan de la toma de los neurotransmisores permitiendo la dispersion de im-
pulsos nerviosos entre las células, dicha dispersion da lugar al funcionamiento
del sistema nervioso. Las espinas dendriticas son selectivas, actiian como un
“filtro” para ciertas moléculas, incluso poseen organelos que son capaces de
cambiar la densidad proteica como respuesta a la alteracion de la frecuencia
de informacién recibida y de esta forma mantener una actividad neuronal
constante. Ademads, su configuraciéon interna (geometria) modifica la propa-
gacion de actividad eléctrica. Se entiende entonces que existen complicados
procesos eléctricos dentro de ellas que son de suma importancia para el pro-
cesamiento de informacién neuronal 8]

Sin duda los sistemas bioldgicos tienen un gran por venir en la fisica y
en particular los modelos de difusién en sistemas confinados nos dan una
perspectiva de la situacion en los fenémenos de transporte que interesan a
la comunidad cientifica. El estudio de estos sistemas puede ser muy compli-
cado por tratarse de un nuimero grande de particulas, el tipo de fronteras
que involucra y su geometria. Para comenzar el andlisis es conveniente es-
tudiar primero sistemas simples y abiertos para entender su funcionamiento
y relaciéon con la teoria probabilistica, termodindmica y fisica estadistica. El
sistema con movimiento irregular y continuo mas simple a estudiar es la ca-
minata aleatoria en una dimension.

3[7] Bruce Alberts, Karen Hopkin, Alexander D Johnson.(2019) (Unit 4.3) Essential
Cell Biology: W. W. Norton and Company.

4[8] Shah, M. M. (2014). Dendrites. Encyclopedia of the Neurological Sciences, 970.
doi:10.1016 /b978-0-12-385157-4.00056-7
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1 Difusién: Teoria microscépica

Se dice que una particula a una temperatura absoluta 7" tiene, en promedio,
una energia cinética %K g1 asociada con el movimiento a lo largo de una
direcciéon determinada | Es facil ver que cuando la temperatura aumenta
también aumenta su energia cinética, y sucede lo contrario cuando la tem-
peratura disminuye. Sin embargo, una particula puede moverse de muchas
formas, podria moverse en cierta direccion, rotar e incluso vibrar. En el con-
texto del desarrollo de la termodindmica lo que se mide con la temperatura 1T’
es el promedio de energia cinética traslacional de un conjunto de moléculas,
asi que la relacion sera con el movimiento traslacional unicamente.

Si se tiene una particula con masa m y velocidad v, en el eje x, la mecanica
cldsica nos dice que su energia cinética es K = muv?/2 esta cantiad pue-
de tener fluctuaciones pero en promedio (mwv?/2) = KgT/2. En el caso de
coordenadas cartesianas en 3 dimensiones la asignacién seria como sigue

1
Vy — §KBT

1
Uy — §KBT

1
Vy — iKBT

Esto permite establecer las siguientes relaciones

(v;) = KZT (1.1)
1/2
(vp)'? = (K;T) (1.2)

La ecuacion se puede utilizar para estimar la velocidad instantanea
de una particula y el primer ejemplo que generalmente se presenta es la esti-
macion de velocidad de la proteina Lisozimaﬁ, pero puede usarse en conjuntos
moleculares.

El peso molecular de la proteina de Lisozima es 1.4 x 10*g. Por otro lado
se sabe que el Nimero de Avogadro, de forma aproximada, es N, = 6.0 x 10%.

5Kp es la constante de Boltzmann, un factor de proporcionalidad entre temperatura, y
unidades de energia. Su valor en SI es K = 1.380649 x 10~23J K ~! mientras que en cgs
es Kp = 1.380649 x 10~ %ergK—1; erg = gem?s—2

8La Lisozima es una enzima que dafa células bacterianas a través de la catalizacién de
hidrolisis.
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Haciendo la division del peso molecular entre N, se determina el peso una
sola molécula

m = 2.3 x 1072

Se necesita el producto KgT. Si se establece que la temperatura sea
T = 300° tenemos entonces

KpT =4.14 x 107" gem?s 2

Sustituyendo en la ecuacién (1.2)) se tiene que la velocidad instantdnea
de esta molécula en la direccion ¢ es

414 x 1014
()" = \ 2.3 % 10-20 em/s

(WHY? = 1.3 x 10%cm/s
Este primer ejemplo parece trivial pero creo que es importante para com-

prender el significado de los postulados de esta teoria.

Como la molécula no viaja en el vacio se mueve de forma aleatoria a través

de medio, la trayectoria que toma depende directamente de las condiciones

del sistema.

1.1 Caminata aleatoria en 1D

Una caminata aleatoria es un proceso general que involucra hacer pasos su-
cesivos y aleatorios. La trayectoria que resulta de una particula al hacer estos
pasos es considerada como una caminata aleatoria.

Supongamos que se tiene una particula en una posicién inicial ry, después
de cierto tiempo t se encuentra en 7, entonces el desplazamiento esta dado
como sigue

dy = ’7“1—7"0’

Después de un intervalo de tiempo igual al primero ahora se encuentra
en ro y su desplazamiento desde el punto inicial rg es
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dy = |7‘2—7“0|

En general cuando una particula estd sujeta a una caminata aleatoria
puede ocurrir uno de los siguientes escenarios con una probabilidad determi-
nada: d; > ds, dy > di, di = dy o, después de n pasos d,, = 0.

Una caminata aleatoria que asegura regresar al punto de inicio se conoce
como una caminata aleatoria recurrente y en una y dos dimensiones es muy
probable que esto suceda. Mientras que una caminata que tiene una probabi-
lidad positiva de que nunca regrese a su posicion incial es considerada como
una caminata aleatoria transitoria, este caso es mas visto en dimensiones al-
tas, puede atribuirse a que en mas dimensiones (D > 3) el espacio a explorar
sea mas grande, aunque ambos sean infinitos en su dominio, una recta en los
dos sentidos o el espacio en las tres vertientes. Esto en un sentido de apre-
ciacion un tanto abstracto es parte del razonamiento de Georg Cantor en su
demostracion de que existen infinitos mayores a otros, no indagaré mas en
este tema.

Matemaéaticamente se pueden tener caminatas aleatorias en multiples di-
mensiones bajo diferentes configuraciones y distintas reglas. Probablemente
uno de los ejemplos mas sencillos es la caminata aleatoria en los enteros o
multiplos de una cantidad arbitraria §. Asi, la forma en la que se puede
simplificar el problema es haciéndolo en una dimensién. Se propone que las
particulas comiencen en x = 0 cuando ¢ = 0. Las reglas que deben de seguir
son las siguientes

1. Cada particula se mueve a la izquierda o a la derecha cada 7 segundos.
Si tiene una velocidad v, entonces de la mecanica elemental la distancia
que habré recorrido ed|§ = +v,7

2. La probabilidad de ir hacia la derecha es 1/2 y la probabilidad de ir
hacia la izquierda es 1/2. Los pasos sucesivos en las particulas son
estadisticamente independientes.ﬂ

3. El movimiento de una particula es independiente de las otras y no
tienen interaccion entre ellas.

"Se considera a § y T como constantes, pero podrian depender de las caracteristicas de
la particula y el medio en el que se encuentra.
8La ocurrencia de un evento no afecta a los subsecuentes.
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Decidi reproducir una imagen de caminante aleatorio en la figura |1] para
tener una mejor apreciacion del fenémeno.

-36 -26 -6 0 6 26 36

Figura 1: Recta por la que las particulas se mueven de forma aleatoria en
pasos de 6 con probabilidad 1/2 cada uno

Estas tres reglas tienen dos consecuencias directas.
La primera es que en promedio las particulas se mantienen en 0. Esta carac-
teristica puede apreciarse de dos forms distintas.
Sea f; el resultado del sistema después de n pasos. f; es considerada una
variable aleatoria, es decir, no esta definida hasta que el movimiento se toma
y como ya se establecié tiene un 50 % de probabilidad de ser —d y otro 50 %
de ser 0. Calculo el promedio de esta variable como se hace usualmente

() = 5 i) (13)

() = 5(+1) + 5(-1) =0

La suma de los primeros n eventos nos dara la posicién de la particula
1-ésima,

A+ ot fot+ 4 fu=2i(n)

Si se hace el movimiento una vez entonces f; puede tomar los valores
d y —d. Por otro lado fo tiene 25% de probabilidad de ser —2§, 25% de
probabilidad de ser 26 y 50 % de probabilidad de ser 0. El valor esperado
o promedio de x;(n) es equivalente a calcular el valor promedio del lado
izquierdo de la tdltima ecuacion

(:(n)) = §1<fn>

Debido al calculo del valor promedio de f; la conclusién es inmediata. El
segundo razonamiento es el siguiente
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Supongamos que la posicién de la particula i después del paso n es x;(n).
Como los pasos estan definidos de tal forma que el desplazamiento es |6 = v, T
entonces se puede afirmar que la posicién de la misma particula un paso atras,
en n — 1, difiere por £ y que se puede escribir

zi(n) =x;(n—1)£0 (1.4)

En donde hay el signo + serd designado a la mitad de las particulas y el
signo — a la otra mitad. Sustituyendo la ecuacion ((1.4)) en (1.3)) se tiene que
el promedio es

1 N
Nszn—l ) £ 0]

La suma sobre 0 es 0 porque N/2 veces tendrd signo positivo y N/2
veces signo negativo. Asi

Y por transitividad

(z(n)) = (z(n - 1)) (1.5)
La posiciéon promedio es entonces independiente del niimero de pasos y

como comienzan en z = 0 ({(x(n)) = 0) la posicién promedio se conserva.

La segunda consecuencia es que la media cuadrdtica del desplazamiento
es proporcional a v/t. La media cuadratica se define como sigue

Entonces en el desplazamiento tendremos que

|5’rms ~ \/i

Para saber que tanto se dispersan las particulas, el mejor parametro de
medida es la media cuadratica del desplazamiento (x2(n))'/2, la razén es

7
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debida a que si solo consideraramos el desplazamiento podriamos obtener
sumas que resulten en 0. En vez de eso, queremos un numero finito con

reelevancia fisica.
De forma explicita el calculo de la media cuadratica en términos de ((1.4) es

22(n) = x2(n — 1) + 26z;(n — 1) + 6 (1.6)

(2

Calculando el promedio del cuadrado

(2(m)) = 1 > ) (17)

(2(n)) = }ng[xf(n 1) 4 2wi(n — 1) + 8]

=1

Una vez més N/2 veces el segundo término tendra signo positivo y N/2
veces tendra signo negativo, queda

((n)) = + (i w(n—1) + N62)

i=1
Siendo

(@*(n —1)) = ;x?(n -1)
Entonces

(@*(n)) = (z*(n — 1)) +0” (1.8)

De la ecuacion ((1.8) se puede ver que si n = 0, como no hay pasos
anteriores a este valor de n; (z?(n — 1)) en 0 es 0

(2%(0)) =0
Siguiendo una regla de recurrencia

(@*(n)) = no? (1.9)
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De la forma en la que estd expresado el niimero de pasos en el tiempo
= n7 se deduce que la rms del desplazamiento es porporcional a v/t y por
lo tanto la dispersion crece como la raiz del tiempo t.
Sustituyendo la relacion del tiempo con n y 7 se obtiene que

(22 (t))Y? = \/ch (1.10)

Este es un punto crucial; se define el coeficiente de difusion lﬂ

52

27

Esta es una deducciéon desde un proceso en los enteros, algunos autores
definen este primer parametro D como

(1.11)

Con este nuevo parametro se puede reescribir la ecuacién ((1.10))

(z?) = 2Dt (1.12)

O de forma equivalente

(2)Y? = /2Dt (1.13)

El coeficiente de difusion caracteriza la migracion de un grupo dado de
particulas en cierto medio a cierta temperatura. Es importante mecionar que
la wvelocidad de difusion no existe, la razéon es que si se intenta definir la
velocidad de difusién de forma clésica (dividiendo entre t) tendriamos

<:L‘2>1/2_ 2D
e _ i a0

Y si ademés tuviéramos tiempos menores a 7, por la definicion propia
de ¢ la “velocidad aparente” seria mayor que v,, lo cual no es posible. Este
argumento se aprecia de mejor manera si se escribe la “velocidad aparente”

en términos de v,
2D T
Vg = T = Ug ;
2371

9En unidades cgs [D] = em
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Si 7 > t entonces /7/t > 1, dejando sin duda que

Vg > Ug

A una particula le toma poco tiempo recorrer distancias cortas pero le
toma tiempos agigantados recorrer distancias mayores a las relativas a su
escala “pequena”

1.2 Caminata aleatoria 2D-3D

Las reglas para la caminata aleatoria en dimensiones mas altas son las mismas
que para 1D y los movimientos en las direcciones z, y y z son estadisticamente
independientes. Se generaliza el resultado

(x%) = 2Dt
(y*) = 2Dt
(z*) = 2Dt

El cuadrado del desplazamiento es

=4yt + 27

Al calcular el valor promedio de r? en dos y tres dimensiones se obtiene
respectivamente

(r*y = 4Dt (1.15)
(r*) = 6Dt (1.16)

De la simulacion en dos dimensiones presentada en el libro se observa lo
siguiente

10
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o La particula tiende a regresar a un mismo punto antes de explorar otra
region.

o Cuando se va elije nuevas regiones para explorar completamente al azar.

o Una particula que se mueve de forma aleatoria no tiende a moverse a
regiones que no han sido ocupadas.

o Las nuevas “desiciones” no tienen ninguna relaciéon con su trayectoria
pasada.

e Su trayectoria no llena uniformemente el espacio.

Se recomienda revisar el apéndice [A] para un mejor entendimiento del
desarrollo tedrico de la difusion y su relacién probabilistica.

=50 -40 =30 =20 =10 0
X

Figura 2: Trayectoria de caminante aleatorio en 2 dimensiones después de
1,000 pasos en el tiempo (n=1000). El punto rojo indica la posicién de inicio,
mientras que el punto azul determina la posicion final de la particula. La
probabilidad de movimiento en un sentido de las dos direcciones (x,y) fue
1/2

11
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1.3 Generalizacion de Caminata Aleatoria en 1D

Una manera en la que se puede ver graficamente el comportamiento de la
probabilidad del movimiento de las particulas es haciendo la generalizacion
del caminante aleatorio en una dimensién. Este proceso se logra al asignar una
probabilidad de movimiento en una direccion arbirtraria, no necesariamente
1/2, como fue en el desarrollo de las secciones anterioes. Para comenzar,
supongamos que la particula, al igual que antes, se puede mover hacia la
derecha con una probabilidad p y hacia la izquierda con una probabilidad gq.
Como se muestra en el apéndice[A] la probabilidad de obtener un movimiento
o el otro es 1, de donde se puede escribir ¢ como ¢ = (p — 1).

Segun la distribucion binomial, la probabilidad de obtener exactamente k
veces el movimiento hacia la derecha en n intentos es

n

P(k;n,p) = <k>p’“q"’“ (A.12)

Para conocer la posicion de la particula después de n movimientos con-
siderando que el ancho de paso es 9, sumamos los pasos hacia la derecha y
restamos los pasos a la izquierda, matematicamente es

z(n) =(k—(n—k))d = (2k —n)o (1.17)

Como ya se estudi6 la distribucion en k y con el teorema adicional pre-
sentado en la distribucién gaussiana que también puede ser aplicado aqui por
ser un caso especial de la binomial, se puede conocer también la distribucion
de z(n), comenzaré con le calculo del promedio

(z(n)) = ((2k —n)J)
= (2(k) — n)é

Sustiyuendo (k) =np  (A.14))

(x(n)) = (2p—1)nd (1.18)

El proceso es analogo para el valor esperado del cuadrado del desplaza-
miento

(k%) = ((2k — n)*?)

(K?) = ((4k?* — 4kn + n*)6?) = (4(k?) — 4(k)n + n?)6* (1.19)

12
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En términos de n y p

(k*) = né*n(n + 4p — dnp — 4p* + 4np?) (1.20)

Estas ecuaciones permiten recuperar el caso anterior si ¢ = p = 1/2.

Sustituyendo en ([1.18) y (1.20) se obtendran las relaciones (1.9), (z(n)) = 0.

De la misma manera se obtiene la distribuciéon para n muy grandes, segiun

(A.1§), la probabilidad es

1 2 2
P(k;n, p)dk = ——=e~F=1" /277 g,
(k;n,p) o
Que representa la probabilidad en valor de k en un rango determinado. Si
se hace el cambio de variable 0% = npq, . = np, k = (z + nd)/25; dz = 2ddk
y p=q = 1/2 se obtiene

P(x)de = (W) (215) dz

Considerando que D = 6%/27 y nT =t

1 2
P(z)de = ———e % /4Py 1.21
(z) D (1.21)

La ecuaciéon (1.21) nos da la probabilidad de encontrar a la perticula en
un dominio z + dz. El valor esperado de x y 22 en la densidad continua es

_ [T 2pt
T) = e dz
< > /—oo \V 47TDt

(x) =0 (1.22)

De la misma manera

2
e /4Dtd$

<$2> - Loo vVAar Dt
(z?) = 2Dt (1.23)

Es facil ver que
o = 2Dt (1.24)
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JP 1 Difusion: Teoria microscopica

o =V2Dt (1.25)

Una vez establecidos estos postulados es posible estudiar las leyes de
FicH™ una serie de ecuaciones diferenciales que describen el proceso de di-
fusién de materia.

50 F

50 =

Figura 3: Trayectoria de caminante aleatorio en 3 dimensiones después de
18,500 pasos en el tiempo (n =18,500). El punto rojo indica la posicién inicial
mientras que el punto azul determina la posicién final de la particula. La

probabilidad de movimiento en ambos sentidos de las tres direcciones fue
1/2

0Derivadas en 1855 por el médico aleman Adolf Fick. Estas ecuaciones sin duda son
parte toral del desarrollo de la difusion y abren el panorama de esta teoria.

14
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2 Difusién Macroscépica

2.1 Ecuaciones de Fick

Las ecuaciones de Fick describen la variacion espacial y temporal de distri-
buciones no uniformes de particulas y su derivacion se realiza a través de
las caminatas aleatorias. La idea surge del flujo de particulas respecto a un
punto de referencia en una direccion determinada. Supongamos que se tienen
un nimero N (z) de particulas de un lado de esta linea y ntimero N (x+¢) del
otro. Después de un paso en el tiempo recorriendo 9, la mitad de las particu-
las de lado derecho en x +  se habran movido a la izquierda (pasando por el
punto de referencia establecido) y la mitad de lado izquierdo pasaran al lado
derecho. El niimero neto de particulas que pasan a través de esta referencia

es [[]

5[V +6) — N(a)]

Y para opbtener el flujo se opera de la forma usual: Nimero de elementos
que cruzan la barrera de referencia dividida por el area disponible de migra-
cion, el area normal al medio de transporte, y el intervalo de tiempo en que
se trasladan, analiticamente

J, = —;[N(a: +6) = N(x)]/Ar (2.1)

Para poder introducir el coeficiente de difusion D = §2/27 (1.11]) multi-
plico y divido la ecuacién (2.1]) por §2

P21 [N@x+6) Nz

o= o s T A5 T As

Ademas, el nimero de particulas dividido entre el area A por el paso § es
la densidad volumétrica (ntimero de particulas por unidad de volumen) y es
mas comunente nombrada concentracion; es evidente que la concentracion es
funcién de la posicion, el lugar en el espacio donde se realiza la medicion.

J, = —? [C(z +0) — C(2)]

Aqui conviene recordar la definicién formal de derivada parcial

HLa razén de factorizar un signo menos serd mas evidente adelantado el texto

15
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Of (z,t)  lim flz+h,t) — f(x,t)

ox h—0 h

En la configuracién cuando § — 0 se tiene que

aC
T (2.2)

La ecuacién (2.2) es la primera ecuacion de Fic@. De esta relacion se
pueden obtener algunas conclusiones muy valiosas.
Primero, si las particulas estan uniformemente distribuidas la variacién de la
concentracion en el espacio es cero (%—g = 0) y por transitividad .J, también
es 0.
Cuando J, = 0 la distribucién no cambia en el tiempo y se dice que el sistema
esta en equilibrio
Un ritmo constante en la distribucion de particulas se traduce en que

=0y a=¢ ¢, § €R

Este fenémeno ocurre cuando C' es una funcién lineal en a3

Una de las condiciones que debe cumplirse es la conservacién de materia.
En este caso particular se dice que el nimero de particulas totales en el
sistema se mantiene constante; las particulas no se crean ni se destruyen.
Para establecer esto con formalismo supongamos que se tiene una caja de
area transversal A y longitud 0 por lo que su volumen es A¢d. Tal como se
muestra en la figura

Después de un intervalo de tiempo 7, con lo que dicta la ecuacién ((2.1),
el nimero de particulas que entran es J,(z)A7, mientras que el nimero de
particulas que salen es J,(x 4+ §)A7, dada la conservacién de materia se
requiere que

i C(t+7) — C(t)] = —(15 (2 +5) — Ju(2)]

Usando la definicién de derivada y haciendo el limite cuando 7 — 0 al
mismo tiempo que § — 0

12[J,] = particulas/em? — [C] = particulas/em3 6 [J,] = moles/em? — [C] =
moles/cm?

13Dicho sistema puede ser obtenido si existe una fuente y un conducto absorbente con
la misma tasa de emisién/absorcién

16
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Jxt) —= e U (x+6.0)

| |
X X+6

Figura 4: Transporte de particulas a través de una caja rectangular con area
transversal A y longitud ¢§. Las particulas viajan de izquierda a derecha

oc 0,

ot oz
Introduciendo la ecuacion ([2.2)

oC D82C

ot Ox?

Esta es la sequnda ecuacion de F ick@ y al igual que la primera tiene al-
gunas caracteristicas que vale la pena mencionar.

Si la pendiente de descripcion es constante ?927%' la concentracion es estacio-

naria, es decir, entran tantas particulas en un lugar de baja concentracion

como salen de un espacio de alta concentracion.

(2.3)

Nos dice como una distribucién no uniforme de reacomoda por si sola en
un intervalo de tiempo.

Para dimensiones més altas, la generalizacion de las ecuaciones (2.2)) y

son

1La segunda ecuaciéon de Fick tiene una gran similitud con la ecuacién de calor
comunmente estudiada en las ecuaciones diferenciales parciales

17
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Primera ecuacion de Fick generalizada

J=-DVC (2.4)
Segunda ecuacion de Fick generalizada
oC
~— = DV? 2.
BT v=C (2.5)
Cuando se tiene simetria esférica
oC
J.=—D— 2.6
or (2:6)
oC 10 (,0C
o~ Pear ( a) 27)
Si se combinan las ecuaciones (2.4]) y (2.5) se obtiene
oC >
R v 2.
5 V-J (2.8)

Ecuaciéon de continuidad o ecuacion de conservacion. La ecuacion
(2.8) nos dice que el cambio de particulas dentro de un volumen es igual
a la divergencia del flujo. En la interpretacion de divergencia como campo
vectorial; es la cantidad en un punto del espacio que mide el flujo saliente
(sumidero) o entrante (fuente).

Es importante introducir el concepto de corriente en el estudio de la difusién[T_EI

-

I=A-J (2.9)
Y su relacién con la concentracién es

[ =—ADVC (2.10)

Si se tiene la ecuacion de difusién en un sitema determinado. J e I son
inmediatas.

15T as unidades de I son [I] = s7!
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2.2 El Modelo de Langevin

El modelo de Langevir[™| describe el movimiento de una particula browniana
en una dimension. Dentro de el se considera que son 2 fuerzas las que actiian
sobre la particula.

Fuerza debido al arrastre viscoso, que es de caracter disipativo y como es
natural es la mecdnica clésica, es proporcional a la velocidad (f, ~ &v) y
opuesta al movimiento.

Fuerza estocastica f(t), consecuencia de las colisiones con el medio que ex-
perimenta la particula browniana.

En esta formulaciéon toma gran importancia el Teorema de fluctuacion
por disz’paciérﬂ El teorema de fluctuacion permite calcular propiedades de
transporte como el coeficiente de difusion D y la viscosidad del medio 7. Es-
tablece que la respuesta de un sistema debido a perturbaciones externas esta
expresada en términos de la fluctuacién de las propiedades del sistema en
equilibrio térmico. [13]

Por otro lado es importante definir la funcion de correlacion que da in-
formacion de la relacion de variables aleatorias F y G. De cierta forma nos
dice que tan rapido la particula olvida sus propiedades inciales.

Se define rigurosamente como sigue [12]

frg = (FG) = (F)(9) (2.11)

Si F y G son independientes se espera que la funcion frg desaparezca

frg = Zzb:f(a)g(b)P(a, b) —>_ F(a)Pa(a) ijg(b)PB(b)

frg =322 F(a)G(b)Pa(a)Pp(b) — >_ F(a)Pala) > G(b)Pr(b)

b

frg =0

16Paul Langevin fue un fisico francés comtinmente conocido por su teorfa del magnetismo
y la organizacién del Congreso Solvay. El crater luna Langevin lleva este nombre en su
memoria

17Es una demostracién general de las fluctuaciones térmicas. El desarrollo de la ecuacién
generalizada de Langevin se muestra en [13] Kubo, R. (1966). The fluctuation-dissipation
theorem. Reports on Progress in Physics, 29(1), 255-284. doi:10.1088,/0034-4885/29/1/306
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Con estos conceptos definidos regreso a la derivacién de la ecuacion de
Langevin. La segunda ley de Newton aplicada al sistema de dos fuerzas es

dv
mo = ft)—¢&v (2.12)

Esta es la ecuacion de Langevin, & es coeficiente de friccion. Multipli-
cando por z y promedienado sobre un ntimero grande de particulas con las
misma masa

d*z dx
(o) = ter(0) - (&%)

Usando la notacion de Newton en las derivadas

m(ri) = (xf(t)) — ({x) (2.13)

La regla de la cadena establece que

d
a(mx) = xi + i
De esta manera
d
zi = —1* + %(a:x)

Introduciendo en ([2.13|)

.92 d S\ .
(@) + m @d) = (o () — (xd)

Utilizando la ecuacion ([1.1)) ademés de escribir
de  1da?

T T 2ar

La ecuacién toma la siguiente forma

~KpT + T @) = (e (1) - )
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Si suponemos que el valor de la fuerza estocastica no esta relacionada con
la posicién se tiene por (2.11) que

(f(t))=0
Reacomodando
d? 9 2KgT & d, ,
@@U— m —E%@W

Integrando en el tiempo con las condiciones (z?) = 0y d(z?)/dt = 0 para
t=20

d 2KgT t
%@2) _ nf t—i(ﬁ)—i—Cb] -
d 2KgT
R L (2.14)

El objetivo es resolver la ecuacién (2.14)), se puede encontrar la solucién
con los métodos usuales.
Si se define a = (z?) se tiene ahora el problema

El factor integrante es

Introduciendo en la ecuacion para «

2K5T
eSt/m [da + gal — B eSt/my
dt m m

El lado izquierdo ya es una diferencial completa, entonces

d 2K T
4 eftim _ 2B

t/m
€ t
dt m
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Separando variables e integrando en ¢

2K5T
aeft/m — /ieét/mtdt
m

El lado derecho debe integrarse por partes

e Ly
m m\§ §

2
/ ZRBT tjmygy - 2881 (T om0 e
m m 1S &

La solucién de a es

OKpT  2mKpT
by T

o = Che st/m ¢ e

Es decir la solicuién a ([2.14)) es
2K BTt 2KpT

(22) = Che™8™ 4 : am (2.15)
Derivando en el tiempo
d 2KgT
%@’2) = —?Cze‘@/m + 7; (2.16)

Para tiempos cortos se puede usar la serie de Taylor para la exponencial,
a saber

ooa:n

e’”:Z— Voe,n € N

|
n=o TV

Mientras que para tiempos muy largos se reduce a

d, 5 2KgT

(2.17)

Si se integra esta tiltima expresién desde un tiempo incial ¢y donde (z?)| =
to
(x3) hasta un tiempo ¢ arbitrario
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oy _ oy _ 2K8T
(%) — o) = =

Comparando con ([1.12)) y haciendo (x3) = 0

¢ (2.18)

(z*) = 2Dt
Se deduce que
D= KgT (2.19)

La ecuacion corresponde a una particula que se difunde en el liqui-
do siguiendo un camino aleatorio, como en la figura (3). Con ella, si se conoce
el coeficiente de difusion se puede encontrar &; y dado que & depende de las
propiedades geométricas de las particulas se pueden obtener conclusiones de
su estructura.

Se puede calcular la correlacion de la velocidad en la ecuacién de Langevin
(2.12]), multiplicdndola por v(0) y promediando

(o0 ) = w(0)110) - €t0)(0)

Una vez més, como la funcién de colisiones (fuerza estocastica) no tiene
relacion con la velocidad (v(0)f(t)) = 0. Reacomodando la ultima ecuacién
es

dOp) €
WOy~ m™

la solucién a esta ecuacién es inmediata

(0(0)u(t)) = Cge*/™ (2.20)
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A tiempos cortos t — 0 (v(0)v(0)) = (v(0)).

lim (v(0)v(t)) = (1*(0)) = Cae=8O/™ = Oy

t—0

Con la constante de forma explicita ahora

(w(t)v(0)) = (v*(0))e/m (2.21)

Si se introduce la relacién de momento y temperatura

= eStm (2.22)

La ecuaion es la formulacion analitica del Teorema de fluctua-
cién de disipacion. Es facil ver que si t — oo entonces (v(t)v(0)) — 0. Lo
que nos dice es que a mayores tiempos menor serd la relacion entre velocida-
des.

Si se integra sobre todo el dominio temporal (0, 00) se tiene

/0 S (t)o(0))dt = KZT /O T eetmgy

KT /°° o—Et/m gy — KT (_me—gt/m> -
0

m m & 0

La evaluacion dicta que

_ KpT
§

Que es la misma forma de (2.19)), as{ que por transitividad

| @)

/O “(t)o(0))dt = D (2.23)

Se puede hacer un proceso similar para encontrar la relacion de £ con la
correlacion entre las fuerzas estocasticas, se opera como sigue
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La solucién a la ecuacién de Langevin ([2.12)) usando el método de factor
integrante es

—&t/m ,
o(t) = Cpe=8t/m 4 & / F(#)et may! (2.24)
m  Jo
El valor esperado de v seria
—=&t/m ,
(v) = Coe=/m 4 S [((a) e/ mat
m Jo

Calculo la dispersion, es decir (v?)
2c46—2§t/m e—26t/m

2\ _ 2 —2¢t/m
(U > C4€ + m

/t /t<f(t//)f(t/)>62§t”/mdt//dt/
0 J0

Interesa ver como es la correlacién (f(0)f(x)). Ademds con interacciones
moleculares isotrépicas y en todas direcciones el valor promedio de la fuerza
neta sobre la particula es cero

/ t< F(E))esImat +
0

m2

(f(#)) =0

Por lo tanto

W) = Clem 4
_ ¢ .

/Ot<f(0)f(t’)>dt’ /Ot Q268" /m gyt

Este punto es simamente importante; se considera que las fuerzas es-
tocésticas no estan relacionadas entre instantes de tiempo, por lo que

[sosenar  er

Es decir, son eventos no condicionados y estadisticamente independientes,
asi

—28t/m Lot
07) = ey [ o) e yar (;Z) |
(02 = Creim 4 / (PO 7 <m> (e —1)
4 m2  Jo 2¢
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(W2) = C2e=2t/m /Ot <f(07)n];<t/)>dt’ (;’2) (1 _ 6—2§t/m)

s /Ut<f(0)f(t,)>dt’ (1 _ 6—2§t/m>

2\ __ 2 _—28t/m
=C
(w7 1€ + 2Em

En el limite cuando ¢ — oo

1
, 2
th_)rg()(v )= 2ém

| ur@saar

En relacion con la temperatura

KT 1
m  2m

e

finalmente resolviendo para &

€= sie7 |, (FOFE)ar

Y cambiando la variable muda ¢’

§= g [ O @) (2.25)

Se puede encontrar un analisis mas detallado de la correlaciéon de fuerzas
estocasticas a partir de funciones especiales en una particula en movimiento
browniano en [14] Francisco Javier Martin Sierra . (2017). Introduccién a las
descripciones de Langevin y Fokker-Planck: Movimiento browniano. Sevilla,
Espana: Universidad de Sevilla.
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2.3 Ecuacion de Difusiéon con Arrastre

La deduccién de la ecuacion de difusion con arrastre es similar a la deduccion
de las ecuaciones y (2.5) de la seccion (2.1).

Supongamos que se tiene un caminante aleatorio restringido a moverse en 2
dimensiones, en una gradilla, de la misma manera y bajo las mismas condi-
ciones en cada direccién que se enunciaron en la secciéon (2.1). Entre lo que es
importante volver a mencionar es que se tiene probabilidad de 1/2 de mover-
se a la derecha y 1/2 de moverse a la izquierda, la particién se conserva para
los movimientos arriba y abajo. Se dira que la probabilidad de ir al punto j
desde j + 1 es a, mientras que la probabilidad de ir del punto j —1 a j es b,
ademas se establece que a + b = 1.

La construcciéon analitica de la probabildad de que en el paso n-ésimo la
particula se encuentre en j es

Poii=aP,(j+1)bP,(j — 1)

Que solo puede suceder si la particula se encontraba en la posiciéon j+1 o
j — 1 justamente un paso en el tiempo anterior al de interés. P, (r) representa
la probabilidad de estar en el punto r al paso n.

Es necesario hacer una transiciéon de variables discretas a variables con-
tinuas x y t asumiendo que el tiempo que le toma moverse de un cuadro a
otro es 7 y que la distancia entre los puntos es 9.

Como es natural

=nT
=730

Con estas relaciones se obtiene entonces una nueva forma de la ecuacién
para las probabilidades [15]

P(jo,(n+1)1) = aP((j + 1)d,n7) + bP((j — 1)d, nT)
Fijando en la posiciéon x y tiempo ¢

P(x,t+71)=aP(zx+6,t) +bP(x —4,t) (2.26)
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Se sabe que la funcién en serie de Taylor en una funcién infinitamente
diferenciable f(x) entorno a a es

oo £(n) (g
Zof @, _qy

n

Haciendo la expansién en serie de Taylor considerando que 0 y 7 ambos
tienden a cero al mismo tiempo. Para el lado izquierdo de la ecuacion ([2.26))
se tiene que

OP(z,t) N 2 P P(x,1)
ot 2 ot?

Pz, t+7) =~ P(x,t)+ 7

Para los dos términos de lado derecho de ([2.26))

2 52
P(x+0,t) ~ P(x,t) + 5QP(x7t) + 9

9 5 92 (@ t)

2 92

0

Sustituyendo en (2.26)) y cortando la serie temporal a derivadas de orden
2

OP(x,t) 0 6?2 o2
5 aP(x,t) + aé%P(x, t)+ GE@P(% t)
0 6?2 92

Pz, t)+7

+ 4+ bP(x,t) — bo P(z,t)

Reacomodando y usando que a + b =1

2 o2
apglf’t) = P(z,t)+ (a — b)égP(:p,t) + 9

. 5 9zl (@ t)

P(z,t)+ 7

OP(z,t) 50 52 52
815 —(a—b)——P(m,t)+§@

T Ox
En el limite  y 7 — 0 e introduciendo las definiciones de coeficiente de

difusion y velocidad

P(z,t)
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142
D= lim ——

57—0 2 T

vE= Tl tn

Se tiene que

OP(z,t) 0? 0
T D&E2 P(x,t) — v%

P(z,t) (2.27)
Si

NP(x,t) = C(x,t)
Entonces multiplicando la ecuacién (2.27) por N
oC (x,t) 0?

0
T Dax2C’(x,t) — U%C(x,t) (2.28)

La ecuacién (2.28)) es la ecuacion de difusion con arrastre en una
dimension

El arraste o fuerza de friccién debida al movimiento estd contenida en
el segundo término de lado derecho de la ecuacién y puede interpretarse
como una consecuencia de tener un movimiento preferencial en una direccién
determinada, cuando a — b # 0[15] (hay una probabilidad mayor de moverse
a la derecha, por ejemplo). Si a = b el término disipativo en la velocidad
desaparce y recuperamos la segunda ecuacion de Fick
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2.4 Interpretacion Geométrica de la Ecuaciéon de Di-
fusion

En la figura [5| se puede ver como evoluciona la concentracion C(x,t) en la

ecuacién (2.3). Es decir DV?C(z,t) es proporcional a la curvatura del perfil

de concentracion.

Cuando la curvatura es negativa la concentraciéon debe decrecer a un ritmo

proporcional a la magnitud de la curvatura; de la misma manera, para el
caso cuando la curvatura crece.

3.9 aClat>0

3.0

2.5 aClot<0

2 4 6 8 10 12

Figura 5: Evolucién en la concentracién C(x,t) segin la seunda ecuacién de
Fick (2.3). 9C/dt es proporcional a la curvatura del campo de concentracion

2.5 Solucién a las Ecuaciones de Fick
2.5.1 Separacion de Variables

Las ecuaciones de Fick, con las condiciones iniciales y de frontera nos brinda
la dependencia espacial y temporal de la concentraciéon C' en un medio. Exis-
ten varios métodos para resolver dichas ecuaciones, comenzaré resolviendo la
ecuacion a través de la separacion de variables.

Se propone una solucién para C' del tipo

C(z,t) = x(x)T(t) (2.29)

Derivando dos veces en x, una vez en t y sustituyendo en la ecuacion
original se tiene que
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Dx"(@)T(t) = x(=)T"(1)

De manera que reacomodando la ecuacion se ve que un conjunto de fac-
tores que dependen tunicamente de x debe ser igual a otro que depende 1ni-
camente del tiempo; esta condicion solo se cumple cuando ambos términos

son una igual a una constante y por conevniencia algebraica la constante se
define como —\?D.

El resultado son dos ecuaciones diferenciales independientes
() + Nx(2) =0
T'(t) + \>DT(t) =0
La solucién analitica de las relaciones anteriores en inmediata

T(t) = ke P! (2.30)

X(x) = Asen(A\x) + Bcos(A\x) (2.31)

Debido a que la ecuacion es lineal es posible utilizar el principio de su-
perposicion, la solucién general es entonceﬁ

Z [Apsen(Az) + Bycos(Aua)] e P! (2.32)

Los valores propios A, estan dados por las condiciones del sistema. Si
nos interesa la difusion de particulas en una direccién a través de una hoja
con ancho [ en donde inicialmente la concentracion estd uniformemente dis-
tribuida y la superficie de referencia para el flujo no retiene particulas las
condiciones son

C(z,0)=Cy O<z<l t=0

C0,6)=0 C@1,t)=0 t>0

8La, constante k es absorbida por los coeficientes de las funciones trigonométricas
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Como las condiciones igualadas a cero estdn sobre las funciones A = 0
no es eigenvalor y por lo tanto la solucién para C(z,t) es

Clz,t)=> A, sen(Ax)e NPt

n=1

Con A = nm/l. Por otro lado, la condicién inicial temporalC(x,0) nos
dice que

o0
nm
Co = Z A, sen (lac)
n=1
En comparacion con la serie de Fourier seno

f(@)=> bysen (p) (2.33)

n=1

Siendo

2 (p nmw
b, = p/o f(z)sen <p> (2.34)

Es posible encontrar el coeficiente A,

De manera que restrigiendo la suma ntimeros impares se tiene que

_ 4Gy
_mr

A, n=1,235 -

Finalmente la ecuacién (2.32)), con las condiciones establecidas es

C(z,t) = i on i 1)7Tsen ((271 7 1)7rx> exp (—WDt) (2.35)

n=1
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2.5.2 Solucién por Transformada de Fourier

El método mas practico y 1til de obtener la solucion de la ecuacion de difu-
sién con arrastre sin condiciones a la frontera es por la transformada
de Fourier. La ventaja de este método radica en que la ecuacion inicial de-
pendiente de dos variables se reduce a una ecuaciéon diferencial ordinaria
temporal. En general se tiene que la transformada de Fourier de la funcion

F&), F{f()} es

f(t) = g(w \/ﬁ / Jeltdt (2.36)

Existen algunas modificaciones de esta formulacién; para una funciéon que
depende de dos variables f(z,y) [3]

1 foo »
F(u,v) = Py /_Oo f (2, y)e' et dady (2.37)

Como el objetivo es deshacernos solamente de la parte espacial depen-
diente de z basta con la ecuacién (2.36). En la ecuacién de difusién con

arrastre ([2.28)) se tenfa que

oC(z,t) 07
Y —DaIQC'(x,t)—v

Aplicando la transformada se tiene que

Trataré las transformaciones integrales de forma individual. El lado iz
quierdo de la ecuaciéon es

- [0C(x,t) 8Cxt i
f{ ot } m/ d

Como las variables ¢t y x son completamente independientes se puede
cambiar el orden de la operaciéon integral y diferencial

0

- [0C (z,t)
'wad
F{ ot } \/27r8t/ ‘
De forma ilustrativa la transformada de la concentracion C(x,t)
Clw, t) = / T O, et de (2.39)
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Entonces

: {acé(;:,t)} _ \/127 gt Clw, 1) (2.40)

El primer término de lado derecho de (2.38) es

N ?Cx,t) 1 o 2C(2,t) ;s
]:{D 92 }_\/ﬁ/_mDﬁxQ e dx

Si D es independiente de la posiciéon x

~ 02C (z,t) x,t) .
D ) / zwxd
4 { ox? } V2 8:762 v
Integrando por partes se tiene
- [ 0*C(x,t) D |, ,
D ) — wx . T
F { 92 } o [e (9 ’ / C’ (x,t)(iw)e™ dx

Se supone que

e 0 C(z, t)‘oo — 0

ox oo

No hay cambios en la concentracién en los extremos infinitos

- [ 0*C(z,t) D [~ 9 iwz
}_{DW} A C(x t)(iw)e" dx

Una vez mas integrando por partes

ﬁ{DW} _Diw) [C’(m,t)e“”

Pues
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Con (2.39)

7 { D“;f”} _ _%é(w,t) (241)

El segundo término de ([2.38]) se obtiene de forma analoga

= [ 0C(z,t)| 1 >~ 0 i
]:{v pe }—m/_mv&EC(x,t)e dx

o0

v . S .
= — [""(C(x,t ‘ —/ w)C(x, t)e"™ dr
I
Bajo las condiciones establecidas

- [ 0C(z,1)| _  dwv w
]-"{v e }— \/%C’( . 1) (2.42)

De forma explicita la ecuacién (2.38) toma la forma

—_

Clw,t) = —— {—Dwzé(w,t) + iwvé’(w,t)}

™

1
V2m ot

[\)

0 ~ . 2\ A
&C’(w,t) = (iwv — Dw?)C(w, ) (2.43)

Esta ultima ecuacién puede ser resuelta con los métodos clasicos de ecua-
ciones diferenciales ordinarias. Separando las variables se tiene

aé(w,t) L 5
m = (iwv — Dw?)dt

La solucién es inmediata

Cv(w7 t) — C’V]__e(iwvawQ)t
La condicién inicial nos dice que é; = éo

C(w,t) = Coeliwv—DPuwt (2.44)

Lo que resta hacer es aplicar la transformada de Fourier inversa. En
general se presenta como sigue
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(1) = \/127 " gtwye (2.45)

Es importante mencionar que el factor 1/4/27 es introducido en la trans-
formada inversa como una eleccion de simetria pero no de necesidad. Algunos

autores lo sustituyen por 1/27 en las ecuaciones ([2.45)) o (2.36))[3]

En este caso particular se utilizara la estructura siguiente

£t) = = |7 gtwyetau (2.46)

T 21w

La solucién buscada es

C(z,t)=F! {C’(w,t)}

De forma explicita

1 oo L )
C(l’,t) _ % LOO C«Oe(zwv—DwQ)te—zwtdw

Multiplicando las funciones
1 * = (iw(vt—z)—Dw?t)
C(z,t) = 2—/ Coe dw
T J—oc0
1 oo~ . 2
Clo,t) = o / e (wle=vt+Dut) gy, (2.47)
T J—oc0

Para poder integrar esta funcion es necesario hacerlo en el plano comple-
jo[15]. Trabajando primero con el exponente de la funcién en el integrando
se tiene

— [zw(x —vt) + Dwzt] =—Dt [w2 + %(I — vt)
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Se puede sumar un cero de la forma

Entonces

_ [iw(x—vt) +Dw2t] = —Dt [w + 2w <21') (x —vt)) + [QZZ')t(x—me)r — {212%

Se completa un binomio al cuadrado

[w+221.)t(x—vt)}2—w2+iw+ {.(x—vt)r

El exponente es
B [@w(m — o) + Dw2t} — Dt { {w + 2D<x — vt)r _ {Z(I — Ut)}Z}

Si se introduce esto en la ecuacion (2.47)) se puede sacar el factor inde-
pendiente de w resultando

Dt(i(z—vt)/2Dt)? oo .
Oz, t) = Coe 5 / eth[erﬁ(xﬂt)]de
m —00
C(x,t) = goe—@—vﬂz/wt / " Dt gy (2.48)
m —00

Se propone el siguiente cambio de variable

z—w—l—ﬁ(:c—vt)

Los nuevos limtes estan dados por

z(w) =w+ ﬁ(x — vt)

o Limte inferior
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z(—00) = —o0 + ﬁ(x — ut)

o Limite superior

z(00) = 00 + 2T)t<x —ut)

La integral (2.48) se transforma en

C 5 oo+ 5757 (z—vt) 5
Oz, t) = —e (@1 /4Dt/ i e P dz (2.49)

2 oo+ %Dt (z—vt)

Para la integral resultante se puede usar el Teorema de Cauchy-
Gousart[16] siempre que se cumplan las condiciones de las Ecuaciones de
Cauchy-Riemann, a saber

Si se tiene f(z) = u(x,y) + iv(zx,y), las ecuaciones de Cauchy-Riemann
son

ou_ v
or Oy
o0 _ o
or Oy

Si f(z) es analitica en un dominio D entonces las ecuaciones de Cauchy-
Riemann se cumplen en todos los puntos del dimonio. Es un criterio de ana-
liticidad, cuando se cumple es posible usar el teorema propuesto. En general,
el teorema de Cauchy- Gousart nos dice que si f es una funcién analitica en
un dominio simplemente conexo D entonces para todo contorno cerrado C'
en D se cumple que

%f(z)dz =0
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Para hacer la integral y utilizar el teorema de forma conveniente se pro-
ponen los limites

i(x — vt)
— — —a+———
(a 00) 2 =a 5D1
i(x — vt)
b— =b+ —=
( OO) V) + 2Dt
La representacion en el plano complejo es
Im(z)
Cy
Cy C,
| | Re(z)
a Cs b

Figura 6: Visualizacién de la trayectoria cerrada de la integral (2.49) en el
plano complejo.

Aplicando el teorema de Cauchy- Gousart se tiene que

# 1)z = /C F(2)dz + /C F(2)dz + /C F(2)dz + /C F(2)dz = 0

_ 2
e Dtz

En los puntos a y b el decaimiento de f(z) = es naturalemte

exponencial, con este argumento

/CZf(z)al,z—l—/C4 f(z)dz=0

De manera que
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Haciendo la integral en el sentido de las manecillas del reloj se puede ver
que sobre Cy

Por otro lado

/ f(z)dz = / Dt gy
Cs z2
Es decir

o0

/C f(2)dz = /O:O e Pz
f(z)dz )

Je

En relacion con (2.49) tenemos que

e—th2dZ
C(x,t) = Coe_("”_”t)/wt/ e Pz (2.50)

La relacién de Feynman se escribe como

(=1)" /_O:O T ddm\/i (2.51)

Conn=0siendo A\=Dtyz— z
o0 2 d° T
—Dtz
dz = ———/—
/_oo ‘ © d(Dt)©V Dt

o —Dtz? ™
A
/m ¢ TV D

Finalmente la solucion a la ecuaciéon de difusion con arrastre es

C
C(x,t) = ﬁe—@—vﬂ?/wf (2.52)

40



Difusion en Sistemas Biologicos JP

2.5.3 Meétodo de Reflexion y Superposiciéon
Fuente Plana

La solucion a la segunda ecuacion de Fick puede ser obtenida a partir de
(2.52)) si el término que caracteriza el arrastre es 0, es decir

C(z,t) = tl’%e—xz/wt (2.53)
Puede comprobarse que satisface la ecuacién haciendo la derivacion.
Pero més que un buena propuesta para resolver la relacién temporal y espa-
cial de la concentracion C(z,t) contiene en su estructura algunas ventajas de
su notacion.
La ecuacion es simétrica en z y C(z,t) — 0 cuando z — %00, lo que en
cierta medida permite que la funcién sea normalizable. Ademaés el total de
sustancia M que se difunde en un cilindro de longitud intinita con secciéon
transversal unitaria es

M = /jo C(x,t)dv (2.54)

Para poder hacer la integral se hace el cambio de variable £2 = x2/4Dt
con lo que dx = 2v/ Dtd§, de esta forma

o [ZA T gp—oavD [~ €4
—/,oom“p ~1pt) = /,ooe ¢

M =2AV7D (2.55)

La difusién de la sustancia se mantiene constante en el tiempo, si se
introduce esta cantidad en ([2.53))

ltj 2
_ —x? /4Dt
C(z,t) = (4xDi t)l/ze (2.56)

Este resultado describe la expulsion de particulas debido a la difusién de
una sustancia M introducida a ¢t = 0 en el plano x = 0.
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Reflexion en la Frontera

La construccién de la solucién (2.53|) permite obtener la distribucién de
particulas de otros sitemas cuando se introduce el concepto de reflexion en
la frontera[11].

Si ahora se considera un cilindro semi-infinito que se extiende en la region
x > 0 con una frontera impermeable en x = 0, la difusiéon ocurre en una
direccién (x positiva). Se puede considerar que el flujo hacia = negativa se
ve reflejado en el plano de incidencia = 0 (que es donde justamente se
encuentra la frontera) y es superpuesta a la direccién original x > 0, usando
la simetria alrededor de x = 0 que se encontrd para la fuente plana se dice
que la concentraciéon C(z,t) en un medio semi-infinito estd dada por

o M —x2 /4Dt
C(x,t) = (Wle/Qe (2.57)
La interpretacion matematica detras de una barrera de reflexion en x =0
sugiere la suma de dos soluciones de la ecuacion de difusion, es decir, se
consideran las dos distribuciones. Es un resultado directo del principio de
superposiciéon y la linearidad en la ecuacién .H, ademas se satisface, al
igual que en el caso de la fuente plana, que la sustancia difundida permanece
constante en M.
La condicién que debe cumplirse para tener una frontera de reflexion es

oC

=0

Condicién de cero flujo en la frontera J,—q = 0, que se puede ver en la
primera ecuaciéon de Fick.
Es facil ver que la solucién ([2.56|) satisface dicha condicion.

Distribuciones Iniciales Extendidas

En los dos casos anteriores se analizo la idea de la difusién de una sustancia
que inicialmente se encuentra en un plano. Fisicamente es mas comin encon-
trar que la distribucién inicial de sustancia ocupa una regién definida en el
espacio que cumple con las siguientes condiciones iniciales.

C(z,0) = Cy <0

La suma de dos o més soluciones también es solucién de la ecuacién diferencial
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C(z,0) =0 x>0

La soluciéon puede ser encontrada si se considera que la distribucién ex-
tendida estd compuesta por gran ntmero de fuentes ininitesimales que se
superponen, esto hace que la soluciéon buscada sea una suma infinita de solu-
ciones elementales.

Se considera a la sustancia difundida de un elemento de distribucién de an-
cho d¢ como una fuente lineal de concentracion Cyd€ como se muestra en la

figura [7]

C(x)

Co

<---mmmm - [ SEEEEEEEE >

d¢ P

Figura 7: Distribucién extendida inicial partida en contribuciones infinitesi-
males d§

Entonces, usando la ecuacién ([2.56)), la concentracion en el punto P, si-
tuado a una distancia & al tiempo ¢ es

CodS_tyam

C'(&,t)dg = W

(2.59)

La solucién completa se obtiene al integrar en el espacio segin las condi-
ciones iniciales

O() SO

Oz, t) = —— / &/abtg
(@) = ez ), ¢

Si se hace el cambio Q = £/2v/ Dt la diferencial d§ es d§ = 2v/ DtdS)

C() 0

-0 210 2.60
NZS x/zme (2.60)

C(z,t)
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Para resolver el problema conviene introducir las integrales error o fun-
ciones error, se definen como siguel[3]

erf(z / (2.61)
\/_
Algunas de las propiedades de

erf(—z) = —erf(z)
erf(0) =0
erf(co) =1

Ademas se tiene que

\;/:Oe*dt:\/z%/o dt——/

De la relacion de Feynman se sabe

2 © 2
— dt =1
ﬁ/o ¢

De esta forma

2 o]
\/7?/2 eV dt =1 — efr(z) = erfc(z)
Por transitividad, la solucién a ([2.60)) es

O(z,t) = (;“erfc <2fﬁ> (2.62)

En la evaluacion z =0
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De forma gréfica la concentracion en funcion de distancia-tiempo se mues-
tra a continuacién en la figura (8p)

Figura 8: a) Curva de una distribucién de concentracién a diferentes tiem-
pos. La concentracion baja como el cuadrado de la distancia, medida desde
la fuente. b)Distribucién de concentracién para una sustancia inicialmente
confinada a distintos tiempos. El drea bajo la curva permanece constante.

De la misma manera se puede estudiar un sistema con sustancia inicial-
mente confinada en una regiéon —h < x < h. En este caso la integraciéon de
la ecuacién (2.60)) tiene la siguiente forma

CO z+h

Clz. t) = =2 2 0) 2.63
(z,1) N (2.63)

Lo que lleva a la soluciéon
Co —x h+x

h
C(x,t) = — qerf + erf
(e t) =5\ T i

(2.64)
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La distribucién de concentracion en es simétrica en el origen, esto

quiere decir que la misma ecuaciéon da la distribuciéon de un sistema semi-
infinito.
Un ejemplo comin para visualizar este fenémeno es el de un cilindro que
tiene una capa de una solucién arbitraria con una columna infinita de agua
encima de ella, se utiliza para decir que los cambios en la concentraciéon no
afectan el borde superior del cilindro.

Sistemas Finitos

Si la columna de agua en el ejemplo anterior es finita y de longitud [ la
condicién de la concentracién tendiendo a cero C'(x,t) — 0 cuando = — oo
es remplazada por la imposicion de flujo nulo en la tapa superior de cilindro.

oC oC

=0 =0

0T | p—i 0x 2=0

Es decir, en el sistema finito se tendran fronteras de reflexion en x = [
y © = 0. Las soluciones a la concentracién en el sistema serdn una super-
posicion de las reflecciones sucesivas. Como la soluciéon original es una suma
de funciones error, la expresion completa de la concentracion sera una serie
infinita de funciones error erf(z) o funciones error complemento erfc(z).

z—h T+ h 20— h—=x 204+h —=x

—erfc—— + erffc——— —erfc————— +
V4Dt V4Dt VADt V4Dt

Co & h+2nl — x h—2nl+z
Cx,t) = — erf + erf
(1) {r NI S /aDt }

Maés atn, el desarrollo de la solucion a través de la transformada de Fou-
rier, para sistemas con fuentes localizadas instantaneas con difusion a
un medio infinito se puede generalizar a d dimensiones siendo ny la materia
en difusién|[10]

(2.65)

— 00

N Na —77/ADt
c(rt) = 72d(7rDt)d/26 (2.66)
Cuando las fronteras son superficies ortogonales a la fuente las ecuaciones
de difusién permiten soluciones en series trigonométricas.
Si se trata de un cilindro las series trigonométricas son reemplazadas por las
funciones de Bessel, mientras que si se trata de simetria esférica las funciones
trigonométricas siguen siendo vélidas.
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En dos dimensiones, con simetria esférica, la ecuacion (2.57) toma la forma
de una distribucién gaussiana en tres dimensiones

N —r2 /4Dt

r

Figura 9: Grafica ilustrativa de la concentracién de particulas C'(x,t) en dos
dimensiones difundiéndose hacia un medio infinito

2.6 Funcion de Green

Retomando la ecuacion derivada en la seccién 2.5.2

Ol ) = —be(amu0)/4Dx

Var Dt

A partir de ella la funcion de Green de una particula se define como
sigue[15]

1 2
C(x,t) = ————e @ /4D 2.68
RN 209
Esta nueva funciéon describe la concentraciéon de particualas que estan
inicialmente en el origen. Este desarrollo, que se ofrece en algunos fuentes
es equivalente al método de reflexién y superposicién para Distribuciones
iniciales extendidas y los sistemas finitos.
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2.7 Condiciones a la Frontera

En un sistema confinado, las condiciones a la frontera son simamente impor-
tantes pues el problema de ecuaciones diferenciales no esta completo hasta
que se imponen dichas condifiones y para ello es necesario describir las pro-
piedades de las fronteras. En general los tipos de fronteras mas importantes y
estudiadas son las fronteras absorbentes, reflejantes, parcialmente absorbentes
o aportadoras de particulas. Se formalizard matematicamnte las condiciones
usadas en la seccién 2.5.3

Fronteras Absorbentes

Una frontera absorbente es la aquella que es capaz de remover del sistema
cualquier particula que entre en contacto con ella. Es decir, la concentracion
sobre la frontera es cero para cualquier tiempo t. Si 7 es un punto sobre la
frontera entonces

C(Ft) =0 (2.69)

Fronteras Reflejantes

Este tipo de frontera tiene la capacidad de cambiar la direcciéon de movi-
miento que tenia la particula antes de encontrarse con ella. Debido a esta
propiedad el flujo a través de ella es 0. Con la primera ecuacion de Fick

o0(r,t)
s =0 (2.70)

Fronteras Parcialmente Absorbentes

La definicién de estas paredes es inmediata a partir de las fronteras absorben-
tes. las fronteras parcialmente absorbentes solamente dejan pasar un porcen-
taje de particulas del total que tiene contacto con ellas. Para poder establecer
esta condicion de selectividad se introduce una constante de proporcionalidad
k, un parametro de eficiencia de flujo en las paredes, matematicamente

oC(7,t)

or
Se puede decir que las fronteras absorbentes y reflejantes son casos espe-
ciales de las que son consideradas parcialmente absorbentes pues las ecuacio-

nes (2.69) y (2.70) pueden ser obtenidas a partir de (2.71)) haciendo & — oo

y k — 0 respectivamente.

= kCO(F,1) (2.71)
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Para el primer caso primero reescribo ([2.71))

aC(F.t)1

D O(F
ok Y
En el limite £ — oo es evidente que
C(r,t) =0

El segundo caso se puede ver directamente, basta con escribir el limite
k— 0.

Aportaciéon de Particulas al Sistema

Este 1ltimo caso se presenta cuando se tienen reacciones quimicas, la cons-
tante de proporcionalidad es ahora una constante de reacciéon kg, asi

dC(7,1) B
R S 2.72
o k’RO(’F,t) ( 7 )

2.8 Fuentes Instantaneas

Se define como una fuente instantanea a una region restringida en el espacio
en la que se deposita una concentracion C' al tiempo t = 0 que a tiempos
posteriores se difundird en el medio que la rodea. La geometria de las fuen-
tes localizadas no se restringe a una dimension, el problema puede tratarse
siendo un punto, un plano o una esfera.

La ecuacion para la difusién de una sustancia desde una fuente plana fue

deducida en la seccién (2.5.3), ec. (2.56)), con un proceso analogo se puede
reconocer qu

A
C(x,y,t) = ?e—<x2+y2>/wt (2.73)

20En la mayoria de los casos estudiados en esta seccién se considera al coeficiente de
difusén D como una constante.
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Es la solucién a ([2.5) en dos dimensiénes cartesianas, es decir

0*C  9*°C ~1ocC

oz o Dot

La constante arbitraia A puede ser expresada en términos de M o Cj,
que es el total de concentracion en difusién, si se integra en todo el

dominio de difusidnﬂ y se utiliza (2.54)

(2.74)

Co = L Yo t)dr?

o0 o0 00 oo A . )
Co = / / Clz,y,t) = / / ?e,(x +y )/4Dtdxdy

Cy = ‘j / T vt g, / T e ADt gy

Al igual que antes se propone el cambio £ = z/2v/ Dt lo que conduce a
d¢dx/2v/ Dt, de esta manera la integral en z es

/ e~ /4Dt g 2/ Dt/ e dy = 2V Dim

La integral en y tiene el mismo resultado. Cy es entonces

Co

47D
2

00:47TDA—)A:

(2.75)

Finalmente la concentracién a una distancia r? = 22 + y? de una fuente

puntual sobre una superficie plana esta dada por

C
C(r,t) = Flo)te—’ﬂ/wf (2.76)

Si se quiere calcular la concentracién de una fuente puntual en el volumen
C(z,y,2,t) entonces hay que realizar 3 veces la integracién en (—oo,00),
habra un factor 2v/ Dtr extra en el denominador, el resultado es

CO —r2/4D 3
C(T, t) = We /4Dt r e R (277)

21Es evidente que si se suman las contribuciones de concentracién en todo el espacio se
obtendrd M (Cp)
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Las soluciones para una fuente lineal, una superficial o una fuente vo-
lumétrica se pueden derivar de las ecuaciones anteriores con la integracion
de las variables espaciales relevantes. Como primer caso se condiera la difu-
sion sobre el plano x — y proveniente de una fuente lineal en el eje y, usando
, la concentracion toma la forma

o0 Co 2,2
_ —(a*+y?)/4Dt
C(z,t) . 747rDte dy
C
Clz,t) = —2_¢@/4D (2.78)

2V Dt

Cp en es ahora la concentracion inicial de una fuente lineal en y.
Se puede reconocer que esta es la misma expresion que , conentracion
de la fuente plana hacia un volumen infinito, de la seccién (2.5.3).
La ecuacion correspondiente para una fuente de linea conteniendo Cj en el

espacio tridimensional es la integral de (2.77)) que resulta selﬁ

Co e
C(r,t) = onate# /4Dt (2.79)

Se puede ver, a través de , que es equivalente a una fuente puntual

en una superficie plana infinita, a pesar de esto Cj tiene significados diferen-
tes en cada ecuacion.[17]
Las fuentes cilindricas y esféricas son muy utilizadas en la practica. Si in-
cialemente se tiene una sustancia distribuida uniformemente en una esfera
de radio a la concentracién C a una distancia r al tiempo t esta dada por la
siguiente igualdad [11]

1/2
C(r,t) = Coerf atry_G KDt) (e_(“_’")z/wt — e_(“+r)2/4Dt)}
V4Dt r s
(2.80)
El resultado corresponiente para un cilindro de radio a es
Co 2 a rr!
C — Y -r /4Dt/ —r /4Dt] St /d / 281
2Dt° 0 © olopg )" (2.81)

22 Aqui la notacién parece ser ambigua al no indicar sobre que variable se hizo la inte-
gral. Sin embargo es cuestion de la elecciéon de una superficie, por ejemplo si se busca la
concentracion en x — y se integra sobre z.
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Iy en (2.81)) es la funcion de Bessel modificada de primera especie de orden
cero, se define como sigue

I(x) = e V™/2], (ze'™?) (2.82)

Con J, la funcion de Bessel reqular|3|

J,(2) = i _(=D7 <$)n+28 (2.83)

= sl(n+ s)!

Ju, 1y

'
'
o
'

Ji

X

Figura 10: Representacién de funciones de Bessel J, y funciones de Bessel
modificadas I,

La integral que aparece en la ecuacion (2.81)) debe ser evaluada en numéri-
camente, excepto en el punto en donde diverge » = 0. Haciendo la integral
se llega a [11]

C=Cp|l—e /4] (2.84)

La solucién ([2.84) puede ser utilizada para describir la difusién desde una
esfera o cilindro inmersa en un volumen V.
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2.9 Segunda Ecuacion de Fick y la Ecuacién de Calor

La evolucion del campo de temperatura en la transferencia de calor esta des-
crita por una ecuacion con la misma estructura que tiene la segunda ecuacion

de Fick, ec ﬁ

. T 2.
=V (2.85)

A través de las constantes de proporcionalidad; capacidad calorifica por
unidad de volumen Cp y la difusividad térmica K/Cp = k se reescribe la
relacion anterior como

oT
Cpgr ==V - (KVT)

T K
0 —v-<VT>

ot Cp
orT
5=V (kVT) (2.86)

De la derivacion de esta relacion se puede decir que cualquier resultado de

la distribucién de concentracion aplica de la misma forma para la evolucion
de la temperatura.
La diferencia entre la ecuacion y (2.5) es la interpretacion fisica. La
ecuacion para la concentracién 0C/0t = V - DVC' es una ecuacién para una
cantidad extensivd’} Por otro lado, la ecuacién 0T/9t = V - kVT es una
ecuacion para una cantidad intensiva. Por esta razon muchos de los sistemas
en donde hay difusién de particulas se pueden tratar con el mismo método
que se usa para la tranferencia de calor.

H S Carslaw, J C Jaeger. (1986). Conduction of Heat in Solids. Oxford:
Oxford University Press.

23Se asume que la cantidad de entalpia no se almacena en el cambio de fase y que Cp
es constante.

24Una cantidad extensiva depende directamente de la cantidad de materia en el sistema
mientras que una cantidad intensiva es independiente de la cantidad de masa.
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3 Ecuaciones de Fick: Estado Estacionario

Si dentro del sistema en donde ocurre la difusion existe el mismo ntimero de
fuentes y sumideros la distribucién final de particulas no sera uniforme, en
vez de esto la concentracién C(r, t) se aproximara a un estado estacionariﬂ.
Debido a esto se tendra una mayor concentracion cerca de las fuentes y una
menor concentraciéon cerca de los sumideros. En el limite de esta aproximacion
se tendra que

oC(r,t)
ot
Esta aproximacion reduce las ecuaciones (2.5)), (2.7) (para problemas con

simetria esférica) y (2.8)) de la seccion (2.1) adoptando en general la siguiente
forma

—0

V0 =0 (3.1)

La ecuacién de difusion o la sequnda ecuacion de Fick generalizada se
reduce a la ecuacion de Laplace, en coordenadas esféricas se tendria que

es
10 (,0C
2or ( a) - (3:2)

—-V-J=0 (3.3)

Cuando se define el estado de equilibrio en J = 0 se tiene que VC =0 lo
cual indica que la concentracion es constante tanto en el espacio como en el
tiempo.

3.1 Difusién a través de una hoja plana

Para el estudio de este sistema se consideran casos particulares de la difusién
en una dimensiéon de un medio delimitado por dos planos paralelos en x = 0
y * = L (ver figura 11). Este modelo se aplica para materiales delgados en
donde la difusion efectiva de la sustancia entra a través de las caras del plano
completamente, a diferencia del flujo en los bordes, que es practicamente nulo.

25Ge dice que un sistema se encuentra en estado estacionario si las variables que definen
su comportamiento respecto al tiempo ¢ permanecen invariantes.
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Se supone la difusién a través de un plano de grosor L con coeficiente de
difusion D. Las caras superficiales en x = 0 y x = L se mantienen a concen-
traciones constantes C} y C5 respectivamente. Después de cierto tiempo se
alcanza el estado estacionario y debido a la simetria se supone que el flujo de
particulas depende solamente de la direccién normal a la superficie, direccion
en la que apuntan las flechas de la figura 11.

Figura 11: Difusién a través de una superficie plana o membrana de longitud
L. El eje del cilindro de referencia coincide con la direcciéon del flujo de
particulas y las flechas apuntan en este sentido.

Esto permite escribir el perfil de concentracion, segin (3.1 como

d*C

Integrando dos veces esta ultima ecuacion se consigue, en general

C(l’) = All' + Ag

Es necesario aplicar las condiciones inciales para conocer de forma explici-
ta Ay y As. La evaluacién sobre cada superficie dicta que

C0) = A, =

%)



JP 3 Ecuaciones de Fick: Estado Estacionario

Cy—C
C(L) :A1L+Cl :CQ—>A1 = %
Asi la solucién para la concentracién es
C(z) = CZZC%,: +C (3.5)

De la ecuacién anterior se puede ver que la concentraciéon cambia lineal-
mente de un lado a otrﬂ Es importante mencionar que para que el fenémeno
de difusion tenga lugar en este sistema se requiere que Cy # (1, de lo con-
trario no habrd migracién de particulas y 0C(x)/0x =0 V.

El flujo de particulas (ritmo de transmision de sustancia en difusién) estd

dado por (2.2)) , entonceﬁ

I JZeye)

(C1 = Cy)
L

A continuacién se presenta el fenémeno graficamente.

J, = D (3.6)

. . ® o
et "..i: .:g‘:. f‘ e
b e’ e .

C

L

Figura 12: Representacion de distribucion de concentracion dentro de la hoja
(membrana). Los puntos rojos simulan particulas en estado estacionario.

26No se puede asegurar en que direccién se mueven las particulas, hasta definir una
relacién entre C; y Cs

2TEs importante mencionar que .J,., atin en el caso estacionario, tiene unidades de [J,] =
m~2s~! debido a [D] = m?s~!
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C(x)

c1 4 Jx

C;
7

X

0 x=L

Figura 13: Grafica de distribucién de concentracion dentro de la hoja (mem-
brana). Se puede ver un cambio en C' como funcién de la posicion en (0, L).
El flujo J, es constante y proporcional a la pendiente de la ecuacion ([3.5))

También se puede calcular el total de sustancia difundida después de un
tiempo t (Q;) a través de un proceso andlogo al que se realiza cuando se
busca conocer el calor transferido en un sélido con esta misma estructura[19]

Comienzo con la primera ecuacién de Fick (2.4)

J=—-DVC

J representa el flujo de particulas; nimero de particulas sobre area sobre
segundo. Para conocer la cantidad de sustancia transferida se usa la ecuaciéon
en donde se hace el cambio de variable A = ¢. La corriente se escribe
entonces como

I=&-J
El producto punto resulta solo en la multiplicaciéon de la magnitud de cada

vector ya que la direccién normal a la superficie coincide con la direccién de
las lineas de flujo, en general

I=—-¢-DVC

Se puede relacionar la corriente con el cambio en el tiempo del ntimero
de particulas, como en el estudio del electromagnetismo[23]
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dQ.
dt
Que es la intensidad o corriente instantdnea. Finalmente combinando es-
tas ecuaciones e integrando en el tiempo se tiene

=1 (3.7)

Q= — / '. DVCat (3.8)

to

O en términos del flujo J

t .
Q, = / G- Jdt (3.9)
to
En una dimensién de coordenadas cartesianas
t oC
=— | Do—dt 3.10
Qt " o or ( )

Si se define un area superficial rectangular con lados a y b por la cual las
particulas se difunden, el area transversal estd dada por ¢ = ab. Por otro
lado, el gradiente de la concentracion en la ecuacion ([3.5)) es

oCc  Cy—Cy
or L
Con estos elementos (); se puede escribir como

ath(C'1 — OQ)

Qr = (3.11)

L

Figura 14: Comportamiento de la cantidad de sustancia difundida ); en una
membrana plana de espesor L = 1 para distintos valores de o = ab.
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3.1.1 Evaporacién hacia la Atmaésfera

Si la superficie de la izquerda (x = 0) se mantiene a una concentracién
constante ('} mientras que en la superficie en x = L hay evaporacién hacia
la atmosfera de tal modo que la condicién de equilibrio sobre la frontera de
transmision se escribe como

0C (x)
ox

= —h(C(x) — Cy) r=1L (3.12)

Siendo h una constante de proporcionalidad®]| La condicién sobre el lado
izquierdo de la hoja se conserva. Se tiene entonces que la soluciéon general
tiene la forma

C(SI’J) = All' + A2

Aplicando la primera condicién en z = 0 se encuentra nuevamente que

A2:C'1

Y la funcién es

C(CL’) == Alx + Cl
Sustituyendo la derivada respecto a x de la ecuacién anterior en la con-

dicién para x = L se obtiene

Al +h(A1L—|—Cl - 02) - 0

Ay(1+ hL) = h(Cy — Cy)

h(Cy— )
A= 1+hL

28Las unidades de h en S.I. son [h] = m™1
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Que produce la concentracién C(x)

_ h(Cy = ()
C(z) 7L x4+ Cy (3.13)
Con el flujo
h(Cy — Cs)
Iy 7L (3.14)

C,

X

0 x=L

Figura 15: Efecto de la constante de evaporacion h en la distribuciéon esta-
cionaria de difusion a través de una hoja. Se puede observar que a valores de
h pequenos la distribucién es mas uniforme, es decir Cy — Cf.

La cantidad de sustancia difundida, segun la ecuacion (i3.10)) tiene la forma

ath(C'1 - CQ)

C= T (3.15)

a)

@
3
9

an
\

@
S
\

I
8
\

Q;/D(C1-C5)
g
\
\
Q/D(C4-Cy)

N
S
\

Figura 16: Cantidad de sustancia difundida (); en una membrana de espesor
L = 1. a) Para distitos valores de o = ab y h =0.5. b) Para distitnos valores
de hyo=2

60



Difusion en Sistemas Biologicos JP

Evaporaciéon en ambas superficies

Cuando hay evaporaciéon en ambos lados de la superficie de la hoja las con-
diciones a la frontera se modifican a

e N(carel()) (3.16)
P = h(o() - ) (3.17)

Con las condiciones inciales se consiguen las dos ecuaciones siguientes
para las constantes de integracion

Al - h1A2 —f- thl = O

Al(]_ —|— th) —|— hQAQ — hQCQ - 0

Las constantes A; y A, producen la concentracién

. Cghlhz — Clhthx 4 Clhl + CQhQ + Clhlth
hi + ho 4+ hihoL hi+ hy 4+ hihoL

C(z)

Reacomodando términos se llega a la ecuacion que comunmente se pre-
senta en la literatura[11]

. th’l[l + h2<L - x)] + hQCg(l + hlﬁ)
hi+ hgy + hiho L

C(x) (3.18)

El flujo en este caso es

L uha(C - Cy)
" T+ ha + hihoL

Para la visualizacion de este sistema es conveniente hacer Co = 0, de esta

forma, la ecuacion (3.18)) es

(3.19)

. h101[1 + hQ(L - SL’)]
C@%‘ih+m+hm¢

Para una hoja con longitud L = 1 la concentracion se comporta como en
la figura 17.
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C(x)/C;

of x=L X

Figura 17: Concentracion relativa C'(x)/Cy para una hoja plana de longitud
L =1 con hy; =0.5 fija y distintos valores de h..

El gradiente de la concentracion en (3.18)) es

8£ . h1h2(02 — Cl)
8x N hl + h2 + hlth

Lo que conduce a

o hlhgath(Cl - CQ)

- 3.20
@ hi + ho + hihoL (8:20)

a) b)

w
=3
[
an

hy = 0.25——
hy = 0.50
h, =075

Nqq
IIl\

2

I

]

|
)

N
=3
=)

Q/D(C4~C5)
o o -
Q,/D(C4-C2)

el
2]

o N b o o

e
=)

Figura 18: Cantidad de sustancia difundida @); en funcién del tiempo.
a) Para distintos valores de hy con hy =0.25y o = 2. b)Para distintos valores
de o con hy =0.25y hy =0.5

La variacion de los pardametros a y b en la geometria del sistema, tanto
con evaporacién en una o dos fronteras o sin ella, alteran directamente )y
ya que depende linealmente de ambos. Si a o b aumentan también lo hace el
gradiente de concentracion y el area transversal de flujo.
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3.1.2 Constante de Permeabilidad

Si se supone que la concentracion es mayor de lado izquierdo, C; > Cj, se
tendra un flujo de particulas de izquierda a derecha. Ain con esta imposicion
la ecuacién para la concentracion es lineal, y se tiene que, como en los casos
anteriores

C(SL’) = All’ + A2

Suponiendo ahora que la hoja es selectiva y permite pasar solo una frac-
cion k del total de particulas que llegan a ella entonces la concentracion en
este punto (z = 0) sera

C(0) = kCy (3.21)

Con lo que la constante de integracion A, sufre una modificacién respecto
al modelo en la seccion (3.1)

Ay = kCy
El proceso de seleccion dara lugar a la concentracién en x = L de la forma

Cy — Ch)

k
Finalmente la concentracién como funcién de z es
k(Cy, —C
Clz) = (2Ll)x + kCy (3.23)

Relacién que se puede derivar de la multiplicacién de la ecuacién ([3.5))
por la constante k.
La cantidad de sustancia difundida se deriva de la misma forma, multipli-
cando la ecuacién (3.11)) por k, a saber

Qt _ athk;(gl - Cg) (324)

Debido a esta relacién el comportamiento de la cantidad de sustancia
difundida es similar al que se grafico en la figura 14, solo existiran modifica-
ciones en la posicion de la curva dibujada.
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Por otro lado, el flujo esta dado por

k(G — Cy)
Jo=

La observacion de la pendiente lineal k/L brinda informacién fisica de lo
que sucede en un arreglo de este tipo. Lo primero, es directamente propor-
cional a k; a mayor k mayor niimero de particulas podran viajar de izquierda
a derecha a través de la hoja plana. Para L grandes el recorrido dentro de la
hoja aumentara y resultarda mas complicado cruzar hasta la tultima frontera.
En la grafica siguiente se puede observar el comportamiento de C'(z) cuando
hay variaciones en k y L.

D (3.25)

— — kIL=23
----- KL =1
KIL =2
N
N
N
~N
N
N
N
oy N
AN N
10 15 2.0
X

Figura 19: Distribucién de la concentracién C'(z) al interior de una hoja plana
con k constante y L como parametro libre

En este caso, se obtiene que la constante de permeabilidad P, estd dada

por?

P= - (3.26)

Se puede definir también la resistencia de frontera como el inverso de
la permeabilidad, se hablard més de la resistencia en la seccion (3.1.4). Este
modelo es utilizado por algunos autores para describir la difusiéon en una
membrana.[15]

29Es evidente que la constante k es adimensional. Las unidades de P son [P] = ms™!
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En algunos sistemas donde no se conoce con exactitud las concentraciones
C1 y C5 es util usar la constante de permeabilidad junto con las presiones p;
v po presentes en las superficies de la membrana.ﬂ

Se puede encontrar una aproximacién cuando se usa la primera ecuacion

de Fick como se derivé en (2.4)), a saber

J=—-DVC

Para el caso de la membrana se tiene, por la ecuacion (3.6)), que

_ (G =Gy
Jr = 7

D

Cuando se tiene un coeficiente de difusion constante y existe una relacién
lineal de la presion de vapor externo con la concentracion en equilibrio de la
membrana se puede escribir la isoterma lineal como constante de proporcio-
nalidad de estos dos pardmetros|11]

C representa la concentracion dentro del material de la membrana que
estd en equilibrio con la presiéon de vapor externa p, por otro lado S es la
solubilidad®] [22] Bajo estas condiciones la ecuacién es equivalente a
. En este caso el flujo J, se escribe como sigue

S(pl - Pz)
L

Y entonces se puede identificar, a través de (3.25) y (3.26)

Jp = D (3.28)

S(p1 - p2)

Iy = 7

D = P(Cy — Cy)

DS
P=— 3.29
- (329)
30Hay que decir que la constante de permeabilidad es menos fundamental que el coefi-
ciente de difusién.
31Capacidad de una sustancia de disolverse al mezclarse con un liquido.
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3.1.3 Coeficiente de Difusion como Funcién Arbitraria
Coeficiente de Difusién como Funcion de la Concentracion

Si el coeficiente de difusién D varia con la concentracion es claro que también
dependera de la posicion del sistema. La ecuacién de estado estacionario con
esta dependencia puede ser deducida de la misma forma como se hizo en la
secci6n (2.1), particularmente de la obtencién de la segunda ecuacién de Fick
a través de la primera con la ecuacién(2.2)), de esta forma la igualdad

o (2.5)) se transforma en ﬁ

;; (D(C’)%i) —0

Tratandose de coordenadas espaciales, sin pérdida de generalidad se puede
escribir como

d dC
. (D(C)dx> =0 (3.30)

En la seccién (3.1) se vio que esto implica que

Jp = —D(C)fg =« a€eR (3.31)
Integrando entre C; y (5, se llega a
J. = —i :2 D(C)de = G = ) - “p, (3.32)
Con
1 Ca
Dy = 01_02/0 D(C)dC (3.33)

La ecuacién (3.32)) es el valor medio que se mide desde J,.. De esta manera
D depende de la concentracion y no de la distancia a través de la membrana.
No se puede decir mas sobre J, o C, hasta conocer la forma explicita de
D(C).

32E] coeficiente de difusién puede depender de diferente forma en cada direccig o de
més variables no espaciales, como la temperatura, ; conviertiéndolo en un tensor D .[29]
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Coeficiente de Difusién como Funcion de la Posicién

El tratamiento es diferente si D es funcion de la poscién D = D(7). En una
dimensién el estado estacionario es

d dC
e (D(m)d:v> =0

La solucion se obtiene con integracion ordinaria. La tltima ecuacion im-
plica que

d
D(x)di =a «a€lR
Separando variables se llega a
Q@
dC = d
D(a)™

Integrando desde zy = 0 hasta un punto x de interés

C) =) +a |’ l;’l(";) (3.34)

3.1.4 Membrana Compuesta de N Capas

Si se tiene una membrana de N capas cada una con espesor Ly, Lo, Ls,..., Ly
y coeficientes de difusion Dy, Do, D3, ..., Dy el decaiminento en la concen-
tracion a través de la membrana es la suma de los decaimientos individuales.
Como el flujo de transferencia J, es el mismo en cada capa (se suponen capas
de la misma especie) se puede decir, si se considera a k = 1 en (3.26]), que

JxLl JmLQ JJ:LN o
bttt by = (Ri+Ro+ -+ Ry)J, (3.35)
Siendo
1 Ly
Ry = — = — 3.36
NPy Dy (3.36)
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C C,

x=0 x=L

Figura 20: Representacion de la resistencia Ry en el grafico de concentracion.
La concentracion C(x) sigue siendo lineal pero hay cambios en la pendiente
para distintas capas.

Ry es la resistencia de frontera o resistencia de difusion. La igualdad
indica que la resistencia de difusién de la membrana compuesta es la
suma de las resistencias separadas asumiendo que no hay barreras impermea-
bles entre ellas.

En el caso especial de la figura 20 se dividi6 la membrana de longitud L
en 7 secciones de igual magnitud. Cada una de ellas esta caracterizada por
un coeficiente de difusiéon Dy distinto, este cambio se traduce en la variacion
de la pendiente de una concentracién que depende linealmente de la posicién
x.

La ecuacion de difusion en estado estacionario (3.1) es analoga a la ecuacion
de Laplace para el potencial electrostdtico en un espacio libre de carga.[23]

VC =0
Esto implica que la corriente de difusién I en ([2.10)) para un absorbente
aislado de cualquier forma y tamano se puede escribir como|1]

I = 47TDCCO

Siendo ¢ la capacitancia eléctrica de un conductor aislado con la misma
forma y tamano que el absorbente. Mas adelante se hablara con méas detalle
sobre la analogia electrostatica en difusion.
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3.2 Difusion en un Cilindro

Se considera un cilindro circular en el cual la difusion es radial. La ecuacién

(3.1) en coordenadas cilindricas es

viC (3.37)

= - r— |+ ===+ =
ror \ or r2 0¢? = 022
Suponiendo simetria en los angulos azimutal y ecuatorial el estado esta-
cionario en esta geometria se lee como

10 ( oC

El sistema es un cilindro hueco con radio interno a y radio externo b,
debido a esto el dominio la coordenada espacial es a < r < b.

_10(00) 1 9°C  9°C

a) b)

Figura 21: Difusién en un cilindro a) Vista transversal del cilindro con radio
interno a y radio externo b. b) Se muestran las lineas de flujo de concentracién.
Dada la relacién C; > (5 la direccion de las lineas de flujo es en la direccién
radial.

La solucién de la ecuacion (3.38)) se obtiene integrando dos veces

oc

TE = Al
oc _ A
or r
C(r) = Ajlnr + A,y (3.39)
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Las constantes A; y As se determinan con las condiciones a la frontera. Si
en la superficie r = a se mantiene a una concentracién constante C; y r = b
a (5 entonces se consiguen dos ecuaciones, a saber

Allna + A2 = Cl
Allnb + AQ = 02

Las constantes son encontradas resolviendo el sistema en cuestién

Cy — Cy
A =~ —=
"7 In(a/b)

A — Colna — CqInb
7 In(a/b)

Y la concentraciéon resultante se escribe como sigue

O =0y Chlna — Ci1nb
¢ir) = In (a/b) o+ In (a/b)

Rearreglando se llega a que la concentraciéon es

_ Ciln(b/r) + Caln(r/a)

cir) In(b/a)

(3.40)

c(n)/C;

bla =2
--- bla=5
— = bla=10

Figura 22: Distribucién de concentracién en paredes cilindricas ec. (3.40)):
b/a=2,b/a=5,bla=10y Cy =0
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La concentracion en un cilindro hueco no es lineal como cuando se trataba
el caso de la difusién a través de una hoja plana en la seccién (3.1), en cambio
tiene una dependencia logaritmica, algunas lineas de distribucién con valores
especificos de b/a y concentracién nula en la pared externa se muestran en
la figura 22.

Asumiendo que C; > () la trayectoria de las particulas es en R? y el flujo
J = J,7.
Es conveniente recordar que o es el area de la superficie a lo largo de todo el
cilindro y r la coordenada espacial, de esta manera, el cambio temporal en
la cantidad de sustancia difundida es calculado a través de la ecuacién ,
como sigue

40, hle.
%t _pean™
dt (@2rrL) o

Solo se requiere conocer la derivada de la concentracién en ([3.40))
dC Oy —Cy

= —" 3.41
dr  rln(b/a) (3:41)
Sustituyendo esta ultima ecuacién en d@;/dt tengo que
D(27TL)(01 - CQ)
dQ, = dt
@ In(b/a)
Finalmente se encuentra ),
2rDLt(Cy —
Q, = LI = ) (3.42)

In(b/a)

Con la derivada de (3.42) respecto a b se tiene una mejor interpretacion
de lo que significa aumentar la distancia entre fronteras, o lo que es lo mismo,
incrementar el medio de difusion.
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Q2 D (C1-Cy)

Figura 23: Comportamiento de la sustancia difundida ¢); como funciéon del
tiempo para distintos valores relativos en los radios del cilindro b/a

La derivada de la ecuacién antes mencionada respecto a b es

0Q:  2rDLt(Cy — Cy)
ob  [bln(b/a)]?

Con la relacién establecida entre las concentraciones de las fronteras,
C7 > Cy, la derivada de @); en b es siempre negativa. Y aunque el criterio
para la busqueda de puntos criticos resulta en b = 0 dentro de la clasificacion
esta coordenada no representa un maximo o minimo analitico en la curva
que describe la dependencia espacial, lo que hace imposible la evaluacion de
C(r) en b = 0, es decir, si b disminuye el area y el gradiente de concentracién
también lo hacen y Viceversa.ﬁ

o

Qu/27t DLY(C4-C;)
o

0.9

2 ) 6 B 10
b/a

Figura 24: Efecto del grosor de fronteras en la sustancia difundida para un
sistema con paredes cilindricas en estado estacionario sin evaporacion.

33La evaluacién del flujo y la corriente en b = 0 es también divergente.
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Con la ecuacién (3.41)) se calcula también el flujo y la corriente

01 Cy
/a)

(3.43)

T

I= C2) (3.44)

rin(b/a
2 LD(Cy
In(b/ a)
3.2.1 Evaporacion hacia la Atmaésfera
El problema de evaporacion en la atmosfera en paredes cilindricas es similar
al de la membrana tratado en secciones anteriores. Suponiendo que en r = a
se mantiene una concentracioén constante C y que la frontera exterior r = b

tiene contacto con la atmosfera, entonces la segunda condicién inicial con
constante de proporcionalidad h se modifica a

dc
dr |
La condicién y C(a) = C; generan dos ecuaciones linealmente
independientes

= —h(C(b) — Cs) (3.45)

Allna + A2 == Ol
1
A, (hlnb + b) 4 hAy = hCy

De donde las constantes son

bh(Cy — Cs)

Ay = Tt )
"7 hbln(a/b) — 1

bh(Cslna — Cilnb) — C4
hbln(a/b) — 1

Y la concentracion resultante es

AQI

bh(C’l — 02) Inr 4 bh(CQh'lCL - 011Hb> — CI
hbln(a/b) — 1 hbln(a/b) — 1

C(r) =

C1[1 + bhln(b/7)] + Cobhln(r/a)

¢r) = 1+ hbln(b/a)

(3.46)
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En la grafica siguiente se observa la distribucion de concentracién cuando

Cy=0

a) b)

bla =2
bla =

o
EEES
o

oS00
Nan
asSa

12) bla = 10 12

2 4 6 8 10 : 2 4 6 8 10
alr alr

Figura 25: Comportamiento de la distribucion de concentracién a) h =0.5
para distintos valores de b/a b) b/a = 2 para distintos valores de h

Para calcular @ se necesita dC'/dr a partir (3.46)), de manera que

dC  bh(Cy — Ch)
dr [l + hbln(b/a)]

Con la deduccion de @ en (3.8)

(3.47)

dQy D(2nrL)dC
= — 4
dt dr (3.48)

Sustituyendo (3.47]) en ([3.48)

th . _D(QWTL)bh (CQ — Cl)

dt r 1 + hbln(b/a)

Finalmente integrando desde un tiempo to =0 a t

hb

Qu = 2xDLHCs = Co) s

(3.49)
En la figura 26 se muestra como es la dependencia de ); con h y b/a.

Hay otro punto interesante a analizar en este caso; haciendo la derivada
respecto a b en (3.49)) se tiene que

ob [1 4 hbln(b/a)]?

74



Difusion en Sistemas Biologicos JP

b)

o
o

S
S

Q277 Dt (C4-Cy)
-

Q277 Dt (C4~C5)
-

N
N

Figura 26: Sustancia difundida en el tiempo a) h =0.5 para distintos valores
de b/a b) b/a = 2 para distintos valores de h

Se puede ver que si bh > 1 el ritmo de difusion decrece a medida que b
se aleja de a. Por otro lado, si bh < 1 0Q;/0b crece y después decrece una
vez pasando el mdzimo byq. = 1/h. Se debe a los incrementos opuestos que
existen al aumentar b. Por un lado se tiene que el ritmo de evaporacion crece
si b también lo hace debido al aumento del area superficial en la frontera
r = b, mientras que el gradiente de concentracion VC' en decrece si b
aumenta. Algunas veces en la practica si se quiere aumentar la difusion de
particulas se busca hacer paredes més anchas.[11]

o ©
(o)} 0o

Q277 DLt (C1~Cy)
o
'

0.2

0.0 05 1.0 15 20 25 3.0
b/a

Figura 27: Efecto del grosor de fronteras en la sustancia difundida para un
sistema con paredes cilindricas y evaporacion en una de ellas (h = 1) en el
caso estacionario.

Con la ecuacion (3.47)) se puede calcular el flujo y la corriente

J = bh(Cy — Cy)

= L+ hbln(b/a)] (8:50)
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hb

I'=2mDL(C = G 7y

(3.51)

Figura 28: Lineas de flujo J, dependiente de la posiciéon r con h =0.25.

La evaluacion de C(r), I y J,. en by, = 1/h dan como resultado

_ Ci[1 +In(1/hr)] + Coln(r/a)
C(r) bm1/h 14 In(1/ah) (3.52)
_ D(C - (y)
> b=1/n  7[1+1n(1/ah)] (3.53)
_ 2aDL(Cy — Cy)
! b=1/n  1+In(1/ah) (3.54)

Las graficas de las ecuaciones anteriores conservan el comportamiento que
se ve en las figuras 25 y 28 respectivamente, salvo constantes.

Evaporacion en ambas superficies

Es conveniente revisar que pasa cuando hay evaporacion en ambas superficies,
en este caso las dos condiciones son las mismas que se trataron en la secciéon
(3.1.1), es decir

W0~ ey - Ota) (3.55)
W _ o) - ) (3.56)
or r=b
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Una vez més de ([3.39) se determinan las ecuaciones que permiten calcular
A1y As

a

1 —ahql
Al (alna> - hlAg - —thI

1 + bholnbd
A1< +b2n

) + hoAy = hyCy

Resolviendo el sistema de ecuaciones las constantes toman la siguiente
forma

o abhlhg(CQ — Cl)
B bhg + ah1 + abhlhgln(b/a)

1

A, — thCQ + ah101 + abhlhg(C’llnb - Cgh’la)
2T bhs + ahy + abhyholn(b/a)

Entonces

abhihy [Coln(r/a) + Ciln(b/r)] + bCshy + ahyCy
bha + ahy + abhuholn(b/a)

C(r) =

Agrupando términos en la concentracién

_ aCyhyi[1 + bhaln(b/r)] + bCahs[1 + ahiln(r/a)]

C
(r) bhs 4+ ahy + abhyholn(b/a)

(3.57)

a)

o

Q/27D(C4~C)
r=3

Figura 29: a) Distribucién de concentracién con h; =0.5, hy =0.25 b) Sus-
tancia difundida en funcién del tiempo. Los valores de hy y hsy se conservan.
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Ahora calculo el total de sustancia difundida usando el gradiente

g B abhlhg(CQ — Cl)
dr — r[bhy + ahy + abhiholn(b/a)]

Poniendo esta ultima ecuacién en (3.8)) e integrando en el tiempo Q; es

QWDtLabhth(Cl — CQ)

_ 3.58
bhy + ahy + abhihayln(b/a) (3:58)

Qe

o

o

Q/ 27D (C4-Cy)
Q/ 21D (C4-C)

[
@

14
o

Figura 30: Cantidad de sustancia difundida. a) h; =0.25 y hy =0.5 para
distintos valores de b/a. b) b/a = 2 y hy =0.25 para distintos valores de ha.

Usando el gradiente VC se calcula J, e [
abhthD(C’l - CQ)

= 3.99
rbha + ahy + abhihaln(b/a)] (8:59)
QWDLabhlhg(Cl — CQ)
1= .
bhg + ah1 + abhlhgln(b/a) <3 60)

Figura 31: Lineas de flujo J, dependiente de la posicién con h; =0.25 y
he =0.5.
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Haciendo la derivada de la ecuacién (3.58)) en b se obtiene

8@,5 . 27TDLtCL2h%h2(Cl — OQ)(bhg — 1)
81) N [ah1 + bhg + abhlhgln(b/a)]z

Al igual que cuando se tenia evaporacién solamente en la superficie exte-
rior el comportamiento de ); en funcién de b tiene un maximo debido a los
incrementos opuestos en el area superficial y en el gradiente de la concentra-
cion.

1lh,

Q277 Dt (C1~C;)
o isd isd o
2z 3 2

o
@

b/a

Figura 32: Efecto del grosor de fronteras en la cantidad de sustancia difundida
para un sistema con paredes cilindricas y evaporacion en ambas superficies
en estado estacionario; hy =0.25, hy =0.5

Evaluando C(r), J, e I en el maximo e, = 1/hy se obtiend™|

~ahCy[1 +In(1/hgr)] 4+ Co[1 + ahyln(r/a)]
C(r) b=1/hy 1+ ahy[l + In(1/ahs)] (3.61)
_ ah1D(Cy — Cs)
J; b=1/hy  T[1+ahi {1+1n(1/ahs)}] (3.62)
_ 2nDLah(Cy — Cy)
! b=i/hy 1+ ahi[1+1n(1/ahy)] (3.63)

3.3 Difusion en una Esfera

En un sistema de tres dimensiones R? en coordenadas esféricas el laplaciano
tiene la siguiente estructura

34La derivada de Q; respecto a a no es relevante. El resultado es un punto critico negativo
(ac = —1/hy) y dado que Q; es estrictamente positiva carece de sentido fisico.
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vioo L0 (200 L 0 (g 00 1 _&C
r20r or r2sin § 00 00 r2sin®0 9¢

Si se restringe la trayectoria en la direcciéon radial, entonces el estado
estacionario nos dice que

1 d ([ ,dC
- = = .64
r2dr<r dr) 0 (3.64)
Integrando es
A
C(T) = 71 + AQ

En una esfera hueca a < r < b la superficie en r = a se mantiene a
concentracion C constante mientras que la superficie » = b se mantiene a
(5 constante. Matematicamente estas condiciones se traducen a

A
St A=0
a
A
=4 Ay =0y
b
La solucién al sistema es
A1 _ ab(C’l — 02)
b—a
A2 _ ng — CLOl
b—a

La concentracion en la esfera hueca da como resultado

ab(C'1 — Cg) bOQ — CLOl

Cr) = r(b—a) b—a
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Reagrupando

Clr) = aCi (b —rr()b—{;l;c)’g(r —a)

(3.65)

C(r)/C;

Cy

bla =2
— — bla=10

Figura 33: Distribucién de concentracién C(r) para distintos valores de b/a
con Cy =0

El calculo de Q; se logra a partir de (3.8]). La derivada de la concentracion
respecto a r es

@ . ab(C’l — CQ)
dr — (a—Db)r?

El area esférica o con radio de trayectoria constante se calcula como se
muestra a continuacion

27w
_ N2 _ N2
U—/O /0 (b —a)”sinOdOde = 4w (b — a)

Entonces considerando una distancia constante r* = (b — a)?

dQ; 2| _ab(Cy — Cy)
= —4rD(b—a) {(a —b)(b— a)2>
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Finalmente

B 47TDtCLb(Cl — CQ)
N b—a

Q:

O como se encuentra mas comtinmente en la literatura[11]

Q. = 47rDtbCiba(Cl — Oy (3.66)

b)

a)

-

Q/4 1D (C1-Cp)
J,ID (C4=C5)
°
D

Figura 34: a) Cantidad de sustancia difundida en el tiempo. b) Lineas de
flujo J,. dependiente de la posicion 7.

El flujo se obtiene con el gradiente de la concentracién, operando sobre
[2.4) se ve que va como r~2.

abD(Cl — Cg)

= (b —a)r?

(3.67)

La derivada de la ecuacién (3.66)) respecto a b brinda informacién sobre
el aumento en el espaciamiento de fronteras.

0Q: 47 Dta?(Cy — C))
ob (b—a)?

El tnico punto critico en b hace que tanto la concentraciéon como el flujo
sean divergentes en ese punto, en la figura 35 se muestra la dependencia de

b en Q.
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)
(=3

Q477 Dt (C4-Cy)
o

=3

0.5

bla

Figura 35: Cantidad de sustancia difundida en funcion de los radios relativos
b/a para un sistema esférico en estado estacionario sin evaporacion.

3.3.1 Evaporacion hacia la Atmadsfera

Cuando existe evaporacion hacia la atmoésfera se utiliza la misma condicién
a la frontera que en los casos anteriores cuando se estudiaba la membrana
de ancho L y el sistema cilindrico. Entonces considerando que la superficie
r = a se mantiene a una concentracion constante C; y que en r = b hay
evaporacion tal que (ver figura 36)

oC

ol = —h(Cm) =) (3.68)

La solucion general para la esfera hueca se mantiene, es decir

C(T’)ZT—"AQ

Mientras que la evaluacién en la condicién (3.68]) junto con la concentra-
cién constante C en el radio r = a dan dos ecuaciones independientes para
las constantes de integracion.

A
*1‘1‘142:01
a

h 1
Al [b—b2‘| +hA2:h02
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Figura 36: Representacion de la migracion de particulas en un cascarén esféri-
co con concentraciones superficiales C) y Cy y radios a y b respectivamente
(a < b) en estado estacionario.

Resolviendo por el método de Cramer o Gauss Jordan se encuentra que

. ath(Cl — 02)
~ B2h+a — abh

1

A — aC' + bh(bCy — aCh)
2" ®hta—abh

Asi la concentracién es

c(r)

. ab2h(01 — 02) (1) CLCl + bh(bCQ — aC’l)
~ b?h+a — abh b?h + a — abh

r

Reacomodando se tiene

- ab2h(C'1 - Cg) + b2h027' + aClr(l — bh)
r(b>h 4+ a — abh)

_aCy [0*h +7(1 — bh)] + hb*Co(r — a)
r(hb% + a(1 — hb))

(3.69)
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El gradiente de la ultima ecuacion es

9C  ab*h(C) — Cy)

ar  r2(bh(a —b) —a)

El area con vector normal a la superficie del flujo sigue siendo la misma
que cuando no habia evaporacién hacia la atmdsfera o = 4772 por lo que la
cantidad de sustancia difundida @); tiene la siguiente forma

B £ _oC o [ ab*h(Cy — Cy)
Q: = —/O JDEdt = 4nr [TQ(bh(a S Dt

47rDtab2h(C'1 - Cg)
Q= —
b2h + a(1 — hb)

Las graficas del comportamiento de (3.69) y (3.70)) se dibujan en la figura
37.

(3.70)

a)

c()ic;

Q/4nD(C1-Cy)

Figura 37: a) Distribucién de concentracién en el espacio con h =0.5 a dis-
tintos valores de b/a y Cy = 0 b) Cantidad de sustancia difundida @; en
funcién del tiempo con h =0.5 para distintos valores de b/a y Cy = 0.

Al igual que en el caso de evaporacién en una de las superficies del sistema
cilindrico la cantidad de sustancia difundida para la esfera en funcion del
radio exterior b tiene un maximo. Para poder visualizar esto hago la derivada

de (3.70)), explicitamente

0Q;  4Ama*bDhit(Cy — Cy)(2 — bh)
ob (a + bh(b — a))?
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Es evidente que si bh > 2 el ritmo de difusion decrece a medida que b
crece, por otro lado si bh < 2 la derivada crece y después decrece una vez
que pasa por el maximo b = 2/h. Este comportamiento es debido a que
el crecimiento de b es responsable del aumento del area normal al flujo de
las particulas y al mismo tiempo de la disminuciéon en el gradiente de la

concentracion, segin (3.69)).

2/h

QJ4ATD(C4-Cy)
o o o = =
B D o ]} o N

o
N

b/a

Figura 38: Efecto del grosor de fronteras en (); para un sistema esférico en
caso estacionario y evaporaciéon en la frontera exterior; h =0.5

Con el gradiente de la concentracion se calcula el flujo y la corriente.

J = athD(Cl - CQ)

~ 72[bh(b — a) + a] (3.71)

i 47TDCLb2h(Cl - CQ)

bh(b—a) +a (3:72)

Figura 39: Lineas de flujo de sistema esférico en estado estacionario con
evaporacion en el radio exterior r = by h =0.5
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La evaluacién de C(r), J, e I en el maximo del radio exterior b,q, = 1/h
se tiene que

aCi(4 — hr) +4Cs(r — a)

C = 3.73

(r) b=2/h r(4 — ha) ( )
4Da(C’1 - 02)

J, = 3.74

b=2/h r2 [ha + 2(2 — ha)] ( )
167TDG(01 — 02)

I = 3.75

b=2/h ha + 2(2 — ha) ( )

Evaporaciéon en ambas superficies

Como en los casos anteriores se estudia la evaporacion en ambas fronteras,
r =ay r =b. Las condiciones a la frontera son

T =—me ey (3.76)
91— _hc) - ) (3.77)
07“ r=b

Estableciendo estas dos condiciones en la solucién general se tienen nue-
vamente 2 ecuaciones

_1 n -
Ay |+ =]+ Ay = Gy
_a a_
_h 1_
Al _[)2_[)2_ +h2A2:h202

Cuya solucién es

CLszhth(Cl - CQ)

A p—
" B2ho(ahy + 1) + a2hy (1 — bhs)

A o a2C’1h1 + bhg(bCQ + ah1 (bCQ — CLCl))
2T Bho(ahy + 1) + a2y (1 — hy)

La concentracién C(r) es
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a2b2h1h2(01 - Cg) (1) i GQClhl + bhg(bCQ + ah1 (ng — aC’l))

) = By (an + 1) + a®ha (L — o) b2ha(ahy + 1) + a2ha (1 — bhs)

r
Agrupando términos se obtiene

. Cla2h1 [b2h2 — T’(bhg - 1)] + CQb2h2 [r(ahl + ].) - Cbzhl] (3 78)
- r [b2h2(CLh1 + 1) + a2h1(1 — bhg)] '

C(r)

A través de un proceso analogo a los casos anteriores calculo ;. Primero
el gradiente

@ . CLQthth(CQ — Cl)
Or 12 [b2ha(ahy + 1) + a2hy(1 — bhy)]

Usando (3.8) se tiene

Q . 47rab2h1h2Dt(Cl - Cg)
"7 Bhy(ahy + 1) + a2hy (1 — bhy)

a)

c(r)/C

Q4D (C4~Cy)

Figura 40: a) Distribucion de concentracién en el espacio a distintos valores
de b/ay Cy = 0 b) Cantidad de sustancia difundida @; en funcién del tiempo
para distintos valores de b/a y Co = 0. Ambas con hy =0.5 y hy =0.25
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El flujo y la corriente quedan descritos a través de las siguientes expre-
siones.

J — aQbZhthD(C’l — Cg)
" 7“2 [b2h2<ah1 + 1) + a2h1(1 — bhg)]

(3.80)

47Ta2b2h1h2D(01 — Cg)

I =
thg(ahl —+ 1) + a2h1(1 — bhg)

(3.81)

El efecto del espaciamiento entre fronteras en (); se observa haciendo
0Q¢/0b, a saber

(?Qt . 47rDta3bh%h2(Cl — 02)(2 — hg)

b~ [a2hy + bhalb + ahy (b — a)]]?

Bajo el mismo razonamiento de los incrementos opuestos en (3.79)) y en el
gradiente de (3.78)) b tiene un maximo en by, = 2/hy y una vez mas depende
inversamente de la constante de evaporacién en la superficie ]

a)

2lh,

QJ4rDY(C4-C;)
§ <
J, 1D (C4=Cy)

0.1

0 2 4 3 8 10 0 2 4 3 8 10
b/a r

Figura 41: a)Efecto del grosor de fronteras en (); para un sistema esférico en
caso estacionario y evaporacién en ambas superficies. b) Lineas de flujo J, en
funcién de r para distintos valores de b/a; En ambos casos hy =0.5, hy =0.25

Se presenta la evaluacién de la concentracion, el flujo y la corriente en
bmam = 2/h2

. GQClhlh%(Zl — h27’) + 402]12 [7‘(1 + ahl) - a2h1]

C =
(r) b=2/hs r[4(1 + ahy — a®hy) — a®hqhs]

(3.82)

35La derivada de Q: en a no es reelevante pues el punto critico a. resulta en un caso
negativo y en otro imaginario, por lo tanto se descarta su significado fisico.
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4h1a2(C'1 - 02)
I = 3.83
b=2/hs  T22[4(1 + ahy) — a®hyho] (3.83)
167ra2h1(01 - Cg)
I = 3.84
b=2/hs  4(1 + ahy) — a®hihy (3.84)

La evaluacién de C(r), J. e I en todos los casos (membrana, cilindro y
esfera) parece no dar mas informacién en el sistema de interés. Su comporta-
miento analitico es similar al de las graficas que se presentaron en cada uno
de los casos.

3.3.2 Difusién hacia un Absorbente Esférico

Una micela es una estructura de agrupacién molecular que une un conjunto
de particulas.[15] En este sistema se modelan las particulas que se encuen-
tran en el mismo medio que la micelaﬁ o una proteina esférica; a pesar de la
simplicidad del modelo es simamente til para visualizar el comportamiento
de las estructuras

Una de las propiedades mas importantes de este sistema es que en el punto
donde las particulas entran en contacto con la esfera son absorbidas comple-
tamente y por lo tanto quedan fuera del conjunto inicial de concentracion.
Si se considera una esfera con radio » = a con estas propiedades absorbentes
y simetria angular la ecuacion diferencial para la concentracion sigue siendo

(3.64).
1d [ ,dC
2dr ( dr> =0

Y la solucién general se mantiene

C(T)ZAl‘i‘?

La primera condicién se obtiene considerando que a grandes distancias
r — 00 la concentracién es constante C,, mientras que en el borde de la
esfera se cumple que C'(a) = 0.
Estas condiciones dan lugar a dos ecuaciones con dos incégnitasm

36La micela es considerada como una esfera con las partes polares hacia dentro y las no
polares hacia afuera.

37Cuando la absorcién de particulas es tan rapida que sucede de modo instantaneo al
tocar la superficie de la esfera, al igual que en los casos anteriores, se dice que la reacciéon
estd limitada por la difusién.[15]
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De forma explicita se escriben como

C((I)ZAl‘i‘?:O

lim C(T) = Al = Coo

r—00

Las constantes quedan determinadas al resolver el sistema de ecuaciones
producido

Alzcoo

A2 = —GCOO

Con esto la concentracién es

(3.85)

Figura 42: Distribucion de concentraciéon hacia un absorbente esférico de
radio a. En rojo a =0.5, en morado a = 1 y en azul a = 2.
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Calculando el gradiente de (3.85]) se puede calcular el flujo a través de
(2.6)

9C _ aCx
or 2
D
J, = —f,j‘)a (3.86)

Si se calcula la corriente en el punto r = a se obtiene el nimero de
colisiones por segundo en la superficie 5]

I(a) = —J(a)4ma® = 47 DCya (3.87)

El signo en la ecuacién dicta la direccién de la corriente, en este caso
radial hacia adentro —7 (ver figura 43). La corriente es proporcional no al
area de la esfera si no a su radio. A medida que a incrementa el area superficial
crece como a? pero el gradiente de concentracién en r = a (proporcional al
flujo) decrece como 1/a.

Ve
A

Figura 43: Absorbente esférico de radio a en un medio infinito que incialmente
contiene una concentracion Cy,. Las flechas indican la direcciéon del flujo.

La cantidad de sustancia difundida a un tiempo t es

aCs

rzt

e ,
Q, = —/0 Do=dt = ~D(4mr?)

38La corriente I es independiente de las coordenadas espaciales.
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Figura 44: Cantidad de sustancia difundida ); en un absorbente esférico. En
rojo a =0.5, en verde a = 1 y en azul a = 2.

De la ecuacién (3.87)) se puede obtener la constante de corriente indepen-
diente de la concentracion, en este caso quedaria como

KSA =4rwDa

3.4 Difusién hacia un Disco Absorbente (Disco de We-
ber)

La difusién hacia un disco absorbente es un modelo que, a pesar de su simpli-
cidad, permite ampliar los resultados obtenidos a otras geometrias de interés
en el estado estacionario con estas mismas propiedades, como la difusion a
través de un disco que separa dos medios semi-infinitos, un absorbente eliptico
o la difusion a través de N discos absorbentes en una superficie esférica, de
ahi su gran importancia en los distintos sistemas solubles con las ecuaciones
de Fick independientes del tiempo.

Se considera una superficie absorbente de radio a en un medio semi-infinito.
Cada particula que entra en contacto con la superficie es absorbida de in-
mediato debido a esto no forma parte de la concentracion inicial. Se supone
que la coordenada cilindrica esta sobre la superficie absorbente; el eje cen-
tral pasa perpendicularmente a través del area de interés. Sea r la distancia
radial medida desde el eje central y z la direccién axial en el plano, tal como
se muestra en la siguiente figura.
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Figura 45: Representaciéon de un disco absorbente de radio a en el plano
frontera de un medio semi-infinito. Las lineas de flujo van en direccién —2Z.

La ecuacion diferencial que describe a este sistema es (3.1]) en coordenadas
cilindricas, matematicamente es

o 10 (,0C) 100 oC
Vc_rﬁr "or )t 8¢2+822 (3.89)

Asumiendo que la concentracién es independiente de ¢, es decir que el
sistema es invariante ante rotaciones, la segunda ecuacién de Fick establece
que

18(80) 82_(1_0

ror\"or ) T a2
O de forma equivalente usando la regla de la cadena

0?C  10C 09%C
o2 Trar T 0 (3.90)

Las condiciones a la frontera para este arreglo son las siguientes

El disco es completamente absorbente, la concentracion dentro de el es
C(r<a)=0.

paraz=0yr<a;C=0
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Reflexion en el plano en el que descansa el disco sobre todo el dominio
fuera de el.

para z =0y r > a; %:0
La concentracién a una altura z — oo es constante e igual a C.
para cualquier r y z — 00; C' = Cy

La concentracion a cualquier altura z y a una distancia radial r — oo es
constante C' = C.

para cualquier z y r — o00; C' = Cy

La ecuacion (3.90) admite separacién de variables. Se propone entonces
que la solucién de la concentracion C' = C(r, z) tenga la siguiente esctructura

C(r,z) = R(r)G(z) (3.91)
Sustituyendo (3.91)) en (3.90) se tiene que

2
1
PR, ., 10R(r)

0?G(2)
RS

G(z) + R(r) 5.

=0

Reacomodando e igualando a una constante —A? como es usual en el
método de separacién de variables se obtiene que [

= )\

1 (9*R(r) 10R(r)\ 1 9°G(2)
R(r)( or? +; or >—_G(z) 022

Omitiendo la dependencia de las funciones R y G para evitar la acumu-
laciéon de notacién se escribe

1 (0°R 10R 192G ,
R<&3+r&)__G&ﬂ__A AeR

Lo que produce dos ecuaciones diferenciales independientes

#R 10
or:2 R Or

39Se puede dividir sin pérdida de generalidad entre la solucién C(r, z) ya que se buscan
soluciones no triviales; C(r, z) # 0.

+MR=0 (3.92)
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2
g; — NG =0 (3.93)

Para resolver (3.92) y (3.93) es importante identificar el dominio de r y
z. La solucién a (3.93)) es inmediata[]

G(2) = Bre™ + Poe™™

Se requiere una solucién bien definida en el intervalo Z € (0, c0), por lo
que la normalizacién demanda que 5, = 0, la soluciéon acotada se reduce a

G(z) = Boe™ (3.94)

Por otro lado, para resolver (3.92)) es necesario considerar el fundamento
teodrico de las funciones de Bessel. Se sabe que cuando se comparan resultados
de las derivadas de Jy(z) y Ji(x) se encuentra que[25]

d‘];’f) = —Ji(z) (3.95)
L g Juf@)] = 2 (x) (3.96)
Sin=1
di w1 (2)] = 2Jo(2) (3.97)
Usando (3.95) en (B.07) se obtiene
CZU lxd‘@f)] +2do(z) = 0

40Esta solucién también puede ser escrita en términos de una combinacién de lineal de
funciones hiperbdlicas. Sin embargo, en este caso es conveniente el uso de forma exponen-
cial.
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Con la regla de la cadena es facil ver que

d2J0(ZL') dJ()(.T)
o dx? * dx

Es decir, la funcién de Bessel de orden cero satisface la siguiente ecuacion
diferencial, con y = Jy(x)

Py 1ldy
LA 4 0
dz? + x dx ty=

Si el argumento es Az en vez de z la ecuacion que satisface la funciéon de
Bessel de orden cero es [3]

d*y  1dy
@—i_wdx

Comparando esta tltima ecuacién con (3.92)) se asegura que la solicién a

la coordenada radial de - eﬂ

R(r) = nJo(Ar) (3.98)

Si se multiplica la solucién a R(r) por una funcién f(\) que solo depende
del eigenvalor A R(r) sigue cumpliendo con la ecuacion (3.92)). De forma
conveniente se define la soluciéon como

R(r) = 7v1f(A)Jo(Ar) (3.99)

De modo que

C(r,2) = BF(N)e™Jo(Ar)

Siendo 3 = f57,. Por el principio de superposicion la suma de las eigen-
funciones C = R(r)G(z) también es solucién; en un espectro continuo de A
la soluciéon mas general es

C(r, 2) 5/ FONe 2 Jo(Mr)dA + a (3.100)

En el limite cuando Z — oo se cumple que

41 Algunos autores encuentran la solucién a través de la ecuacién paramétrica de Bes-
sel.[15]
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C(r,z) =a=Cy

Eligiendo f(\) = % se cumplen las condiciones de contorno al realizar
las integrales de las funciones de Bessel ya que[25]

~ . (a -
/ sin(Aa) JoOr)dA = {arcsm (T) ., T>a (3.101)
0 A 5 r<a

Si A = 0 la integral se anula. Considerando el caso de r < a la concentra-
cién debe ser de la forma

2 oo
C(r,z) =Cyx — 20 F(N)e 2 Jo(Ar)dX
7 Jo
B 20 [ sin(Aa) _,,
C(r,2) = Coo = = /O e () (3.102)

Solucién que es consistente con Cranck[11]. Esta tltima ecuacién puede
ser transformada usando las propiedades de funciones de Bessel. Saito en
(1968) en una investigacion sobre electrodos circulares y bandas estrechas
calculé que la concentracién puede ser escrita como[24]

2

9 _
C(r,z) = Co — Coo arctan v/2 [(r2 +22—d®) + \/(7"2 + 22 — a?) + 422%a?
7T
(3.103)
El gradiente de concentraciéon se obtiene derivando la ecuacion(3.102)) en
Z, como sigue

—

0C 0 | 20, [~sin()a) g
&2_82[— = [T R e dA]

o0 _
0z

20 / A e
™ Jo A

Evaluando la derivada en z = 0 se calcula la velocidad a la que llegan las
particulas al disco absorbentd™[15]

42Tasa de cambio de particulas en la superficie.
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oC

¢ _ 20
0z

2=0 N

/0  sin(Aa) Jo(Ar)dA

De las integrales discontinuas de Weber que se derivan de la integral de
Parseval se encuentra el resultado siguiente

0 . 721 s r<<a
/ Jo(Wr) sin(Aa)dA = { Ve (3.104)
0 0 r>a

En la integral (3.104]) se supone, por supuesto, que a > 0, r > 0. Debido
al interés dentro de la regién absorbente entonces la derivada de la concen-
tracion evaluada en z = 0 es

ac| 20, 1
0z .m0 T aZ—r2

El area absorbente se calcula a partir de su forma diferencial; prome-
diando todos los puntos que pertenecen la disco la cantidad de sustancia
difundida en (3.8)) tiene la forma

(3.105)

t 2w ra2DC r
=— = drdedt
e

Q; = —4aCs Dt (3.106)

Figura 46: Cantidad de sustancia difundida ¢); dependiente del tiempo en
la superficie de un disco absorbente de radio a. La sustancia difundida es
negativa por la disminucion de particulas en el sistema.
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Se calcula el flujo y la corriente de la misma manera

2DC

J,— —2PCx 3.107
Iy rep— (3.107)

2 ra 2DC r
I:/ / o drd
o Jo T \/@2—r2r¢

I = 4aCsD (3.108)

202 <o =

J,m/2DC,,

-0.6|

-0.8

Figura 47: Lineas de flujo J, en funcién de r para distintos valores de a
En azul a = 2, en verde a = 5 y el rojo a = 10.

La constante de Hill se obtiene de la ecuacion ([3.108|)
KDW =4Da

3.5 Difusiéon hacia una Banda Absorbente

En la solucion de este sistema es conveniente usar coordenadas cartesianas
La concentracion obedece a la ecuacién de Laplace

0*C  0*°C  9*°C
=0 3.109
0x? + Oy? + 022 ( )
Consideramos una banda de longitud L y ancho 2a (L >> a). La difusion
en los bordes de la banda se asume despreciable. Por esta razon si la banda

descansa sobre el plano x — 2z como se muestra en la figura 47 entonces la

dependencia de la concentracion en la coordenada y es nula, la ecuacién de
estado estacionario se reduce a

0?’C  0*°C
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-a 0 a

Figura 48: Representacion de banda absorbente de ancho 2a y largo L en
el plano frontera de un medio semi-infinito. Las lineas de flujo van en la
direccién —2Z.

Las condiciones a la frontera se enuncian analogamente al caso del disco
absorbente.

La banda es completamente absorbente y la concentracion dentro de ella
es C(x < |a]) = 0.
para z =0y = < |a|; C=0

Reflexion en el plano en el que descansa la banda sobre todo el dominio
fuera de ella.

para z =0y z > |a|; %—(;:O
La concentraciéon para la altura z — oo es constante e igual a C.

para cualquier z v z — 00; C'= Cy

La concentracién a cualquier altura z y a una distancia x — 0o es cons-
tante, C' = C.

para cualquier z y x — 00; C'= Cy

La solucién a la ecuacion diferencial (3.110) que cumple con dichas con-
diciones a la frontera se puede obtener a través de una transformacion con-

forme[™|

43Método que se usa en el calculo del potencial eléctrico.[24]

101



JP 3 Ecuaciones de Fick: Estado Estacionario

Saito Y. propone la siguiente funciéon analitica

u = acoshv (3.111)

v es la coordenada en el plano complejo x — z mientras que u representa
el mapeo de las coordenadas al plano ortogonal mencionado. Dentro de esta
convencién se asume que si se tiene un punto con coordenadas (z,iz) en v
este se mapea a u a través de y ademas determina una coordenada
especifica al analogo del potencial eléctrico v y la fuerza eléctrica ¢. La
relacion entre ambos se propone como sigue

x = acosh cosmo

z = asinhy sin ¢

Es necesaria una relaciéon entre ¢ y C'. Cuando la concentracién es definida
como linealmente proporcional a 1) se establece que 1 = C'/k, de esta forma
las ecuaciones se reescriben como [F]

x = acosh i COS T (3.112)

z = asinh i sin ¢ (3.113)

Estas relaciones cumplen con las primeras dos condiciones pero fallan en
la convergencia a grandes distancias. Si dichas condiciones se cambian por
dos equivalentes en donde la concentracion en una linea equiconcentrante a
una distancia considerablemente larga Aa medida desde el centro de la banda
se mantiene constante entonces (3.112)) y (3.113) dan una buena aproxima-
cién de la concentraciéon en la vecindad de la banda absorbente.

Si se desea calcular la corriente I se necesita solo la relacién de la concentra-
cion con z, es decir

C(z, z) = karcsin h—o

asin ¢

La derivada respecto a z da como resultado

4L tiene las mismas dimensiones que la concentracién C, demandado por 1 adimensio-
nal. La estructura de las relaciones espaciales con la concentracién se pueden ver como la
proyeccion de la magnitud total en el plano x — z
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ac K
0z /a2 sin? ¢ 4 22

Evaluando justo en la superficie de la banda es
oc  k
0z  asing
Como la concentracién en la superficie es 0, la ecuacién que depende de
x nos dice que

(3.114)

T = acosmo (3.115)

Se puede decir que

r=a [1 — sin? qu] 2

De modo que

a’sin’ ¢ = a® — 22
La velocidad a la que llegan las particulas a la superficie absorbente eﬂ

oC k

— = — 3.116

0z l.=0  Va? — 22 ( )
Con (|3.116]) se puede obtener J, y con la integracién en el dominio de x

I'y Qy

J, = (3.117)

a2 — 2

=[Pk — Dk
_/O/a\/az—xzx_ i
[ = IDkr (3.118)
O, = —1Dkx (3.119)

45,3 similitud con el sistema anterior en este pardmetro es resultado de tener un absor-
bente perfecto en un plano frontera de un medio semi-infinito.
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Se dijo que la constante k tiene las mismas unidades de C'. Como se hizo

antes se puede proponer una relacion lineal entre estas dos cantidades para
las condiciones inciales como sigud™|

k=vCyw

Con esto las ecuaciones (3.118]) y (3.119)) se escriben

I =ID~Cym

Q¢ = —lyDrt

La constante en la corriente de difusién toma la siguiente forma

Kpa=1Dvym

Las graficas del flujo y cantidad de sustancia difundida se ven a continua-
cion

-100| N

Figura 49: En la primera figura se dibujan las lineas de flujo para distintos
valores de la longitud a: en azul a = 2, en verde a = 5 y en azul a = 10. En
la grafica de la derecha se tiene la cantidad de sustancia difundida en funcion
del tiempo para distintos valores de [.

Se pueden recuperar las ecuaciones para la corriente de difusién y cantidad
de sustancia difundida (3.106]) y (3.108) si v = 4/7 de ahi la similitud en
el comportamiento de J, y @;. A pesar de las aproximaciones las funciones
analiticas obtenidas se apegan bien a los datos experimentales.[24]

46Consntante a determinar por las condiciones propias del sistema.
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3.6 Difusion hacia un Elipsoide Absorbente

La concentracion C' es analogo al potencial V' en los sistemas eléctricos, en
los cuales se obedece la ley de ohm; dicha ley establece que la corriente en
un resistor es igual a la caida de potencial entre las terminales dividida entre
la reistencia. Para los casos estacionarios se tiene que

AC
R

Siendo I la corriente de difusién, AC' la diferencia de concentracién y R
la resistencia de difusion. Ademas, la corriente de difusién en el estado esta-
cionario para un cuerpo totalmente absorbente de cualquier forma y tamano
se puede escribir comol[38§]

I (3.120)

I = 47 DcC (3.121)

Es decir, si se quiere conocer la corriente de difusion de un absorbente
puede calcularse la capacitancia del sistema eléctrico e introducirla en (3.121]).
En superficies equipotencialesﬁ] el calculo de V' estd dado por[35]

vV =f(C,) = A/ef¢<0a>dcadca +B (3.122)

En donde C, dicta la forma geométrica del conductor, la ecuacién para
la superficie equipotencial F' es

F(z,y,2)=C, (3.123)

La condicién para que la superficie F' sea equipotencial es que V2C, /(VC,)?
pueda ser una funcién tnicamente de la posicion.

= &(C,) (3.124)

Para un elipsoide la ecuaciéon (3.123) toma la forma

x2 y2 2’2

210 Rio  2re

1 (3.125)

47Una superficie equipotencial es un lugar geométrico de los puntos de un campo escalar
en los cuales el valor de la funcién que representa el campo es constante.
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Cona>b>cyc—2<6< oo Sea

M z? v’ 2 3.126
"T@r o FEror (@0 (8-126)
1 1 1
N = 12
210 210 2+0 (3.127)

Se tiene que M, es igual a la ecuacion . Es evidente que 6 depende
de las coordenadas espaciales y que puede usarse como coordenada generali-
zada 6 = 0(x,y, z); Las derivadas de 6 en las componentes ortogonales 06/0i
se obtienen de la ecuacion ([3.125)), operando es

% L _f_@ LQ +% 272 =0
Oor \a?2+0 Oor \b2+40 dr\c2+0)

2z x? @ B y? % B 22 @ B
a2+0 (a2+0)20x (B2+0)20r (2+0)20r

Usando (|3.126]) evaluada en n = 2

2x 00
ML =
a’+60 ?0x 0
De modo que
00 2x
— = 3.128
Or  Ms(a®+0) ( )
Las derivadas respecto a y y z tienen la misma estructura
00 2y
— = 3.129
00 2
- (3.130)

9z My(c® +0)

o3 (3 )

48Cada término de (3.125) es positivo. Cuando § — oo se tiene una esfera con radio
infinito y cuando § = —c? el elipsoide se aplana formando un disco eliptico.

De esta manera
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42° 42 422
2 _
(Vo) = Mz (a? + 6)? N M3(b% + 6)? * M3(c? + 6)?
4 22 Y2 52
2 —_
VO =1z @ror T mror T @ron
4
(V9)2 = WMz
(V) = 4 (3.131)
= ,

Las segundas derivadas se obtienen a partir de derivar (|3.128)

Sustituyendo 00/0x y reagrupando se tiene que

%0 2 SMyx? 82
= P LR (3.132)
02~ My(@®+0) M@+ 07 M+ 0)
Anélogamente para 9%0/0y* y 920 /02>
%0 2 SMsy? 8y?
== Y (3.133)
02~ My(2+6) MR+ 02  MEO® 1 0)°
0%0 2 S8M;2? 822
o0 _ T LA i (3.134)
022 My(c2+0) M3(c2+0)> M3(c®+6)>
El laplaciano es
2N 8M. 8M.
29— 20 L 28y 28
VOt atT n
2N
%0 =" 3.135
vio =27 (3.135)
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En nuestro caso la condicién (3.124]) es

Ay _ X
(Vo2 My \ 4/ 2

Sustituyendo (|3.127)

2
V=0 1 1 1 1 } (3.136)

== + +
(V0)2  21la?2+60 >+6 2490
Debido a esto se puede asegurar que la superficie en un elipsoide puede

ser equipotencial y entonces es valido usar (3.121]). Smythe muestra que con
esta comprobacién la ecuacién (3.122)) se transforma en

0
V= A [ [+ 0)1 +6)(c + 0)] "2 + B (3.137)

Si se elige V =0 cuando 8§ — oo y V =V} cuando € = 0 entonces

[%
V=-A / [(a® + 0)(b? + 0)(c2 + 0)]/2df (3.138)

La cantidad de carga en un sistema con estas caracteriticas es

Q = —8meA
Y la capacitancia es
Q- Cr o 2 2 12 0] 7"
c= — = 8re [(a®+0)(b° 4+ 0)(c” + )] /=db (3.139)
Vo 0

Lo que resta es calcular la integral eliptica que aparece en la ecuacion
anterior. Herbert Bristol da una soluciéon a la ecuacion eliptica cuando a >>
b=cya®>>1? asaber[33]

c 1 [ (a2+9)1/2—(a—b)ro
Ste  2Va — 02 | (a4 0)2+ (a—1D)

Hago primero la evaluacion en infinito que parece indeterminada al prin-
cipio

0
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Por la continuidad del logaritmo se dice que si se tiene una funciéon de la
forma In(f(x)) entonces se asegura que

lim In(/(@)) = In( i /()

Por lo que usando la regla de L’Hopital a través de esta tultima relacion
se encuentra que

Solo tiene aportaciones la evaluacién en 6 = 0

c 1 (a® + )2 — (a —b)

8me  2v/a? — 02 [ (a2 +0)2+ (a—D)|,_,

Considerando que a? >> b* e introduciendo el signo menos al logaritmo

c B 1 n <a2)1/2_'_a
8me  2v/a2— b2 (a2 — (a—b)

La capacitancia es

4me. 2a
= —In— 3.140
c=——ln— ( )

Finalmente introduciendo (3.140) en (3.121)) se deduce la corriente de

difusién en un elipsiode absorbentd™’|

I =47 DaCy/In2a/b (3.141)

Cp es la concentracion constante que se mantiene a distancias grandes.
Este resultado coincide con lo regisrado en la literatura[l]. La corriente de
difusion que se acaba de presentar es menor a la corriente de difusién para el
absorbente esférico por un factor de In2a/b y también lo es la constante
de corriente de difusion Kgq = Kga/In(2a/b).

49Para la transformacién a cgs se multiplicé la ecuacion (3.140]) por 1/4me
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3.7 Difusion Acoplada a una Reacciéon Quimica

Supongamos que se tiene un elemento sélido de concentracién Cy al tiem-
po inicial £, = 0 en un medio semi-infinito. Si el cuerpo de concentracion
reacciona con el medio transformandose en el, es decir liberando particulas,
el modelo se puede describir con una ecuacion diferencial. La ley de accion
de masas establece que cuando no hay ningtin cambio en de temperatura la
razén con la reacciona una sustancia es proporcional a la cantidad de atin no
se ha transformado al tiempo t. Se definen los pardmetros D y k. como el
coeficiente de difusion y la constante de reaccién respectivamente{g_cl.

Figura 50: Representacion de la difusion acoplada a una reacciéon quimica a
partir de una tableta que inicialmente contiene CY.

La ecuacién de difusion acoplada a una reacciéon quimica en la que se
describe la disminucién de concentracion se escribe como sigue

oC 0*°C
En el caso estacionario
9’C  k,
o EC =0 (3.143)

La solucién general a la ecuaciéon (3.143)) en términos de exponenciales es

O(r) = Aye’ + Aye™" (3.144)

Con 3% = k,/D. Las constantes de integracion quedan determinadas a
través de dos condiciones a la frontera. A grandes distancias la concentra-
cion es nula y considerando que el sélido estda en r = 0 la concentracién en
ese punto es Cj.

®0Las unidades de k, son [k,] = s7!
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Introduciendo las condiciones se tiene que

C(r—o00)— A =0

C(0) = Ay =)
La concentracion es

C(r) = Coe " (3.145)

El comportamiento de la distribucién de concentraciéon se muestra en la
siguiente figura

C(r)/Co

— — B=13

Figura 51: Distribucién de concentracion en la difusién acoplada a una reac-
cién quimica en el estado estacionario. El parametro § mide la tasa de reac-
cion y difusion continua.

El gradiente de la concentracion en ([3.145)) es

oC

— = —CpBe™Pr 3.146

ar ofle ( )
El flujo queda como sigue

J, = CoDpe " (3.147)
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La cantidad de sustancia difundida en el tiempo es, de acuerdo con ((3.8))

Q: = 15°Coy/k, D™t (3.148)

Figura 52: Lineas de flujo J, en funciéon de r para distintos valores de /3.

El flujo y la corriente en la superficie son resultado de evaluar en r = 0

== C()Dﬂ - Co\/ krD (3149)

r=0

I, = m5°Co\/ k. D (3.150)

Jy
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4 Difusion en Sistemas Biolégicos

Hasta ahora se han estudiado sistemas que obedecen las ecuaciones de Fick
en el estado estacionario para diferentes geometrias y condiciones de ambien-
te; se encontraron cantidades fisicas importantes en el estudio de la difusion,
como la concentracién en funcion de las coordenadas espaciales C(7), el flujo
J(7) y la corriente I. Ahora lo que me interesa es hablar sobre la relacion que
mantiene la difusion con diferentes modelos biolégicos que brindan una pers-
pectiva matematica y analitica de lo que sucede en el mundo microscépico[ﬂ
A esta escala el transporte de moléculas se efectiia a través de la difusién y
generalmente las particulas que se mueven de forma browniana lo hacen en
medios viscosos. Muchas veces se usa la quimiorrecepcion para identificar las
limitaciones fisicas de una célula para experimentar y responder a los cambios
del medio que la rodea. Dado un cambio de la concentraciéon de un quimico en
determinado intervalo de tiempo existe una respuesta en el cuerpo de interés,
es decir; hay un proceso sensorial en el que se responde a estimulos exter-
nos y los qumiorreceptoreﬂ son los que se encargan de convertir de forma
directa o indirecta los estimulos en impulsos nerviosos. Se pueden obtener
resultados y conclusiones sobre la absorcion selectiva de materiales en una
célula y cémo esta adquisicion influye en el movimiento de la misma. Resulta
conveniente, antes de introducir nuevos conceptos, la generalizacion de algu-
nos casos especiales comenzando con la esfera absorbente y manteniendo el
uso del analogo electrostético, presentado en la seccion (3.1.4)

4.1 Difusion hacia N Discos Absorbentes en una Esfera

Se supone una esfera de radio a completamente sumergida en un fluido que
contiene particulas brownianas. Dicha esfera lleva en su superficie parches ab-
sorbentes que pueden ser interpretados como receptores. Cada uno de estos
parches es circular y de radio s, como conjunto estan distribuidos uniforme-
mente en la superficie (ver figura 50). Para conocer la fracciéon del area total
ocupada por los parches es suficiente con establecer una relacion superficial.
El area total de los parches eﬂ N7s? mientras que el 4rea total de la célula
es 4ma?.

51Un espacio en donde las escalas son del orden de las células, moléculas y bacterias.

52FEstos 6rganos terminales sensoriales se han dividido en cuatro categorias generales:
quimicos generales, internos, de contacto y de distancia.[42]

53N veces el area de un solo parche ms2.
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La fraccion cubierta queda determinada por la relacion siguiente

Ns?

4a2

Figura 53: Esfera impermeable de radio a, en color morado, cubierta con N
discos absorbentes de radio s representados en azul en un medio infinito y
sin fronteras. Las particulas en difusién se pintan de color rojo.

Las caracteristicas de los receptores son ya conocidas. Si una particula
en el medio entra en contacto con alguno de los parches es inmediatamente
absorbida y no sigue formando parte del conjunto inicial de concentracién@,
por otro lado la superficie propiamente esférica es completamente impermea-
ble y por lo tanto el flujo en cualquier punto de ella es cero. Se busca, como
en el caso del elipsoide absorbente, la corriente de difusion del sistema con-
siderando que la concentracién a grandes distancias es constante e igual a
Cs. Se considera el caso extremo, cuando N = 1, teniendo en cuenta que
s << a se puede pensar que el comportamiento de la corriente es el mismo
que cuando se tiene un disco absorbente en un plano que delimita un medio
semi-infinito (Disco de Weber), esta corriente fue derivada en la seccién (3.4),

ecuacion (3.108]) y se reescribe como recordatorioﬁ

54 Algunos autores decretan, sin pérdida de generalidad, que si este proceso no es inme-
diato es lo suficientemente rapido comparado con los tiempos de arribo en quimiorrecep-
tores.[38]

55Se hizo un cambio de variable de la ecuacién cuando se escribié como corriente
de difusién a — s para que sea consistente con la notacién involucrada de un problema
mas cercano, la difusién hacia un absorbente esférico.
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Con solo algunos receptores lo suficientemente separados se dice que la
corriente resultante sera proporcional a N. Sin embargo para N grande los
receptores empiezan a interferir uno con el otro, pudiendo comportarse uno
como sumidero en la vecindad del otro. El caso extremo contrario es cuando
el niimero de parches es tan grande que practicamente toda la esfera esta
cubierta y es en su totalidad absorbente, lo que representa el maximo de 1.
El absorbente esférico se resolvié en la seccién (3.3.2), en ese caso se recurre
a la ecuacion ((3.87))

Ler = 41 DCoa

El problema para la descripcion de I en los puntos medios a los extremos
es equivalente a resolver el flujo de corriente que viaja en un medio con resis-
tencia finita hacia una esfera aislantﬂ que contiene NN parches conductores
unidos por cables infinitesimales formando un conductor completo. Como la
concentracion es al voltaje, dentro de esta analogia se tendré que a distancias
largas el voltaje Vj. V() se vuelve cero en la pared frontera de los receptores.
Encontrar la capacitancia del sistema equivalente resuelve el problema con
el uso de la ecuacion para superficies equipotencialeﬂ

I =47 DcCy

Primero se consideran los N discos absorbentes como un sistema indepen-
diente y se dice que estos conductores tienen cada uno carga g; y potenciales
eléctricos ¢;. Estas dos cantidades fisicas estan conectadas linealmente por
los coeficientes de potencial h,j[23]

b5 =Y hjr (4.1)
k

Si se tienen N — 1 discos sin carga, entonces el voltaje total es ¢p = hgrqx.
La presencia de N —1 discos sin carga modifica al voltaje g solo con efectos de
segundo orden@ [35] Dichos efectos pueden ser despreciados si se asume que
el radio de los discos, s es pequeno comparado con la distancia entre discos

%6Que es equivalente a decir que su constante dieléctrica es cero.[23]
5"Renombramiento de constante Cy — Cuo
58Momentos dipolares inducidos en los discos sin carga por g
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vecinos. Si los otros discos no estuvieran ahi la capacitancia del tinico disco
cargado en la superficie esférica seria la mitad de la de un disco conductor
aislado[38]. Este resultado puede parecer trivial pero no lo es, para esto se
piensa en vez de un disco un cilindro circular de radio s y altura 2b con
s << b para este arreglo (disco conductor aislado) la capacitancia eﬁ[44]

Ce = 2s <1 + 2b> (4.2)

™ m™Ss

Este resultado concuerda con el resultado del método de Maxwell® en
donde se usa la energia eléctrica almacenada en un disco con carga total

Q.[43)

Cuando b — 0 se recupera el disco

_25

Ce (4.3)
T
La capacitancia de interés queda como
s
c=— (4.4)
v

El coeficiente de potencial para un solo disco cargado es hg, = s/m. Como
todos los receptores son equivalentes se mantiene para todos los parches k.
El potencial para un disco sin carga es

¢ = hjrqr (4.5)

Si N es grande el el potencial promedio sobre la superficie esférica de una
carga g es

<N1—1>§€¢j: (qu1>§hjk (4.6)

Este promedio se puede escribir como

dk gk
(N—1>§hjk:a (4.7)
J

Ya que el promedio de una funcién armonica en una esfera es igual a la
evaluacién de dicha funcién en su centro. Si N es muy grande entonces la
ultima relacién se transforma en

59Resultado aproximado que considera b << a
60Smythe obtiene conclusiones diferentes probablemente debido a que considera a ~ b:
Csmythe ~ 2a/7[1+0.87(b/a)?76]. Atin asf ambos resultados coinciden en el limite b — 0[35]
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Z hjr = N/a (4.8)
Jj#k
Si todos los receptores tienen carga ¢ la carga total es Nq y el potencial
resultante es

e
¢:hkkq+zth:£+Ng (49)
ik 5 “

La capacitancia es ¢ = Q/V

Nq Nsa
=—=— 4.10
¢ 10) Ns+ ma ( )
Finalmente la corriente queda como
Nsa
I = —4AnDCy, 4.11
Ns+ma g ( )
Tomando a I,,,,, = 47rDCya
]max
I= = (4.12)
I+ &

Se da un método alterno para la derivacion de la ecuacion (4.12) en el
apéndice . La funcién se grafica en la figura siguient

N

Figura 54: Corriente de difusién I como funcién del ntiimero de discos ab-
sorbentes N en la superficie esférica. I,,,, es la corriente para un absorbente
esférico.

Es interesante ver como es que se modifica la constante en la corriente de
difusion en este sistema, usando (4.11)) se puede ver que es menor a Kg4 por
el factor 1 +ma/Ns

61Cuando N es pequeiia la corriente se comporta como en un disco absorbente 4DCo N s
y para N — oo I =47 DCa
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A7 Da

Ksav = {77 (4.13)
Ns

Por otro lado, la corriente de difusion alcanza su valor maximo en N =
ar/s. Este niimero es bastante pequeno si comparamos las escalas de la esfera
reflejante con la de los parches absorbentes. Teniendo en mente que una
célula es cinco mil veces méas grande que los quimiorreceptores o proteinas
de transporte, dicha célula tiene la capacidad de absorber la mitad de la
corriente de una célula que es completamente absorbente, si se tiene el niimero
de parches dado por

N = ar _ 50007 ~ 15,700 receptores
s

Esta cantidad representa una fraccion de superficie pequena de total dis-
ponible, a saber

Nrs?
dma?

~16x107*

Este resultado es impresionante, la cantidad de receptores que se necesitan
para tener I,,,,/2 es minimo. La distancia a la que se encuentran receptores
vecinos es aproximadamente (4mwa?/N)Y/2, es decir 0.14p Debido a esto
es posible implementar miles de tipos de receptores o parches de absorcion,
todos con diferentes caracteristicas e independientes entre si.

4.2 Difusion hacia N Aperturas Circulares en una Pa-
red Plana

Sea un sistema en el que dos planos estan separados por una distancia b;
cada uno de estos planos contiene una concentraciéon constante C y Cs res-
pectivamente. Si el area transversal es A entonces la corriente de difusién se
puede obtener a través de la ecuacion haciendo el producto punto con
la normal a la superficid®|

(C2D2 - C(1D1)

S = b

628e tom6 como radié de la esfera a = 5um

63La razén del cambio de signo es debida a la direccién del flujo en el arreglo que se
estudia en esta seccion. Ademas se estudia un sistema en el que la resistencia de difusion
en el medio semi-infinito no es la misma y por lo tanto también es necesario etiquetar el
coeficiente de difusion asociado a cada regiéon D;
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441<(:72<l:)2 - (:71.1:)1)
b

Si se introduce una lamina con N aperturas circulares, cada una de radio
s (s << b), entre los planos, el andlogo eléctrico queda como en la figura 55,
en la que se muestran solo tres de las resistencias que se ajustan a los parches
absorbentes.

[12 == (414)

Ry Rs R,

AMAAAA AAAAAA
G VVVVVVVV WNM VVVVVVVY G

x=0 x=b

Figura 55: Modelo eléctrico para una pared plana con N aperturas circulares,
cada una con radio s, que se interpone entre dos planos con concentraciones
constantes C y Cs y coeficientes de difusién Dy y Dy respectivamente.

Para resolver el problema primero hay que calcular la corriente de difusion
producida por una sola apertura circular en un plano semi-infinito. Con este

proposito extiendo los resultados obtenidos en el Disco de Weber (seccién
(3.4)). La corriente que se produce es la ecuacién ((3.108))

[DW = 4SCOOD

Si este disco fuera mas bien totalmente permeable se tendria la contribu-
ciéon de las concentraciones en los extremos. Cuando se tiene una diferencia
de concentraciéon es cuando existe el flujo de difusion, siendo asi, las aporta-
ciones de cada fuente tienen estructuras similares y son proporcionales a C;
de modo que la corriente de difusion en cada lado de la frontera (izquierdo o
derecho) es
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Con Sgn(j) representando la funcién signo del vector unitario en la direc-
cién del flujo de tal forma que la corriente total es la suma de las corrientes
que van en direcciones contrarias. Se supone quelﬂ Csy > (1, asi la corriente
en una apertura circular de radio s es

]ac = 2S(CQD2 — OlDl) (416)

Ahora, la representacién analitica de la resistencia. La resistencia de di-
fusién entre los planos que contienen la concentracion se deriva de (4.14))
Cy, — (4 b(Cy — CY)

Rio = = 4.17
2 I A(CyDy — C1Dy) (4.17)

Que es el caso cuando el numero de aperturas tiende a infinito, como si
no existiera el plano intermedio. En el extremo opuesto esta la resistencia
asociada a N aperturas individuales.

G -0 Cy—Cy

Ry = = 4.18
N7 NI,  2Ns(CaDy— C1Dy) (4.18)
La resistencia del sistema, al estar conectados en serie es
b(CQ - Cl) CQ - Cl
R=R Ry =
12 + N A(C2D2 — 01D1> 28N<CQD2 — ClDl)
Ro_ NG=C) @+1> (4.19)
N A(CQDQ — ClDl) 2nsb '

Con n el niimero de aperturas por unidad de area. Finalmente la ecuacién
para la corriente es

I =

R N b 1

2nsb

(OQ — Cl) B A(OQDQ — ClDl) 1
()

Usando (4.14)

]12

[=—2_
1 + 2nsb

(4.20)

La tdltima ecuacién alcanza su maximo en n = 1/2sb. La grafica de la
corriente en funciéon de n es la misma que en la figura 54 salvo constantes.
Cuando Dy = Dy las ecuaciones (4.14)) y (4.19) se ven reducidas a

64El flujo va de derecha a izquierda en la figura 55.
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AD(Cy — C
T — % (4.21)

b 1
=— 11 4.22
Fp AD ( + 2nsb) ( )

Lap
Ip=—"- 4.23
P 1 + 2733b ( )
La constante de corriente de difusién en este caso es
AD

Kaw = (4.24)

b <1 + 2r}sb)

La corriente de difusion en la ecuacion (4.23]) alcanza su valor maximo
cuando n = 1/2sb y al igual que en la esfera cubierta con N parches resulta
ser un numero pequeno en un arreglo de este tipo. Para poder visualizar el
tamano de esta cantidad se proponen células cibicas con lados de longitud
b/2 que estan en contacto por una de sus caras. Se asume, de forma andloga,
que las caras que estan unidas son de espesor despreciable y que tienen N

poros iguales, circulares y uniformemente distribuidos, tal como en la figura
56.

x=b

Figura 56: Dos células ciibicas con una de sus superficies unidas, la longitud
total en una direccién cuando estan en contacto es b. En sus caras mas
alejadas se encuentran las fuentes de concentracion C; y Csy. En la superficie
compartida hay N poros que se modelan con aperturas circulares.

Las fuentes de concentracién se encuentran en x = 0 y z = b. Cuando
C1 # Cs hay flujo de difusién J,z. Se puede obtener el niimero de poros nece-
sarios para que a corriente de difusién en = b/2 sea la mitad de la corriente
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que se medirfa si no se tuviera ningtin tipo de filtro. El valor maximo de la
corriente para este sistema se traduce en la siguiente relacion de parametros
geométricos

N 1

Y se definen los valores con el estdndar de la literatura.[38]
Con A=10"%m? s=5x10""em y b= 2 x 10~3cm se encuentra que

N = 500 poros

Este ntimero representa una pequena fraccion del area transversal dispo-
nible para el flujo, a saber

Nrs?

~39x107*
A X

La distancia relativa a la que se encuentras los poros vecinos es (A/N)'/2 =

0.45um.

4.3 Difusiéon hacia N Discos Absorbentes en un Elip-
soide

En este modelo usaré los resultados de la seccién (3.6) y nuevamente la
corriente de difusion para el Disco de Weber. Pensando en los valores maximos
y minimos de la corriente de difusion se puede determinar el comportamiento
de esta en puntos intermedios, el elipsoide en cuestion esta definido segin la

ecuacion (3.125)), es decir

[EQ yQ 22

210 210 2+0

1

En su superficie tiene N discos absorbentes de radio s, toda el area res-
tante en perfectamente impermeable. Cuando el nimero de parches N es
muy grande la corriente de difusion es la igualdad , que es equivalente
a tener un elipsoide perfectamente absorbente

4rDaCy

Loz = W (4.26)
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Figura 57: Elipsoide impermeable con semiejes a, b y ¢ con N discos absor-
bentes de color azul y radio s inmerso en un medio infinito. Las particulas
en difusion se representan en rojo.

En el extremo opuesto cuando se tiene un solo receptor, a pesar de la
curvatura, la corriente es la del Disco de Weber]

Lnin = 4D5Chy (4.27)

La resistencia en el medio infinito antes de la regién de convergencia en

los parches se calcula mediante la ecuacion ((3.120))
Cs  In(2a/b)

mar — = 4.2
It Lax 4mDa (4.28)
Paralelamente, la resistencia para un solo disco absorbente es
Ry = — (4.29)
™ 4Ds '

La resistencia total asociada a los quimiorreceptores en la superficie bajo
la condiciéon de un acomodo uniforme y separacién considerable se hace como
en un circuito en serie para contar con todas las contribuciones

1
— = (4Ds+4Ds+4Ds+ ---+4Ds)
Ry

1
" 4DNs

65Esta aproximacién es valida cuando s << a, b, ¢

Ry (4.30)
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La suma de las dos ultimas ecuaciones da como resultado

In(2a/b) N 1

R= Fmae + fin = — 5 =+ TN

R = Ry (1 + M) (4.31)

Finalmente la corriente de difusién es

I max
I

L+ Ns 1r7lr(a2a/b)

La tinica diferencia entre la ecuacién (4.12) y (4.32)) es el factor In(2a/b)

tanto en I,,,, como en la corriente resultante. El valor en el que coinciden
es cuando In(2a/b) = 1, mateméticamente a/b = ¢/2, lo que quiere decir
que si b es 1.35 veces a entonces se recupera la esfera cubierta con N dicos
absorbentes. La grafica de esta ecuacion es la misma que en la seccion 4.1
salvo constantes. Se alcanza el valor méximo de I cuando N = wa/sIn(2a/b).

(4.32)

4.4 Selectividad de Absorcién a través de Superficies
Esféricas

Supongamos que se tiene una célula que contiene diferentes subcapas equi-
distantes de quimiorreceptores. La capa n tiene un radio r, y en ella hay
N,, parches absorbentes circulares con el mismo radio s todos uniformemente
distribuidos. Se cumple que 1 > r9 > r3 > --- > 1, y el modelo se ve como
en la figura siguiente

Figura 58: Representacion de las subcapas de una célula, cada una de ellas
conteniendo en sus superficie N,, parches absorbentes.
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El objetivo es calcular la corriente de difusién en los receptores de la
capa n. Una vez mas, se puede pensar en el andlogo eléctrico y trabajar con
las resistencias. La corriente de difusiéon para la capa mas externa ya fue
calculada en secciones anteriores y esta determinada por la ecuacion (4.12)).
Considerando que las particulas que entran en contacto con los parches son
vistas como la concentracién fuente para capas interna@ entonces es posible
calcular la resistencia en la capa n en donde la transiciéon de una capa a otra
representa una caida de la concentracién inicial C,. Este proceso resulta
sencillo pues las conexiones entre parches son clasificadas como conexiones
en paralelo mientras que el circuito en el analogo electrostatico entre cada
una de las superficies esféricas esta conectado en serie, por esta razén R es
de la forma [']

1 Ta

R, = 1+ — 4.
Zl 47TDjT’j + NjS ( 33)
]7

Y la corriente en los receptores de la capa n es
Coo
I, = - - — (4.34)
J=1 4rD;r; ( W)

La concentracion en el numerador sigue siendo C,, como en la esfera
cubierta con N quimiorreceptores, ya que nos interesa la diferencia de con-
centracion en el circuito, desde grandes distancias, lim, ., C(7) = Cw, hasta
cuando es absorbida completamente por la capa n y la concentraciéon es nu-
la. Este planteamiento cobra importancia para el modelo de filtros dentro de
una célula; una sustancia que estd inmersa en el mismo medio que la célula
es parcialmente absorbida y parcialmente reflejada por la primera capa, la
fraccion de sustancia que logré pasar el primer filtro se ve sometida ahora a
la seleccién hecha por los segundos parches de recepcion, hay un proceso de
refinamiento en el interior de la célula para adquirir solamente los nutrientes
necesarios y desechar aquellas particulas que resultan inservibles o nocivas
para el desarrollo de la nutriciéon. También puede pensarse en que los recep-
tores establecidos a cada una de las capas tienen funciones distintas, los de la
primera capa destinados a recolectar los recursos de cierto tipo, aminoacidos,
por ejemplo, v la segunda a separar sus derivados que participan en diversas
tareas, como la transmision nerviosa y la biosintesis de porifirinas, purinas
y muchas otras subclasificaciones de las primeras. Estos receptores reaccio-
nan ante sustancias introducidas en el medio y permiten que las particulas

66Es decir que son absorbidas completamente para después ser liberadas en una regién
mas interna de la célula, hacia la capa n + 1.
67Generalizacién de la ecuacién (B.6).
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entren y salgan de forma selectiva. El modelo puede ser simple, pero sin du-
da brinda una perspectiva de los grandes procesos que ocurren en el mundo
microscopico.

4.5 Difusion hacia N Absorbentes Elipticos en una Es-
fera

Para comenzar esta secciéon es importante recordar algunos de los resulta-
dos obtenidos anteriormente. La constante de corriente de difusiéon para un
absorbente esférico perfecto es, segiin el anélisis del sistemala_g]

KSA =4rwDa (435)

Mientras que en el Disco de Weber se encontrd que

Kpw = 4Ds (4.36)

Es decir, la constate que caracteriza la difusion en un disco absorbente
que descansa en un plano reflejante y frontera de un medio semi-infinito.

4.5.1 Efecto de Interferencia entre Receptores Préoximos

Cuando se tienen N quimiorreceptores en una esfera en cuya superficie el flujo
es nulo, se demostrd en la seccién (4.1), que la suma de resistencias es como
en el caso electrostatico y por lo tanto la constante, que es independiente de
la concentraciéon, en la corriente se calcula de la misma forma, es decir, la
constante en la ecuacién derivada de se puede determinar como
sigue

1 1 1
= +

Ksan  Ksa  NEKpw

Esta tultima relacion es valida bajo las condiciones enunciadas en el mo-
delo; probablemente la més importante es la escala en la separacién entre
parches vecinos, ya que si es suficientemente grande se desprecia el efecto de
sumideros, tal como se me habia mencionado. Sin embargo, las simulacio-
nes de dinamica Browniana presentan inconsistencias conforme el ntimero de
receptores aumenta y el area ocupada de la esfera por dichos receptores se
vuelve mas grandd®’[46]. Es necesaria la inclusién de los efectos de interfe-
rencia entre receptores. El sistema se describe como sigue: Los N parches son

(4.37)

68Conocida también como la constante de Smoluchowski
69Cuando un cuarto del drea de la esfera es cubierta por receptores los resultados de la
simulacién son 5% més grandes que la prediccién en el modelo original [36]

126



Difusion en Sistemas Biologicos JP

colocados aleatoriamente en la superficie esférica de radio a con area 4ma?. Al
igual que antes, los discos se asumen mucho més pequeiios en comparacion
con el tamaiio de la esfera y el drea total de ellos es Nws?. Una vez mas, la
fraccion de superficie de la esfera que es cubierta por los discos es

Nrs?

77 Yra?

La concentracion a grandes distancias se sigue manteniendo constante y

por conveniencia se define como lim,._, ., C(7) = 1, ya que todos los resultados

son directamente proporcionales a la concentracion inicial. Se busca obtener

la constante K de este arreglo, que con las condiciones impuestas de forma
general se tiene qu

(4.38)

oC
K:fD ) as 4.39
or ) _ (4.39)
r=a
La constante de Smoluchowski se recupera cuando el nimero de receptores
es tan grande que practicamente se tiene un absorbente esférico. El resultado

que se obtuvo para una esfera cubierta con N parches de radio s estd dada

por la ecuacién (4.13)), a saber

Ns

K =Kgyj———
SAN SANs—l—mL

La modificacion de Zwanzig para considerar los sumideros consiste en un
factor extra en un término del denominador de Kgn que considera el espacio
no ocupado por los receptores (1 — o). Esta modificacion se escribe como[36]

Ns

K; =K
d SANs—l—mL(l —0)

(4.40)

El factor extra toma en consideracién, de forma aproximada, los efectos de
la interaccion entre parches proximos. La derivacion de es a través de
una aprozimacion de medio efectivo. Aunque este resultado es satisfactorio
para el célculo de la corriente se puede generalizar considerando que los
receptores no son totalmente absorbentes, sino que en ellos mismos hay un
proceso de selectividad, en otras palabras, se tienen parches parcialmente
absorbentes, las condiciones a la frontera de este escenario se ven modificadas
por una constante de permeabilidad k en las ecuaciones para el flujo de
difusion

Que es la expresién para la corriente cuando C(7) = 1. La formulacién de la superficie
cerrada es debido al tratamiento en una esfera.
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oC
D— =kC en los receptores (4.41)
on
D(;C =0 fuera de los receptores (4.42)
n

En donde el operador 0/0n indica la derivada en la direccién radial eva-
luada en la superficie de la esfera de radio a. La generalizacién de (4.40]) se
presenta en la seccion que sigue

4.5.2 Efecto de Interferencia entre Receptores Parcialmente Ab-
sorbentes

En la ecuacion se puede ver que si k — oo los receptores son per-
fectamente absorbentes, mientras que para una constante k£ que es finita los
receptores son parcialmente absorbenteﬂ. El objetivo principal de la seccién
es encontrar el flujo de difusién a través de los discos parcialmente absor-
bentes; esta tarea se realiza calculando la integral que aparece en , que
en la notacién utilizada para las derivadas en la direccion radial se escribe

COde

k(t) = 7{ D (aancm t)) ds (4.43)

Es importante mencionar que en este escenario los calculos seran depen-
dientes del tiempo, debido a esto es conveniente usar la transformada de
Laplace, que se define como|3]

F) = £} [ e ae (4.44)

La derivacion de los resultados se basan, al igual que en la seccion an-
terior, en la aproximaciéon de un medio efectivo, aqui desarrollaré mas ese
concepto. Para un observador que esta lo suficientemente alejado de la esfera
con parches absorbentes esta se ve como una esfera con superficie parcialmen-
te absorbente; que es lo que se denomina como esfera efectiva, este sistema es
denotado por E y constante de corriente de difusion asociada a el se etiqueta
como kp. Regresando al caso original con los N receptores, se calcula la pro-
babilidad de que si se elije un punto aleatorio sobre el area en cuestion, ese

"ILa constante k contiene la informacién de selectividad en la capa celular.

"2Se supondra por el momento la dependencia temporal en la concentracién, debido al
efecto del tiempo de relajacion en los receptores para alcanzar el estado estacionario. La
ventaja de esta tratamiento radica en que los resultados se asemejan mucho al estado que
es independiente del tiempo.[40]
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punto represente a un quimioreceptor, tomando la relacion entre superficies
absorbentes y reflejantes se puede ver que la probabilidad es

Nr7s?
P= e
A su vez, la probabilidad de haber seleccionado un punto sobre la super-
ficie reflejante es 1 — p. Se construye una region en forma de disco alrededor
del punto elegido dividiendo el sistema en dos partes, una regién dentro del
disco y la region fuera del disco. En un primer caso, digamos A, el disco for-
mado esta sujeto a la primera condicién de frontera, la ecuacion que
tiene asociado una constante de corriente de difusién k A, & un segundo caso
R le asigno las condiciones de frontera reflejantes, la ecuacién con la
constante de corriente kp. El caso A tiene un probabilidad p, lo que deja al
caso R con probabilidad 1—p. Toda regiéon fuera del disco es observada, desde
un punto de referencia lejano, como uniforme y efectiva. El flujo total es el
resultado del promedio de los dos casos, A y R; juntos deberian comportarse
como la esfera efectiva del sistema E, matematicamente

(4.45)

kg = pka+ (1 —p)kg (4.46)

Los casos A y R comparten una caracteristica importante, fuera de la re-
gién en forma de disco las condiciones a la frontera son las mismas asignadas
al caso F, regiones parcialmente absorbentes. La ecuacion (4.46|) es consis-
tente con las condiciones a la frontera establecidas al inicio del modelo. Pero
hace falta considerar un escenario dentro de la superficie esférica, cuando se
tiene solamente un quimiorrece toﬂ, que se llamara el caso S, en donde la
constante de la corriente es kg|™| Se necesitan los flujos de forma explicita,
pero teniendo la ecuacién es necesario solo calcular para los casos E
yS.

Comienzo con la transformada de Laplace de la ecuacién de difusién]”|

oC
i )\ V£
o v=C

200 gy — / " DV2Ce
o Ot 0

73Que corresponde al mininmo de parches que se pueden tener en el sistema.

"Este valor debe ser conocido del sistema, los resultados de la selectividad dependen
de el; en su andlogo independiente del tiempo corresponde a la constante de corriente de
difusién para el Disco de Weber o la constante de Hill.

"5Segunda ecuacién de Fick
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De lado derecho se puede intercambiar el orden de operacién temporal
y espacial, mientras que para el lado izquierdo de las propiedades de las
transformadas de Laplace se tiene, en general[3]

L{F'(t)} = /0 - dfif)eddt

Integrando por partes se obtiene

LIF'(t)} = F(t)e ™

+z / F(t)e *dt
0 0

LIF(t)} = 2L{F(t)} — F(0) (4.47)

Para el particular F(r) — C(7,t) y como se establecié para grandes
distancias lim,_,,, C(7,t) = 1, entonces se escribe

El’

Con estas relaciones la transformada a la ecuacién de difusion ed’d|

L {ac } = 20(7,2) — 1 (4.48)

2C(F,z) — 1 = DV2C(F, 2) (4.49)

Para poder dar una solucién completa de la ecuacion es necesario
dar las condiciones a la frontera en la superficie r = a. Como es natural
las condiciones a la frontera difieren en los casos E, A, R o S y afectan
directamente el flujo en la esfera, ecuacién m

J=-DVC (4.50)

Para receptores perfectamente absorbentes C = 0, en la esfera reflejante
se tiene J = 0 y para los discos parcialmente absorbentes se tiene que

J=kC (4.51)

Cuando se considera solamente un receptor (caso S) en una esfera refle-
jante la ecuacion (4.51)) toma la forma

J,=0 fuera del disco (4.52)

"Para distancias mayores al radio de la esfera (fuera de la esfera) r > a
"TPara evitar el exceso de notaciéon C(7,z) = C, solo haré la expresién forma explicita
cuando sea necesario especificar los valores considerados.
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J, = kC, dentro del disco (4.53)

Con la ecuacion (4.53)) y (4.49) la solucién para un solo disco parcialmente
absorbente esta completamente determinada.
En el caso E, con la esfera efectiva, el flujo también puede escribirse como

en (E53)
Jg = kpC esfera efectiva (4.54)
A su vez kg de forma explicita se obtiene con (|4.43))

Pasando ahora al caso A, en la region fuera del disco la condicion a la
frontera fuera del disco se escoge igual que para la esfera efectiva

Ja=Jg fuera de la region (4.56)

Por otro lado dentro del disco se dice que el flujo se comporta como
cuando se tiene un solo disco absorbente

Ja=kCy dentro de la regién (4.57)

La solucién a través del medio efectivo esta completa con las condiciones
que se acaban de enunciar. La constante de corriente de difusién tiene dos
términos y es resultado de las derivadas en la superficie y las ecuaciones

E53) vy @59
/%AI<47TCL2—7T82)jE+7{jAdS (458)

Ahora, en el caso R; las condiciones a la frontera fuera de la regién circular
se eligen iguales ala de la esfera efectiva

Jr=Jg fuera de la region (4.59)

Al tener condiciones a la frontera reflejantes, el flujo dentro del circulo
queda

Jr=0 (4.60)

Esto hace que la constante de corriente total sea

"8La diferencia de area es consecuencia del dominio de integracién
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kp = (4ma® — ma?) Jg (4.61)

Cuando todas las constantes k; se combinan se tiene la condicién de medio
efectivo, sustituyendo en la ecuaciéon (4.46|) se consigue

kp=p {(4#@2 —75°)Jp + % JadS| + (1 — p)(dma® — 7s%) Jg (4.62)

IQ:E = 47m2fE - 7T82jE +p% jAdS
Usando la ecuacion (4.55)) se escribe como

I%E = ]%E—WSQjE +p?§jAdS

De donde se tiene que

pj{ jAdS = 7r32jE (4.63)

Una vez obtenida esta relacién hay que calcular J,. Las soluciones pa-
ra la ecuacion de difusion en cada uno de los casos son similares y difieren
solamente en las condiciones a la frontera ademéas de ser linealmente inde-

pendientes, lo que sugiere una relacion lineal entre las concentraciones de los
casos A, Sy E, es decir C

Ca(F) = psCs(7) + neCe(F) + po (4.64)

Donde pug, ptg y pe son constantes por determinar. Es claro que las con-
centraciones C' A, Cr y Cg satisfacen la ecuacién de Laplace y esto impone una
constriccion importante en las constantes antes mencionadas que se obtiene
a través de la segunda ecuacion de Fick transformada, ecuacién m

2(usCs 4+ peCe + pc) — 1 = DV*(usCs + ppCr + pe)

Usando otra vez la relacion de la transformada de Laplace se tiene que

Z(/Lség + NEOE + /Lc) —1= us(zés — 1) + /LE(ZCA’E — 1)

Agrupando términos se consigue la constriccion explicita

zhc — 1= —ps — pug (4.65)

" Omitiré la dependencia de la concentracién.
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Ahora las condiciones a la frontera para C 4. Fuera del disco se requiere
que Js = fE, mientras que la combinacién lineal de la propuesta de
dice que Jy = I e+ /szs- De la ecuacién la tnica posibilidad para
la constante de proporcionalidad es

pep =1 (4.66)
Dentro de la region especial se tiene una superficie parcialmente absor-
bente, matematicamente

jA = k?éA = k(usés + ,uEéE + ,u(j) (4.67)
La conjetura sobre la linealidad dice que

jA = ,qus + ,quE = Lbské's + MEjE (4.68)
Igualando (4.67)) y (4.68]) la constriccion es

Con todas las constantes calculadas es posible dar una nueva estructura
a la concentracién en el caso A, se opera como a continuacién

Ca=Cp+ 115Cs + pic
Cy=Cp— ZNCC'S + pe

C’A = C’E -+ /lc[l — Zés]
la constante pc se obtiene de a evalacion de (4.64]) en la superficie

—

J N
He = ?E — Ci(a)
Para poder escribir entonces
A Jg 5
Ca(r) = Cp(r) + (k — Cg(a)[l - ZCS]) (4.70)

La derivada en la coordenada radial da el flujo que se busca

0Ca(r) _ 9Cg(r) | 0 (J/f _ éE(a)> (1— zés)]

or or +E
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k
Sustituyendo en la ecuacién (4.63)) se encuentra que

ey SN J;

7T82jE = pj{ dsS

- AT
L&+zg<0ﬂ@-;)

Cr y J, £ son independientes de la posicion, paralelament

fﬁw:%

Haciendo la integral cerrada en el dominio de a regién que encierra al
punto arbitrario se encuentra

- .. J;
782 Jg = prsiJg + zkg (C’E(a) — lf)

(1—p)rs?Jp =p (C’ — if) zkg (4.72)

Si se resuelve la ecuacion de Laplace para el caso E se tiene que[40]

A 1 j»ECL2
Cp(f) = = — V=D (4.73)
7 z T(D—l—a\/zD)
En la dltima ecuacion se logra representar a Cp en funcién de Jp. Si

sustituye la ecuacion en se tiene independientemente Jg y por
lo tanto kg en términos de l%s, que en la notaciéon de es Kpw, lo que da
lugar a la version de la constante de Smoluchowski que depende del tiempo,
es decir BTl

NEKsaKpw
NEKpw + +Kgsa(l —p)

La férmula en (4.74) se reduce correctamente a la constante propuesta
por Zwanzig para el caso estacionario.

Kya= (4.74)

80Equivalente a la constante de corriente de difusién en un solo parche absorbente.

81Lo que se logré fue la determinacién de las constantes para cuando estas son dependien-
tes del tempo, esto permite escribir la ecuacién , valida para parches parcialmente
absorbentes o selectivos.[40]
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Para usar el resultado principal, ecuacion , se deben conocer las
constantes de corriente dependientes del tiempo para la esfera y para el dis-
co parcialmente absorbente, o de forma mas practica sus transformadas de
Laplace, para la esfera se tiene que @

A draD Z
y su generalizacién a parches parcialmente absorbentes[47]
A Ara’K
Ripal(s) = — 2@ Ksale) (4.76)
dra’k + zKga(2)

En el caso estacionario, a tiempos muy largos (4.76) se convierte en
35

dma’kdnDa  4dwkDa?
Ara?k +4rDa  ak + D
La expresion correspondiente para un disco parcialmente absorbente apro-
ximado para el estado estacionario se obtiene de una forma andloga a la
ecuacion para la esfera completaﬁ

K, = (4.77)

A 4Ds

bw =110

wsk

(4.78)

Finalmente apelando al andlogo electrostatico, en el estado estacionario la

ecuacion (4.74)) se escribe a través de (4.76)) y (4.77]), es conveniente escribirla

como el reciproco de la misma

1 (1_p)KSA+Nf(DW_ (1—p)+ 1

KZS RSANKDW B NRDW KSA
1 (1—p) ak + D
Kus  N@rDks) T keD

1 (1—p)rsk 4D(1—p) ak D

Ky;s  N4nDks? = N4nDks®  4wka?D + Arka?D

82Este resultado se puede consultar con detalle en Collins, F. C., & Kimball, G. E.
(1949). Diffusion-controlled reaction rates. Journal of Colloid Science, 4(4), 425-437.
doi:10.1016,/0095-8522(49)90023-9 [47]

83Constante de Smoluchowski en el absorbente esférico.

84 Aproximacién que tiene un méaximo de desviacién menor al 1 %.
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Simplificando en las fracciones se tiene que

1 _(-p (=p Tt 1

Kzs N4Ds = Nrks?  4waD  4wka?

Operando de una forma conveniente las fracciones se puede decir que

Kzs N4Ds = 4AN7ks?a®  amaD + Narka?s?

1 (1—p) +4a2(1—p) 1 Ns?
Haciendo uso de la ecuacion ({4.45))

1 (1—p) 1 da? — N7 2 4 N2

_ 4ma?

Kzs N4Ds  amaD Narka?s?

Para finalmente encontrar la férmula para la constante de corriente de
difusion K zg en funcion de k que funciona como parametro de permeabilidad
en los quimiorreceptores.

L1 (-p), 1
Kzs 4mDa = N4Ds = Nws’k
La constante k dentro de (4.79)) contiene la informacién del tipo de filtro

en los receptores circulares. Dicha ecuacion puede escribirse de forma extensa
o mas simplificada, todas equivalentes, como Sigue@

(4.79)

41 DNas?k
Kyq = 4.
25 = 4rxDa + N7ws2k (4.80)
1 1 1-— 1
(L —p) (4.81)

s Kea  NEpw | Nkrs?

Es importante mencionar que en los resultados anteriores se supone que
los receptores o parches absorbentes son siempre de forma circular, esta su-
posicion puede alejar al modelo de la realidad, es por esa razén que una
formulacion tedrica de receptores no circulares es necesaria. En la siguiente
subseccion se generalizan los resultados para receptores no circulares.

85Haciendo la sustitucién explicita de las demds constantes y usando la ecuacién (4.38))
p=o0.
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4.5.3 Receptores de Diferentes Geometrias

Para lograr la generalizacion de la ecuacion (4.81f) a receptores de geometria
arbitraria es necesario modificar en la expresion la cantidad Kpy, la cons-
tante asociada al Disco de Weber y Ac = ms?, el area del parche, por sus
correspondientes menos particulares. Uno de los sistemas que surge como ex-
tension natural de los receptores circulares son los receptores elipticos, debido
a eso comenzaré con la deduccion de la constante de corriente de difusion en
un parche eliptico perfectamente absorbente para después extender los resul-
tados a parches de forma arbitraria y la difusién hacia una esfera o elipsoide
que los contiene.

Se sabe que la corriente de difusién en el estado estacionario para un cuerpo
totalmente absorbente esta dada por la ecuacién 3.121@]

I = 47DcCs, (4.82)

Por lo que la constante asociada a (4.82)) que es independiente de la
concentracion constante a grandes distancias e

K = 4nDc (4.83)

En este punto vale la pena recordar que el elipsoide presentado en la
seccién (3.6) se reduce a una elipse cuando uno de sus ejes se hace cero@
Supongamos un receptor eliptico como se muestra en la siguiente figura

<

a

Figura 59: Receptor eliptico absorbente con semiejes a; v as que descansa
sobre un plano en donde el flujo es nulo, dicho plano es frontera de un medio
semi-infinito.

86Esta ecuacion es reetiquetada en esta seccién para fines practicos.

87La constante c es la capacitancia del sistema, y como es natural depende solamente
de las condiciones geométricas del mismo.

88Que es equivalente a reducir la dimensién del sistema.
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Un elemento importante de la elipse es su ezcentricidad; se define comd™)]

c
€= — (4.84)
a1
Siendo a; el semieje mayor, as el semieje menor y ¢ la semidistancia focal.
A partir de estas definiciones se puede escribir la excentricidad en términos
de los semiejes

a? = a3+ (4.85)
at — a3
e=—=Y1 2 (4.86)
aq aq

Es posible obtener la capacitancia de un disco eliptico a partir de la
ecuacién (3.139)), en dos dimensiones esta capacitancia es[39]

(4.87)

En donde se definié

TOR — (4.88)
€) = —Y .
0 V1—e%sin?0

Entonces la constante de corriente K, para el parche eliptico resulta ser,
calculada con la ecuacion (4.83))

_ 27 Day

=70

(4.89)

Esta ecuacion se reduce a la constante de Hill si ¢ = 0. El andlisis pro-
puesto por Dudko, Berezhkovskii y Weiss es un estudio dimensional. Se puede
ver de las ecuaciones y que K tiene unidades de volumen entre
tiempo L3/t. Para ver esto mds claramente es conveniente recordar las di-
mensiones de las cantidades importante en la difusién, como la corriente y la
concentracion.

_ particulas _ particulas

€] 1]

m3 s

Ahora calculando las unidades de la constante de corriente es

89Mide el indice de redondeamiento de la elipse.
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4 m
K] =c) ="
Lateralmente para el coeficiente de difusién se tiene que [D] = m?s~1.

Dicho de otra forma la constante de corriente debe ser proporcional a D y a
una longitud /. Se asume también que esta longitud puede ser expresada en
términos del drea y perimetro del receptoe, es decir[39]

(= A" P (4.90)
En donde v es un parametro por determinar. la férmula resultante es
21+2V
K =——A"P"*D (4.91)
T 14

El factor numérico es obtenido al requerir que se deduzca correc-
tamente a la constante de Hill si se trata de un receptor circular, para que
esto sea mas evidente le otorgo los valores de A y P correspondientes a una
geometria circular; A = ws?, P = 27s y sustituyo

14+2v ) -
K= i (ms?)’(2ms) ~*'D

Expandiendo potencias queda

21+2V(7.[_V82V) (21—2V7T1—2V81—2V)D

7-[-171/

K =

Reduciendo factores

K =2%sD = 4sD = Kpw

Efectivamente la constante de Hill asociada a un disco absorbente frontera
de un medio semi-infinito. Ahora, para encontrar el valor de v se pide que la
expresion para K en (4.91) coincida con K, en para valores pequenos
de €, en particular hasta términos de cuarto orden.[39] Para esta comparacién
usaré la serie de Tayloﬂ La serie de Taylor para una funcién f(z) al rededor
de a es igual a la serie de potencias que se define a continuacion|3]

"(a "(a ®)(q ™) (a
f(z) = f(a)—l—m(:c—a)iji()(x—a)Q—l—f 3!( )(x—a)3—|—~~—|—f n'( )(x—a)”

1! 2!
(4.92)

90Gerie de Maclaurin cuando el punto al rededor del cual se aproxima es cero.
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En forma compacta

=
B
I
hE
—

(x —a)" (4.93)

n=0

Comienzo con la deduccién de la ecuacion para € cercanas a cero.

La expansion en el argumento de la integral se realiza como sigue, comienzo
una nueva definicion

1
9(e.6) = V1 —e€2sin?6

Las derivadas y evaluaciones de cada uno de los términos en la expansién
se encuentra en el apéndice y la aproximacién resultante de la funcion
g(€,0) es

2 .4
sin®f , 3sin* ,

g(e,0) =~ 1+ 5 € + g ¢ (4.94)

La integral a resolver es

e+ €| (4.95)

/2 1_i_sinze ,  3sin‘f ,
2 8

w/2 w/2 1
U R ——,
feer =" =~

De la misma manera, el calculo de cada una de las integrales se enuncia,
de forma simple, en el apéndice (C.1)) para encontrar que

k() = /(:/29(6, 0) ~ g + 7862 + ggf (4.96)
Factorizando es
k(e) = g l1 + i + 69464] (4.97)
Reemplazando en (|4.89))
e 9, -
K. =4Da, ll + T + 61¢ ] (4.98)

Es necesario expandir en serie de Taylor una vez mas, los detalles los
presento en el apéndice bajo la definicién

e 9 "
v = [1 +o Me”‘] (4.99)
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El resultado es

K,=4D 1—5—5i4+0(5) (4.100)
¢ T AP 14 64 ‘

Después sigue la expansion de la ecuacion (4.91)) para la cual se usa el
area A. = majas o despejando ay de (4.806))

as = /a2 — a?e2 = a; V1 — €2
A =maiv1— e (4.101)

Con el perimetro

P. = 4, E. (4.102)
Y E(e€) una integral eliptica de segunda especie[33]

/2
E(e) = / V1= e2sin? 046 (4.103)
0
Con estos elementos, la ecuacion (4.91)) es

1—2v

apror __
K =

[raiv1 — €2]”[da; E(e)]' ™% (4.104)

Hay dos factores a expandir en la relaciéon anterior, con las siguientes
definiciones

ﬂ-l—u

£(e,0) = /1 — €%sin? 0

Los términos se derivan en el apéndice (C.2)). Usando las ecuaciones (C.26))
y (C.33)) las aproximaciones son

2 1
Oe) m=1— ”Te + %(V —2)+0() (4.105)
in? @ 3sin*
E(e,0) =~ 1— SH; e — S;rjl el (4.106)
La integral en (4.103|) es
/2 sin? 6 3sint
~ 1— 2 4 4.1
E(e) /0 [ e - S (4.107)
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Haciendo la integral se obtiend”]

m e 3t
Ele)~ - |1 —— —— 4.1
(9~ 3 l 1 64] (4.108)
Volviendo a (4.104]) se tendré o siguiente
aproz 2 e 1o (T 1-2v
Koo = Z (@ e (@ el ) (T) QW)
K% = 4a, DQ(e)(E () (4.109)

Antes de hacer la multiplicaciéon de Q(e)(E(e))'? se debe hacer una
expansion en el segundo término cuando € se acerca a cero. Los coeficientes
y el método de aproximacion se hacen con la serie de Taylor, se presentan en

[C.4] De la ecuacion ((C.41) se sabe que

1 1
(B(e)"™ ~1+ Z(2y —1)e + 6—4(8u2 + 20 — 3)e* + O(€%) (4.110)
Con lo que el producto de la ecuacién (4.109]) es

ve? v

Qe)(E(e)) ™ = [1 - + ?(1/ —2)+ 0(65)] X

1 1
X [1 + 1(21/ — e + @(81/2 +2v — 3)e + 0(65)}

Q) (E(e) = 1+ {614(&2 tow—3)— éy(zy 14 ;y(y ~2)| et

[411(2V —-1)— g e+ O(€°)

62

Qe)(B(e) =1- T 6?11(1 +2v)et + O(€%)

Con todo esto la expresion para K™% es
aprox 62 3 4 5
Ko = 4a, D 1—2—6—4(1+2y)6 + O(¢e) (4.111)

91E] resultado de cada uno de los términos de presenta en el apéndice
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Hay que recordar que se busca compara la ecuaciéon (4.100) y (4.111)). Se
puede ver que para que sean iguales entonces se tiene que cumplir la siguiente
igualdad

5=3(1+2v) (4.112)

Resolviendo para v se encuentra que

— - 4.113

Dado el valor numérico de v es posible reescribir la ecuacién de la cons-
tante de corriente de difusiéon que depende solamente de las caracteristicas
geométricas en (4.91))

91+2(1/3)

1/3 p1—2(1/3)
K = 13 AP D

24P\ "
Kg = ( ) D (4.114)

Es evidente que cuando se toman los parametros correspondientes a un
receptor circular se obtiene la constante de Hill@. La importancia de este re-
sultado es que se puede utilizar para cualquier tipo de receptor en cualquier
superficie relfejantﬂ
La expresion general para la constante de corriente de difusién en N parches
parcialmente absorbentes de forma arbitraria en una superficie con condicio-
nes a la frontera de reflexion, en la cual se considera el efecto de interferencia
entre receptores vecinos queda completamente determinada por la siguiente
expresién [

1 1 (1-p) 1

= 4115
Ken  Ks | NKg | NkAn (4.115)

92Ademss de demostrarlo algebraicamente se consigue la constante de Hill porque de
esa expresion se construye todo el anélisis aqui expuesto.

9Guperficie reflejante v equipotencial, para que se pueda utilizar la ecuacién ,
como en el caso del elipsoide.

9Usando la ecuacién ([4.81))
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En donde Ky es la constante de corriente de difusién de la superficie en
donde descansan los parches cuando esta se considera completamente absor-
bente, mientras que Kg es la asociada a la geometria de los receptores sobre
la superficie; p es la cantidad de area ocupada por los parches y Ag el area de
estos ultimos, finalmente la constante k es la constante de permeabilidad que
hace que los parches sean parcialmente absorbentes, esta constate contiene
la informacién de seleccion de particulas que pasan a través de las paredes
de la membrana.

La derivacion de esta ecuacion permite calcular la constante Kgr de forma
rapida y eficiente si se conocen las cantidades requeridas, que a su vez no
resultan dificiles, al menos en el caso de K¢, siempre y cuando se tenga en
cuenta las aproximaciones y condiciones con las que derivaron los resultados.
Se puede conocer incluso la corriente I si se sabe la concentracion del siste-
ma a grandes distancias. En el caso de tener una combinaciéon de dos tipos
de parches, perfectamente absorbentes y parcialmente selectivos la expresion

(4.115)) se modifica a a

11, d-p, 1 (4.116)
Ksp Ks NKg NokApg ‘

En donde N; es el niimero de parches totalmente absorbentes y Ny es
el nimero de parches parcialmente absorbentes. Si el niimero de parches
selectivos en nulo entonces el tltimo término de la expresion no tiene lugar
en el sistema y regresamos a la formulacion de la modificaciéon de Zwanzig en
. Con esto es posible hacer un estudio de que es lo que sucede en una
célula (bajo la aproximacion de una esfera) que tiene N parches circulares,
elipticos o de cualquier geometria.

4.6 Diferentes Modelos de Receptores en una Célula
4.6.1 Efecto de Interferencia y Selectividad

Resolver el problema de receptores elipticos en una esfera resulta un proce-
so mas o menos sencillo en donde el objetivo principal es el calculo de la
constante de corriente de difusiéon. Se sabe que la constante de corriente de
difusion para un receptor eliptico que descansa sobre un plano reflejante esta

dada por la ecuacion 4.100@, a saber

2 4
c o ] (4.117)

K.=4Day [1- S - 25
‘“l 1 64

95No es necesario derivar esta expresién nuevamente pues en las secciones pasadas se
analizé con detalle. En vez de eso solo la reetiqueto por cuestiones practicas.
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Mientras que el area de este tipo de parche eﬂ

Ape = maiV1 — €2 (4.118)

Usando la ecuacién (4.115]) y la constate de Smoluchowski se puede es-
cribir la constante buscada para receptores elipticos en una esfera de radio
a, es decir

1 B 1 . 1— 4N7rZ712m\/21—62 . 1
K. 4nDa N4Da, [1 — % — 56%1 Nkdraiv/1 — €2

En este punto hago una expansion en serie de Taylor del inverso de la
constante alrededor de e = (7]

Na?

1 1 1 1— 4% 1 4a® + Na?
- = + + 4a _|_ + 1 62
K. 4Dam Nlmra% 4DNaq 2Nk7m% 64DNa2aq
N 3 N 36a> +7Na?\ , (4.119)
€ .
8Nkma? = 1024DNa?ay

El inverso de la constante de corriente para una esfera de radio a que en
su superficie tiene discos parcialmente absorbentes de radio s, con constante
de Hill Kpy = 4Ds, y en donde se considera el efecto de interferencia es [

1 1 ] — Nms? 1

4ma?

K. 4Dra " 4ANDs | Nkrs?

(4.120)

En la figura 60 se ve como la constante K, en la ecuacion es igual
a K, cuando la excentricidad es cerﬂ. El decaimiento de la curva es rapido,
no como una exponencial pero como una funcién polinomica justamente de
cuarto orden. Es importante notar que a medida que la excentricidad aumen-
ta la capacidad de absorcién en el sistema con receptores elipticos disminuye.
Para identificar que geometria en los parches es mas efectiva en el sistema
esférico conviene analizarlo en un punto mas sencillo, en el que por ejemplo,
se desprecia el efecto de interferencia entre receptores vecinos.

96 Teniendo en mente que los semiejes son denotados por a; y as

9"M4s adelante se vera cual es la implicacién de esta expansién

98Tanto en esta constante como la anterior no es necesario desarrollar cada uno de los
términos o expandir el dlgebra, pues lo que se quiere es comparar la ecuacién (4.119)) y
(4.120) en funcion de € .

99Que, geométricamente, es cuando el receptor eliptico se “aplasta” y se genera un
circulo.
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€

Figura 60: Grafica de la constante de corriente de difusiéon para una esfera
con receptores elipticos con semieje mayor a; en funciéon de la excentricidad
€. En azul se muestra la dependencia de € para K. y en verde una linea
constante que indica la cantidad K.

4.6.2 Selectividad en Receptores Circulares

Si queremos considerar parches selectivos en una esfera de radio a entonces
la constante de corriente en (4.116f) se modifica a la relacion en (4.37))

1 1 1

— = 4.121
Ksp Kg + NEKR ( )
Usando la constante de Hill y la geometria circular se tiene que
1 1 1
= 4.122
Ky  4mDa * NEk(4Ds) ( )
Factorizando el inverso del absorbente esférico perfecto es
1 1 ( 4mDa )
= 1+
K, 4nDa 4N Dks
r 1 ( 1+ Ta )
K, 4nDa Nks
Obteniendo el inverso se consigud™
K, =K L (4.123)
sr — SM 1 + ]\;r;:s .

10OCOH KSM =4nDa
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Es evidente que depende de k, la constante de permeabilidad de
los receptores, a medida que k disminuye la capacidad de absorcién en la
célula también lo hace, se hacen menos eficientes y entonces el niimero de
receptores necesario para absorber la misma cantidad de nutrientes aumenta.
A continuacién se presenta una grafica del comportamiento del niimero de
receptores en funcién de la constante de permeabilidad o seleccion.

40000
350000
300000
250000
Z 200000
150000
100000|

50000

k

Figura 61: Nimero de receptores circulares de radio s en funcién de la cons-
tante de permeabilidad k.

El valor de N que hace que se alcance la mitad de Kgj; estd dado por

T™a
Nongz = — 4.124
e (4.124)

Para poder visualizar el niimero de receptores que contiene una célula
defino los valores estandar de la literaturam. [38]
a=5x10"%m, s = 1079, k = 0.5, con esto

Norimaz =~ 314,159 receptores (4.125)

Naturalmente se necesitan mas receptores que cuando se consideraba una
k — oo.m En ese caso se encontré N,,q, = 15,700 en la seccién (4.1).

4.6.3 Selectividad en Receptores Elipticos

Usando la ecuacion (4.100]) se encuentra la constante para receptores elipticos
de semieje mayor a; y excentricidad e

101Ge eligié k = 0.5. Los quimiorreceptores solo absorben la mitad de las particulas que
entran en contacto con la supercifie.
102Quimiorreceptores completamente absorbentes.
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1 1 1

Ko Ksw | NEK,

Operando de la misma manera que para receptores circulares se encuentra
que

(4.126)

1 B 1 L A7 Da
Ko  4rDa 4N Dka, [1 — e %ﬂ

1

1+ —F"—7
}

2 54
Nkay [1—%—ﬁ

K., = Kgn (4.127)
El ntimero caracteristico de receptores para tener la mitad de Kgjy; es
Ta

k:adl—%—%%f]

Ner:mam =

(4.128)

En términos del semieje menor as se pueden escribir las ecuaciones (4.127))
y (4.128)) si se sabe que

a2

V1—¢?

a1 =

Lo que conduce a

1
1+ mayv/1—e2

4

2 5
Nkaz [1—%—%}

ma/ 1 — €2

kaﬂl—%—%}

Ko = Ksu (4.129)

Ner:max =

(4.130)

La dependencia de Ng,.,q en funcion de la excentricidad e se puede ver
graficamente en la figura 62. Mientras la excentricidad crece el nimero de
receptores disminuye["]

Con los valores caracteristicos establecidos en la secciéon anterior la apro-
ximaciéon para Neq.pae €8

Nerimaz = 310,960 receptores (4.131)

103Es importante tener en cuenta que la excentricidad debe ser un ntimero pequeiio, ya
que la constante K, se encuentra suponiendo que ¢ tiende a cero.
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1.0

Nﬂ:max/Nsr:max
o o o o
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€
Figura 62: Numero de receptores elipticos con semieje a; y permeabilidad
= (0.5 en funcién de la excentricidad e dividida entre el ntimero de receptores
necesarios para cuando se trata de parches circulares Ngq.pmaq-

4.6.4 Selectividad en Receptores Cuadrados

Para conocer el nimero aproximado de receptores, cuando estos son cua-
drados, es necesario conocer la constante de corriente de difusién de los re-
ceptores cuando estan en un plano reflejante. Utilizo una de las ecuaciones
derivadas en la seccion (4.5.3), en particular la ecuacion (4.114))

Se sabe que el 4rea y perimetro de un cuadrado de lado L es A = L?,
P = 4L. Sustituyendo en (4.114]) se obtiene

25(L2)(4L)\ "
Koo ( (22) >> .
s
278 L
De modo que introduciendo este resultado en (4.121)) se puede escribir
1
KCT - KSM (71'5/3(1) (4133)
1+ Nk21/3L

Con Npimae de forma explicita
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™/
Neramae = L2137, (4134)
Con los mismos parametrog ]
Nerimaz =~ 534,860 (4.135)

4.6.5 Selectividad en Receptores Hexagonales

Para receptores en forma de poligono regular el perimetro y el area quedan
determinados por

P
P=nlL A:%

Siendo n el ntmero de lados del poligono, L la longitud de uno de sus

lados y a, el apotema asociado a el. Debido a esto la constante de corriente
es

Entonces

1 n 1
Kpr o 47 Da NDI (24n2L2ap)1/3
71—2
1
K, = Ksu 27357, (4.136)
Nk(nL)2/3a1/3
El niimero de receptores que se busca esta dado por
92/3,:5/3
primaxr — u Cll/s (4137)
k(nL)?/3ap
Si se trata de un hexagono, n = 6
92/3.5/3
hr:mazxr — u ?/3 (4138)
k(6L)2/3ay

1047, — 10~ 0, k = 0.5
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De forma aproximada"|

Niromaz = 609,931 receptores (4.139)

4.6.6 Una Primera Suposiciéon sobre la Geometria de Receptores

Ahora es posible comparar el nimero de receptores en cada sistema y por
lo tanto conocer que geometria de las expuestas en secciones anteriores es
la més eficiente. Simplemente viendo (4.125)), (4.131)), (4.135) y (4.139) se
puede decir que lo mas 6ptimo es que una célula tenga quimiorreceptores
elipticos; a través de esa geometria la célula puede absorber los nutrientes
en el medio de difusién sin la necesidad de un gran nimero de parches; esto
permite que se puedan tener receptores de diferentes tipos y con diferentes
propésitos en la superficie (existe una gran disponibilidad de espacio). En la
siguiente figura se ve graficamente la variacién de los limites de frontera de
una elipse en funcién de la excentricidad, en donde la referencia es un circulo
cuyo radio es igual al semieje menor de cada una de las elipses sobrepuestas
en color azul claro.

Figura 63: Variacién de los limites de frontera de receptores elipticos en fun-
cién de la excentricidad, la referencia circular tiene un radio igual el semieje
menor de cada una de las elipses. De izquierda a derecha, la primera figura
muestra una elipse con excentricidad € = 0.41, la segunda ¢ = 0.74 y final-
mente la tercera e = 0.82.s

Es importante mencionar que para todos los sistemas la constante de co-
rriente se deriva del hecho de usar la aproximacion de K¢ o K., que dependen
solamente de parametros geométricos, lo que implica, de forma indirecta, que
las figuras propuestas deben estar redondeadas por el uso de la expansion de
la excentricidad alrededor de cero e — 0. Esto resulta importante, pues para
figuras rectas o antisimétricas la ecuaciéon puede no ser precisa. Sera nece-
sario comparar los resultados con las simulaciones de dindmica browniana
correspondientes. Sin embargo, a través de este modelo podemos proponer
una estructura neuronal o celular en general; esférica y con quimiorreceptores
elipticos.

5L =05%x107"%m, a, =03 x 107 %m y k=05
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La biologia brinda una perspectiva de como es una membrana celula@ 0
membrana citoplasméatica cuyo propdsito es separar el interior del medio
exterior que rodea a las células. La membrana consiste en una bicapa se-
mipermeable (selectiva) que regula el transporte de sustancias que entran y
salen de de la célula.

Figura 64: Célula esférica con quimiorreceptores elipticos sumergida en un
medio de difusién con particulas brownianas que se representan en color rojo.

La membrana celular sirve de proteccién a la célula. También le propor-
ciona unas condiciones estables en su interior, y tiene muchas otras funcio-
nes. Una de ellas es la de transportar nutrientes hacia su interior y expulsar
las sustancias téxicas fuera de la célula. La siguiente figura es un modelo
biolégico de lo que se denomina membrana celular; la suposicion de recepto-
res elipticos dentro de ella es lo que fundamenta el estudio que se realizé en
este proyecto.

Célula

Fuera de la
célula

Nicleo
Membrana
Celular

Citoplasma

Figura 65: Membrana celular y la ubicacién de proteinas y citoplasma dentro
de ellas. (National Human Genome Research Institute)

106Qyperficie que se modelé como reflejante en su totalidad y que contiene receptores
absorbentes
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4.7 El Formalismo de una Geometria Preferencial
4.7.1 Receptores circulares y elipticos con la misma area

Durante la investigacién se replicaron los resultados para la constante de co-
rriente de difusién en un parche absorbente de forma arbitraria que descansa
sobre un plano reflejante, dicha ecuacion es

5 1/3
ke = (2 AP) D. (4.140)

T2

Que es la ecuacion derivada por Dudko et al. La pregunta que queremos
responder es; Si el drea de los receptores la misma, ;Qué geometria es la
mas eficiente, la eliptica o la circular?. Si fijamos el area de los receptores se
tendra que

Ao = A,. (4.141)

Siendo Ac el area del receptor circular y A, el drea del receptor elipti-
CO.E]AI requerir que la ecuacion (4.141f) se cumpla se tendra que la constante
de corriente de difusion asociada al circulo es

29 Ao P\ ?
koo = <C20> D. (4.142)
T
Mientras que para la elipse es
24 P\
kge = ( 5 ) D. (4.143)
s

Es posible comparar ambas constantes de corriente si se cumple la ecua-
cién (4.141). Se tendria entonces que uno de los factores de (4.142) y (4.143)
es idéntico, eso permite escribir lo siguiente

(4.144)

kge (Pe>1/3

Pc ‘

Solo falta escribir el perimetro de la elipse y del circulo en su forma
explicita. De las notas anteriores se tenia que

kac

P. = 4a,E(e). (4.145)

07Hay que notar que este escenario es distinto al que se habia tratado antes, en el cual se
fijaba a; como una funcién de s (el radio del parche circular) y quedaba como pardmetro
libre a9, el semieje menor de la elipse.
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Con

w/2
E(e) = V1 — €e?sinfdf.
0

Pc =27s. (4.146)

La integral en (4.145]), en una aproximacién en serie de Taylor alrededor
de e = 0 es

/2 sin? 4 3sin*é
Ele) =~ / 1-— 2 4 .
(¢) ; [ 5 € o1 € ] do

Haciendo la integracién en el dominio correspondiente queda como

De esta forma el perimetro de la elipse toma la siguiente forma

4 64
Volviendo a la ecuacion (4.144)) se tiene que

kce [2al7r (1 — % _ 63464>] 1/3

2
P. = 2a7 [1 S 364] . (4.147)

4.14
21s ( 8>

Es necesario comparar el area de los parches correctamente para obtener
una relacion entre los parametros de la elipse y los parametros del circulo.

A, =maiVv1 — e (4.149)

El 4rea de un circulo es

Ac = s* (4.150)
Al establecer la igualdad se llega a que
aq 2 —1/4
—=(1- . 4.151
=0 (4.151)

Entonces, sin pérdida de generalidad en a; y as, se reescribe la ecuacion
(4.148)).

154



Difusion en Sistemas Biologicos JP

2 1/3
kGe - % - 6%164
= || (4.152)

Este ntimero es siempre mayor a a uno, es decir, kge > kgc V € > 0.
iLa capacidad de absorcion en los receptores elipticos es mas grande!. Tener
receptores elipticos es mas eficiente que tener receptores circulares; ocupan la
misma cantidad de area sobre el plano pero pueden absorber més moléculas
que la simetria circular.

1.0014

1.0012]

1.0010]

1.0008|

kgelkac

1.00086|

1.0004{

1.0002|

1.0000|

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
€

Figura 66: Variacion de la constante de corriente de difusién con receptores
elipticos en funcion de la excentricidad ¢ comparado con la capacidad de
absorciéon en los receptores circulares.

Ahora escribo la comparacion en el numero de receptores N,uaz:c ¥ Naz:c
que se requieren para tener la mitad de la capacidad de absorcion que el ab-
sorbente esférico perfecto (constante de Smoluchowski) en ambas geometrias.
Con receptores elipticos se tenia que

ma

Naz:e = 5 . (4.153)
kay (1 -5 %64)
Cuando se trata de receptores circulares este niimero es
s
Npaz:c = —. 4.154
o=1 (1.154)
De modo que al hacer la division se tiene que
Nmam'e S
= = . (4.155)
€2
Nmam:C’ aj (1 -7 %64>
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Utilizando la ecuacién (4.151)) se tiene esta misma comparacién en térmi-
nos de la excentricidad

Nmar'e 11— 2)1/4
e ( 626)54 . (4.156)
max:C (1 — 7T "€ >

Hay que nota que Npaze/Npmazc < 1V € > 0. El nimero de recep-
tores elipticos que absorben la misma cantidad de nutrientes que una esfera
completamente absorbente es siempre menor al nimero de quimiorreceptores
circulares con el mismo propésito.

1.00|

0.98
,0.96
:

0.9
=
:
£0.92
0.90

0.88

0.86

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
¢
Figura 67: Numero de receptores elipticos necesarios para absorber la misma
cantidad de nutrientes que la mitad del absorbente perfecto en funciéon de
la excentricidad € y en contrate con los parches circulares necesarios con el
mismo proposito.

Esta tdltima relacion es una buena comparacion de la efectividad entre
quimiorreceptores y el efecto de la geometria en la captacion de nutrientes.
El area ocupada por los receptores elipticos sobre la superficie es

Nmam'eAe
=" 4.157
¢ 4dma? ( )
Por otro lado, el area ocupada por los receptores circulares es
Nmaz'CAC
= 4.158
? 4dmra? ( )

La fraccién adicional que cubren los receptores circulares en comparacion
con los elipticos esta dada por

LS L NoaweAe ([ 4ma?
o B 4ma? Nmaz:CAC '
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Dado que A, = Ac, entonces

(1—4):1—p%”*. (4.159)

Nmaz:C

Se necesita més espacio sobre la membrana esférica si se quiere imple-
mentar receptores circulares.

4.7.2 Mismo niimero de receptores y area idéntica

Cuando se considera el mismo nimero de receptores tanto para los elipticos
como para los circulared™ N, = N¢ entonces se puede ver como es que se
modifica la constante de corriente de difusiéon que contiene tanto la modifi-
cacion de Zwanzig para el efecto de interferencia como la selectividad en los
receptoreﬂ. La expresion general se enuncia como sigue

1 1 (1-o0) 1
— = + .
kp kg Nkg NEAgR
Supongamos, al igual que antes, que A, = Ac. Esto haria que las ecua-

ciones correspondientes para la esfera con receptores elipticos y circulares
sea

(4.160)

1 1 l1—0 1

koo kn | Nke | NEA

1 1 (1-o0) 1
—=— + :
kDC kG N/{?GC Nk?AC

respectivamente. Cuando se tiene el mismo ntimero de receptores las ecua-
ciones (4.161)) y (4.162)) difieren solo en el segundo término. Si se quiere hacer
una comparacion entonces se puede decir que

y (4.161)

(4.162)

kDe kGe
X

. (4.163)
kpc — kco

kpe/kpc se veria graficamente como la figura 1 con una escala distinta.
De esta forma se establece los quimiorreceptores elipticos sobre una mem-
brana esférica son mas efectivos que los receptores circulares aun cuando se

considera el efecto de interferencia.

108 Conservando la idea de A, = A
109Parches parcialmente absorbentes
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A Probabilidad

Antes de continuar con la generalizacién de la caminata aleatoria en una
dimensién considero que es importante introducir algunos conceptos de la
teoria probabilistica junto con la distribucion binomial y gaussiana.
Cuando se consideran movimientos que son estadisticamente independientes
se piensa en que el resultado de la salida 2 no depende de los resultados pre-
vios, asi mismo los resultados subsecuentes son independientes de la lectura
en i. Mas aun, en sistemas estadisticamente independientes se tiene que la
probabilidad de obtener a y después b es

P(a,b) = p(a)p(b) (A1)

En cambio, en sistemas condicionales, la probabilidad de obtener b obte-
nido a es

P(a,b) = p(b)p(b/a) (A.2)

Si tenemos dos eventos exclusivos a y b en un sistema estadisticamente
independiente la probabilidad de obtener ¢ distinto de ambos es

P(c) = [1 = p(a)][1 — p(b)] (A.3)

Podemos ademés pesail''Y] la probabilidad de encontrar el valor k en este
tipo de sistemas de la siguiente forma

(k) = kzij kP(k) (A.4)

Es evidente suma de probabilidades de que pasen todo los eventos posibles
es 1

S P(k) =1 (A.5)

Es inmediato que

HO0Este término se utiliza cuando en una distribucién de probabilidad queremos observar
cual es el valor promedio o de expectaciéon de k
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(ck) = c(k)

Para poder medir cuanto se aleja un valor k especifico del promedio del
conjunto (k) se analiza la propagacién de la distribucion de este valor espe-
rado. Por las razones presentadas en la demostracion de la proporcionalidad
del desplazamiento cuadréatico medio con v/ se introduce la varianza, el cua-
drado de la desviacién, una cantidad siimamente importante en estadistica,
de forma matematica es

o® = (k= (k) = (K = 2k)k + (k)?)

o? = (k?) — 2{k) (k) + (k)*

o? = (k) — (k)* (A.6)

La desviacion estindar es la raiz cuadrada de la varianza

o=\ (k) = (k)? (A7)

A.1 Distribuciéon Binomial

Supongamos un sistema estadisticamente independiente con dos posibles re-
sultados, a y b. Con probabilidad p de obtener a y probabilidad g de obtener
b. La pregunta clasica en el desarrollo de este tipo de distribucion es, ;cual
es la probabilidad de obtener k veces a en n rondas de actividad?. Segtn la

ecuacion (A.1) es
P (A.8)

En total existen 2" posibles secuencias que pueden ocurrir, pero solo al-
gunas de estas secuencias dan como resultado k£ veces a y n — k veces b.
El nimero de formas en las que se puede extraer determinado conjunto a
partir del conjunto completo es el coeficiente binomial, que es

@ - kl(nTikw (A.9)
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En algunos desarrollos del concepto del coeficiente binomial en combina-
toria y de la distribucién binomial en estadistica se define que 0! = 1, sin
embargo, esta propiedad puede ser derivada a partir de las funciones espe-
ciales, particularmente de la funcion gamma que en su forma general es

1:-2.3-.-n
'z =1 z A.10
(2) nho (2(2+1)(2+2)'--(z+n)n> ( )
Y se sabe que para ntiimeros naturales
I'(n)=(n—-1I'n-1)
I'(n)=(n—-1)!
Por propiedad de factorial
m—1)!'=m-1)(n-2)!
Esto implica que
(n—1)!
oy = ) 1
Sin=2
2-1!
2-2) = =1!
(2-2)= (=)
Es decir
ol=1 (A.11)

Una vez establecida esta relacion continuo con la distribucion binomial;
Debido a la forma del coeficiente binomial la probabilidad de que el resultado
sea a k veces en n repeticiones es

k

Se puede ver también, a través del teorema del binomio de Newton que la
distribucion de probabilidad estda normalizada. Dicho teorema establece que
un binomio de grado n puede ser expandido en una suma infinita, a saber

P(k;n,p) = (n>pkq”"“ (A12)
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=3 (3)etar

k=0

En el sistema de estudio, la suma sobre las k desde 0 hasta n es la suma
de todas las posibles combinaciones de resultados, esde esperar entonces que
la suma sea 1.

n

n! k n—k
pq T =@+q" =1
];)k!(n—k:)! ( )

El valor esperado de k de forma explicita es, conforme la ecuacién ((A.4))

(kY =Y kP(k;n,p) =Y k-———pFg" "
kz::o kz:% kl(n — k)!

El primer término de la serie es 0, eso permite reescribir y comenzar desde
1. Factorizando np y escribiendo k! = k(k — 1)! se obtiene

. n—1)! k—1, n—k
) = "p,gl (k —<1)!(n)— il P

Renombrando la suma para comenzar desde 0. Definoc = k—1y 5 = n—1.
Conloque j—c=n—k

Los indices j y ¢ son indices mudos, por lo que el factor de la ultima
ecuacion es equivalente a la suma sobre todos los resultados posibles del
sistema, como consecuencia

(k) =np (A.13)
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Para calcular el promedio de (k?) el proceso es andlogo, tenemos que

k*) = > k*P(k;n,p) = Zk2 ' g
= k;l )'

La evaluacién en k = 0 es nula,factorizo np, escribo k! = k(k —1)! y la
serie desde 1

" n! (n— 1)
(k) = >k Pt =mp kG Pt
g::l k(k—1)!(n—k)! Z (n—k)!
Defino nuevamente c =k —1y j=n—1. Conloque j —c=n—k; la
serie resultante es

I (c+1)5! .
(k) =np et DI oo

= cl(j—o)!

Distribuyendo sobre la suma ¢ 4 1

J J J

Jj—c _ Cj' c j—c j' c c—j
Z ,pq np (Z._C)!pq +Zic,<j_c>!pq

c=0 C! (-] c=0 "

El segundo término de la ultima expresién ya esta de la forma que dicta
la suma sobre todos los estados del sistema y por lo tanto es 1. Por otro lado
la evaluaciéon en 0 del primer término es 0, comienzo desde 1

(k%) Ej: 2k = 1
=np\ ) G a P
=1 c(j — o)
Factorizando jp del primer término y definiendom=j—-1,s=c—1 —
Jj—c=m-—s

m

m)
]{32 — . s _m—s 1
(k") =np (]PSOS!( i )

Obtengo la estructura requerida en la suma, debido a los indices mudos
se puede segurar que la suma sobre s es igual a 1. Teniendo en cuenta que
J=n—1lyp+qg=1
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(k*) = np(jp+1) = np(np + (1 — p)) = np(np + q)

Finalmente
(k%) = (np)* + npq (A.14)
La varianza y desvicién estandar son
o7 = npq (A.15)
or = /npq (A.16)

a) b)

Pk

Pk}

020+

015+

010+

005+

.00
0

K k

Figura 68: a) Se grafica de forma discreta la probabilidad P(k) de obtener
el valor k en n = 50 repeticiones. En azul P(k) = 0.1, en verde P(k) = 0.5
y en rojo P(k) = 0.7. b) Unién de los puntos con lineas rectas. Se puede
observar que se forma una curva de campana, una forma caracteristica en la
distribucién binomial.

A.2 Distribucion Gaussiana

En el estudio de la difusion las particulas se mueven a velocidades muy gran-
des en periodos de tiempo pequenos, vistos desde la perspectiva del estudio
macroscopico. Es por esa razén que se requiere una modificacion en las distri-
buciones de probabilidad considerando dos casos asintéticos en la distribucion
binomial.

La distribucion normal gaussiana es obtenida cuando la probabilidad de

que un evento suceda (p) es finita y tenemos la aproximaciéon np — oo, un
numero de repeticiones grande, lo que de inmediato sugiere que n — oo. Dada
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entonces la naturaleza de n se puede usar la aprorimacion de Stirlz’ngm 9]
para reescribir los factoriales que aparecen en el coeficiente binomial.

n! = +v2mn (n)n (A.17)

(&

Bajo este parametro la funciéon que gobierna este comportamiento de
distribucion es[3]

La probabilidad sera entonces

1

o\ 2T

P(k;n, p) = / ¢~ (k=1)?/20 g (A.18)

Siendo p = (k) = np. Se ve que estd propiamente normalizada ya que

haciendo el cambio de variable y = fj;\/%

1 o0 1 o0 2
p(k)T — /_ e(-(k—u)?/%?)dk _ \/_/ e Y dy

oV 2w
De las funciones especiales se sabe

/OO e dy = VT

— 00

De donde

11 Aproximacion para factoriales grandes derivada por James Stirling. Puede consultarse
el trabajo de Cristinel Mortici para una desmostracién rigurosa de los postulados.
Mortici, C. (2009). An ultimate extremely accurate formula for approximation of the
factorial function. Archiv Der Mathematik, 93(1), 37-45. doi:10.1007/s00013-009-0008-5
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Con este desarrollo

/ T P(k)dk = 1 (A.19)

oo
Dicho de otra forma, la probabilidad de encontrar k en todo el espacio
(—o0, 00) es 100 %. La distribucién gaussiana es una distribucién continua y
al igual que la distribucién binomial su promedio estda en 0. Para demostrar
esto uso la expresion en calculado el valor esperado de k — u. Es
necesario mencionar que el valor esperado de p sigue siendo cero, por ser una
de las variables conservadas de la distribucion anterior, debido a esto

(k=) = (k) = () = (k) — o

En la integral
el (R
<k>—u:/ e
—00 T
Haciendo y = k — pu se obtiene

o Y —y? /202
k) — :/ Y vy
A

Utilizando un criterio de simetria, el producto de una funcién par por una
funcién impar da como resultado una funcién impar, que integrado sobre un
dominio simétrico es 0. Esto es lo que sucede con ye(_yg/ 20%) y por lo tanto
se tiene que

(k) —p=0
De forma inmediata
(k) = / T kP(k)dk = 0 (A.20)

De forma similar para el valor promedio de k2

(k) = /: K2P(k)dk = 1 (A.21)

Como un teorema adicional se tiene que si dos variables aleatorias = y
y tienen las mismas distribuciones de probabilidad, es decir el mismo valor
esperado y la misma varianza entonces el sitema z = x + y tiene una dis-
tribucion con el doble de valor esperado y el doble de la varizanda de x y
y. Graficamente la funciéon de densidad tiene una forma acampanada y es
simétrica en el eje de las ordenadas.
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06F
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Figura 69: Funcién de densidad de probabilidad gaussiana. Todas calculadas
con el valor esperado en 0 ( u = 0); la curva en verde corresponde a o = 1,
la curva roja a o = 0.6 y finalmente la linea azul con o = 0.6

A.3 Distribucion de Poisson

A diferencia de la densidad de probabilidad gaussiana, la funcién de densidad
de Poisson es discreta y tipicamente ocurre cuando sucede un evento con un
ritmo de probabilidad constante, dicho de otra manera es la probabilidad de
que ocurra un determinado ntimero de eventos en cierto periodo de tiempo.
Se caracteriza para eventos con probabilidades pequenas y puede ser obtenida
como un caso especial de la distribucién binomial en el limiten — ooy p — 0
siempre que se mantenga la siguiente condicién

np — (k) = p  valor esperado finito

Usando nuevamente la aproximacion de Stirling para factoriales grandes
en la ecuacién (A.12) y omitiendo las constantes de proporcionalidad se es-
tablece que
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GG~ () G

Sumando un 0 de la forma k — k& en el numerador

n\*/ n \"F n\* Eo\""
i ~ 2 1
(6) (n—k) (e> < +n—k>
Ademaés del teorema del binomio y el desarrollo de series de funciones
especiales

n—oQ

e’ = lim <1+ .:1:>
n

Para este caso particular se puede aproximar

El resultado es

Teniendo que (k) = npu entonces

pknk - ,uk
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Y la probablidad del segundo evento ¢ = (1 — p)

(1—p)"* ~ (1 _ p")n ~ (1 _ ”)n ~ et

n

(1—p)* —e™

La ecuacion en (A.12)) se transforma con estos resultados en

. n! i P A T
PU@%P)ZmP (1-p) _>k:!<n’f et

Finalmente

k

Pk, p) = %e_“ (A.22)

La ecuacion (A.22) es la distribucion de Poisson clésica, su grafica se
presenta a continuacion

a) b)
0.20 : : : : : 0.20 [+ : :

015} & 015}
- 2 -
Z o] e Zoof

|
005 . T 1 oosf
.

.
000 Se83 aat¥sl b1 2tees 0.00
0 10 20 30 40 50

k k

Figura 70: a) La probabilidad bajo la distribuciéon de Poisson P(k) de obtener
el valor k en n = 50 repeticiones a promedios distintos de x. b) Unién de los
puntos discretos, en verde u = 5, en azul p = 10 y en rojo u = 20

La similitud de la figura [6§ con la figura [69] es consecuencia de la distri-
bucion discreta, ademas, se puede decir que la distribucién binomial contiene
a la de Poisson como parte de su estructura.

168



Difusion en Sistemas Biologicos JP

A.4 Distribuciéon de Maxwell- Boltzmann

La Distribucion de Mazwell- Boltzmann es una distribucion de probabilidad
de velocidades en un gas ideal. Surge de la cuestion de darle sentido fisico a
la velocidad de un conjunto de particulas y evitar tratarlas de forma indivi-
dual por el gran dominio que pueden adquirir, aun cuando se encuentren a
la misma temperatura.

Esto tiene una relacién directa con el camino libre medio, que es la distancia
entre colisiones sucesivas de dos moléculas en el sistema y apunta al movi-
miento browniano.

Por el momento presentaré una formulacion de esta densidad de probabilidad
muy general.

De forma matematica, se expresa como sigue

. 2 m 3/2 7mv2/2kBT
f(v) = 4mv (27k3T> e (A.23)

Al igual que las demés densidades, esta representa la probabilidad de en-
contrar a una particula con una velocidad cercana a 12 Bajo lo establecido
en el desarrollo de la teoria y la sposicion de que las particulas han alcanzado
el equilibrio térmico y su interaccion interna es minima, también puede ser
utilizada para determinar la densidad del sistema relacionada con la energia
cinética (v? ~ k) en donde se postula que

e No hay ninguna restriccién sobre el niimero de particulas que pueden
ocupar un estado dado.

e En el equilibrio térmico, la distribucién entre particulas entre los es-
tados de energia permitidos se llevara a cabo con la distribuciéon mas
probable.

o Con el incremento de energia k es progresivamente menos probable que
cualquier particula dada alcance dicha energia.

1128e considera que las distribuciones en cada una de las direcciones son independientes
entre si y que las velocidades en la misma direccién son estadisticamente independientes.
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En la figura siguiente se ve la de forma grafica la distribucion de Maxwell-
Boltzamnn para diferentes elementos

0.004 Xe

0.003

0.002 Ar

0.001 Ne

0.000)

0 500 1000 1500 2000 2500 300
v (m/s)
Figura 71: Distribucién de velocidades para los gases nobles a temperatura
de T'= 298.15k. En azul se presenta al helio (He), en verde al neén (Ne), en
cian al argén (Ar) y en rojo al xenén (Xe). Usé unidades SI

Desde mi punto de vista, es importante observar como es que se modifica
esta densidad como funcién de temperatura y para tener una mejor pers-
pectiva de ese fendomeno se dibujan las lineas de distribuciéon para el mismo
elemento a diferentes temperaturas.

0.0015

0.0010f Ne

f(v)

0.0005)

0.0000)

0 500 1000 1500 2000 2500 3000
v (m/s)

Figura 72: Distribucién de velocidades para el neén (Ne). La curva verde es
la distribucién a T' = 283.15k mientras que la curva magenta a 7' = 373.15k
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Una conclusién inmediata de la figura[71]es que las moléculas més pesadas
se mueven mas lentamente que las que son relativamente mas ligeras y por esa
razén tendran una menor distribucién. En la figura[72]se concluye que a bajas
temperaturas las particulas tienen menor energia y como consecuencia la
distribucién tiene menor rango, ademas, a medida que incrementa la energia
la curva de probabilidad se comienza a aplanarse.Sin duda hay mucho mas
que decir de la distribucion de Maxwell-Boltzmann, pero por el momento
dejaré hasta aqui la discusion.

B Corriente de Difusion de N Discos Absor-
bentes

Teniendo en mente el maximo (esfera completamente absorbente) y minimo
(disco absorbente) para la corriente de difusion, se puede predecir la depen-
dencia funcional de I en los puntos intermedios. El problema se plantea de la
misma forma: Resolver para el flujo de corriente que viaja en un medio con
resistencia finita hacia una esfera aislante.

Lnin = 45Cs D (B.1)

Liaw = 47 DCya (B.2)

En necesario decir que el radio de cada uno de los receptores s, es pequeno
en comparaciéon con la distancia que los separa. Las lineas de flujo son radiales
para r > a + da, pero converge a los receptores para a < r < a + da. La
concentracion en r = a + da es constante entre cero y Cy

Apegéndome a esta analogia se puede ver que la resistencia de difusion[ ™|
para el absorbente esférico, segtin la ecuacion es

Cwo Cwo
Rmax = =
Ler 4A7DCya
[ (B.3)
" A Da '
Y para el disco absorbente la resistencia es
Roin = ! (B.4)
man T 4SD .

I3Este concepto se utiliza para concentraciones que no dependen linealmente de las
coordenadas espaciales siempre y cuando puedan ser superficies equipotenciales.

171



JP B Corriente de Difusién de N Discos Absorbentes
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Figura 73: Modelo eléctrico para el problema de N discos absorbentes en un
superficie esférica de radio a.

Las resistencias se muestran como elementos discretos en la figura [73] El
sistema de resistores R,is5, ¥ s estan conectados en serie, por lo tanto la
resistencia total del circuito se encuentra sumando ambas contribuciones.

R 1 1
R+ B.
B = Rorsa 75 1rD(a+da)  1DNs (B-5)
En la aproximacién da << a
1 1 1 Ta Ta
~ - 14— ) = 1+ — B.
R~ ba T IDNs ~ 4rDa ( * Ns> Fomas ( o Ns) (B-6)

De la ecuacion se puede ver que la resistencia de difusion para una
esfera cubierta por N discos absorbentes es méas grande que la resistencia
del absorbente esférico por un factor (1 4+ 7a)/Ns. En el limite N — oo se
recupera el caso de la seccién (3.3.2). La corriente de difusién es mas pequena
por el mismo factor dada la relacién

I
[ = —me (B.7)
1+ 22
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C Expansién de Taylor para Receptores Elipti-
cos

C.1 Términos de Aproximacién en la ecuacién (4.88)

Se buscan los términos de la expansién de Taylor para realizar la integral en
la ecuacién (4.88), Cada uno de los términos se encuentran con la derivacién
y evaluacién de lo que se ha definido como g(¢, 0)

1

€,0) = —x— C.1
9(e.6) V1 —e2sin?6 (C-1)
Los factores son
1
9(0)(679) = m, 9(0)(079) =1 (0-2)
.9
(1) B € S1n 9 (1) o
g (67 0) - (1 _ 62 SiIlQ 9)3/27 g (O» 0) =0 (03)
3e?sin @ sin? 6
(2) _ (2) 2
1563 sin% 6 9¢ sin 6
@ (e,0) = ®0,0) =0 (C.5
g (Ea ) (1 —E2Sin29)7/2 (1_62Sin26)5/27 g ( Y ) ( )
1056 sin® 0 90€2 sin® 4 9sint 6
(4) _ (4) 04
97 0) = (1 — €2sin? 0)9/2+(1 — €2 sin? 9)7/2+(1 — €2sin? 9)5/2° g7(0,0) = 9sin”0
(C.6)
La expansion a cuarto orden es
1 sin?f , 9sint6 ,
La integral a resolver es
/2 /2 1 /2 sin? 6 3sin*d
o [ [P ) o
booed= | s~ l*z” 5 ¢ (©¥

Las integrales de cada uno de los términos fueron calculados y a conti-
nuacion se presentan los resultados
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w/2
/ =" (C.9)
0 2
/2 sin% 6 T
df = —¢* 1
/0 5 € 86 (C.10)
™/2 3sint 6 , 9ret
df = C.11
/0 g - 128 (C.11)
Asi que la integral completa es
/2 T € 9
~— 14—+ =€ 12

C.2 Términos de Aproximacion en la ecuacién (4.99)
Se presenta la aproximacién de la ecuacion (4.99), con la definicién

e 9 11
v(e) = [1 +ot 6464] (C.13)
Los factores sor19
e 9 1
7(6)(0) — ll + n + 6464] ’ v(0) =1 (C.14)
€ 9¢3
7W(e) = - (2 + 16) v 0 =0 (C.15)

2
@ —o | 2 3_[2 %€ .2 @) — =
7 (e) 2<2+16) v <2+ 16)% 7'#(0) 5 (C.16)

3\ 3 2 3
Oy €29 qag (L2 (€9 5 2T » ®(0) = 0
19 =-o(5+55) 16 (54 0 ) (5+ 55 ) -5 en 00
(C.17)
9¢3\ * 1 272\ (e 9¢8\° 1 27\’
Wy —oa (S 28 5 _ LA N A 4 2 3
7o) <2+16>7 36<2+16><2+16>7+6<2+16>7+

14Para Simplificar notacién es importante ver que y(¢) = vy, ademés, ¥(¢)
e=0
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€ 9¢3 27
2 = s 3 =12
+7e<2+16>7 3

1
@ = —85 (C.18)
Contando las contribuciones de cada uno de los términos se llega a la
expansion dictada por la ecuacion (4.93)
€2 bet
~l———— g 1
WO m1-5 =2+ 0(E) (C.19)

C.3 Términos de Aproximacion en la ecuacion (4.104))

Uno de los factores que se deben expandir es

Qe) = (1 —»)"/? (C.20)

Los factores son
Q) =1 -2 Q90 =1 (C.21)
QW(e) = —ev(1 =2 QB(0) =0 (C.22)
Q@(e) = —p(1 — &) 1/2 4 22y (1 — &) 242 (g 1) L 0@0) = —p
(C.23)

QD () = 6u(1 — €2) "2/ (g - 1) — 24ep(1 — &) B/ (; - 2) <” - 1) +

F8elty(1 — )it (Z - 3) (’; - 2) (’; - 1)
Q™(0) = 6v (Z - 1) (C.25)
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La aproximacién en serie de Taylor a cuarto orden es

ve?  vet

Qle) = 1 — T + ?(V —2) +0(e) (C.26)

Sigo con la expansién de la definicion &(e, 6)

£(e,0) = /1 — e2sin?0 (C.27)

Los factores son

0@0) =1 —esin?0,  £€9(0,0) =1 (C.28)

€sin? 6

€)=~y €00 =0 (C.20)
2 4 .9
@) . e~ sin® 6 B sin- 6 @) e
(C.30)
3e3 sinf 4 3esin® 0

(3) — _ _ (3) _
£ 0) = (1 —e2sin?0)>/2 (1 — €2sin?0)3/2’ £7(0,0) =0 (C31)

5(4)( 0) 15¢*sin® @ 18€2sin® @ 3sin* 4

€,0)=—

(1—esin20)7/2 (1 —esin20)52 (1 — 2sin?0)3/2

£9(0,0) = —3sin* 0 (C.32)

La aproximacién en serie de Taylor a cuarto orden es

sinf , 3sin*6 ,
— €

~1— .
£(e,0) 5 € 54 (C.33)
Entonces la integral que queda por realizar es
/2 /2 in2 6 3sin g
/ £(e,0) ~ / R L (C.34)
0 0 2 24

Las integrales de cada uno de los términos son faciles de calcular pues solo
difieren de las de la seccion ((C.1)) por constantes, asi el resultado de ((C.34))
es

Ele) ~ l1—62 3641 (C.35)

T il
2 4 64
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C.4 Términos de Aproximacion en la ecuacion (4.109))

En esta aproximacion 1(e) = (E(e))'™?”, tinicamente menciono las evalua-
ciones en las derivadas hasta cuarto orden debido a que la expresién analitica
de las mismas en (4.109) son muy extensas. Los factores son

P0(0) =1 (C.36)
PpH(0) =0 (C.37)
»®(0) = ;@y ~1) (C.38)
»@(0) =0 (C.39)
D 9 3
P (0) = —§(1 —20) — §V(1 — ) (C.40)

La aproximacion en serie de Taylor a cuarto orden es

(BE(e)'™ =(e) = 1+ i(zy —1)e® + 614(8y2 +2v —3)e* + O(e®) (C.41)
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D Cdbdigos

D.1 Caminante Aleatorio en 2 y 3 Dimensiones

Este codigo fue hecho en fortran 90. Guarda las coordenadas de la particula
al paso n. Con los datos es posible general las figuras (2) y (3)

module var

implicit none

integer::ns, sl, n, i

double precision, dimension (:),allocatable::x,y,z
double precision:: nx, ny, nz, k, j, f
end module var

program RW

use var

implicit none

sl =1

ns = 2000

allocate (x(n), y(n),z(n))

call rw3d
call rw2d

end program RW
subroutine rw2d

use var
implicit none

open(1l,file="r.dat’,status=’replace ’)

do i = 1, ns
x(0) =0
y(0) =0

call random_number (nx)
call random_number (ny)
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if (nx < 0.50d0)then

x(i) = x(i—1) + sl
else

x(i) = x(i—1) — sl

<
—
—
~—
I
<
—
-
\
—_
~—
+
n
[—

endif
write (1,%)x(1), y(i)
enddo
close (1)
endsubroutine rw2d
subroutine rw3d

use var
implicit none

open (16, file="Rw3d.dat’,status=’"replace ’)

do i=1, ns

call random_number (nx)
call random_number (ny)
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call random_number (nz)
if (nx < 0.50d0)then
x(i) = x(i—1) + sl
else
x(i)= x(i—1) — sl
endif
if (ny < 0.50d0)then
y(i) = y(i—1) + sl
else
y(i)= y(i-1) — sl
endif
if (nz < 0.50d0)then
z(i) = z(i—1) + sl
else
z(i)= z(i—1) — sl
endif
write (16 ,%)x(1i),y(1),z(1)
enddo
close (16)

endsubroutine rw3d
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