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Resumen

La ecuacion de difusién es una herramienta que permite describir el comportamiento de
multiples sistemas fisicos y biolégicos, adicionalmente, la ecuacién de difusiéon puede ser mo-
dificada para describir fenémenos aun més complejos, y esa es la razon del presente trabajo,
que tiene la motivacién de mostrar el funcionamiento de un proceso donde una particula que
difunde libremente a través de un medio sufre de forma subita un cambio de posiciéon a una
en especifico donde posteriormente vuelve a difundir libremente y eventualmente repetir el
proceso. Este comportamiento recibe el nombre de difusién con reinicio, proceso que se utiliza
para modelar variedad de sistemas biolégicos de mucha importancia en el mundo.

Un ejemplo perfecto son los procesos de busqueda, procesos que son realizados por todas las
especies animales y vegetales del planeta, sea en el ambito de alimentacion, recolocacion y/o
apareamiento. Los métodos que normalmente utilizan (que aunque distintos segin la especie)
tienen como punto comun la repeticion de ya sean trayectorias, estrategias, conductas etc. De
forma que el volver a una posicion inicial (en diferentes contextos) siempre ocurre.

1. Introduccién

Antes de hablar de difusion reinicio es necesario hablar de difusion, con esto se puede modelar
(y vicerversa) al movimiento Browniano, llamado asi por el boténico Irlandés Robert Brown (1773-
1858) en 1827, dicho movimiento consistia en el movimiento azaroso de particulas de polen en un
fluido, con lo que concluyd que se trataba de un fenémeno estrictamente fisico.

Posteriormente el movimiento browniano fue estudiado por miiltiples cientificos, cada uno de
ellos proponiendo explicaciones para el fenémeno, no fue hasta 1900 que Marian Ritten von Smolan
Smoluchowski (1872-1917) dio una explicacion cualitativa y cuantitativa del movimiento browniano
basandose en la teorfa cinética de los gases. Paralelamente Albert Eisntein (1879-1955) logra dar
una explicacion completa al movimiento browniano, modelandolo como un proceso estocastico,
demostrando también que el proceso puede ser modelado con la ecuaciéon de difusion.

La ecuacion de difusion fue modelada a partir de argumentos heuristicos en 1855 por Adolf
Fick (1829-1901),

%u(m,t) = DV2u(x,t) (1.1)
donde D es la constante de difusion y u representa la concentracion de particulas brownianas por
unidad de volumen.

Tiempo después en 1908 Paul Langevin (1872-1946) publica una descripcion de macroscopica
del movimiento browniano, usando para ello la segunda Ley de Newton, donde Langevin modelo
que las fuerzas responsables de el movimiento eran dos, una consistia en las colisiones de las
particulas con las moléculas del fluido y la segunda fuerza debida a la viscosidad del fluido, dando
como resultado a la ecuacion de Langevin,

d d
Moa® = —my -2 + f(t) (1.2)

donde f(t) es una fuerza estocéastica, misma que permite la formulacion de la dindmica de una
particula browniana sin perdida de generalidad. Dando asi una forma alternativa de describir al



movimiento de una particula brownianoa ademés de unas cuantas propiedades de la misma.

Cabe agregar que la ecuacion de difusion no solo ayuda a explicar el movimiento browniano
o los procesos de transferencia de masa, también pueden describir procesos termodinédmicos va-
riados, dando lugar asi a la ecuacién de difusion de calor, la ecuacidén de difusién-reacciéon y de
difusién-conveccion. Las cuales son modificaciones muy simples a la ecuacién de difusion y sor-
prendentemente dichas ecuaciones son capaces de describir una gran variedad de fenémenos que
ocurren en multiples campos de la ciencia.

Un ejemplo de esto son los de procesos procesos de buisqueda/arribo, dichos procesos se estudian
con la ecuaciéon de difusién y mas aun, pueden optimizarse mediante la modificaciéon de la misma.
Una de esas modificaciones es el “reinicio”, dicha propiedad consiste en que una particula browniana
(o el ente que pueda ser descrito mediante la ecuacion de difusion) vuelva a una posicion en concreto
y vuelva a difundir como si fuera la primera vez, esto multiples veces en un intervalo de tiempo,
con esto la difusién con reinicio ayuda a modelar ciertos procesos que ocurren en la naturaleza
desde escala microscopica hasta la macroscopica, tales como migraciones, la busqueda de comida
que llevan a cabo los animales, las rutas de polinizacion de las abejas entre otros. Eventos que son
cruciales para la preservacion de la vida en el planeta.

2. Analisis de difusion.

2.1. Caracteristicas fundamentales de la difusidn.

Si bien la ecuaciéon de difusion se deriva de las leyes de Fick, también puede derivarse de la
modelacién del movimiento browniano, siempre y cuando se sigan las siguientes reglas:

1. Cada particula da un paso a la izquierda o derecha con magnitud Az en un tiempo At. La
magnitud de estas cantidades dependera de las caracteristicas de las particulas, del fluido y
temperatura.

2. La probabilidad de dar un paso a la izquierda es la misma que darlo a la derecha e igual 1/2.
Consecuencia de las colisiones de la particula browniana con las particulas del fluido. Cabe
resaltar que la particula browniana no guarda memoria de lo ocurrido en el paso anterior.

3. Las particulas brownianas no interactian entre si, cada particula se mueve independiente-
mente de las otras. Esto se cumple solo a bajas densidades.

Se establece entonces el comportamiento para N particulas brownianas, donde x;(n) denota la
posiciéon de la i-esima particula en el n-esimo paso, siguiendo esta logica el movimiento de una
particula se es equivalente al anterior por una diferencia de £Ax, con este preambulo se puede
modelar lo siguiente

zi(n) =x;(n—1) £ Az (2.1)

con esto y recordando las reglas 2 y 3 se puede afirmar que, en promedio, después de un tiempo ¢
la mitad de las particulas se habran movido una distancia Az y la otra otra mitad una distancia
—Ax, por ende, al para encontrar el comportamiento promedio de los desplazamientos de todas
las particulas es necesario calcular el promedio de los desplazamientos de las N particular, es decir

N
1
(z) = N Z zi(n), (2.2)
n=1
para encontrar su forma explicita es necesario usar la forma de x(n), con esto se obtiene que

| N
(x) = N Zwl(n —i) = (xz(n—-1)), (2.3)

de esto se concluye que el desplazamiento promedio no cambia después de n pasos, con lo que
(x) = 0, ademas que garantiza la existencia de una distribucion de particulas simétrica respecto al



punto de origen. Ahora bien, si se calcula el desplazamiento cuadratico promedio se puede encontrar
otro resultado,

N
1
(z%(n)) = Nzx?(nf 1)+ 2z;(n — 1) Az + Az, (2.4)
y al usar los resultados encontrados apara el desplazamiento promedio el resultado de la ecuacion

(2.4) se reduce a
(z%(n)) = (z%(n — 1)) + Az (2.5)

entonces, si n=1 en la ecuacion (2.5) se obtiene que (z2(1)) = Ax?, y asi con n = 2 el resultado es
(22(2)) = (2%(1)) + Ax? = 2Az? y asi progresivamente, se puede concluir que

(z%(n)) = nAz? (2.6)

por lo tanto, si se quiere conocer como es el comportamiento con respecto al tiempo ¢ es facil
reconocer que t = nAt as, la ecuacion (2.6) tiene una dependencia temporal,

(@) = 22t (2.1

Aqui se destaca que, en el limite del continuo es decir At — 0 y considerando que D =
, 2 . . s
limAaz At—0 %, el desplazamiento promedio cuadratico es

(x%(t)) = 2Dt. (2.8)

Asi es la primera manera en que se puede relacionar el movimiento browniano con la difusion,
empezando por la constante, sin embargo, se puede relacionar de la siguiente manera.

2.2. Deduccién de la ecuacidon de difusion.

Supoéngase una linea infinita (una rejilla en el caso de 2 dimensiones) donde la particula brownia-
na puede moverse libremente pero solo a los puntos vecinos, esto respetando las reglas establecidas
anteriormente. Se define entonces la probabilidad de que la particula vaya de la posicion j — 1 a la
posicion j por by la probabilidad de que vaya de la posicion j+1 a la posicion j por a (probabilidad
de salto a la derecha e izquierda respectivamente), con la condicion de que a + b = 1. De igual
manera, se denota por p,(j) a la probabilidad de que la particula se encuentre en la posiciéon j en
el n-nésimo paso, con esto, es posible armar la siguiente probabilidad

Pnt1(d) = apn(j +1) + bpa(j — 1), (2.9)

lo que quiere decir la ecuacion (2.9) es, que la probabilidad de encontrar a la particula en la posicion
j en el paso n+ 1 depende a lo mas de un estado anterior, es decir sus vecinos cercanos, los cuales
son j+ 1y j— 1 en el paso n. Esto sirve para un proceso discreto, atn asi se puede pasar al caso
continuo reemplazando las variables discretas j y n por variables continuas, y dado que el tiempo
para desplazarse una distancia Ax es At es posible establecer t = nAt y x = jAx, lo cual permite
reescribir la ecuacion (2.9) en términos de variables continuas

p(z,t+ At) = ap(x + Az, t) + bp(z — Az, t), (2.10)

y como Az y At son pequenos se puede hacer una aproximacion mediante serie Taylor, de manera
que es posible llegar a la ecuacion de difusion (véase el apéndice A y B para mas detalles)
op(z,t)  Az? 0?p(z,t)  Az(a—b) dp(z,t)

_ 911
ot oAl 022 T Al oz (2.11)

que en el limite de At,z — 0 se encuentra que,

op(x,t) _ pla,t)  Oplt)

ot Ox? ox

La ecuacién anterior recibe el nombre de ecuacion de difusion con arrastre. El arrastre esta cuan-
tificado, es decir el segundo término del lado derecho de la ecuacion, este ultimo surge debido a la

(2.12)



existencia de una direccion preferencial en el movimiento, a # b, es decir que la probabilidad de
salto no es igual respecto a una posiciéon, algo que contradice la regla 2 establecidas anteriormen-
te. En el caso particular a = b la ecuacion (2.11) se modifica, haciendo que el segundo termino
desaparezca, y por otra parte hace que la regla niumero dos se cumpla, esto hace que la ecuacion
(2.11) se convierta en la ecuacion de difusion de Fick,
op(z,t) D 0?p(x,t)

ot ox?

esta ecuacion permite conocer la probabilidad de encontrar a la particula en cada posicién en cual-
quier tiempo.

(2.13)

De igual manera el concepto puede extenderse a 2 o mas dimensiones, de tal forma que la
ecuacion de difusion adquiere la forma siguiente
Op(T,t -
op(rt) = DVp(7,t). (2.14)
ot
Y sin perdida de generalidad, se define a la concentraciéon de particulas en la posicion 7 al tiempo

t como
p(7,t) = NC(t) (2.15)

2.2.1. Deduccion de la ecuacion de difusiéon con base a las leyes de Fick

Las leyes de Fick son postulados cuantitativos sobre como es el transporte de materia, energia
o calor en funcién del flujo y ademas de la conservaciéon de los mismos, es decir

= Primera Ley de Fick, Movimiento espontdneo de particulas:
El flujo esta relacionado directamente con la concentracion, de forma que el movimiento de
las particulas va de una mayor concentracién a una menor concentracion, es decir

J=—DVe (2.16)

el signo menos declara que el flujo de particulas es opuesto al cambio de concentracion
respecto a las posiciones y con D como la constante de proporcionalidad de la velocidad de
que mueven por el are y por unidad de tiempo.

= Sequnda Ley de Fick conservacion de materia:
La concentracion de particulas tiende a cambiar en el tiempo en un volumen arbitrario V,
donde entra o sale un flujo de particulas, la masa que sale o entra por unidad de tiempo es
proporcional al flujo multiplicado por el area del volumen V', en el caso de un continuo

om 0 - o

7%

Figura 1: Esquematizacion del volumen donde sucede el analisis de la difusion de particulas



donde si JedA > 0 significa que sale material del volumen V y en el caso JedA < 0 entra
material , por lo tanto, si el volumen es contante se tiene que

@dvz—/f.dj
v ot A

donde es posible usar el teorema de la divergencia de Gauss, con lo que es posible escribir el
problema en términos de integrales volumétricas,

/ %dV:f/ Ve  dV =
v ot v
15 o)
/ [C—FVoJ} av =0 (2.18)
v Ot
y como el volumen no es nulo se tiene necesariamente que cumplir lo siguiente
Oc -
- =- J 2.19
o~V (2.19)

que relaciona al cambio de concentracién en el tiempo con la variaciéon del flujo respecto alas
posiciones.

Ahora bien, notese que al mezclar ambas leyes es posible llegar a al ecuacion de difusion, para ello
es necesario sustituir la ecuacion (2.16) en la ecuacion (2.19),

Jdc
a =—Ve (_DVC) -
dc 9

que es la ecuacion de difusion para tres dimensiones en geometria arbitraria.

2.3. Solucion a la ecuacion de difusion

La forma mas simple para solucionar la ecuacién de difusion sin condiciones de frontera es
utilizando transformadas de Fourier. Dicho método permite escribir una ecuacién en derivadas
parciales a una ecuacion diferencial ordinaria que solo depende del tiempo. La transformada de
Fourier de la funcién vectorial f(7), se define como,

f = Fu@y = [ foerar (2.21)

Al aplicar la transformada sobre la ecuacion de difusion con arrastre en una dimension (en esto
no hay perdida de generalidad), se tiene que

F{W}:F{DW}—F{VW}. (2.22)

los operadores integral y diferencial conmutan, la ecuacién obtenida para le primer termino a la
izquierda de ecuacion (2.21)

P { i g; ) } - %F (p(z, 1)} (2.23)

con la misma idea se prosigue para

F{%} = %ﬁ(x,t). (2.24)

Ahora bien, continuando por el segundo termino a la derecha de la ecuacion se obtiene que,

F{yap(m’t)} = u/oo W) g, (2.25)

ox ox

— 00



y a través de integracion por partes se llega a la siguiente expresion,

- t ) R )
F {Vac(ax,)} =v [p(x,t)e“”ﬂiooo — / iwp(x,t)e“ dr| , (2.26)
z — 00
y dado que p(z,t)e®|>,_ — 0, se concluye lo siguiente,
- (0 t
F {z/p(a?)} = —iwvp(z,t). (2.27)
similarmente para el término restante, con lo cual se llega a
~ 9?p(z, t) 9
F {DT} = —w Dp(z,t). (2.28)

Al juntar las soluciones es posible escribir al transformada de fourier de la ecuaciéon de difusion,

9p(, 1)
ot
A partir de este punto existen dos formas de solucionar la ecuacién diferencial, una es utilizando
transformada de Laplace y la segunda es integrando, Por simplicidad se utilizara el segundo método.
Para lo cual se utiliza separacién de variables, con lo que se obtiene,

Op(x, t)
e, t)

= (—Do.z2 + ivw)p(z, t). (2.29)

= (ivw — Dw?)ot. (2.30)

Con solucion de la forma siguiente
B, 1) = poelive—Dr, (2.31)

Al invertir la transformada de Fourier se llega a

1 [~ -
p(x,t) = %/ Poelve—Dettgmivr gy, (2.32)
—00

la integral se resuelve a través de la extension al campo complejo (méas detalles en el apéndice C)

p(z,t) = — 2L~ (@a=vt)*/aDt (2.33)

Var Dt

La ecuacion de difusiéon sin arrastre se obtiene haciendo vt = 0. Notese que, bajo esta situacion
la distribucién es gaussiana, donde la desviacién cuadratica media es 02 = 2Dt. Cuando el tiempo
avanza la distribuciéon se hace més ancha y pierde altura, el ancho incrementa como v/2Dt, pero
el area bajo la curva permanece constante.

10
08 — 1205
t=1.0
506
B t=2.0
T 04
Z AN
0.2 / \
0.0
-2 -1 0 1 2

Figura 2: Comportamiento espacial de la soluciéon a la ecuaciéon de difusion a tiempos constantes,
aqui D = 1.



2.3.1. Solucién analitica de la ecuacién de difusiéon por separaciéon de variables

EN la ecuacion de difusion se propone una solucion separable, es decir c(x,t) = X (x)T'(¢), que
al sustituir en la ecuacion de difusion se puede obtener la estructura siguiente

aT(t) 0?X (z)
X(x) T DT(t)W (2.34)
donde es posible escribir que
1 or(t) D 0?X (w) (2.35)

T(t) ot X(z) O0x?

la tnica forma en que esto sea posible es que ambas derivadas sean iguales a una constante, por
ejemplo, —\, de esta forma se puede proseguir con las soluciones independientes de cada funcion,

= Para la parte temporal

1L ore) _  _—ADt
DT ot A= T(t) ="Toe (2.36)
= Para la parte espacial
2
L 97X () =A== X(z) = Acos(V\x) + Bsen(V\zx) (2.37)

X(t) a2

en el caso de la parte espacial existen diferentes soluciones para los distintos valores de X (si
€s mayor a Cero, mMenor a cero o cero), sin embargo, el problema de difusion tiene sentido
cuando la constante A es mayor a cero.

Ahora bien, la forma de la constante A depende de las condiciones de frontera (mas detalles en
la seccion siguiente), en muchos caso depende de un parametro n tal que cuantiza la solucion en
modos de vibracion tales que es posible definir el sistema como una combinacion lineal de funciones
oscilantes, de esta manera se tiene que

c(x,t) = Z[Acos(mx) + Bsin(v/Apa)]e Pt (2.38)
n=0

2.4. Difusion con condiciones de frontera.

Al trabajar con ecuaciones diferenciales parciales es necesario establecer condiciones de frontera
especificas para obtener una soluciéon capaz de describir una situaciéon de forma precisa o en su
defecto aproximada. Unas cuantas condiciones de frontera que se suelen utilizar en difusion son las
siguientes:

= Frontera absorbente (condicién de frontera tipo Dirichlet)

Una frontera absorbente tiene la propiedad de remover del sistema cualquier particula que
este en contacto con ella. Esto implica que, la concentracién de particulas en la frontera a
todo tiempo es igual a cero; si 7 es un punto sobre la frontera, es decir,

p(7,t) = 0. (2.39)

c(0,H=0 c(Ly)=0

Figura 3: Ejemplo de fronteras absorbentes,sea un tubo de longitud L unido a dos repositorios



En la figura ambos repositorios son infinitos y se encuentran vacios, de tal manera que la
concentraciéon de particulas en x = 0 y x = L es cero en comparaciéon al tamano del reposi-
torio. El punto gris representa la concentracion inicial de particulas.

En este caso, la ecuacion (2.38) obtiene un forma especifica,

c(0,t) =0 = [Ale P! —= A =0, (2.40)

~ nm

¢(0,t) = 0 = [Bsen(VAL)|e P! = VA = T (2.41)
entonces, la constante B se determina por condiciones iniciales, sin embargo depende de
cada n que se seleccione para representar el problema, por lo que la combinacién lineal de
las funciones oscilantes es una solucién también, asi

> n2n2
c(x,t) = Z bpsen (n%x) e~z Pt (2.42)
n=1

Frontera reflejante (Condicion de frontera tipo Neumann)

Una frontera reflejante tiene la propiedad de cambiar la direccién en la que se mueven las
particulas cuando estas entran en contacto con la frontera; gracias a esto, el flujo de particulas
a través de este tipo de fronteras es igual a cero,

p(
0

S

) _o. (2.43)

=

@

Figura 4: Ejemplo de un tubo de longitud L con fronteras reflejantes

En la figura el tubo tiene las fronteras selladas en x = 0 y = L, de tal manera que las
particulas que alcanzan la frontera no son capaces de cruzarla y regresan al tubo.

En el caso de la ecuacion (2.38) se obtiene lo siguiente para las constantes

Q)| g RBe Pt — B, (2.44)
or |,
Oc(z,t) ~ Dt nw
=0=- sen e — = —. .
0= —VMAsen(VAL I\ 2.45
or |,._; L

justo como en el caso de fronteras absorbentes la constante A se determina por condiciones
iniciales, y de nueva manera la solucién es la combinacion lineal de las funciones oscilantes,
por lo tanto

c(x,t) = ap + i A, COS (%x) . (2.46)
n=1

Frontera parcialmente absorbente (Condicion de frontera tipo Robin)

Una frontera parcialmente absorbente tiene la propiedad de solo dejar pasar un porcentaje
de particulas del total que entra en contacto con ella. Se asigna entonces una constante de



proporcionalidad «, la cual describe la eficiencia que posee la frontera de dejar pasar a las
particulas, matematicamente se puede escribir como,

% = kp(T,t). (2.47)
Este tipo de fronteras puede presentar a x como una funcion de la posiciéon o bien del tiem-
po, un ejemplo notable es que la frontera convierte parcialmente a las particulas mediante
reacciéon quimica o bien un malla que es capaz de filtrar solo cierta partes del flujo total. Es
claro que estas condiciones de frontera son no homogéneas, por ende la solucién de este tipo
de problemas varia de caso en caso, sin embargo la forma usual de solucionar este tipo de
problemas consiste en la combinaciéon de un estado estacionario y un estado transitorio.

Ahora bien, no todas las condiciones de frontera son estrictamente como las que aqui se presen-
tan, pueden ser iguales a una constante o incluso funciones dependientes del tiempo y posiciéon, lo
importante aqui es que cualquiera que sea la condicion de frontera esta tenga un significado fisico,
dado que no todas las condiciones de frontera lo poseen.

Para mas detalles de como obtener las constantes ag, a,, y b, véase el apéndice E.

2.4.1. Estado estacionario de la ecuaciéon de difusiéon

Con el conocimiento sobre las condiciones de frontera bajo las que puede estar sujeta el problema
de difusion se puede proceder a encontrar una forma explicita de un problema, por simplicidad se
revolveré el estado estacionario de la ecuaciéon de Difusion, esto es que dp(x,t)/0t — 0 mientras
t — co. De manera que,

V2p(F,t) =0 (2.48)
cuya solucion depende de la geometria y simetrias del sistema, por ejemplo, en el caso de difusion
a través de una membrana con simetria radial de longitud L que posee una concentracién de
particulas diferentes en cada uno de los extremos la ecuaciéon a resolver es

0?p(x,t) _o
ox2
Con solucién
p(z) = a1 + ag, (2.49)
donde la condiciones de frontera son
= p(oa t) =
- p(L7 t) = C2

estas fronteras no son absorbentes, pero suministran una concentraciéon constante de particulas al
sistema para cumplir con el modelo establecido, asi la solucién a este problema es

p(z) =

Este problema puede expandirse a otro tipo de geometrias, por ejemplo si se desea analizar a
una proteina o micela que se concentra de forma esférica (con radio b) y tinicamente dependencia
radial la ecuacion a resolver es

€1 —C2

x + co. (2.50)

L 9%(rp) _

2 or2

Con solucién s
p(r)=a1 + - (2.51)

donde las condiciones de frontera son
= p(b)=0.
= p(r = 00) = Coo-

Notese que la frontera en b es absorbente y la frontera en r — oo es una condicién que establece
que la concentracion de particulas tiene a una constante mientras r crece. Con esto la solucion a
la difusiéon en esta configuracion es
be
p(r) = coo = == (2.52)
Con esto se puede ver que la difusion depende fuertemente de la geometria del sistema.



2.5. Tiempo promedio de captura

Ya con los conceptos basicos de la difusion aclarados ahora toca analizar un poco méas a fondo
como es su comportamiento temporal. Ya se ha aclarado que la distribucién de particulas respecto
a su punto de inicio es simétrica, sin importar cual sea este. De primera mano pareciera no ser
importante conocer la posicion inicial de las particulas, pero en presencia de paredes absorbentes
la probabilidad de que estas sobrevivan al proceso tiene un tiempo limite y ese tiempo disminuye
si la posicion inicial de las particulas es cerca de una de las fronteras, sea entonces

2

0 0

—p(x,t|lxg) = D=—=5p(x, t|zg). 2.53
Btp( |z0) axgp( |z0) ( )
Esta ecuacion recibe el nombre de backwards equation (ecuacion hacia atras en espanol). Lo que
dice esta ecuacion es, la probabilidad de encontrar a la particula en la posicién z al tiempo ¢ cuando

su posicion inicial es xg. Paralelamente es posible calcular la probabilidad de supervivencia para
la particula a partir de la misma ecuacion, al integrar respecto a la posicion

L a L 82
/0 ap(x,ﬂxo)d:ﬂ:D/o Tx?)p(w,t\xo)dxs

las derivadas e integrales conmutan, por lo tanto considerando que Q(t|zp) = fo x, t|zo)dz, es
decir la probabilidad de supervivencia en el intervalo [0, L], se llega a

0

52
a5t (t|zo) = T%Q(t\xo). (2.54)

La integral respecto al tiempo de la ecuaciéon anterior resulta en lo siguiente

32

8755(2)<T>’ (2.55)

Q(t[xzo)lg" = D

donde (T) es el tiempo promedio de supervivencia.

Ahora bien para tiempos pequefios la probabilidad de supervivencia es 1, para tiempos grandes
la particula habra alcanzado la frontera absorbente y entonces la probabilidad decae a cero, esto
significa que

o T
D)
0xj

=-1 (2.56)
este concepto puede expandirse para dos y tres dimensiones, asi
VAT (%)) = ——. (2.57)

Las ecuaciones (2.53) y (2.56) son muy ttiles, dado que como se ha visto, los resultados estan
fuertemente influenciados por la geometria del sistema. Por ejemplo, para un sistema de simetria
radial y de longitud L con una pared reflejante en xo = 0 y una absorbente xg = L. La solucion al
problema es

1
<T> = 2D$0+A1.’IJ0—|—A2

de acuerdo a las condiciones de frontera se encuentra que la forma especifica es

(T(@o)) = 5 + 2L—D, (2.58)

aqui hay dos forma de analizar el resultado, si la posicion zq es fija y si 0 < xg < L, de ambas
maneras el parametro que define el tiempo de supervivencia seré la longitud del segmento cilindrico.
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(T(xo)
5

Figura 5: Comportamiento de la probabilidad de supervivencia respecto al valor de L. Con frontera
absorbente en xg = L y frontera reflejante en xyg = 0. La linea roja representa el valor fijo de
xg = L/3, la linea azul representa el comportamiento donde z( tiene la misma probabilidad de
encontrarse en 0 < xo < L. El valor utilizado para el coeficiente d difusién es D = 1.

3. Analisis de difusién con reinicio.

3.1. Reinicio de Poisson.

El comportamiento definido como reinicio consiste en una particula difusiva que cada cierto
tiempo regresa a una posicion concreta, usualmente definida como posicion de reinicio y denotada
por X, (mas detalles en la figura ). El como se encuentran distribuidos los reinicios a lo largo de
tiempo es exponencial. Todo comportamiento donde los eventos estan distribuidos a lo largo del
tiempo de forma exponencial se define como un proceso de Poisson.

tiempo

Espacio

Figura 6: Ejemplo de difusién con reinicio en una dimension.

Para esto se define la velocidad /razon de reinicio a la posicion X,., como r, donde r puede ser
ser una constante e incluso una funciéon dependiente del espacio y/o tiempo, para fines de este
trabajo se considera como constante.
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Espacio

Figura 7: Difusién con reinicio donde r es una distribuciéon de posiciones a donde puede reiniciar
la particula.

3.2. Caracteristicas basicas de la difusion con reinicio

Las reglas para la difusion con reinicio, sea z(t) la posicion de la particula al tiempo ¢, la
posicion de la particula al siguiente tiempo tiene dos alternativas

x(t + At) = X, con prob. rAt

(3.1)

= z(t) + £(t)(At)Y? con prob. (1 —rAt)
Esto quiere decir que existe la posibilidad de que la particula difusiva reinicie en el tiempo t + At
pero también de que no lo haga, y la posicion siguiente es equivalente a la posicion anterior afectada
por un factor de ££(¢)(At)*/?, (término que es equivalente al Az presentado en la ecuacion (2.1),
adicionalmente, £(t) es una variable estocastica gaussiana dependiente del tiempo con las siguientes
propiedades

{€(t)) =0 (3.2)
(€*(t)) =2D (3-3)

Con estas propiedades es posible escribir la densidad de probabilidad (también conocida como
ecuacion maestra) para una particula que comienza en la posicion xgs y con posicion de reinicio
X, por p(z,t|zg), dicha ecuacion es la siguiente

p(z,t + At) = rAtp(z, 0| X,) + (1 — rAt) /OO de f(&)p(x — (A2 1), (3.4)

la integral es sobre £, dado que al ser una variable aleatoria gaussiana posee una densidad de
probabilidad gaussiana, en este caso denotada por f(£), ya que se busca conocer como es la dis-
tribucién de probabilidad acumulada cuando la posicién de la particula se ve afectada por una
variable estocastica.

A partir de este punto lo que se busca encontrar la forma de la ecuaciéon de difusiéon con reinicio,
esto es posible gracias a la ecuacion (3.4), esto al realizar una serie de taylor alrededor de —&(At)
en el caso de la integral y en el lado izquierdo respecto a At, de tal forma que

p(z,t + Adt) = rAtp(z,0|X,) + (1 — rAt) /_00 def(€)

(3.5)

At)E2 H?
o[ - arrag2ie ) BPEOHED L],

al promediar sobre las £" y aplicando las propiedades en (3.2) y (3.3) es posible llegar a (para
detalles adicionales revisar el apéndice D)

Op(z, t ?p(x,t
pg; ) _p ZSZ ) rp(at) + rp(, 01X,) (3.6)

que es la ecuaciéon de difusion con reinicio, notese que si r = 0 se recupera la ecuacién de difusion
sin reinicio. El obtener la backwards equation es bastante similar como en el caso de la ecuacion

12



maestra. De forma adicional, si en la ecuacion (3.6) se hacen cero el primer y tercer término a la
derecha de la ecuacion (o en su defecto son despreciables) se llega a

Lp(@? ) = —rp(z,t) (3.7)

que tiene como solucién
p(z,t) =", (3-8)

Esta ecuacién se ve de la forma siguiente, suponiendo a r = cte.

p(x.t)
1.0

Figura 8: Comportamiento de la probabilidad con distintas tasas de reinicio.

En esta figura los reinicios estan distribuidos a lo largo de la linea, esto implica (como se habia
establecido con anterioridad) que los reinicios estan separados en el tiempo de forma exponencial,
al graficar estos reinicios contra el tiempo se obtiene una distribucién de Poisson, esta es la razéon
por al cual se llama reinicio de Poisson.

3.3. Aproximacién a las ecuaciones de renovacion.

Existe una forma de escribir las soluciones para la ecuacion (3.6), para ello es necesario usar el
propagador de la ecuacion de difusion, que también es una funcion de Green para la difusion, esta
funcion se encuentra denotada por Go(x, t|xg), misma que satisface la ecuaciéon de difusion, esto es

) ) )

8G0(J},t|$0) 82G0(x,t\x0)

dt =D Ox? (39)

con solucion idéntica a la encontrada en (2.33)

1 (z—20)?
= —— 4Dt

Go(x,t|zo) \/me . (3.10)
Con este propagador es posible construir la densidad de probabilidad para un proceso con
reinicio. Para ello deben considerarse dos partes fundamentales que contribuyen, una viene de las
trayectorias donde el reinicio no ha ocurrido en un tiempo ¢, esto sucede con probabilidad e~ y
la segunda son las aportaciones de todas trayectorias posibles desde el ultimo reinicio, ocurrido en
un tiempo ¢; = t — 7, todas ellas poseen una densidad de probabilidad propia, esta es re~"*, de

esta forma es posible escribir la ecuacion de ultima renovacion,

t
p(z,t|z) = e " Go(x, t|z0) + T/ dre "' Go(z, 7| X,). (3.11)
0

Esto puede ser mas claro con el diagrama presentado en la figura 9, cabe destacar que el propagador
puede ser diferente al que se ha considerado hasta el momento.
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tiempo

Espacio

Figura 9: Proceso difusivo en una ventana de tiempo t, donde ¢; es el tiempo donde ocurri6 el
ultimo reinicio y t; el momento donde ocurrié el primer reinicio.

De igual manera se puede considerar el tiempo ¢ — ¢, que es la ventana de tiempo restante del
proceso, al considerar este tiempo la particula aun puede reiniciar por lo que usar el propagador de
difusién para la suma de trayectorias no es una opcién. Con estas consideraciones se puede escribir
la ecuacion de primer renovacion

t
p(z,t|zo) = e " Go(z, t|zo) + 7’/ drre " p(x,t — )| X,), (3.12)
0

ambas ecuaciones de renovacion resultan importantes para describir procesos de reinicio, dado que
puede interesar un proceso de donde es importante considerar los reinicios que existen en una ven-
tana de tiempo o bien un proceso donde interesa conocer la probabilidad que existe de continuar
un proceso de difusion después del ultimo reinicio.

3.4. Supervivencia en presencia de un blanco absorbente

Hasta ahora se han considerado procesos estocésticos bajo reinicio con objetivo a alcanzar por
el proceso. En el caso de procesos difusivos se considera un blanco que absorbe las particula difusiva
(el buscador del blanco) y termina el proceso.

Para comenzar se considerara el caso de difusién en una dimension de la seccién 2.1. La particula
(o buscador) comienza en la posicion inicial 2 y difunde con constante de difusion D con reinicio
estocéastico a X, con velocidad de reinicio r. Cuando la particula alcanza el blanco ésta es absorbida
(ver la figura 10). Se dese encontrar la probabilidad de supervivencia Q..(xo, t|X,) de una particula
difusiva al tiempo ¢, siendo que empieza en xy en t = 0 con reinicio a X,.. El subindice r enfatiza
que ésta cantidad pertenece a un procesos con reinicio. Como se ha podido ver hasta el momento los
resultados del anélisis de estos eventos se simplifican cuando X, = zg. En lo siguiente se recurrira
a Qo(xo,t|X,), que denota la probabilidad de supervivencia en ausencia de reinicio.

Figura 10: Difusion de una particula en dos dimensiones con posicion inicial Ty y reinicio a X,., en
presencia de un blanco absorbente de radio a con centro en el origen
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Hay multiples aproximaciones que utilizar para encontrar la probabilidad de supervivencia: por
ejemplo, se puede utilizar la ecuacién maestra de avance, la ecuacién maestra hacfa atras o una
aproximacion a la ecuaciéon de renovacion.

3.4.1. Probabilidad de supervivencia con reinicio de poisson.

Para procesos generales con reinicio de Poisson, es posible relacionar de manera simple la
probabilidad de supervivencia con reinicio, esto es (-, a una sin reinicio, (Jo. Una forma conveniente
es establecer esta relacion es utilizando la ecuacion de ultima renovacion, la cual se lee como

t
Qr(wolt) = e Qo(wo, t) + T/o dr e™""Qo(Xy, T)Qr (w0, T — 7)), (3.13)

donde se han simplificado las notaciones, esto es Q. (xo,t|X,) = Q. (xo,t) y similarmente para Q.
Ahora bien, ;Qué significan los términos en la ecuacion (3.13)? Usando las similaridades que se
tienen con la ecuacion de renovacion, asi, el primer término representa las trayectorias donde no
ha habido reinicio. El segundo término representa trayectorias en donde ha ocurrido eventos de
reinicio. La integral sobre 7, que representa el tiempo transcurrido desde el ultimo reinicio y se
tiene una convolucién de probabilidades de supervivencia: la supervivencia que empieza en xg y
que sufre reinicio hasta el tiempo ¢ — 7 (el tiempo desde el ultimo reinicio) y la supervivencia de
empezar X, en ausencia de reinicio, con duracion 7 (véase al figura 9).

Ahora, definiendo la transformada de Laplace de la probabilidad de supervivencia se define que

Qr(x0,8) = L{Qr(2,t)} = /000 dte™*'Q, (zo, 1). (3.14)

Entonces la transformacion de la ecuacion (3.13) es

t
£{Quanl} = £ {e " Qutaol)} + £{ [ arrQu(X. 0@ oot =)}
0
es necesario usar el teorema de traslacion y el teorema de convolucidn, respectivamente

L{e™"f(t)} = F(t +a)

ety £y =e{ | e Dia)ds |

lo que deriva en

Qr($0a 8) = Qo(l"O, s+ T) + rﬁ{e_rtQO(XT7 t)}E{Qr(m(h t)}
asi ~ ~ ~ ~

Qr(z0,8) = Qo(w0, 8 + 1) +7Q0 (X, 7 + 5)Qr (70, 8) (3.15)
donde es posible obtener una expresion fija para Qr(xo, s),

~ o Qo(l‘oﬂ”‘FS)
Qr(wo,5) = 1-— T‘Q()(XT,T + )

(3.16)

Este es un resultado bastante general para el reinicio de Poisson, ya que, la transformada de Laplace
de la probabilidad de supervivencia en presencia reinicio se relaciona con la transformada de la
probabilidad de supervivencia en ausencia de reinicio.

En el caso especifico donde la posicién inicial y la posiciéon de reinicio coincide, con lo que la
ecuacion (3.16) se simplifica a

~ . Qo(XT,T+S)
QT(XMS)* 1-7‘@0(Xr,7"+8)' (317)

De esta manera, nuevamente, se relaciona la probabilidad de supervivencia bajo reinicio con la
probabilidad de supervivencia en ausencia de reinicio. Asi se pueden obtener las primeras trayec-
torias en presencia de reinicio.

15



3.4.2. La probabilidad de supervivencia con una combinacién de procesos.

La expresion Qo(xo,t), representa la probabilidad de supervivencia de una particula difusiva
que empieza su proceso en z con su correspondiente transformada de Laplace, Qo (20, 8).

Se puede escribir una ecuacion general para el propagador Go(zg,t) que va de z¢ a & como una
integral sobre el primer tiempo en que alcanza a x

t
Go(x,t|x0):/0 oo (z, T|x0)Go(x, t — T|x)dT (3.18)

donde ¢(x,7|zo) es la densidad de probabilidad de alcanzar la posicion x por primera vez en el
tiempo t. Al tomar la transformada de Laplace se obtiene

L{Go(x, tlxo)} = L{Go(x, t|x)} L{do(x, t|z0)} =

Go(z, s|zo) = Go(, s|z)do(x, s|xo)
Go(m, slxo)
éo(x, s|z)

Este es un resultado general para la distribucién del primer arribo para procesos Markovianos,
cuya transformada de Laplace esta en términos de la transformada del Laplace del propagador del
proceso Gy.

Ahora, ¢(zx, s|zo) es equivalente a la velocidad de absorcion de un blanco absorbente en z,
entonces para el caso donde el blanco se encuentra en el origen

bo(z, s|lzo) = (3.19)

0
¢(0, t‘JZQ) = —EQO(I‘O, t). (320)
Y su transformada de Laplace es
$0(0, s|zo) = —(sQo(z0, s) — 1). (3.21)

(Notese que se ha utilizado nuevamente la condicién inicial Qg (zg,0) = 1. Entonces, al utilizar lo
encontrado en la ecuacion (3.19) se llega a

M =1—sQo(xo, s
Gl 1 — 5Qo(x0, s)
Qo(x0,5) = é (1 N Cm> ' o

Este es un resultado general ya que relaciona la probabilidad de supervivencia de una particula
que reinicia con el propagador de un proceso sin reinicio.
Finalmente, hay que encontrar la transformada de Laplace del propagador difusivo Go(xo, t),

L {Go(l'o, t)} = éo(ﬂj, S) == /OOO eistG()(Io, t) (323)

donde Gy(z0,t) tiene la misma forma que en la ecuacion (3.10),

Golz, s|zo) = /OO ;t_l/QeXp —st — M dt
’ 0 (4’/T.D)1/2 4Dt

el cual es una integral especial, dado que cumple con la siguiente forma (vease la referencia [7],
ecuacion 3.471.9)

/OO le= Tt 9 (’B)V/2K (2v/B7) (3.24)
0 B Y v 7 .

donde K, es la funcién de Bessel de segundo tipo de orden v, y particularmente para el problema
v=1/2,

Kio(y) = (;;) v (3.25)
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de forma que el resultado final de la integral especial es

RO B m\"/? —2/B
trTlem e T = — e v (3.26)
0 Y

y en el problema se tiene que v = sy 8 = |z — x0|?/4D, ademas de un factor 1/(4wD)"/?

multiplicando a la integral, asi, se obtiene finalmente la transformada de Laplace del propagador
difusivo

~ 1 /2]
GO($,S|.’L‘0) = WG(S/D)I 2‘;8 o (327)

que al usarlo en la ecuacion (3.22) deriva en lo siguiente

B 1 e—(s/D)l/Z.'co 2(Ds 1/2
Ontans)— L (1 ¢ /(D)
s (1/[2(Ds)'/2]
con lo que se es posible concluir que,
. 1 — e—(1/8)" 2
Qoliwg,5) = . (3.28)

S

Para complementar los resultados es necesario conocer la parte real de la transformada de Laplace,
es decir su inversa. Dicha funcién inversa es como se muestra continuaciéon

Zo
QO Io,t = erf( ) 3 3.29

(o, ) 2V Dt (3.29)
esto puede deducirse de una forma mas intuitiva que buscar simplemente en tablas, sin embargo
hay que hacer consideraciones extra. Para esto hay que tener en cuenta la suma de probabilidades;
la de supervivencia y de primer arribo es igual a uno, mientras una decrece la otra aumenta y
viceversa, esto es

Qo(z0,t) + ®(z0,t) =1 = Qo(z0,t) =1 — ®(x0,1)

donde ®(zy,t) es la probabilidad de primer arribo, y la densidad de probabilidad es proporcional
a DOc(xg,t)/0t en © = 0y con t — oo donde c¢(xg,t) es la concentracion de probabilidad para el
proceso difusivo, la cual debe tener las consideraciones de difundir a la derecha e izquierda, esto es

c(z,t) = — [e*(a:fro)z/wt _ e*(x+f”0)2/4Dt},

de tal forma que
t
0
®(0,t) = | D—c(0,t)

. Daw dt’

z=0

consecuentemente se llega a que

t
i) 2 ’
®(0,t) = “o/ADE gy!
0,) /0 i DB ¢

a través de un cambio de variable u? = x2/4Dt la integral cambia a la siguiente forma

t 2 ZL’()/'\/4Dt
/ Zo 36—13/4Dt’dt/ _ _7/ efuzdu
47 Dt T
0 00

.2
e " du

2 /°°
B ﬁ z2 /4Dt
= erfc <xo)
V4Dt
)
=1—erf .
<\/4Dt)

Al volver a la ecuacién propuesta anteriormente y sustituir este resultado se tiene lo siguiente,

t
L0  —22/4Dt’ 341 Lo
Tg,t) =1— ———e %0 dt' =1— |1 —erf
Qol@o,?) /0 NovTE [ (\/4Dt>}
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que se simplifica en el resultado de la ecuacion (3.26).

Ahora, es posible encontrar la forma especifica de la probabilidad de supervivencia gracias a a
la ecuacion (3.16), (3.22) y (3.25)

1 _ e—axo

QT(x()?S) = 8+T7az.
1 —e %

s+r

donde a = a(s), concretamente

afs) = (rgs)w, (3.30)

esto permite escribir la probabilidad de supervivencia con reinicio de forma compacta, es decir,

1 — e~

s+ re—*%r

Qr(xo, s) = (3.31)

Si a(0) = ap, donde ap = (r/D)*/2. En el caso donde la posicién de reinicio X, coincide con la

posicién xq se obtiene
1 —e %

(X, 8)= ————. 3.32
Qr(Xr,s) P —— (3.32)

Gracias a esta expresion se podria pensar que invertir la transformada de Laplace es lo ideal para
obtener Q,(X,,t).

Para completar lo establecido para la ecuacion (3.25) se recurre a la ecuacion hacia atras de
Foker-Planck para la probabilidad de supervivencia dada por

0Qo(xo,1) 9*Qo (w0, 1)

= D .
ot a2 (3:33)

con condicion de frontera Qo(0,t) = 0 y con condicion inicial Qq(zo,t = 0) = 1 para z¢ # 0. La
transformada de Laplace permite obtener lo siguiente

0Qo(x0,t) | 9°Qo(xo, 1)
A e RS

~ 2 ~
SQo(I(), S) —1= Daax()CQO(JCO7 S) (334)

esto permite solucionar a la ecuaciéon diferencial para una sola variable, y este problema consiste
de la combinacién de dos soluciones, una soluciéon particular y una solucién homogénea, respecti-
vamente son

1
Fp(zo,8) = 5
Fh(x07s) — Ae_(s/D)l/Q-'L'O + Be(s/D)l/Q-'L'o

sin embargo debe B necesariamente debe ser cero, ya que la probabilidad de supervivencia no crece
respecto al tiempo o bien la variable s en el espacio de Laplace, asi

~ 1/2 1
Qo(xo, 8) = Ae~ (/D) *wa 4 = (3.35)
s
y al transformar la condicién de frontera QO(O, s) = 0, de esta manera se encuentra que A = —1/s,
~ 1
Qo(wo, 5) = — [1 - e—(s/m”z‘%‘] , (3.36)
s

se utiliza |zo| porque de lo contrario el comportamiento diverge, lo cual no es valido, notese ademas
que se recupera la ecuacion (3.28).
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3.5. Proceso de primer arribo/tiempo promedio de captura (FPP/MTA).

Para el proceso difusivo con reinicio es posible terminar el tiempo promedio en que la particula
alcanza el origen (la posicion del blanco absorbente) desde una posicion arbitraria z, para ello es
necesario encontrar la funcién de densidad de probabilidad del tiempo para el proceso difusivo,
este se encuentra dado por —9Q,.(x,t)/0tdt (probabilidad de que la particula haya sido absorbida
por el blanco en el intervalo [t,¢ + At]). El signo menos se debe a que la razon de cambio de la
probabilidad de supervivencia es decreciente, , de esta manera al utilizar la definicién de promedio
se encuentra el tiempo promedio de captura

HL@)Amf%igihtAmQﬂmﬂﬁ (3.37)

la dltima igualdad se encuentra de integrar por partes.Pero la ultima integral es proporcional a la
transformada de Laplace de la probabilidad en presencia de reinicio al hacer s = 0 en la ecuacion
(3.14) y respectivamente en su forma final en (3.32),

(T(20)) = Op(20,0) = [ Qv(o, t)dt

0

1 — e~

re—®o%xo

(T (o)) = g (3.38)

Para llegar a este resultado se hizo uso de la ecuaciéon de tdltima renovacion, sin embargo este no
es el tnico procedimiento que se puede seguir para encontrar el tiempo promedio de captura, es
posible explotar el comportamiento de la ecuacion diferencial que gobierna a la probabilidad de
supervivencia, este método se conoce como la aproximacion de Fokker-Planck.

Para utilizar esta técnica es necesario integrar respecto a una geometria arbitraria la ecuacion de
difusién con reinicio se encuentra la ecuacion diferencial para la probabilidad de supervivencia para
un proceso con reinicio se tiene que

0Q, 9%Q,
;i =D &?2 —7Qr(x,t) + Q(x0,1), (3.39)

que junto al resultado de la ecuacion (3.37) se llega a

/00 Mdt = Da—2 /Oo Qr(z,t)dt — r/oo Qr(z, t)dt + /00 Q(zo,t)dt = (3.40)
0 ot dz* Jo 0 0
IRAE)
Ox?
Notese ademés que se recupera lo establecido en la seccion (2.5), ahora bien, se obtiene una
ecuacion diferencial ordinaria no homogénea, entonces, inicamente es necesario resolver la parte
homogénea y la particular, las cuales son

— (T (x)) +r(T(z0)), (3.41)

14+ r{T(x0))

(T(@)) = Bemoe 4 —%

(3.42)
y gracias a la condicion de frontera (T(0)) = 0 es posible encontrar el valor de la constante B, que

“ 1+ +{(T(x0))

B=- . (3.43)
y de esta manera se tiene el tiempo promedio de captura completamente definido,
(T(x)) = w& — e 0T, (3.44)
Se puede encontrar la forma explicita cuando la particula se encuentra en punto z,
(Do) = TN () moomy
(T (o)) = el (3.45)



Ahora bien,sin importar la metodologia utilizada es posible minimizar el valor del tiempo promedio
de absorcién si se usa como variable a la constante de reinicio 7, por lo que debe cumplirse que

T (x0))

5 =0 (3.46)

gracias a esto se llega a la siguiente conclusiéon

f(v)
1.0

0.8
0.6
0.4

0.2

0.0 ¥
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

Figura 11: Comportamiento de las funciones que minimizan el tiempo del proceso de captura de
la particula

OT (@) _ 5vepe™™ = (% — 1)

= - 0
or r2
y al usar la variable reducida v = apz( se encuentra que
_ 1 _ ol
1_ev+57:0:> 67_125 (3.47)

esta es una ecuaciéon trascendente, no tiene solucién analitica pero si numérica, por lo tanto,
encontrando los puntos de intersecciéon de ambas curvas se obtienen las soluciones aproximadas al
problema, véase la figura 11, asi el valor que minimiza el tiempo de supervivencia (ademés de la
solucioén trivial cero) es v = 1.5936.... Esto se cumple siempre que la particula se encuentre a una
distancia xy del blanco.

(T(Xe)
3.0

2.5

2.0

0.5

0.0 r
0 2 4 6 8 10

Figura 12: Comportamiento del tiempo promedio de absorcion en funcién de r (D =1,y zo = 1)

Notese que si r = 0 el tiempo promedio de absorcion se va a infinito,que es el resultado esperado
del problema de una particula difusiva en presencia de un blanco absorbente. Sin embargo el
resultado es el mismo si r — 0o, dado que la particula apenas tiene tiempo para difundir y no se
aleja de su posiciéon de reinicio, alargando asi el proceso de primer arribo.
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3.6. Reinicio dependiente de la posicién

Todo el analisis hecho hasta el momento se concentr6é en utilizar a » como una constante, sin
embargo, si dependiera de las posiciones puede hacerse exactamente el mismo analisis, incluso en-
contrar el tiempo promedio de supervivencia de la particula y todo esto gracias a una generalizacion
de la ecuacion maestra de distribucion de probabilidad establecida en la ecuacion (3.6),

op(et) _ Ol

ot o r(z)p(z,t) + /T(x)p(x,ﬂXT)(S(x — xo)dx (3.48)

el ultimo término se debe a la condicién inicial §(x — x¢) = p(xo,0).
Es posible encontrar una expresion general para el tiempo promedio de supervivencia siguiendo el
procedimiento hecho con anterioridad, con lo que se tiene lo siguiente
0T (x
~1= T ey @) + () (o). (3.49)
La dificultad de este problema depende de la forma explicita de r(z) y la forma de minimizar el
proceso también depende de ello.

Como ejemplo es bueno considerar una "ventana de reinicio", donde la particula es libre de
difundir en cierto intervalo y que tiene cierta probabilidad de reiniciar una vez que alcanza cierto
valor, teniendo asi dos procesos subyacentes dependientes de la posicion (difusién libre y difusion
con reinicio), una forma perfecta de ejemplificar esto es con la siguiente funcion,

(3.50)

r(z) = {0 si |z —xo| <a

r st |lz—x| >a

en este caso al minimizar una funcién se obtendria una funcion dependiente de la distancia difundia
y su posicion inicial, lo que eleva la complejidad del problema, tanto que el encontrar la posicion
efectiva (diferente de cero) permanece como un problema abierto.

4. Probabilidad de supervivencia en presencia de dos fronte-
ras absorbentes
Este problema se diferencia respecto al anterior debido a las condiciones es frontera, eso es

claro, sin embargo existen dos tipos formas diferentes de llegar a los resultados, ambos han sido
utilizados con anterioridad.

Figura 13: Esquematico del problema de una particula en un dominio con fronteras absorbente y
sujeta a reinicio.

A su vez existe otro aspecto a considerar, que es el tiempo de primer arribo, debido a la existen-
cia de dos fronteras absorbentes existen dos escenarios para el tiempo promedio de supervivencia,
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dado que se puede considerar el tiempo promedio en que la particula alcanza cualquiera de las dos
fronteras, y por otra parte el tiempo promedio en el que alcanza una frontera especifica. El primer
caso recibe el nombre de tiempo promedio de primer arribo incondicional y el segundo tiene el
nombre de tiempo promedio de primer arribo condicional.

4.1. Formalismo de Focker-Planck

Para esta aproximacién se necesita la ecuacion de difusién con reinicio para la supervivencia
de la particula, es decir la backwards master equation, entonces

0Q(z,t) D82Qr(x,t)
ot o 0z2

se aplica la transformada de Laplace y nuevamente, se utiliza la misma notacion que en capitlo 3,
al igual que la misma condicién inicial donde @Q..(z,0) = 1, asi, se tiene lo siguiente

- TQr(zv t) + TQT‘ (1’0, t)v (41)

sQr(z,s) — 1= D% —rQ.(x, 5) + rQy(z0, 5) =
2 ) ~ ~
D%ﬁ’s) — (s +71)Qr(z,5) = =1 —rQ (0, 5). (4.2)

Es una ecuacion diferencial no homogénea, la solucién consiste de dos partes, las cuales son,

Qrn(, s) = ce™® + de®® = Acosh(az) + Bsenh(ax)

1+ TQT(‘T07 5) (43)

Qrp(zvs) = Tt s

la segunda igualdad en la soluciéon particular se debe a que s y r son estrictamente positivos.
Entonces la solucién es

1 + TQT(I07 S)

r4s (4.4)

Q. (x,5) = Acosh(ax) + Bsenh(azx) +

ahora bien, las condiciones de frontera ofrecen un sistema de ecuaciones a resolver para A y B lo
que deriva en lo siguiente

A [senh( aa) — senh ab)} 14 7Q, (o, 1)

(
)

senh(a(b—a) s+r (4.5)
cosh(ab) — cosh(aa)] 1+ rQ,(zo,t) .
B =
senh(a(b— a)) s+r
de tal manera que, al establecer z = x( es posible escribir la solucién de la forma siguiente
~ 1 — gr(20,5)
T I = 46
Qr(wo,8) = o (@ors) (4.6)
donde se ha definido que
senh(a(b — xp)) + senh(a(zg — a))
(20, 8) = 4.7
9r (@0, 5) senh(a(b— a)) (47)

y a la par « sigue siendo lo mismo definido en capitulos anteriores, para mas detalles de cémo se
llego a al ecuacion (4.7) véase el apéndice F.

Ahora bien, notese que si la primer frontera se encuentra en el origen, es decir a = 0 y que la otra
frontera se encuentra muy distante b — 0o se encuentra un resultado importante

Y senh(b — xg)a + senh((zo — a)a) _

b—00,a=0 senh(b — aa)
. senh(b — zg)a + senh(zoa) _
b—00,a=0 senh(ba)
i e~ aTo (eba _ e—ba) + eTOX _ o= To _ om0
b—ro00 ebox — g—ba
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esta aproximacién genera que la probabilidad de supervivencia se simplifique en el resultado en-
contrado para el caso de un blanco absorbente ubicado en el origen

~ 1—e7%0

Qr(xo,s) = Ppe—rry (4.8)

el mismo que en la ecuacion (3.32) .

4.2. Formalismo de renovacion

Los procesos de difusiéon con reinicio pueden ser descritos mediante algo que se llama procesos
de renovacioén, al igual que se describié en la seccién 3.3 se puede utilizar la ecuacién de ultima
renovacion para analizar el proceso difusivo con nuevas condiciones a al frontera, empezando por

t
Qr(z0,t) = e " Qo(z0,t) + 7"/0 e Qo(zo, 7)Qr(x0, t — T)dT (4.9)

los términos representan lo mismo que la ecuacion (3.13) y por supuesto su transformada de Laplace
es exactamente la misma que en la ecuacion (3.16), pero con X, = xo, es decir,

~ N Qo(xoﬂ“‘i‘s)
Orleo, o) = 1—7rQo(zo,7 +5)

(4.10)

es posible describir al proceso de supervivencia de una particula difusiva sin reinicio Qo(zo,t)
mediante la ecuacion de difusién, misma que se puede resolver de forma analitica por medio de las
series de Fourier, en este caso como la particula no puede sobrevivir en las fronteras entonces se
omite la parte par de las series de Fourier, esto es los términos cosenoidales, por lo que quedan
unicamente las funciones seno. Entonces, es posible darle forma a la solucién mediante las siguientes
condiciones al problema de la ecuacion de difusion

= El dominio del problema es (a,b).
= Condicion inicial Qo(x0,0) = 1.
= Fronteras absorbentes en los extremos del dominio.

Asf las eigenfunciones son,

Yn(x0) = by sen (W) (4.11)

por lo tanto la serie de Fourier que representa este problema es

n2x2Dt
o(zo,t) = 22@ Yo (0)e” =2 (4.12)
donde ®(n) = 1_%;("”) es el coeficiente de fourier del problema (apéndice G). Notese que los

eigenvalores k,, denotan la forma en que la n—ésima eigenfuncién decae con el tiempo, entonces al
calcular la transformada de Laplace de este resultado se llega a

n2x2D

o0, ) / 22@ Y (o)™ T et

5 2D ne1 ¥n(20)@(n)
= — 4.1
Qo(zo, s) I (4.13)
que al sustituirlo en la ecuacion (4.10) se obtiene que
~ 2 n (o) P kn
Qr(xo,s) _ Z 1¢ (QC()) (n)/( +7“+8) (414)

1—2rY 0 n(xo)®(n)/(kn +17+s)

Los resultados de ambos formalismos naque se vean diferentes son proporcionales y sirven para
describir al fenomeno de difusién con reinicio.
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4.3. Densidad de posiciones de una particula

En presencia de una o dos fronteras absorbentes una particula difusiva seré absorbida en au-
sencia de reinicio. Entonces, con reinicio la particula tiene probabilidad de pasar por todas las
posiciones del dominio [a,b], y dado que es un dominio arbitrario puede considerarse como un
dominio continuo, por lo que tiene una gran cantidad de posiciones donde puede estar la particula,
por lo tanto se puede definir una funcién de densidad de posiciones para la misma. Sea P.(x,t|z¢)
la probabilidad de encontrar a la particula en una posicién x al tiempo t siendo que esta inicio en
la posicién zg y con miultiples reinicios a la posicién zy. Gracias al formalismo de renovacién es
posible escribir la funcion Pg(z,t|zg) como

t
P, (z,tlzo) = e " Py(z, t|wo) + 7"/ Te T P_(x,T|z0)Qr(xo, t — T)dT (4.15)
0

todos los términos en la ecuacién pueden interpretarse de la misma manera que se construyo la
ecuacion de ultima y primer renovaciéon. De igual manera que se hizo para la probabilidad de
supervivencia se toma la transformada de Laplace, y tras un desarrollo idéntico se encuentra que

P.(z,s|x0) = Py(x, 5 + r|xo) + rPy(z, s + 1)Qr (20, 5)
y se conoce la forma explicita de Qr(xo, s), por lo tanto,

. P
P.(z,s|zg) = O(x.,’ s + rlzo) .
1—rQr(xo,s+7)

(4.16)

Sin embargo no se conoce la forma explicita de Py(z, s), pero se puede encontrar facilmente dado
que dicha expresién cumple con la ecuacién de difusiéon sin reinicio,

8P0($,t|$0) D82P0(.1‘,t‘$0)

= 4.17
ot ox? ( )
y al aplicar la transformada de Laplace sobre esta ecuacion se obtiene lo siguiente
- 9?Py(z,t
sPy(x,s) — 0(xz — ) :DM (4.18)

0x2

que es una ecuacién diferencial homogénea con solucion
Py = Ae®V*/P 4 BemoV /P, (4.19)

Queda claro que los valores A y B dependen de las condiciones de frontera, sin embargo, para
no hacer lo mismo que el caso de la probabilidad de supervivencia se analiza la forma funcional
que no puede tener la particula cuando se acerca a las fronteras. Cuando © — a — I:’o(a, s) =0,
entonces el perfil que modela la funcién de probabilidad en ese punto es una combinaciéon antisi-
métrica de las exponenciales; eso significa que una funcién seno hiperbolico modela perfectamente
esa situacion. Ahora bien, en el caso de cuando la particula se aproxima a la otra frontera se tiene
el mismo escenario, lo que lleva a las siguientes consideraciones

Py. = Asenh (U;(x—a)), x <
P> = Bsenh (H;(b—x)), x < Zo

donde la multiplicacion de estas funciones lleva a la forma final de la solucion, es decir,

Py = C’senh<\/§(x - a)) senh ( %(b - :1:)) (4.21)

donde la constante C' se determina a través de integrar la ecuacion (4.18) en un intervalo infinite-
simal centrado en x(, proporcionando asi

(4.20)

_ 0P
ox

et e
T=T T=T

op
ox

1
= (4.22)
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para esto debe tenerse en cuenta que la funcion seno hiperbolico es una funcién impar y la funcion
coseno hiperbolico es una funcion par, entonces esto deja para la ecuacion anterior lo siguiente,

S S 1
Ay f ) [senh (, / B(b - a))} =3 (4.23)
lo que simplifica a Po(a:, s) en

- _ senh (/% (@ —a))senh (/5(b—x))
Py(z,s) = /oD sonh (V0 —a) (4.24)

entonces, con ayuda de la ecuacion (4.10) es posible llegar a la forma explicita de pr(m, s|zo),

5 (1. slen) — o senh ((z — a)a) senh ((b — z)a)
Pr(@, slzo) ssenh ((b — a)a) — r[senh ((x — a)a) + senh ((b — z)a)]

(4.25)

o bien como una combinacién lineal de identidades trigonométricas,

5 (o slmy = @ cosh ((b—a — |z — zg|)a) — cosh (b —a — x — z¢)a)
Pr( ) | 0) 2 ssenh ((b - G)CY) - T[Senh ((;L' - a)a) + senh ((b — l’)a)] (426)

esta ultima expresion ayuda a evaluar el flujo de probabilidad existente en cualquier punto del
domino, ayudando asi a encontrar comportamientos especificos para los dominios = > zg y < xg.
Esto ultimo cobrara mas importancia cuando se analice el proceso de primer arribo condicionado.

4.4. Proceso de primer arribo incondicional

Coémo se menciond al inicio de la seccion este proceso se distingue por el hecho de que no
importa la frontera que absorba la particula, solo interesa el tiempo total en que sobrevive la
particula, entonces, bajo esta directiva se utiliza el concepto de tiempo de primer arribo como se
ha analizado hasta el momento.

4.4.1. Tiempo promedio de primer arribo

Dado que se conoce la expresion que describe a la probabilidad de supervivencia en presencia de
reinicio para este problema de dos fronteras absorbentes se hace uso dela definicién anteriormente
utilizada,

o o0 8QT(m0,t) A
(T (o)) = /0 t[—at] dt = Oy (w0, 5 — 0) (4.27)
y obteniendo asi
(T o)) =+ (1.28)

notese que asi se recupera la ecuacion en términos de g, de forma que el tiempo promedio se
convierte en

—1/. (4.29)

1 [ senh((b — a)ap)

(Ty(w0)) = — senh((b — zg)ag) + senh((xg — a)ap)
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(Tr (xa)
5

2 — Xo=1, a=0, b=3
— Xp=1, a=0, b=5
1
0 r
0 1 2 3 4 5

Figura 14: Comparativa de los tiempos promedio de salida (T}.(z¢))+ (linea azul) y (T,-(zo))— (linea
amarilla) como funciones de r, Los parametros usados son a = 0, b = 3 y D = 1/2 respectivamente

Resulta importante encontrar como es el tiempo promedio de supervivencia sin reinicio, para
esto solo basta con hacer r — 0, los detalles a continuacion,

_ 1 [senh((b—a)ag) —senh((b — z9)ag) — senh((zo — a)ao)
(To(zo)) = T senh((b — zg)ag) + senh((zg — a)ap)

1senh((b — zg)ag)(cosh((zg — a)ap) — 1) + senh((xo — a)ag)(cosh((b — zo)ap) — 1)
r senh((b — zg)ap) + senh((zg — a)ap)

el segundo renglon hace uso de que senh [(b — z¢) + (zo — a)]ag = senh (b — a)ay, seguido de esto
se usa la identidad de la suma de dngulos y se hacen expansiones en serie de Taylor a primer orden
para el seno hiperbodlico y hasta segundo orden para el coseno hiperbélico respecto a «y,

o — a)2a2 —z0)%a3
(0= 700, _ 1y + %(% ~ 9 _ g (b—0)(wo — )

(To(ao)) = ~ —2 T = S B0l =8 ),

y finalmente al recordar que oy = /7/D se encuentra finalmente el tiempo promedio de primer
arribo para un proceso sin reinicio bajo las mismas condiciones de frontera,

(éCO — a)(b — ZL'()) .

(To(wo)) = 5D

(4.30)

En la figura 14 se muestra el comportamiento del tiempo promedio (T,.(z)), se puede ver que
dependiendo del valor de los parametros, el tiempo promedio encuentra un minimo antes o bien
después, sin embargo no hay una forma concluyente de establecer cémo es que los parametros
logran esto, al menos de forma inmediata, mas detalles de como analizar a los parametros en la
subseccion siguiente.

4.4.2. Criterio de reanudacién/reinicio.

Este es el nombre que recibe la razon existente entre la desviacion estandar o(Tp(zg)) v el
tiempo promedio de primer arribo sin reinicio, (Ty(z)),es decir

(T @) _ oy

(T (o)) (431

con C'V como el criterio de reinicio.
Usar el criterio de reanudacién permite ver la “interaccién” existente entre los parametros a, b
y o, para esto es necesario encontrar a o({Ty(zg))) v a (Tp). En el caso de la desviacion estandar
basta con su definicién,
o (X) = (X?) - (X)? (4.32)
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y en este caso, por definiciéon se tiene que

_, 9Qo(w0,5)

(T§ (z0)) = s (4.33)

s—0

Donde Qo (o, s) es el limite de 7 — 0 de la ecuacion (4.6), que es

Golo, 5) = sinh (b — a)\/s/D — sinh (b — xg)\/s/D — sinh (xg — a)\/s/D (4.30)

ssinh (b — a)+/s/D

después de la derivacién respecto s s y tomar el limite s — 0 se encuentra,

(b—a)?+ (b— o) (zg — a)
12D2

(T¢(x0)) = (zo — a)(b — x0) ) (4.35)

Para mas detalles de como se llega a la ecuacion (4.33) y al resultado expuesto en la ecuacion
(4.35) véase el apéndice J.

Por lo tanto, para sigma se tiene

(b — mo)(wo — a)[(b — a)® — 2(b — wo)(wo — a)]
12D?2

(@0 =/

ya con esto es posible encontrar la forma explicita en términos de a, by zq al criterio de reanudacion,

(zo —a)(b— x0)[(b— a)2 —2(b—x0)(z0 — a)]
_ 1202
V= (0= 20)*(w0 — @
4D?

_ [4(b—a)? —8(b—xo)(xo — a)
CV = \/ 1200 = 20) (70 — ) (4.36)

y al establecer que C'V > 1 se tiene que
4(b—a)* —8(b — x0)(zo — a) > 12(b — o) (xo — a)

L*+3L+1+5u* - 5(L+1)u>0 (4.37)
donde L =a/by u = xo/b.

De la ecuacion (4.25) debe verse un factor muy importante, que es el criterio es independiente
del coeficiente de difusion D, algo importante porque involucra el movimiento de la particula, lo
unico que figura en el son las combinaciones de las distancias z, a y b. Entonces, para simplificar
el problema se hace a = 0, con lo que se obtiene

5u? —5u+1>0 (4.38)

con solucion
_5+V5
10

Ut (4.39)

el dominio solucién es entonces

7 = [(0,u-) U (uy, 1)] (4.40)

el dominio termina a lo mas en 1 dada la relacién existente para u. El dominio da los puntos
en los que la particula termina su proceso difusivo con mayor rapidez, y como era de esperarse
si se encuentra mas cerca es decir que se encuentre entre los intervalos del dominio, 0 < xgbu_
y buy < xg < 1, por otra parte si se encuentra en el intervalo bu_ < xy < buy significa que la
particula se encuentra justo en medio, haciendo que el proceso se prolongue, y dado que la particula
no tiene direccion preferencial el proceso se prolonga si se encuentra justo aqui.
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4.4.3. Valor 6ptimo de reinicio

Con el anélisis anterior se puede ver que el proceso subyacente se puede se puede acelerar bajo
ciertos parametros en la posicién, sin embargo, es posible encontrarlo a través de la minimizacion
del tiempo de primer arribo para asi obtener un valor éptimo para la tasa de reinicio, justo como se
hizo en la seccion 3.5. Para ello hay que reescalar la funcién en términos de v y una nueva variable
B que contiene a las demés variables r, D y b,

5 b@% (4.41)

y dado que a = 0 la ecuacion (4.17) se convierte en lo siguiente

b2 senh 23

T, = —1 4.42
(T (o)) 4Dp? |senh (253 — zgag) + senh (zgayg) ( )
es posible simplificar el problema con identidades trigonométricas
senh 23 B 2senh (3 cosh
senh (23 — zoag) + senh (zgag)  senh 2/ cosh zgag — cosh 28 senh zgag — senh gy
2 senh 3 cosh 3

B 2senh B cosh B cosh zgag — (1 + 2 senh? B) senh zpap + senh (zoayp)

que finalmente puede escribirse como

b? cosh 8
(Tr) = 4Df? [cosh B(l—2u) 1} (4.43)
donde se define la funcion ¢(3,u) = (1/5?) [% - 1} de forma que el tiempo promedio de
primer arribo es,
b2
<Tr> = Eg(ﬂ7u)ﬂ (444)

para proseguir se puede minimizar respecto al parametro 3 y asi encontrar el valor * que minimiza
el proceso, sin embargo, dado que existen 3 regimenes en la posiciéon u definidas por el dominio ¥
el problema toma varias formas y no existe un solo valor 8* que minimiza el proceso, para esto
véase la figura 15. Claramente puede verse que en el dominio v < u_ existe un valor donde 3
alcanza un minimo, 8%, sin embargo, en el dominio u_ < u < uy no se alcanza un minimo y la
funcién es monotonamente creciente, en cambio para el tercer domino u4 < w hay un minimo de
B, pero debe prestarse atencion a que la funcién tarda bastante en crecer, por lo que el valor de S
que se encuentra en el primer dominio, eso es claro, entonces, jqué significa esto para el problema?
Significa que el proceso puede completarse en un tiempo menor si se selecciona la posicion adecuada
de tal manera que no se coloque la particula en al frontera y para el caso donde se encuentra entra
ambos dominios solucién resulta no existir un valor para r que beneficie al proceso de absorcion.

G(B.w G(B.u)
1.0 05
- U<u_
038 — u<u<u, 0.4
06 03
— u,<u

04 02
0.2 0.1 \_//

00
0'00 2 4 6 8 B 0 5 10 15 205

(a) (b)

Figura 15: Comportamiento de la funcion 4(5,u), en la figura a) para el dominio u < u_ (linea
verde) se ocupa un valor de v = 0.23 y en el dominio u— < u < u4 (linea azul) se utiliza un valor
u = 0.6 y en la figura b) se muestra el comportamiento del dominio u4 < u (linea amarilla ) cuando
utiliza un valor de © = 0.9
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4.5. Tiempo de primer arribo condicional

En el caso de arribo condicional se establecen dos procesos que pueden suceder, uno es el
proceso exitoso y el proceso fallido. El primero consiste en que la particula alcanza una frontera en
especifico, el segundo consiste en que la particula alcance la frontera opuesta al proceso anterior.
Bajo el anélisis de este trabajo se considerara a la frontera ezitosa a la frontera b y la frontera fallida
a la frontera a, también, cabe destacar que del tiempo de arribo de ambos procesos poseen una
tasa de éxito o fallo que viene descrita por la probabilidad de bifurcacion, es decir, la probabilidad
de que la particula decida tomar un camino que la orille a escapar por una frontera en especifico o
dicho de otra manera la probabilidad de éxito o bien la probabilidad de fallo. Y sorpresivamente
la inclusién de reinicio en ambos procesos permite optimizar cualquiera de los dos procesos a un
maximo.

4.5.1. Tiempo medio de salida condicional

Es el tiempo promedio en el que la particula alcance una frontera especifica. Ahora bien,
definiendo a (T'(xg))+ como el tiempo medio de salida por las fronteras b y a, respectivamente para
cada signo. Para calcular estos valores estadisticos se recurre al flujo probabilidad que los define,

dado que
D OP,(z,t|xo)

J(z,t) = 4.45
(2,1 " (4.45)
y el tiempo promedio de primer arribo puede escribirse en términos del flujo, asi
[ tJx (z0, t)dt
T.(x =0 - - 4.46
(T (o)) + = T (w0 Dyt (4.46)
J+(x0,t) denota el flujo existente por cada frontera, siendo respectivamente lo siguiente
0P, (x,t
Ty (20,t) = — D(gim) ,
x =b
= (4.47)
OP,.(z,t|zg)
J_ t)y=D———"——=
(an ) ox w:aa

los signos son contrarios debido a que se busca que el flujo tenga una direccién preferencial (véase
la figura 16), y se justifica ademés en el hecho de que en la frontera b el flujo decrece y el flujo en
la frontera a no disminuye.

\ // \\
\
di . @----- - @ dA
| ’ | | 4
| ==l = = =
I o -\ @
\ / V\\//
a b
l
I
Xo x

Figura 16: Esquematico del proceso de difusiéon, notese las direcciones de los vectores de superficie;
su direccién resulta importante debido la cuantizacion del flujo por las fronteras a y b

Se pueden escribir las ecuaciones del tiempo promedio en el espacio de Laplace al hacer el limite
donde s — 0, dado que numerador cumple con lo siguiente

/ tJy(zo, t)dt = / et J Lo, tdt (4.48)
0 0
que corresponde con la definicién de la derivada de la transformada de Laplace, es decir
02 f(z0, s
(1 P03 i g, 1), (1.49)

29



y para el denominador se tiene que

/ J(zo,t)dt = Ji (20,5 = 0), (4.50)
0
con esto finalmente se tiene el tiempo promedio de primer arribo condicionado
dJ+ (o, 5)
ds o
(Tr(20))+ = = =0, (4.51)
Ji ($0, O)
de forma que se cumple que
- AP, (z, s|xo)
J =-D —~——~+
—+ <x07 S) 6.T
3 v=b (4.52)
~ OP,(z, s|xo)
J_(xg,8) =D ———=
(%0, 5) ox B

Al sustituir el valor de P.(z,s|zo) en lo que se encontré en la ecuacion (4.52) se obtiene lo
siguiente para el flujo en x = b

- sinh (z¢ — a)a

J = Do 4.53
+(@0,9) @ Ssinh (b—a)a+ r[sinh (xg — a)a + sinh (b — zq)ay) (4.53)
y para el flujo en a se tiene respectivamente lo siguiente
- inh (b —
J_(20,5) = Da? sinh (b — o)a (4.54)

ssinh (b — a)a + r[sinh (zg — a)a + sinh (b — zg)ag]

Ahora bien, al tomar las derivadas respecto a la variable de Laplace y tomar el limite de s — 0 es
posible encontrar el tiempo promedio de salida por ambas fronteras. Desgraciadamente la expresion
no tiene una forma compacta, entonces, para simplificar la notacion se define entonces la funcion
W (a1,as,a3), (véase el apéndice H para mas detalles de la operacion) especificamente

W (a1, az,a3) = — 2+ csch(apal){apas cosh (apas) (4.55)
+ 2senh (apas) — [2 + apaq coth (apay)] senh (apasz)} ’
de forma que los tiempos promedio son
W (xog —a,b— x0,b— a)
T, = 4.56
(Tr(@o))+ 2Da3(1 + csc(zg — a)ag senh (b — zq)ap) (4.56)
W (b— xo,20 —a,b—a)
T, _ = . 4.57
(Tr(@o)) 2Da3(1 + csc(b — zg)ag senh (xg — a)ap) (4.57)
(T(x0))
4
3
2 - (Tr(X0)>+
(Tr(Xo))-
;
0 r
0 1 2 3 4 5

Figura 17: Grafico del tiempo promedio de salida condicional (T'(xo))+ (linea azul) y (T'(zo))—
(linea amarilla) respectivamente. En ambas curvas se establecieron los valores ¢ = 0y b = 3 para
la fronteras y xg = 1 para la posicion inicial junto al valor de D = 1/2.
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Debe recalcarse que los tiempos de salida promedio son funciones dependientes de la tasa de
reinicio r, ademas que ambas funciones divergen si la tasa de reinicio aumenta, (véase la figura 17).
Entonces, si el comportamiento del tiempo de arribo no posee minimos entonces hay que evaluar
de una forma diferente el tiempo promedio de salida.

ExlTr)e+e(Tr)-
5

Figura 18: Comportamiento de la ecuacion (4.69) cuando la funciéon depende de r. En este caso los
parametros son a =0,b=3y D =1/2.

En el limite de » — 0 se tiene el comportamiento del proceso sin reinicio, para encontrar un re-
sultado importante es necesario reescribir el termino senh cg(b — @) como senh (b — zo + g — a)
y desarrollar la suma de angulos, acto seguido se hacen las aproximaciones hasta segundo orden
para el seno y coseno hiperbélico, truncando a tercer orden una vez desarrollados los productos,

de lo que se obtiene que
(b—x0)(b+ x0 — 2a)

(To(z0))+ = 6D ; (4.58)
(o —a)(2b —x0 —a)
(To(w)) - = "5 (4.59)

Para mas detalles de como se llega a estos resultados véase el apéndice 1.

4.5.2. Probabilidad de bifurcacion

La probabilidad de bifurcaciéon describe el proceso de una particula que empieza su proceso
en xgy evoluciona en la caja de dimensiones [a, b] de forma que alcanza la frontera b antes que la
frontera a y viceversas. Ahora, estas probabilidades son representadas por la letra ex (z¢) donde el
signo + representa el proceso de alcanzar la frontera b y el signo — el proceso de alcanzar la frontera
a, justo como se ha trabajo hasta el momento. Es decir, representan procesos de ézito y fallo pero
ahora describen la probabilidad con la que pueden ocurrir. El calculo de estas probabilidades viene
descrito por el flujo existente por cada frontera,

ex(20) = /OOo Ji (20, t)dt = Ji (20,5 = 0). (4.60)

El valor de J. (20, s) se conoce de las ecuaciones (4.53) y (4.54) con el valor de s = 0, de forma
que se obtienen las siguientes expresiones

sinh (zg — a)ag

_ 4.61
e+(20) sinh (2o — a)ag + sinh (b — z¢) g’ o

sinh (b — xp) g

_ . 4.62
e+ (o) sinh (zg — a)ag + sinh (b — xo)ag e
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1.0
0.8 _ t_srt>0
08
0.4
0.2 —_ df<0
]
2 4 6 8 10

Figura 19: Gréafico del las probabilidades de bifurcacion e (zg) (linea verde)y e_(zg) (linea azul)
como funciones de la tasa de reinicio. Los parametros son: a =0, b =5, o =3 yD = 1/2.

Es posible hacer dos aproximaciones adicionales a ambas probabilidades y son r — 0y r — oo,
ambas dando resultados interesantes, por ejemplo, en el primero las probabilidades de bifurcacion
se convierten en

To—a

e+ (20)l 0 = 5 —— (4.63)
b—z

e~ (o), 0 = bfaoa (4.64)

notese que en el caso donde a = 0 la suma de ambas probabilidades es igual a 1, se recupera una
probabilidad binomial para el proceso difusivo. En cambio, en el caso de r muy grande, existe una
fuerte dependencia de condiciones iniciales, por ejemplo si zy > (b+a)/2 se tiene que b—xg < z9—a,
entonces, en la forma exponencial de las probabilidades de bifurcacién se encuentra

b+a e(mo—a)ao 1
+ <ZO = 2 ) oo ~ el@o—a)ao  g(b—z0)ao elb—zo)ao L, (4.65)
1+ ———
e(ﬁo—a)ao
b+a e(b=w0)ao 1
&+ (.’EQ > 2 ) - e(@o—a)ao 4 e(b—zo)ao - e(zo—a)ao =0, (4.66)
T—00 1 + -
e(b*évo)a()
esto tltimo debido a que zg —a > b— . Y en el caso zg < (b+ a)/2 los resultados son contrarios,
es decir ( )
b+a elPo—@)ao 1
+ <x0 < 2 ) oo ~ el@o—a)ao  g(b—z0)o elb—zo)ao 0, (4.67)
1 -
e(ﬁo—a)ao
b+a e(b—z0)ao 1
€4 (370 < 2 ) - e(asofa)ao _|_€(bfzo)a0 - e(zofa)ag =1L (468)
T—>00
14—
e(b—zo)ao

Estos resultados indican que eventualmente la particula alcanzara la frontera b en lugar de la
frontera a si o > (b+ a)/2 y viceversa si g < (b+a)/2. Y al usar el valor de 9 = (b + a)/2 las
probabilidades son €4 = e_ = 1/2 sin importar la tasa de reinicio que se elija, grande o pequena,
en la figura 18 se puede ver mas claramente este comportamiento.

Es posible encontrar la relaciéon entre ambos procesos de arribo (condicional e incondicional),
para ello hay que desarrollar la siguiente suma,

e (To) s +e(To) (4.69)
que gracias a las ecuaciones (4.56), (4.57), (4.59) y (4.59) se encuentra

(T}, = senh? (o — a)ag W1 (zo — a,b— 20,0 — a)
A 2Da} [senh (¢ — a)ag + senh (b — xq) ]
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senh? (b —x0)ag #1(b— xo,20 —a,b—a)

2Doz(2) [senh (zg — a)ap + senh (b — zg) ]

e (T,)_ =

ambas expresiones desarrolladas no se simplifican en nada, al menos por si mismas, sin embargo
juntas si, entonces, al sumar ambas relaciones se llega a lo siguiente

1 —2[senh (zg — a)ag + senh (b — x¢))?]
T T )4+ =
+{Tr)+ e (Tr)s 2Da?  [senh (zo — a)ag + senh (b — zg)ap]?
N 1 2senh (b — xp)ayg)]

2Da3 [senh (zg — a)ag + senh (b — zg)ap)?
que es posible reescribirlo como,

1 senh (b — a)ag
T ATy == _
+(Tr)t + e (Tr) r | senh (xg — a)ap + senh (b — zp) g

que es el tiempo promedio de arribo incondicional, por lo tanto se encuentra la relaciéon

(T (x0)) = €4 (Ty)+ + e (Ty) . (4.70)
5 (Tl — (T (%0))-

4

3

2

— (T (%))
]
1 2 3 4 0

Figura 20: Comparativa del tiempo promedio de arribo incondicional (T} (zg)) (linea verde) con
los tiempos promedio de salida condicional (T,.(z¢))+ (linea naranja) y (T} (zo))— (linea azul) como
funciones de la posicion xg; los pardmetros utilizados son a = 0, b = 4, D = 1/2. Notese que las
funciones se intersectan en (b + a)/2, es decir o = 2.

Cabe resaltar que esta ecuacion es valida para cualquier valor de r. Lo cual significa que el
tiempo promedio de arribo incondicional (de forma aproximada) esta determinado por el tiempo
promedio de salida condicional de cada frontera. Para visualizar como ocurre esto véase la figura 20.
También es posible realizar este analisis mediante pesos de las trayectorias, es decir,la probabilidad
de bifurcacion e, (zq) es el resultado de la suma de todas las trayectorias que comienzan en la
posicién g y salen por la frontera b sin tocar la frontera a. Entonces, con esto, es posible definir
lo siguiente

er(x0) = oy, (w0), (4.71)

donde o, (z9) denota el peso que tiene una sola trayectoria de la posicion o a la posicion b
evitando a la frontera a en el proceso. Por otra parte, el tiempo promedio de salida condicional
(T-(z0))+ también puede ser pesado por las trayectorias definidas anteriormente, dado que es el
mismo proceso en si, entonces

Z ag (l‘o)t i)
(Tr(z0))+ = T (4.72)
> 0p. (20)
donde t,, () es el tiempo que tarda una trayectoria especifica en atravesar la frontera b, siendo
que su posicion inicial es zy. Estos mismos argumentos formulan a la probabilidad de bifurcacion

e (zo) y (Tr(0))+,
e_(zo) = Zapf (x0), (4.73)

B > 0p_(T0)ty_xo

(T)(x0))- = S0 (70) (4.74)
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donde los términos o, (x0) y t,_ (o) representan lo mismo, solo que ahora la trayectoria es una
que empieza en x( y alcanza la frontera a.

Es importante notar que los tiempos promedio de salida pueden ser funciones de r o bien de
xo, esto puede verse en las figuras 17 y 20. Por ejemplo, si g = (b+ a)/2 (el punto medio del
intervalo) ocasiona que ambos tiempos promedio de salida condicional sean iguales, para ello debe
notarse primero que b — xg = 9 — a = (b — a)/2, por lo que la funcion # (a1, a9, as) utilizada en
las ecuaciones (4.56) y (4.57) coinciden en el resultado, de forma que ahora es

b—a b—a b—a b—a b—a
W( D) ;Q,b—a>——2+a0<2)csch<a0 >cosh<ao 5 )

2
b— b—
+ 2senh ag(b — a)csch <a0 a) — 2csch (ao

2
— Qg (b ; a) cosh (aob ; a)csch (aob ; a)

b—a b— b— b—2
W( a72a,b—a):—4+2senha0(b—a)csch(a0 2a):—4+4cosh(ao 5 )

a b—a
>senh<a0 5 )

2

y puede ser ain més simplificada,

b—a b—a 9 b—a
7/( 5 ,2,b—a>—88enh (ao : > (4.75)

y dado que el denominador de las funciones de tiempo promedio de salida es el mismo se encuentra
entonces que

(Tr(x0))+ = (Tr(20))- = 4875611112 Qo (b ; a)- (4.76)

Si se hace la misma sustitucion del valor de xg en la ecuacion (4.70) es posible encontrar el mismo
valor para el tiempo de arribo incondicional

(T (z0)) = gsenh2 Qg (b a), (4.77)
r 4

esto ultimo es muy relevante debido a que de esta manera ambos procesos, condicional e in-
condicional se simplifican al mismo resultado si se elige la posicion adecuada. Nuevamente con
esto se demuestra que el problema es muy sensible a condiciones iniciales, haciendo asi que un
cambio en la posiciéon genere un problema totalmente distinto a resolver. Mas atn, si intere-
sa que la particula sea absorbida por cualquiera de las dos fronteras se tiene directamente que
(Ty(xg = a)) = (Tr(xg = b)) = 0, sin embargo en el caso de salida condicional se tiene que
(Ty(xo — a))4+ # 0, esto no intuitivo de primera mano. Esto ocurre debido a que el proceso
denotado por (T.(x — a)); condiciona a la particula a sobrevivir a la frontera a incluso si ha
empezado muy cerca de ella. Claramente existen trayectorias que tienen este comportamiento y
ademas cumplen el cruzar la otra frontera, contribuyendo asi a (T).(x¢))+ dependiendo del proceso
que se este analizando, dado que también se cumple en el caso de (T.(z¢g — b))— # 0. Esto significa
que los limites son simétricos, entonces ambos procesos deben seguir el mismo comportamiento si
la posicioén inicial se aproxima a la frontera por la cual no esta condicionada a salir; esto es posible
demostrarlo, para ello se reescribe la funcion (T,.(xg — a))4 de la siguiente manera,

senh ag(zg — a) W (xo —a,b— x9,b—a)
2r senh ag(zg — a) + sinh a(b — xp)

(Tr(xog — a)) =

ahora bien, se toma un primer limite, donde ag(zg — @) es pequetio, esto modifica a la funcion #
como

1
W (g —a,b—x0,b—a) =—24+ ——  [ap(b — ) cosh ag (b — xg) + 2senh ap (b — a)
ap(zo —a)

—2senh ag(b — z¢) — senh ap (b — )]
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y al aplicar el mismo limite al denominador de la funcion (T.(z — a))+ se obtiene
2r[ag(zg — a) + senh ag(b — x0)]

con esto se procede a unir resultados,

ap(xo — a) {2 N ag(b — xg) cosh ag(b — o) + 2senh ag(b — a) — 3senh ap (b — xo)}

2r ag(xg —a
(T (x — a))s = oto )

ap(zo — a) + senh ap (b — x¢)
ahora se aplica el limite de zg — a, con lo que el resultado se simplifica enormemente en

ag(b—a)coth ap(b—a) —1

(To(x - a))y = .

(4.78)

También se puede obtener el mismo resultado en el caso donde xy — b en la funcion (T, (zg — b)) —
al realizar los mismos pasos que en el caso de o — a. Esto puede verse claramente en la figura 20,
ambas funciones tienden al mismo valor cuando se acercan al valor de sus fronteras por las que no
pueden cruzar.

d(Tr (xQ)s (Tr(Xo))+
dxqg o
— r=0.01 — =00
5 — r=05 s — =05
r=3 4 r=3

T 05 40— 2.0 25 3.0 /
— 2
4
-5
X

0.5 1.0 15 20 25 3.0

0

(a) (b)

Figura 21: a)Comportamiento de la funcion % (xg,r) respecto a la posicion zg (con a =0, b =3
y D = 1/2) para tres valores diferentes de la tasa de reinicio, r = 0.01 (linea azul), » = 0.5 (linea
verde) y r = 3 (linea amarilla). b) Grafica del tiempo promedio de salida condicional para los
mismos valores de r establecidos en el inciso a). Notese que el valor alto de la tasa de reinicio r
hace que la curva se asemeje mas al tiempo promedio de salida incondicional (T;.(z0)).

Al visualizar con méas detenimiento la figura 20 es posible detectar que las funciones (T} (z¢))+
son funciones no mondtonas respecto a la posicion xy. Entonces, para entender como funciona la
razén de cambio se recurre a la pendiente de la funcion,

d{T, To))+
P30, r) = BIr(Zo))x (4.79)
dr
Se busca analizar a la funcion & (xg,r) como funcién de xg y r como un paradmetro variable.
Dado que la funcién en su forma explicita no tiene una forma simplificada se recurre a métodos
graficos para demostrar como la tasa de reinicio r cambia la tendencia de la pendiente de positivo
a negativo. Esto ultimo puede verse en la figura 21a; mientras el valor de r es pequeno la razéon
de cambio respecto a x( siempre es negativa, por lo que mientras més se acerque a la frontera b
el proceso termina con mayor facilidad. Al derivar la ecuacion (?7?) respecto a xg se encuentra la
relacion que denota este comportamiento,
a— )
@xor—>02(7. 4.80
(0, 0) = 2 (4.50)

En cambio, mientas el valor de la tasa de reinicio aumenta se generan cambios en la tendencia

de la pendiente, haciendo que esta pase de positiva a negativa. Esto genera que existan dominios
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donde el proceso se alarga (¢ < z < (b+ a)/2) o bien se acorta ((b+ a)/2 < = < b), para
visualizar esto basta con revisar el comportamiento del tiempo promedio de salida condicional
para diferentes valores de r,esto ultimo se presenta en la figura 21b. Notese que el valor maximo
del tiempo promedio arribo condicional se alcanza en el punto medio del domino zy = (b + a)/2
(esto se cumple Gnicamente si la tasa de reinicio r es grande), la razon de este comportamiento
se debe a que si se encuentra en el punto medio la particula tiene probabilidad de moverse a la
izquierda tanto a la derecha, pero las trayectorias que se desarrollan en el dominio a < z < (a+b)/2
estan condicionadas a no tocar la frontera a por lo que el tiempo promedio de salida condicional
se extiende buscando la frontera b.

4.5.3. Optimizacion de las probabilidades de éxito y fallo

Como se ha podido ver a lo largo de los capitulos es posible optimizar los procesos de primer
arribo y los procesos de salida condicional no son la excepciéon. Para ello es necesario definir las
funciones T," y T, como los tiempos de salida promedio condicional (por la frontera b y la frontera
a, respectivamente) junto a al funcion Ty que representa el tiempo de salida incondicional en
ausencia de reinicio. También se define la funcion densidad por fr,(t) = —W con Qo(zo,t)
como la probabilidad de supervivencia en ausencia de reinicio definida con anterioridad. Al usar
esta ultima definicién es posible encontrar su transformada de Laplace con una nueva variable de
Laplace A,

To(N) = / e M fr,dt
0

que es equivalente a

- 25°%° k@ (n)p(ag)eFnt
To(A) = —=2=1 4.81
o) i (as1)
donde k,, = n?72D /(b — a)?. Ahora, si se desea hacer el calculo de las densidades de tiempo en el

espacio de Laplace basta con seguir el mismo procedimiento marcado arriba

T = [ ), (452)

es posible relacionar los procesos de salida condicional e incondicional al hacer unas cuantas mo-
dificaciones a la probabilidad de bifurcacién, primero se recuerda que, por definicién

e+(x0):/0 T (w0, )t = J. (20,5 — 0)

y a su vez que el flujo en el espacio de Laplace es

~ OP,(z, s|x
J(xg,8) = =D %

z=b
que es posible reescribir gracias a que se conoce la forma explicita de P(x, s|xg), para ello note que

P(m slxg) = po(ac,s +7lz0)
7 1—TQ7-(370,8+7")

entonces, como la derivada es tnicamente respecto a = es posible llegar a que

- 1

J(wo,5) = aﬁo(sc, s+ r|xo)
0 1—7‘@0(91@0,8—1-7“)

or

-D

] (4.83)
T=b

ademaés, si s — 0 se tiene una expresion alterna del flujo y de la probabilidad de bifurcacion

N 1 dP,
4 (w0) = Jy (20,0) = —— _p 2olr.rlro)l (4.84)
1—rQo(xo,7) oz b
Ahora, la transformada de Laplace del tiempo promedio de salida del proceso incondicional es
- o0 t
To(r) = / et {aQO(IO’ )] dt, (4.85)
0 ot
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esta ultima integral puede expresarse en términos de Qo(xo, s), solo es necesario integrar por partes
ademas de recordar la condicion inicial; Qo(xzo,0) =1,

To(r) =1 —rQo(xo, s). (4.86)

Siguiendo la misma linea para el flujo por la frontera b en ausencia de reinicio se encuentra

j_?_(xo,r):/ e " JY (2o, t)dt, (4.87)
0

es posible escribir esta ecuacién en funcién de las densidades temporales de los procesos condicio-
nales con el siguiente cambio,

fr (1) = _9Qo(xo,t) _ [, 0?Qo(0.t)

En D2 (4.88)

esto ultimo gracias a la ecuaciéon de difusiéon. Después se recurre a la definicién antes establecida

de la probabilidad de supervivencia Qo (zo,t) = f; Py(x,t,z9)dx, entonces después de anular una
derivada se relacionan las funciones de densidad temporal fTOi (t) con los flujos de probabilidad de

cada frontera. Cambiando asi la ecuacion (4.87) en

- oo OPy(z,t|xo) OPy(x, r|o)
0 — rt | _p 220\ PR0) = |—p 220 120/
J+ ($07 T) /0 ‘ l: Ox r=b “ Oz

1 , (4.89)
x=b

con lo que se comprueba entonces que el tiempo de salida condicional en el espacio de Laplace es
equivalente al flujo en el mismo espacio

) h . oR
T )= [ e gt = Bar) = [D DRz rlzn)

1 : (4.90)
xr=b

Al sustituir los resultados de las ecuaciones (4.86) y (4.90) en la ecuacion (4.84) se encuentra
finalmente

e+ (o) = — ) (4.91)
esto es igual de valido para la probabilidad de bifurcacion e_(xg).

Con lo desarrollado hasta el momento se ha podido ver que las probabilidades de bifurcacion
son bastante relevantes para el analisis del proceso de salida condicional, por lo que son funciones
que a primera vista permitiran optimizar los procesos de salida, esto ultimo es posible y para
demostrarlo se hace uso de la ecuacion de renovacion, pero ahora para el flujo J; (o, ),

Ji(wo,t) = e "I (20, t) + 'r/ e "TJT (xo, T)Qr (20, t — T)dT. (4.92)
0

Los términos en esta ecuacién siguen la misma directriz que en el caso de la probabilidad de
supervivencia. como es usual se aplica la transformada de Laplace para desarrollar mas contenido
de esta ecuacion, R R R R

J + (w0, 8) = Ji (x0,5 +71) + rJS (w0, s +1)Q;F (w0, 5)

J + (z0,8) = Ji (w0, 5 + 7)1+ 7Q; (0, 5)] (4.93)
que en términos de la probabilidad de supervivencia sin reinicio es
- - 1 —rQo(x0,5 4 1) + 7Qo(x0,5 +7)

Ji(zg,s) = JO (xo, s+ 7 = =
+(#0,8) = Jy (o ) 1 —7Qo(zo, s+ 1)

Jo ) j?_(xo,err)
Z0,8) = =
o 1 —7rQo(zo,s+ 1)

(4.94)
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esto altimo gracias a la ecuacion (4.10). Para proseguir debe notar que el tiempo promedio de
salida condicional se puede escribir como

dJ . (x0, 5)
0s o o -

T.(x = — 520 = — — InJy(xo,s 4.95
(T (0))+ Tozos 5 0) 55 1+ (@0 )HO (4.95)

entonces, al sustituir al forma del flujo .J, (20, s) en la ecuacion anterior se obtiene

0. = 0 ~

(Tr(20))+ = — | 5= In J (w0, 5) + | =—In(1 —rQ(xo, 7+ s)) . (4.96)

s s—0 s s—0

El ultimo término a al derecha resulta interesante, dado que se puede relacionar cambiar la funcion
de derivacion, pero primero debe desarrollarse la derivada del logaritmo,

% In(1-— TQO(JUO, s+r))

r 0 ~
= — — _— s +
s—0 1- TQO(I'(J? s+ T) s QO(J:O ’ T)

S—

el ultimo término puede escribirse como la transformada de Laplace de la funcion te™"*Qq(x,t), lo
que implica necesariamente que

on(I(), S + T)

T A _
/0 e tQQ (l‘o, t)dt d(s n 7‘)

pero al aplicar el limite se obtiene finalmente que

— ! dQo(wo.r). (4.97)

o 1=1Qo(zg,r)  dr

Este resultado cobrara més importancia en unos momentos.

% In(1- rQo(xO, s+7))

Ahora, usando las relaciones existentes entre el flujo y el tiempo promedio de salida condicional
en el espacio de Laplace, T (s) = J? (2o, s), que también cumple con Ty (s) = JO (20,5 + 7)|s—0
se tiene que la derivada debe ser

JY (wg, 5+ 1)

d ~
B = %TOJF(T). (4.98)

s—0

y gracias a la ecuacion (4.86) se puede calcular la derivada de la funciéon Tfﬂ

dTO - ~ d@o(l’o,?‘)
g = Tl =g

Al sustituir este resultado en la ecuacion (4.97) se tiene que

2lIl(].77‘(20((]’]0,8+7”')) = Ti [Qo(l‘o,?”)‘i’dqﬂo
0

- (4.99)

dr

s—0

De esta manera se tiene todo lo necesario para relacionar el tiempo promedio de arribo condicional
con los tiempos de salida promedio junto a la probabilidad de supervivencia

(Tr(z0))+ = _d% In T (r) + Tol(r) l@o(mom) + 6@7@]
(Tr(@o))+ = _d% In T (;r) + Tol(r) l@o(:ﬂow) + djsr(r)

2o (z0,T I+ (r
(Ty(20))4 = QO(TS’) AW 7;%(())
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Qo(l‘o,’f‘) _ d 1 TJ(T‘)

Gl = 1= 5 o)~ @ M Fom

(4.100)

donde es necesario recordar que (T}(zo)) = Q,(x0,0) = Qo(xo,7)/(1 — rQo(z0,7)) ¥ que €, (20) =
T5(r)/To(r)es decir la ecuacion (4.27) y la ecuacion (4.91) respectivamente, esto para simplificar
la ecuacion en . p
(T (o)) = (T (20)) — o5 e o) (4.101)
La ecuacion anterior es muy importante, dado que se visualiza de primera mano como es que
el reinicio afecta al tiempo promedio de salida condicional (por cualquier frontera). Por ejemplo si
dey(zo)/dr > 0 implicaria directamente que (T, (z¢))+ < (T)-(zo)) lo cual significa que es posible
minimizar el tiempo promedio de salida por la frontera b al escoger un valor adecuado para la tasa
de reinicio. Por otra parte, puede verse claramente que en el caso de la probabilidad de bifurcacion
e_(xp) la cosa cambia dado que de(xg)/dr < 0 entonces se tiene que (T;.(zo))— > (T (x0)) >. Esto
significa que que el tiempo promedio de salida por la frontera a en general es mas grande, por lo
que la probabilidad de que la particula sea absorbida por la frontera es menor, y al modificar el
valor de reinicio para alargar este proceso se aumenta la probabilidad de que sea absorbida por la
otra frontera.

Con esto se puede ver que la selecciéon apropiada de pardametros para los procesos de arribo
condiciona e incondicional pueden reducirse al regular la tasa de reinicio del proceso para asi
optimizar el mismo. Queda claro que al ser un proceso estocéstico se tiene la probabilidad de que
hayan comportamientos que no puedan ser descritos en su totalidad con analisis aqui presentado,
dado que siempre existen eventualidades que no se captaron desde un primer momento.

5. Conclusiones

El proceso de difusiéon con reinicio tiene un amplio espectro de aplicaciones, aunque su estudio
es complicado, en el presente trabajo se plantean las bases de la difusiéon y difusién con reinicio
que permiten una mejor introducciéon al desarrollo al mismo.

La principal dificultad de la difusiéon con reinicio recae darle un tratamiento probabilistico
adecuado, ademas de encontrar las limitantes que este modelo posee. Ya que el tratamiento en
presencia de un blanco absorbente (el tema a seguir en la segunda parte de este trabajo) tiene
soluciones tnicamente aproximadas cuando zg # X, en caso contrario las soluciones y modelados
posteriores se simplifican, a costo de perder un poco de generalidad en el proceso, sin embargo
sigue siendo una buena aproximacién.

Ahora bien, el reinicio puede derivar en tres cosas, alargar el proceso, dejarlo inalterado u
optimizarlo. El como puede usarse el reinicio para que ocurra cualquiera de estos tres escenarios
varia segin de acuerdo a las caracteristicas del sistema donde ocurre la difusiéon. Esto no solo
por el dominio D de las posiciones a las que puede acceder la particula si no por las condiciones
de frontera que presente el problema. Dado que gracias a ellas cambia la forma de interpretar el
problema y por ende considerar asi nuevos parametros que describan al problema, justo como se
hace con la longitud del sistema (secciéon 2.5) o bien la posicion de las fronteras (seccion 3 y 4).
Sin mencionar que esas no son todas las formas de cambiar la estructura del problema, también
pueden existir blancos absorbentes (o no absorbentes) distribuidos por el dominio que fluctian en
el tiempo, generando asi escenarios mas generales.

El presente trabajo muestra una forma en la que se pueden entender los procesos de busqueda
bajo reinicio, y aunque no se introdujo el formalismo de los procesos bioldgicos al menos se tiene
una idea de lo complejo que llega a ser la descripcion de los mismos. Ademas de servir como
una herramienta introductoria para entenderlos y por ende mejorar la percepcion de la fisica y
matematica que rodea a los sistemas bioldgicos.

A. Desarrollo de la ecuacion (2.10) a la ecuacion (2.11)

Ya en el continuo se requiere que Ax y At sean tan pequenios que tiendan a cero, hacer un
desarrollo en serie para ambos lados de la ecuacion (2.10) dara un resultado aproximado, es decir,
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para el lado izquierdo se tiene lo siguiente

op(a.t) | AP Ppla,t)

p(z,t+ At) =~ p(x,t) + At 5t TR e (A1)
y para el lado derecho se tiene que
2 92
p(x + Az, t) =~ p(z,t) + Awap(x’t> + Aa” I7p(a, 1) (A.2)

Ox o2l a2

Al sustituir la ecuacion (A.1) hasta orden lineal y la (A.2) hasta el orden cuadratico en la ecuacion
(2.10) da como resultado lo siguiente:

8p<aﬁ’t) = (a+0) |p(x,t)+ Ajagg’t)] +(a—b) {Mapg;,ﬂ : (A.3)

p(z,t) + At

Se recuerda la condicion establecida anteriormente, es decir, 1 = a + b,

op(x,t)  Ax? §%p(x,t) op(z,t)
T e L
op(z,t)  Az? 0?p(x,t)  Az(a—b) dp(z,t)
ot oAt 022 At oz (A-4)

se definen las siguientes funciones, resultado de un tratamiento estadistico no trivial, (apéndice B),

. Ax?
D= lm Sxp (A.5)
At—0
Ax
=— 1 —b)— A.
Y A;:IE()((I b) At’ (A.6)

At—0

dando como resultado en la ecuacion (2.11)

op(x,t) _ [ 0%p(x,t)  Op(x,t)

ot o2 Ox

B. Justificacion de la constante de difusion

Para la ecuacion se difusion se recurre a la descripcion de un camino al azar, para eso se definen
las probabilidades de desplazamiento de una particula,

p=Prob(X(n+1)=z+1X(n) =1

q=Prob(X(n+1)=z—-1X(n) =1x)

donde las variables q y p son las probabilidades de que una particula se encuentre en una posiciéon
x4+ 1 o bien x — 1 en el paso n, gracias a esto se puede notar que la probabilidad tiene una
distribucién binomial, con lo que se define el elemento v que describe las combinaciones posibles
que existen para expresar el estado de la particula, en concreto,

n T n—x
o= (7 Yoo @)
2

n+x

Ahora bien, es prudente calcular el valor esperado y la varianza de este camino al azar, para esto
se utiliza la definicion,

E(X)= inp[x =z, (B.2)

se puede llegar a dicha definiciéon mediante un cambio de variable,

n

n 1/2(n+z) 1/2(n—z)
2 x(é (n+ :c))p T (B:3)

r=—n
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haciendo x = 2k — n se obtiene que

n

Z 2k —n ( ) FgnF = B(X,). (B.4)

=0

Para proceder se desarrolla el binomial dentro de las sumas, para el primer termino de la derecha
se recurre a la definicién del coeficiente binomial,

n nin-—1
(0)-5 () ®9
ademaés de la siguiente afirmacion,

S A

de igual manera se hace uso de la definicién del binomio de Newton para el segundo termino a la

derecha,
" /n
b)" = rpnTe. B.
@ =3 (Mo (B.7)

=0

El usar las afirmaciones anteriores ayuda a escribir la ecuacion (B.4) de la manera siguiente,
-1 k n—k n
=2 Z k- Prq n(p+q)
nz <” - 1> kon—k _

debe recordarse que al tratarse de una probabilidad con distribuciéon binomial se tiene estrictamente
que p+ ¢ = 1, de ahi porque en la segunda igualdad de la ecuacion (B.8). Para continuar, se pide
que m = k — 1, lo que permite escribir lo siguiente,

n
n—1\ 4
> (521 )ta

k=1

n—1
n—1 m n m
:Z< >p 1)
m=0

(B.8)

(B.9)
! n—1 (TL 1)
—r2
=p(p+Q)" '=p,
de esta manera se concluye entonces que, el valor esperado es,
E(X,)=n(2p—1)=n(p—q). (B.10)
Continuando con la varianza, la definicién es,

Var(X) =Y (z— E(x))’P(X = x;), (B.11)

nuevamente, se puede llegar a la definicion mediante el mismo cambio de variable aplicado en la
ecuacion (B.1),




asi

Var(X,) =Y (2k —n — E(X,))? (Z) " h. (B.12)

k=0
Primero, se usa el valor encontrado para E(X,,), esto se puede hacer dado que es independiente
de k,

Var(X,) = i(Qk + 2np)? <Z> PP r, (B.13)

k=0

se desarrolla la potencia que se encuentra dentro de la suma,

Var(X 421&() kgnk
—8ank< ) kgn=k (B.14)
+ 4p°n? Z( ) gk,

Para continuar se hace uso de los resultados notables utilizados para el desarrollo del valor esperado,

es decir,
n

> k<k>pkq" " =np
k=0
esto para el segundo termino a la derecha de la igualdad en la ecuacion (B.14),

.

para el tercer termino al lado derecho de la igualdad, ahora bien, para el primer termino se aplica
la misma idea que se utilizo en el la ecuacion (B.8) es decir,

Zk2<z> ka(n >pq " (B.15)
k=0

y haciendo el cambio de variable a k — 1 = m a la ecuaciéon (B.15) es posible escribir lo siguiente,

n—1
n—1 e
Z (m+1) ( . )pm“q(" 2
=0
- 1
—nplz " ) mgn=H= (B.16)

n—1

n—1 m _(n—1)—m
+> (m>pq( 2 ]
m=0

para el primer termino a la derecha se vuelve a aplicar la misma idea que en la ecuacion (B.8),
en cuanto al segundo termino puede verse claramente que es una forma de escribir el binomio de
Newton,

n—1 n—1
Z m( >pm + q(n—l)—m
m

m=0 (B.17)

n—1

n—1 -2
_ Z m ( 1>pm + q(n—l)—m7

entonces, proponiendo que [ = m — 1 se consigue el siguiente cambio a la ecuacion (B.17),

n—2

n—2 _9)_
Z(nl)( l )pl+1+q(n 2)—1

=0 (B.18)

- i( 2)utgn-a
=0
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de donde es claro que,
n—2
n—2 n—2)— e
Z( ; >plq( D= (p+g" =1, (B.19)
1=0
Con todo esto entonces se puede escribir la ecuacion (B.14) como,

Var(X,) =4np[(n — 1)p + 1]
— 8(pn)? + 4p°n®,

y finalmente,
Var(X,) = 4npq. (B.20)

Para continuar con el tratamiento estadistico, se define ahora que, para el tiempo t se tenga la
siguiente relacion,
t
t=nAt = n=— B.21
Af (B.21)

convirtiendo asf la ecuaciones del valor esperado y la varianza a

t
E(X,) = —(p—
(Xn) At(p q) (.22

t
Var(X,) = 4qu—t.

Sin embargo, las ecuaciones en (B.22) es necesario escalar por el factor adecuado que presentan
en sus variables, anteriormente se consideraba un segmento de longitud unitaria donde la distribu-
cion de probabilidad estaba definida, por lo tanto se puede considerar un factor de escala Az tal
que, ahora las dependencias son,

t
E(X(®)) = (p — ) Ar 4, (B.23)
Var(X(t)) = 4pq(Ax)2Ait. (B.24)
Es 1til definir la siguiente constante,
(Az)?
A 2D, (B.25)

D es una constante estrictamente positiva. Ahora, los factores de Az y At deben ser muy pequenos
que estos tiendan a cero, pero no de forma arbitraria, esto con la finalidad de que la varianza sea
finita y no nula.

Para proceder se recurre a la manipulacion de los elementos Ax y At, por lo que es razonable
que p y ¢ varien respecto a Az, pero de manera que el producto de p ¢ no sea nulo, es necesario
dado que, de lo contrario, la consecuencia es que la particula se mueva solo es una direccién de
forma indefinida, dicha manipulacién es necesario para ligar la varianza al cambio de Ax mientras
este se aproxima a cero. Se busca que, de igual manera el valor esperado no diverja mientras sucede
la misma aproximacion, para esto, en el caso de la maxima probabilidad, es decir p = ¢ = 1/2, es
necesario asumir que,

_ cAx
p q - D )
y al usar la condicién de g se puede escribir entonces,
cAzx
p—(1—-p) = o
1 eAx (B.26)
P32t
y de igual manera que,
1 cAx
== - — B.2
1=5~ 55 (B.27)
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la seleccién de los pardametros se vuelve una necesidad, D recibe el nombre de constante de difusion,
mientras que c es el coeficiente de arrastre, esto sera claro en unos momentos maés.

Al considerar que Az y At se aproximan a cero es posible definir la nueva funcién de probabi-
lidad,

Un i = Prob(X (nAt) = kAx)

=f(nAt, kAx) (B-28)

que es la probabilidad de los desplazamientos de la particula al haber cada vez mas puntos, es
decir cuando se pasa a un continuo de puntos.

Entonces se recuerda que, el recorrido al azar de una particula se puede definir por una funcién
de distribucion de probabilidad binomial, dicha funcién cumple con lo siguiente,

Vk,n+l = QUk+1,n + PVk—1,n, (B29)

los parametros k y n al multiplicarse por Az y At donde estos ultimos pueden establecerse tan
pequenos como se desee, entonces, se establece un continuo en la ecuacion y de acuerdo a la ecuacion
(B.28) se puede escribir entonces,

VkAz,(n+1)A = qU(k+1)A,nA T PU(k—1)AnA,
y al utilizar, kAx = x y nAt = ¢, el cambio en la ecuacion es,
Vg t+At = QU+ Azt + PUz—Ax,t,
y cambiando notacion se tiene finalmente,
Vg t+At = QUat Azt + PUs— Azt —

f(z,t+ At) = qf (x 4+ Az, t) 4+ pf(z — Az, t). (B.30)

C. Solucién a la ecuacion (2.27)

Con lo desarrollado en la seccion 2.3, se llego a la ecuacion (2.32),

1 o0 . .
p(x,t) _ % / ﬁoe(zwu—Dwz)te—zwwdw (Cl)

— 00

que es el resultado de aplicar la transformada inversa de fourier a la ecuacion (2.31).
Ahora bien, para obtener la soluciéon que se escribe en (2.33),

p —(r—V 2
p(z,t) = \/ﬁe (wmvty/apt (C.2)

la integral escrita en la ecuacion (C.1) se soluciona en el campo complejo, el por que de esto se
muestra enseguida.

Como primer paso para la solucionar la integral, se reescribe la exponencial en la ecuacion
(1),

e(iwuwaQ)tefiwz _ ef(iw(rfl/t)JerQt) (C-?))

se completa el cuadrado del argumento de la exponencial del lado derecho de la ecuacion (C.3)

— (iw(z — vt) + Dw?t)
=Dt (w2 + %(x - ut))
=Dt {w2 + %Wt(x — i)
] - [l
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entonces,

— liw(z — vt) — Dw?t] = —Dt [w + Z(gl_)twf)} + Dt [(“zl—):ﬂ (C.4)

Se usa el resultado de la ecuacion (C.4) en la ecuacion (C.1), se encuentra,

t © i(x—vt
pla,t) = gfr RS ol / e~ Dilt 55T g,

o en su defecto,

x—vt 2 e i(x—vt
o« B [
Ahora, definiendo el cambio de variable
i(x —vt)
- C.6
FEwE o (C.6)

con esto, la ecuacion (C.5) se escribe de la forma siguiente,

1(1 ,t)

z—vt)? oo+
p(z,t) = %3*7( e / e Dt gy (C.7)

T oo+ Ha=rt)

Para resolver esta integral se tiene que usar un ttil teorema del calculo de variable compleja: el
teorema de Cauchy. Este establece que la integral de linea de alguna funcién de variable compleja
f(z) sobre una trayectoria cerrada C se anula si f(z) es una funcion analitica de z = = + iy (es
decir satisface las relaciones de Cauchy Riemann),

fc f() =

Es necesario encontrar una trayectoria de integracién apropiada para evaluar la integral. Al
considerar los limites de la integral en la ecuacion (C.6),

im{z]

Re[z]

Figura 22: Trayectoria de integraciéon del campo complejo.

z1=a+ 17@ — vt)

2Dt (C.8)
zo=b+ ZM

2Dt

donde, a y b pueden hacerse tender a —oo y oo, respectivamente, representandolos en un plano
complejo como el de la figura (ntimero de figura aqui). El contorno cerrado mas simple que conecta
z1 con zy esta formado por las lineas {Cy, Ca, C3,Cy },

al aplicar el teorema de Cauchy se tendria que,

% f(z)dz = f(z)dz + f(z)dz
C Cy Cs (Cg)
fR)dz+ | f(z)dz =
C3 C4
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donde se utilizara a,
fz) =P
Ahora bien, ese que, al hacer las parametrizaciones de los tramos Cs y C4 son,
ya2(z) = b+iazx, z € [1,0]
ya(z) = a+iax, z € 0,1]

P e %)
aqui a = 55,

0
[ erFa = [Ce @y @i
Coy 1

1
R e e ME I
Cy 0

/ e_DtZ2dz:—/ e P gz, (C.10)
CQ C4

f(z)dz +/ f(z)dz=0 (C.11)

Cs

por ende se puede ver que

asi, se llega a que,

Cy
a la par dichas integrales son,

f(z)dz:/ e Dy
Cy

f(z)dz:/ e Py
Cs b

ademas que, a — —oo0 y b — oo, por lo tanto

/ eithdz:/ e D gy (C.12)

—00 2Z1

con esto la ecuacion (C.1) se escribe como,

™

x—vt 2 o0
p(x,t) = g—oe_( o / e~ Dt g (C.13)

para solucionar la integral se denota por I a la integral de la ecuacion (C.13),

I= / P dz. (C.14)

Para evaluar a (C.14) se eleva al cuadrado la integral I,

I’ = </ eDtZde> (/ eDtyZdy)
_ /OO /OO eth(Z2+y2 dzdy

se hace el cambio a coordenadas polares

2m 00
I’ = / / e~ P rdrdo. (C.16)
o Jo

(C.15)

Con el cambio de variable u = —Dtr? en (C.16) se llega a,
2 [T T T
2Dt /0 <M= "Dotly T D (C.17)

al obtener la raiz cuadrada de I se llega a,

I
I=4/—. C.18
Dt ( )
Con lo que finalmente se encuentra la solucion a la ecuacion de difusion con arrastre (C.1),
z—vt)?
pla,t) = L2 e~ abi (C.19)

var Dt
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D. Descripcion de la funcion f(§)

f(&) es la funcion de distribucion gaussiana, especificamente tiene la siguiente forma

1 2
_ —£2/(4Dt) D.1
= e . .
f(&) D (D.1)
que es la solucion a la ecuaciéon de difusion sin arrastre.
Entonces, al desarrollar los términos de € en la funcion p(xz —&(dt)'/?) y al integrar se encuentra,
que

e n/2 an
| des©pte - etan'?) Z [ e S ain 2
n/2 n
_ Z (dt) ) 8 / def(e

n=0

(D.2)

y esto es la definicién de promedio para una variable aleatoria/ variable estocéstica X
(X™) :/ f(X)X™dX
con la propiedad de que sin =0
[ee]
<X0>:/ f(X)dX =1
— 0o

que es la propiedad de cualquier distribucién de probabilidad.
De esta forma se llega a los resultados presentados en la seccion (3.2)

E. Determinacién de las constantes ag, a, y b,

A través de la solucion analitica de la ecuacion de difusion se encuentran tnicamente los co-
eficientes a,, o bien b, como se demostré con anterioridad, sin embargo, la forma especifica que
tienen los coeficientes de Fourier se demuestran mediante el siguiente procedimiento:

Para ag, se utilizar la definicién de serie de fourier de una funcién,

f(x) =ag+ ; [ancos$ + bnsen?} (E.1)

ahora, se integra la ecuacion en el periodo de la funcion, en este caso de (—L, L), asi

L L o0 L L
nme nme
[L flx)dx = [L aogdr + nEZI [L ancosTdac + [L b”senLdm]

/_LL f(x)d = agx2L + i L {ansen(mm/[/) — bncos(mm/[/)} ’

nmw nmw I

(E.2)

n=1

Las integrales del seno y coseno son cero dado que se integra en un periodo completo, por ende se
tiene que, aq es igual a
1 /L
— / f(z)dz. (E.3)
LJ L

Para a,, se multiplica la definicién de serie de fourier por la funcion cos(mnz/L) y se integra a

continuacién
L
d:v = / aocos
L

/f )cos >

nwTr — mnT L mmx nwr
ancos cos dr + b, cos sen——dzx
L _L L L

dx+z

(E.4)
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utilizando la propiedades de ortogonalidad de las funciones trigonométricas es decir,

L _JO m#n
LL sen(mmzx/L)sen(nrx/L)dr = {L men (E.5)
L 0 m#n
/_L cos(mmx/L)cos(nmx/L)dx = {L e (E.6)
/L sen(mmzx/L)cos(nmx/L)dr =0 VYm,n =1,2,3, ... (E.7)
-L

al usar estas propiedades se obtiene que el valor de la primer y tercera integral a la derecha de la
igualdad, ambas son cero, en el caso de la segunda, si m = n se obtiene que la suma se reduce a
un solo término (por ortogonalidad), es decir n, por lo tanto

/L f(m)cosmﬁxd
-L
L m
= %[L f(x)cos

Para b,, se sigue un procedimiento analogo al caso de a,,, solo que ahora la funcion es sen(mnax /L)

L L
/ f(z sen Ly = /Laosen dz+z / a,,CO8 zxgenmzxdx+/ bnsenmzxsen?dﬂf
(E.9)

L
al usar los resultados anteriores, es decir la integral sobre un periodo completo y ortogonalidad de
funciones, se puede cancelar directamente la primer y segunda integral a la derecha de la igualdad
y, al establecer que m = n la tercer integral se reduce al a un solo término, esto es

L
/ f(x)senmm:dx =
-L
L
= %[L f(a:)senm

Con esto es posible determinar los coeficientes de la serie de Fourier de una funcién. Notese que
f(z) corresponde a la funcién de condicién inicial del problema.

T = a,L

(E.8)

b, L

(E.10)

F. Demostracion de la ecuacion 4.17

Primero se parte de la ecuacion (4.4), al aplicar las condiciones de frontera se tiene lo siguiente
Q. (a,s) = 0 = Acosh(aa) + Bsenh(aa) + C (F.1)
Q. (b,s) = 0 = Acosh(ba) + Bsenh(ab) + C (F.2)

donde C = [1 + rQ,(xo,s)]/(r + s). Con esto se obtiene un sistema de ecuaciones para A y B,
entonces, al sustituir (F,1) en (F.2) se encuentra el valor de B,

_,cosh(ab) — cosh(aa)
B=c¢ senh(a(b — a)) (F3)

con lo cual es posible encontrar el valor de A,

- C B cosh(ab) — cosh(aa) senh(aa)
A= ohea) O senh(alb—a)  cosh(aa) (F.4)

que es posible simplificar gracias a las identidades trigonométricas en

= Csenh(aa) — senh(ab)

senha(b — a) (F-5)
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de esa manera se tiene una expresion totalmente explicita para Q. (z, s),

~ senh(aa) — senh(ab)

Qr(z,s)=C cosh(ab) — cosh(ab)

senh(a(b— a))

cosh(azx)+C

senha(b — a) senh(az) +C  (F.6)

sin embargo es posible reducir ain mas esta expresion al utilizar la identidad trigonométrica si-
guiente
senh(a(a — x)) + senh(a(a + x))

senh(aa)cosh(ax) = 5 (F.7)
que deriva en lo siguiente para la ecuacion (F.6)
~ _senh(a(a — ) + senha(a — x)) — senh(a(b — a)) — senh(a(b+ 1))
@rlw,s) =C 2senh(a(b — a)) P8
Osenh(a(z — b)) + senha(x + b) — senh(a(x — a)) — senh(a(a + x)) o (F-8)
+ 2senh(a(b — a)) +
y que finalmente se simplifica en
~ 1+ rQ,(xo,5) [ senh(a(b—x)) + senh(a(x — a))
@r(,s) = s+r [_ senh(a(b — a)) + 1} (F-9)

entonces si 2y = x se puede encontrar una forma explicita de Q,(zo, s),

~ 14 rQ.(z0,5) [ senha(b— x) + senho(z — a)
r 5 = - 1
@0, 5) s+ senha(b — a) *
y si se define que g, (o, s) = (senh(a(b — x)) + senh(a(z — a)))/senh(a(b — a)), es posible hacer
la siguiente algebra

(54 7)o, 8) = 80D g (4 ) 1)

Qr(x(% 5)(8 +r+ Tgr(xm S) - 7ﬂ) =1- gr(xoﬂ S)

~ 1 —g.(x0,5)
Qr(o,8) = m- (F.10)

QED.

G. Demostracion de la ecuaciéon (4.12)

Como bien se menciona en la seccién 4.2 el problema consiste en resolver la ecuaciéon de difusion
sin reinicio con las condiciones de frontera antes descritas; sin embargo, este problema no cumple
directamente con la estructura necesaria para calcular el coeficiente de fourier de manera directa
yva que el dominio de integracion de la funcién no empieza en 0 si no a, pero es posible calcular el
coeficiente de fourier tras un reescalamiento al problema. Para ello es necesario definir la siguiente
variable

y=x—a (G.1)

esto no altera para nada la manera en que se resuelve la ecuacion de difusion, dado que el cambio
de variable es lineal, por lo tanto,

0Qo(y,t) - 0*Qo(y,t)
b =D (G.2)

lo tinico que hace el reescalamiento es cambiar la forma en que interpreta el dominio donde ocurre
el problema. ya que asi y € [0, L] con L = b — a, entonces,

Qo(y,t) = ansen (bn_ﬁya) e~ (%) Dt (G.3)
n=1
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La condicion inicial es Qo(yo,0) = 1, entonces, como se ha explicado anteriormente, el coeficien-
te b, se calcula de multiplicar la ecuacion de la probabilidad de supervivencia por una funcion
senyomm /(b — a) y luego integrar en el intervalo [0,b — a],

° Yon = [ Yomm Yon
/ 1sen dyo = Z/ b, sen sen , (G.4)
0 —1 0 b —a

b—a b—a

y gracias a que la integral es no nula en n = m la suma colapsa en un solo término. Seguido de
esto usan las identidades del apéndice E, dando como resultado

2 b=a nmwy
b, = ' a /0 sen <b—a) dy (G.5)

by = %[1 — cos(n)] (G.6)

cue tiene por solucion

que es el valor de la funcion ®(n) antes mencionado. Ahora bien, dado que se trata de la backwards
master equation la variable final es yg y por ende a xq, entonces,

> nm _(.nm \2
Qo(yo,t) =2 Z ®(n)sen (b ayo) e~ (75) Dt (G.7)
n=1
que en términos de la variable z¢ es la ecuacion (4.12)

Qolzo,t) =2 ®(n)sen (W) e~ ()P = 23" @) (wo)e (FH) P (G8)

QED.

H. Demostracion del tiempo promedio de salida condicional

El tiempo condicional se define como
dJ+ (o, s)
0s
ji (330, 0)

ya se conoce la forma explicita del flujo, sin embargo para no dejar espacios vacios se procede con
su demostracion,

(T (20))+ = 220 (H.1)

- OP,(z, )
J. =—-D ———— H.2
+(@0,9) - (H.2)

z—b
dado que la derivada es respecto a x y no xg la derivada de la funcién P, (2.s) se reduce a
N 0|z — o

9P, (z, s) a—aTsenha(bfaf|:z:fx0|)+ozsenha(b+afxfxo) s
or 2 ssenh a(b — a) + r(senh a(xg — a) + senh (b — zg)) (H.3)

se recuerda la derivada del valor absoluto de una funcién
U
y(z) = |u(2))| = |y(z)|" = mﬂ’

lo que permite simplificar el problema dependiendo del flujo que desea encontrarse, y dado que
g < by a < zy se sabe completamente el signo que acompana al valor absoluto,

D700 onha(h b ha(b+a—b
OB, (2, 5) _g_a“’*%o senh (b —a — |b — xg|) + asenha(b+a—b— xg)
Ox 2 ssenh a(b — a) + r(senh a(xg — a) + senh (b — o))

—asenh a(zg — a) + asenh a(+a — xg)
ssenh a(b — a) + r(senh a(zg — a) + senh a(b — )

_a
)
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y finalmente

OP,.(x, s) _ a?senh a(xg — a) (HL4)
Oz , ~ ssenha(b—a) + r(senh (g — a) + senh a(b — 2¢)) " ’
z—
El procedimiento es exactamente el mismo para el flujo a través de la frontera a,
——senhia(b—a—|a— ) +asenha(b+ )
OB, (2, 5) o a|a7x0‘sen « a—la — xg|) + asenh a—a—xg
Ox 2 ssenh a(b — a) + r(senh a(xg — a) + senh a(b — z))
rz—a
_a asenh a(b — xg) + asenh a(b — )
2 ssenha(b — a) + r(senh a(xg — a) + senh a(b — x¢))
que concluye en
OP,(x, s) _ a?senh a(b — x¢) (H.5)
Oz ssenh a(b — a) + r(senh a(zg — a) + senh a(b — ) '
r—a

esto demuestra lo establecido en las ecuaciones (4.53) y (4.54) al multiplicar por la contante de
difusién y el signo correspondiente a cada proceso.

Ahora bien, es necesario calcularlas derivadas respecto a s para encontrar en denominador de la
funcion (T} (xo))+, ambas funciones de flujo son idénticas con excepcion del numerador, el resultado
se muestra a continuacion

. (senh (a(xo — a) + mcosh a(wo — a)) [ssenh ap(b — a) + r(senh a(b — x¢) + senh a(zo — a))]
0Jy(z,s)
s o [ssenh ap(b — a) + r(senh (b — zo) + senh a(zo — a))]?
s(b—a)
(s+r)senha(zo — a) [senh (b —a) + mcosh a(b—a)

[ssenh ao(b — a) + r(senh a(b — x0) + senh a(zo — a))]?

(zo —a) (b —=z0)
r <2D(s+r)COSh a(ro —a) + mcosh alb— mo)>}

[ssenh ag(b — a) 4+ r(senh a(b — z9) + senh a(zo — a))]?

es una expresion bastante complicada de simplificar, sin embargo, en el limite de s — 0 no hay

indeterminaciones, por lo que se puede sustituir directamente el limite, de esta manera ahora se
tiene que

97 (. 9) <senh (ao(zo —a) + WCOS}I ao(wo — a)) [r(senh co(b — o) + senh ap (20 — a))]
(@, s
9s 550 B [r(senh a(b — zo) 4 senh a(zo — a))]?

rsenh ag(zo — a) [senh ao(b—a)+r <(Zi/;) cosh ag(zo — a) + (bz_\/:;()) cosh a(b — a:o))}

[r(senh a(b — xo) + senh a(zo — a))]?

y la forma simplificada es

8j+ (20, 8) T senh? ag(zg — a) + rsenh ag(zg — a) senh ag (b — o) — rsenh ap (b — a) senh ag (b — )
0s o B r2[senh ag(xg — a) + senh o (b — x0)|?
s—
b— _
fwcosh ag(b — xg) senh (g — a) + Mcosh ag(xg — a)senh ag(b — xp)
+

r2[senh o (2o — a) + senh ag(b — x0)]?
(H.6)
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Al hacer el cociente entre la derivada del flujo y el flujo seguido de aplicar el limite s — 0 el
resultado no se simplifica de manera significativa, pero al hacerlo se encuentra la funcion % antes
mencionada, para ello notese que

rsenh? ag(zo — a)
2

{2 + eschag(zg — a)[2senh ap(b — x0) — 2senh ag(b — a) — (b — xg)ag cosh ag (b — xp)

+ ap(zg — a)cothag(zg — a) senh ag(b — x0)}

que es el negativo de la funcion #, especificamente en su forma # (zg — a, b — o, b — a), entonces,
gracias a esto se puede proseguir con el tiempo promedio de salida condicional

rsenh? ag(zo — a) — W (xo —a,b—x9,b—a)

2 r2[senh ag(zg — a) + senh o (29 — a))]?

T, = -
(T7(20))+ Da senh ag(z9 — a)

r[senh ag(zo — a) + senh ag (b — zo)+]

que culmina con la ecuacién del tiempo promedio condicional como se estableci6é en la ecuacion
(4.56)

B W (xo —a.b—x9,b—a)

~ 2Da2[1 + csch Jag(zg — a) senh ag(b — x0)

(T(z0)) + (H.7)

El proceso para obtener (7T).(x¢))— es completamente homologo.

I. Demostracion de las ecuaciones (4.58) y (4.59)

Para demostrar el valor del tiempo promedio de salida condicional por cada frontera es necesario
notar que la funcién también puede escribirse como

senh ag(zg — a)# (xg — a.b — x9,b — a)

(Tr(w0))+ = 2Dag[senh ag(zg — a) + senh ag (b — z0)]’ (L1

el producto en el numerador es directamente proporcional a

—2senh ap(zg — a) + ag(b — x9) cosh ap (b — zo) + 2senh ag(b — a) — 2senh ap(zo — a) + (b — xg) cosh ap (b — xp)

+ 2senh ag(b — a) — 2senh ap(b — xo) — ap(xo — a)coth ag(zg — a) senh ag(b — xo)
(L.2)

ahora, en el limite de r — 0 las funciones hiperbolicas pueden aproximarse mediante un desarrollo
en serie de Taylor. Para las funciones en la ecuacion (1.2) los desarrollos son

3,3
agv
senh agv =~ agv + (;))'
2.2
Qagu
coshagv ~ 1 + g'
1 QoU
coth agv = — + —
Qv 3

donde v puede ser b — xg, g —a 0 b — a.

Antes de seguir es necesario aclarar que la funcion senh o (b — a) se puede escribir como senh a (b — xg + xg — a)
y consecuentemente como senh a(b — xg) cosh ag(xzg — a) +senh ag (g — a) cosh ap (b — xp), seguir

de esto se aplican las aproximaciones antes mencionadas, esto hace que el denominador de la
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funcién de tiempo promedio se vea de la forma siguiente

70[8(17%'7 a)g] + (b — o) {1 +

ety

]
42 :ao(bxo) _f”o 3] [ (o _Q)T (L3)
)

] 200 )2

—2 lag(zo — a) + 0‘0@02'“)}

: )3
—a)

+2 |ap(zg —a) + O

—m03

=2 ]ag(b— o) +

—ap(zg —a)

1 ad(b—m)?
7a e a)] [ao(b —x9) + —ar

ignorando el Gnico termino de orden quinto, es posible simplificar en

ad(b—x0)®  2a3(xo —a)?(b—x0)
3 3

Esta ultima expresion es posible factorizarla en

+ ao(b — x0)* (20 — a). (L4)

%g@ = 20)[(b = 0)° + 2(w0 — @)° + 3(b — 20) (w0 — a)]

notese que es posible factorizar dentro del paréntesis cuadrado un trinomio cuadrado perfecto

%8(b—xo)[(b—$0+9€0—a)2+(b—$0)(l‘o—a)-l-(a?o—a)] = %8(6—@[(b—a)(b+a)+(xo—a)(xo—a+b—xo)]
y finalmente en

3
Q
?O(b—xo)(b—a)[b—i-xo — 2a. (L.5)
Con esto se termina la aproximacion para el numerador, en cuanto al denominador basta con

hacer un desarrollo en serie a primer orden,
2Da[ag (b — o) 4+ ao(b — z0)] = 2D [b — al, (L.6)

esto se debe a que los términos de orden cubico se eliminan en el limite r — 0. D e esta manera al
unir resultado se encuentra que
ad(b—x0)(b—a)(b+z0 — 2a)

(T, () = Dot =) (L7)

que finalmente se simplifica en

(b —xz0)(b+ x0 — 20a)
T, - 18
(T (o) - 18
que es el mismo que la ecuacion (4.58). Para demostrar el caso de (T} 0(xo))— se hacen las mismas

aproximaciones.

J. Demostracion general de los momentos (7' (zy)) y de la
funcion (T2 .,(x))

Por definicion del promedio de una funcién continua se tiene lo siguiente

(F(a)) = W o)

donde p es una funcion de densidad de probabilidad que define al proceso. En el caso de la ecuacion
de difusion dicha densidad de probabilidad es

0Q,(x,t)

hilt) = ——>5;

(J.2)
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entonces si se desea calcular el momento n- esimo se debe resolver la siguiente ecuacion
foo mn 78Qr(x(]at)
0 ot

-2

dt

Ahora bien, al integrar por partes ambas partes de la division es posible llegar a

—t"Qr(wo, V)| +n [Tt VQ, (o, t)dt
Qr(zo,t)lg

que la condicion inicial de cualquier probabilidad de supervivencia (es decir con reinicio o sin
reinicio) es @.,.(xg,0) = 1, ademas que Q,(zo,t — oo) = 0, entonces la ecuacion se simplifica en

(T3 (x0)) =

oo
(T7(20)) = n / 1Q, (w0, )t = LU Q05 ) Horo (7.4)
0
el ultimo término representa la derivada de una transformada Laplace en el limite s — 0,
nd"L{t"F)} n
(-1) 0 L{t"F)}

de manera que, siguiendo esta definiciéon se llega a

n—1 an—l@r (3307 S)
Osn—1 !

En el caso de n = 2 se llega al resultado antes puesto en el trabajo.

(T (w0)) = n(-1) (J.5)

Ahora, para encontrar el valor de segundo momento en ausencia de reinicio se debe de encontrar
la probabilidad de supervivencia sin reinicio. De la ecuacion (4.6) se tiene que la probabilidad de
supervivencia con reinicio es

~ 1 —g(xo,s)
Tg,t) = ——————~
@r(@o.1) s —rgr(zo, s)
en el limite de 7 — 0 la ecuacion es ahora
1—g(zg,s) senh(b—a)a —sinh (b — z() — sinh (29 — a)«

Qo(zo,t) = = : (1.6)

s ssenh (b — a)a

Lo tnico que resta es hacer la derivada respecto a s y después evaluar en el limite s — 0; de lo
primero se obtiene

b— a9 To — a)o
9Qo(z0, 5) —%cosh (b—zp)a — %cosh (g — a)a — senh (b — a)«

0s s2senh (b — a)a

(b—a)a

senh (b — zg)a + senh (xg — a)a + coth (b — a)afsenh (b — zg)a + senh (xg — a)q]

_|_

s2senh (b—a)a

(1.7)

antes de hacer la aproximacion es prudente escribir toda la ecuacién en términos de . Esto ultimo
tiene la finalidad de apreciar en que orden hay que aproximar las funciones puestas en el problema,

9Qu(x0, ) B f@cosh (b—z0)a — (xo — a)a

0Os D2a4senh (b — a)a
(b—a)

senh (b — zp)a + senh (xg — a)a + Tcoth (b — a)afsenh (b — xg)a + senh (zg — a)a]

D?a%senh (b — a)a

cosh (zg — a)a — senh (b — a)«

_|_
(1.8)
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Con esto se puede inferir que el orden minimo de las funciones es 5 (también se cuenta la aproxima-
cion del denominador), pero al multiplicarse los factores entre si generan méas términos que dan una
mejor aproximacion del comportamiento de la probabilidad de supervivencia en ausencia de reini-
cio. Para empezar se desarrollan todos los términos en serie de taylor hasta tercer orden, ademas
de escribir a senh (b — a)a como senh (b — xg)a cosh (g — a)a + senh (xg — a)a cosh (b — xg)

_® ’2“0)0‘ 4 0= Z?)Zaz (b- Z?)4a4] _ (@0 - a)o {1 L (o *21!1)2042 ED 4;1)4a4]
[ Cmmer, @ortat) [ o Lo fzomered

_ :1 4 (o —2?)2042 L (@ —4?)4044} {(b_ oot 07 g?)?’a?’ L= E?)%S}
G B | i i
+2 _2a)a {(b _1% i —3a)a o ;;)3] [(b_ o)+ L ?)3(13 U 356?)5a5]

G —2a)a [(b 71@)0[ MG —3a)a e ;;)3] [ o — s 0 —3?)3043 e —5?)5045}

(J.9)
al desarrollar todos los términos se obtiene lo siguiente

_ag(mo—a)7(b—xo)2_ag(xo—a)Q(b—x0)7 a®(xg—a)®(b—z0) a®(xg—a)b(b—mx0)3

1800 1800 2700 2700
B a® (zg —a)® (b—x0)° B a¥ (zo —a) (b— )8 B 19a° (29 — a)® (b — x0) * B 19a° (29 — a)* (b — x0)®
2700 2700 43200 43200
_ L 7 _,\6(p_ P ¢ N5 2
21604 (g —a)® (b—x) 72a (g —a)® (b— o)
74 4 3 7 3 a1 4 2 5
432a (g —a)* (b—xg) 432a (xo —a)® (b— o) 72a (xo —a)” (b— o)
1 1 1
— ﬁoi(xo —a)(b—1x0)°% — ﬂof (o —a)* (b—xo) — 6045 (o —a)® (b— )2
1 1
- 6a5 (rg —a)? (b—xq)® — ﬂof (o —a) (b—z)*
B a (zg —a)® 3 a’ (zg—a)” 3 a® (b—x)? B a” (b—mo)7
10800 2160 10800 2160

y al truncar a quinto orden las tinicas expresiones restantes son

a®

- ﬂ[(afo —a)*(b—x0) +4(x0 — a)*(b—20)? +4(b — 20)*(x0 — a)? + (b — x0)* (20 — a)] (J.10)

es posible factorizar un término (zo—a)(b—x¢), ademés de un termino (b—a) después del desarrollo
siguiente

ad

- ﬂ(mo —a)(b—zo){(z0 — a)*[(b— z0) + (zo — a)] + (b — x0)?[(b — o) + (zo — a)]
+3(z0 — a)*(b— x0) + 3(b — 0)*(z0 — )} =

Oz5

~ 53 (@0 = a)(b = 20){[(b — 20) + (w0 — @)’ (b~ @) +3(b — a) (w0 — a)(b — o)} =
Oz5

- ﬁ(b —a)(xo — a)(b — o) {[(b — @) + (z0 — a)]* + (w0 — a)(b — x0)} =

— 57 (b= a)(wo — ) (b — 20){(b— @) + (w0 — a) (b — x0)}.

Este ultimo termino es el numerador del cociente, entonces, si s es pequeno se obtiene

0Qo(x0,s)  a® (b—a)(z —a)(b—x0)[(b— a)® + (b — x0) (w0 — a)]

0s 24 D2%s5(b — a)
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que se simplifica en

0Quo(wo,s)  a® (b—a)(x — a)(b—20)[(b— a) + (b — x0)(zo — a)]

0s 24 D%s5(b — a)

(J.11)

entonces, al multiplicar este resultado por —2 se obtiene (T (x¢)) como se habia descrito anterior-
mente,
(b —x0) (w0 — a)[(b — a)® + (b — w0)(z0 — a)]

(T3 (o) = o ,

(J.12)
QED.
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