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Mathematics, rightly viewed, possesses not only truth but supreme beauty, a beauty cold
and austere like that of a sculpture. - Bertrand Russell
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PARTE I
ELEMENTOS MATEMATICOS DE LA MORFOGENESIS



Introduccion

Los sistemas bioldgicos son sumamente complejos, debido a esto, si se quieren comprender
cuantitativamente los efectos observados en la naturaleza, en donde su conducta queda carac-
terizada en parametros medibles,! es necesaria la introduccién de los modelos matematicos.
Las consideraciones tedricas inscritas en las ecuaciones, brindan una ventana al entendimien-
to de los mecanismos que rigen a los organismos biolégicos; el uso de las matemaéticas en
la biologia se vuelve inevitable. Es importante mencionar que los modelos matematicos no
son explicaciones a la manifestaciéon natural, pero son extremadamente ttiles en la sintesis,
interpretacion y extrapolacion de la informaciéon real. Es por eso que la colaboracién con
bidlogos es necesaria, para capturar la conducta de la biologia en su forma mas precisa.

Esta investigaciéon se concentra en el estudio de las ecuaciones de reaccion-difusion, que
describen el fenémeno conocido como Inestabilidad de Turing, un efecto natural que tiene
que ver con la morfogénesis y a su vez, con la embriologfa.? La morfogénesis estudia el de-
sarrollo de formas y patrones, en el contexto bioldgico, su definicién es la direccion de la
organizacion de tejido y estructura en el crecimiento de animales y plantas. Por lo que es ne-
cesario describir, aunque sea una explicacion general, el mecanismo de multiplicacion celular
en la creacién de seres vivos. La division celular comienza después de la fertilizaciéon. Una
vez que se tienen cientos de miles de células, el problema principal esta en descifrar como la
masa celular se distribuye en el espacio para continuar el proceso secuencial de desarrollo,
la forma en la que las células se reproducen depende de la organizacion espacial. Ademas de
esta relacién que mantiene con la disponibilidad de espacio, las células se pueden mowver en
el embrién y asi construir tejidos y érganos. Esta tltima caracteristica es fundamental para
producir nuevas aproximaciones en la exposicién de patrones y formas [4]. Probablemente,
el estudio de la morfogénesis es una de las ciencias més antiguas, junto con las matematicas
y la fisica, cuyos registros van desde la indagacién de Aristoteles, en la que describia las
caracteristicas morfolégicas de las aves, peces y cefalépodos[12], pasando por D’arcy Went-
worth Thompson, con su contribucién sobre las espirales filotaxis®, hasta la teorfa quimica
basica de morfogénesis escrita por Alan Mathison Turing en 1952. La perspectiva quimica
de la embriogénesis se compone de varios pasos, sin embargo, el primero es el mas esencial,
la localizacién de concentracion de morfégenos en el espacio (i.e. el término morfégeno se
asocia a una sustancia quimica que determina el patréon de desarrollo en funcién de la difu-
sién en el medio). La nocién de informacién de ubicacion se basa en una pre-especificacién

!Comtinmente conocidos como cantidades observables; un término muy utilizado en la mecénica cudntica.

2En una definicién rigurosa, la morfogénesis es un proceso que controla la distribucién espacial de células
en el desarrollo de un organismo vivo. Este mecanismo tiene lugar tanto en el desarrollo embrionario como
en el organismo maduro.

3Disposicién de las hojas de plantas y estructuras vegetales repetidas de forma regular (On grown and
form, 1927)
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quimica, de esta manera, la célula puede obtener sus posicién mediante las coordenadas de
la concentracion de sustancia y reproducirse en ese lugar o migrar a otro. Entonces, una vez
que el pre-patrén esta definido, la morfogénesis es una accién automatica [14].

La teoria de Turing surge de la combinacion de dos elementos fisicos, la agregacion de una
sustancia que tiene la capacidad de reaccionar bajo ciertas caracteristicas, y la difusion, que
dicta el movimiento aleatorio de particulas en un medio que generalmente es un fluido (i.e.
el medio en el que navegan los morfégenos). Cada una por separado no produce patrones
y tampoco sugiere la idea de inestabilidad, de hecho, individualmente, son dos modelos
estables, pero al tratarlos en conjunto se obtiene una propuesta analitica que predice bastante
bien los patrones de la naturaleza y lo mas sorprendente, se genera inestabilidad en el sistema.
Este resultado es contraintuitivo; no se esperaria que dos argumentos que por si solos que no
tienen la dindmica del desarrollo morfolégico, la produzcan cuando se consideran acoplados.
La teoria de morfogénesis es uno de los trabajos menos conocidos de la mente de Alan Turing,
pero sin duda esté a la altura de los fundamentos computacionales y la inteligencia artificial,
ya que, a través de su formulacion abstracta y simple, es capaz de tratar directamente con
problemas latentes, como la formacion de tejido epitelial en distintas regiones del cuerpo
humano, la forma en la que el sistema nervioso se traslada y reconoce sus objetivos, la
determinacion del mecanismo celular que forma estructuras pre-musculares y el papel de los
tendones en la unién de los huesos. Antes de estudiar el fenémeno morfologico es necesario
introducir uno de sus elementos individuales, la difusion.

En el siguiente capitulo se habla de las caminatas aleatorias y su relacion con la difusion,
ademas, se deducen las ecuaciones de Fick, que modelan el movimiento browniano.



CAPITULO
Difusion

1.1 Difusion: Teoria microscépica

La difusion es la migracion aleatoria de moléculas o particulas pequenias como consecuencia
del movimiento causado por energia térmica y resultado de choques al azar con las molécu-
las vecinas del medio en el que se encuentran. Es decir, las colisiones, junto con la agitacion
térmica, dictan el movimiento de la particula, este movimiento es continuo e irregular, lo que
se conoce como movimiento browniano.! Mientras mds choques tenga una particulas mas se
movera pero no necesariamente tendra un mayor desplazamiento del punto de partida. Se
considera, por supuesto, que el medio de difusién es considerablemente mayor al tamano de
las particulas de estudio. Este fenémeno ocurre en sistemas libres o confinados.?

Se dice que una particula que se encuentra una temperatura absoluta 1" tiene, en pro-

medio, una energia cinética de %/{:BT asociada con el movimiento fisico a lo largo de una
direccién determinada.® Es facil ver que cuando la temperatura aumenta también aumenta
su energia cinética, y que sucede lo contrario cuando la temperatura disminuye, por ende,
son magnitudes directamente proporcionales. Sin embargo, una particula puede moverse de
muchas formas en el espacio, podria moverse en cierta direccién, rotar e incluso vibrar. En
el entorno del desarrollo de la termodinamica lo que se mide con la temperatura 1" es el
promedio de energia cinética traslacional de un conjunto de moléculas, aqui mantendré la
misma convencién, asi que la relacion serd con el movimiento traslacional inicamente.
Si se tiene una particula con masa m y velocidad v, en la direccion del eje x, la mecanica
cldsica nos dice que su energia cinética es k = mv?2/2. Esta cantidad puede tener fluctuacio-
nes pero en promedio se mantiene, (mv?/2) = kgT'/2. En el caso de coordenadas cartesianas
de 3 dimensiones la asignacion seria como sigue

1 1 1
Ve — 5kBT7 Uy — 5kBT7 Vy — §kBT

'Movimiento completamente aleatorio de particulas inmersas en un fluido. El movimiento browniano
puede ser encontrado con frecuencia en la teoria probabilistica.

2Un sistema es una parte del espacio que sirve como objeto de estudio. En el caso de sistemas confinados
o aislados surge de inmediato el concepto de limitaciones espaciales que comtinmente se representan con
paredes fronterizas atribuidas con diferentes propiedades.

3kp es la notacién para la constante universal de Boltzmann, un factor de proporcionalidad entre tem-
peratura y unidades de energfa. Su valor en S.I. es kg = 1.380649 x 10723JK ~!, mientras que en cgs es
kg = 1.380649 x 10~ %ergK !, con erg = gem?s—2
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Esto permite establecer las siguientes relaciones

kpT
2y = 22 1.1.1
() o ( )
kT
2y1/2 _ [ 2BZ ) 1/2 1.1.2
(v) - ( )

La ecuacién (1.1.2) se puede utilizar para estimar la velocidad instantdnea de una particula,
una expresion que se utiliza generalmente para analizar conjuntos moleculares.

1.1.1 Caminata aleatoria en 1D

Una caminata aleatoria es un proceso general que involucra la ejecucion de pasos sucesivos y
aleatorios. La trayectoria que resulta de una particula al realizar este proceso es considerada
como una caminata aleatoria.

Supongamos que se tiene una particula en una posiciéon inicial rg, después de cierto tiempo
t se encuentra en ry, entonces el desplazamiento esta dado como sigue

d1 = |7”1 — T'()|.

Después de un intervalo de tiempo igual al anterior ahora se encuentra en r, y el nuevo
desplazamiento desde el punto inicial ry es

dg = |7“2—’I“0|.

En general cuando una particula esta sujeta a una caminata aleatoria puede ocurrir uno
de los siguientes escenarios con una probabilidad determinada: dy > ds, dy > dy, di = d,
0, después de n pasos que d,, = 0. Una caminata aleatoria que asegura regresar al punto de
inicio se conoce como una caminata aleatoria recurrente y en una y dos dimensiones es muy
probable que esto suceda. Por otro lado, una caminata que tiene una probabilidad positi-
va de que nunca regrese a su posicion inicial es considerada como una caminata aleatoria
transitoria, este caso es mas visto en dimensiones altas, lo puede atribuirse a que en mas
dimensiones (D > 3) el espacio a explorar sea més grande, aunque ambos sean infinitos en
su dominio, como lo es una recta en los dos sentidos o el espacio en las tres vertientes. Esto
en un sentido de apreciacion un tanto abstracto, es parte del razonamiento de Georg Cantor
en su demostracién de que existen infinitos mayores a otros, no indagaré mas en este tema.
Matemaéaticamente, se pueden tener caminatas aleatorias en multiples dimensiones bajo dife-
rentes configuraciones y distintas reglas. Probablemente, uno de los ejemplos mas sencillos
es la caminata aleatoria en los enteros o multiplos de una cantidad arbitraria . Asi, la forma
en la que se puede simplificar el problema de caminantes aleatorios es haciéndolo en una
dimension. Se propone entonces que las particulas comiencen en x = 0 cuando ¢t = 0. Las
reglas que deben de seguir son las siguientes

1. Cada particula se mueve a la izquierda o a la derecha cada 7 segundos. Si tiene una
velocidad v, entonces la distancia que habra recorrido es* § = v, 7.

4Se considera a § y 7 como constantes, pero podrian depender de las caracteristicas de la particula y el
medio en el que se encuentra.
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2. La probabilidad de ir hacia la derecha es 1/2 y la probabilidad de ir hacia la izquierda
es 1/2. Los pasos sucesivos en las particulas son estadisticamente independientes.”

3. El movimiento de una particula es independiente de las otras y no tienen interaccién
entre ellas.

Para tener una mejor apreciacién del fendémeno, la Fig. 1.1 refleja el dominio de despla-
zamiento del caminante aleatorio en una dimensién.

Figura 1.1: Recta por la que las particulas se mueven de forma aleatoria en pasos de +4 con
probabilidad 1/2, asociada a la misma direccién, en cada uno de los sentidos.

Estas tres reglas tienen dos consecuencias directas; la primera es que en promedio las particu-
las se mantienen en 0. Esta caracteristica puede apreciarse de dos formas distintas, presentaré
ambas.

Sea f; el resultado del sistema después de n pasos, f; es considerada una variable aleatoria.
Es decir, no estd definida hasta que el movimiento se realiza. Calculo el promedio de esta
variable como se hace usualmente

(#() = D). (113)

() = 5(+1) + 5(-1) =0,

La suma de los primeros n eventos nos dara la posicién de la i-ésima particula al tiempo
t = 7, concretamente

fi+ fot fat- 4 fo=2i(n).

Si se hace el movimiento una vez, la particula puede estar en 6 o —4. Por otro lado, f; tiene
1/4 de probabilidad de ser —24, 1/4 de probabilidad de ser 24, y 1/2 de probabilidad de ser
0. El valor esperado, o promedio de x;(n), es equivalente a calcular el valor promedio del
lado izquierdo de la tltima ecuacién

n
(zi(n)) =Y _(fa).

j=1
Debido al calculo del valor promedio de f; la conclusion es inmediata, el promedio es cero.
El segundo razonamiento es el siguiente; supongamos que la posicién de la particula ¢ después
del paso n es z;(n). Como los pasos estan definidos de tal forma que el desplazamiento es
|0| = v, 7, entonces se puede afirmar que la posicién de la misma particula un paso atras, en
n — 1, difiere del siguiente por £6 y que se puede escribir

5La ocurrencia de un evento no afecta a los subsecuentes.
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zi(n) =xz;(n—1)£4. (1.1.4)
El signo + sera designado a la mitad de las particulas y el signo — a la otra mitad. Sustitu-

yendo la ecuacién (1.1.4) en (1.1.3) se tiene que el promedio es

1 N

(w(n) = Llailn — 1) £9).

=1

La suma sobre +6 es 0 porque N/2 veces tendra signo positivo y N/2 veces signo negativo,
asi

1N
N; i(n—1) = (x(n—1)),

y por transitividad

(x(n)) = (x(n —1)). (1.1.5)
La posicion promedio es entonces independiente del nimero de pasos, al comenzar en x = 0
({x(n)) = 0), la posicién promedio se conserva y el desplazamiento promedio es cero.
La segunda consecuencia es que la media cuadrdtica del desplazamiento es proporcional a
Vt. La media cuadrética se define como sigue

Crms =

Entonces en el desplazamiento tendremos que

|6|rms ~ \/%

Para saber que tanto se dispersan las particulas, el mejor pardmetro de medida es la raiz de
la media cuadrética del desplazamiento, (z%(n))/2, la razén es que si solo considerdramos el
desplazamiento podriamos obtener sumas que resulten en 0 (e. g. al tener la misma contri-
bucién en los dos sentidos). En vez de eso, queremos un nuimero finito con relevancia fisica.
De forma explicita el cdlculo de la media cuadratica en términos de (1.1.4) es

x2(n) = 2?(n — 1) + 26x;(n — 1) + 6% (1.1.6)

2

Calculando el promedio del cuadrado

1 N
NZSE (1.1.7)

1=1

i[mf(n —1) £ 265(n — 1) + 6.

=1

(@(m)) =
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Una vez maés, el segundo término tendra N/2 veces el signo positivo y N/2 veces el signo
negativo, por lo que queda

(z%(n)) = ]i[ (Zx?(n —-1)+ N§2> :

i=1

siendo
(z°(n —1)) = ;fﬂ?(n - 1)
Entonces
(%(n)) = (z*(n — 1)) + 6% (1.1.8)

De la ecuacién (1.1.8), se puede ver que si n = 0, como no hay pasos anteriores a este valor;
(x?(n — 1)) en cero es cero

(@*(0)) = 0.

Siguiendo una regla de recurrencia

(x*(n)) = nd>. (1.1.9)

De la forma en la que estd expresado el nimero de pasos en el tiempo ¢t = n7 se deduce
que la razén cuadratica media del desplazamiento es proporcional a v/t, y por lo tanto la
dispersién crece como la raiz del tiempo t. Sustituyendo la relacion del tiempo con n y 7 se
obtiene que

(22(t))V/? = \/Z(S. (1.1.10)

Este es un punto sustancial; se define el coeficiente de difusion®

52

D=—.

2T

La ecuacién (1.1.11) es producto de una deduccién que proviene de un proceso en los enteros
para las caminatas aleatorias. Algunos autores definen este primer parametro D como

52
D= lim () )
57—0 \ 21

Con este nuevo pardmetro se puede reescribir la ecuacién (1.1.10) de otra manera,

(1.1.11)

(z%) = 2Dt, (1.1.12)

SEn unidades S.I. [D] = m?s~!, en cgs [D] = em?s~!
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o de forma equivalente

(x*)Y? = V/2Dt. (1.1.13)

El coeficiente de difusion caracteriza la migracion de un grupo dado de particulas en
cierto medio a cierta temperatura. Vale la pena decir que la velocidad de difusion no existe.
La razén es que si se intenta definir la velocidad de difusién de forma clasica (dividiendo

entre t) tendriamos
241/2 2D
<xt> :’/T‘ (1.1.14)

Y si ademas tuviéramos tiempos menores a 7, por la definicion propia de 9, la “velocidad
aparente” seria mayor que v,, lo cual no es posible. Este argumento se aprecia de mejor
manera si se escribe la “velocidad aparente” en términos de v,

/2D \/?
Vg =\ — = VUgy/—.
13 t

Si 7 >t entonces \/7/t > 1, dejando sin duda que

Vg > Uy

A una particula le toma poco tiempo recorrer distancias cortas pero le toma tiempos
agigantados recorrer distancias mayores a las relativas a su escala “pequena”[1].

1.1.2 Caminata aleatoria 2D-3D

Las reglas a seguir para la caminata aleatoria en dimensiones maés altas son las mismas
que las del tratamiento de una dimension. Los movimientos en las direcciones =, y y z son
estadisticamente independientes. Se generaliza el resultado de la ecuacién (1.1.12)

(x%) = 2Dt, (y*) =2Dt, (z*) =2Dt.
El cuadrado del desplazamiento en este caso es
="+t 4 2

Al calcular el valor promedio de 72 en dos y tres dimensiones se obtiene, respectivamente

(r*) = 4Dt, (1.1.15)

(r*) = 6Dt. (1.1.16)

Hay algunos puntos a resaltar de esta manifestacion en dos y tres dimensiones; La particu-
la tiende a regresar a un mismo punto antes de explorar otra regién y cuando lo hace elije
nuevas regiones completamente al azar.
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1.1.3 Generalizacion de Caminata Aleatoria en 1D

Una manera en la que se puede ver graficamente el comportamiento de la probabilidad del
movimiento de las particulas es haciendo la generalizacién del caminante aleatorio en una
dimensién. Este proceso se logra al asignar una probabilidad de movimiento en una direcciéon
arbitraria, no necesariamente 1/2, como fue en el desarrollo de las secciones anteriores. Para
comenzar, supongamos que la particula, al igual que antes, se puede mover hacia la derecha
con una probabilidad p y hacia la izquierda con una probabilidad ¢. La probabilidad de
obtener un movimiento o el otro es 1, de donde se puede escribir ¢ como ¢ = (p — 1).
Segun la distribucion binomio, la probabilidad de obtener exactamente k veces el movimiento
hacia la derecha en n intentos es

P(k;n,p) = (Z)p’“q”"“- (1.1.17)

Para conocer la posicién de la particula después de n movimientos, considerando que el
ancho de paso es d, sumamos los pasos hacia la derecha y restamos los pasos a la izquierda,
matematicamente es

z(n)=(k—(n—Ek))o = (2k —n)Jd. (1.1.18)

Con la distribucion en k y el teorema de la distribucién gaussiana, que también puede ser
aplicado aqui por ser un caso especial de la binomial, se puede conocer también la distribucion
de z(n), comenzaré con le calculo del promedio

(x(n)) = ((2k —n)d) = (2(k) — n)d.
Sustituyendo (k) = np

(x(n)) = (2p — 1)nd. (1.1.19)

El proceso es andlogo para el valor esperado del cuadrado del desplazamiento

(k%) = ((2k —n)*0?),

(k*) = ((4k* — 4kn 4+ n?)6%) = (4(k*) — 4(k)n + n?)6>. (1.1.20)

En términos de n y p

(k*) = nd®n(n + 4p — dnp — 4p°® + 4np?). (1.1.21)

Estas ecuaciones permiten recuperar el caso anterior si ¢ = p = 1/2. Sustituyendo en (1.1.19)
y (1.1.21) se obtendran las relaciones (1.1.9), (z(n)) = 0.
De la misma manera se obtiene la distribucién para n muy grandes, la probabilidad es

1
oV 2T

Que representa la probabilidad en valor de k£ en un rango determinado. Si se hace el cambio
de variable 02 = npq, u = np, k = (x +nd)/20; dv = 26dk y p = q = 1/2 se obtiene

P(k;n, p)dk = e~ (k=m?/20% g (1.1.22)
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Considerando que D = §%/27 y nT =t

1
P(l’)dx = me_x2/4Dtdx. (1123)

La ecuacién (1.1.23) nos da la probabilidad de encontrar a la particula en un dominio x + dz.
El valor esperado de z y 22 en la densidad continua es

_ o x —m2/4Dtd
xr) = e X,
< > ~/—oo vV 4 Dt

(z) = 0. (1.1.24)

De la misma manera

0o 2
2 — / LS_IQMDth},
< > —0o0 1/ 4 Dt
(x*) = 2Dt. (1.1.25)
Es facil ver que
o? =2Dt, (1.1.26)
o= V2Dt. (1.1.27)

Una vez establecidos estos postulados es posible estudiar las ecuaciones de Fick”, una
serie de ecuaciones diferenciales que describen el proceso de difusién de materia.

1.2 Difusién Macroscépica

1.2.1 Ecuaciones de Fick

Las ecuaciones de Fick describen la variacién espacial y temporal de distribuciones no uni-
formes de particulas y su derivaciéon se realiza a través de las caminatas aleatorias. La idea
surge del flujo de particulas respecto a un punto de referencia en una direccion determina-
da. Supongamos que se tienen un nimero N(z) de particulas de un lado de una linea que
delimita dos regiones distintas y ntimero N (z + 0) del otro. Después de un paso en el tiempo
recorriendo 4, la mitad de las particulas, digamos, de lado derecho, en = + 9, se habran
movido a la izquierda (pasando por el punto de referencia establecido) y la mitad de lado

"Propuestas en 1855 por el médico aleman Adolf Fick para la descripcién del movimiento browniano.
Estas ecuaciones sin duda son parte toral del desarrollo de la difusién y abren el panorama de esta teoria.
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izquierdo pasaran al lado derecho. El ntimero neto de particulas que pasan a través de esta
referencia es ®

—;[N(x +6) — N(2)].

Y para obtener el flujo se opera de la forma usual: el nimero de elementos que cruzan la
barrera de referencia dividida por el area disponible de migracion (i.e. el drea normal al
medio de transporte) y el intervalo de tiempo en que se trasladan, de forma analiticamente

J, = —;[N(q: +6) = N(z)]/Ar. (1.2.1)

Para poder introducir el coeficiente de difusion D = §2/27 (1.1.11) se multiplica y divide la
ecuacién (1.2.1) por 62

21 [N(z+4d) N(x)

276 Ad Ad |
Ademas, el numero de particulas dividido entre el drea A por el paso 0 es la densidad
volumétrica (i.e. numero de particulas por unidad de volumen) y es mas comtinmente nom-
brada concentracion. Es evidente que la concentracion es funcion de la posiciéon, el lugar en
el espacio donde se realiza la medicion.

Iy =

J, = —? (C(x +6) — O(x)].

Aqui conviene recordar la definicién formal de derivada parcial
Of(x,t) . fl+ht)— f(z,t)
——— = lim .
ox h—0 h
En la configuracién cuando § — 0 se tiene que

oC
J,=—D e (1.2.2)
La ecuacién (1.2.2) es la primera ecuacién de Fick®. De esta relaciéon se pueden obtener
algunas conclusiones muy valiosas. Primero, si las particulas estan uniformemente distribui-
das, la variacién de la concentracién en el espacio es cero (g—g = 0) y por transitividad J,
también es (0. Cuando J, = 0 la distribucién no cambia en el tiempo y se dice que el sis-
tema esta en equilibrio. Un ritmo constante en la distribucién de particulas se traduce en que

G =0y a=¢ ¢, £ €R

Este fenémeno ocurre cuando C' es una funcién lineal en .19

8La razén de factorizar un signo menos serd mas evidente adelantado el texto

9[J,] = particulas/m? — [C] = particulas/m? 6 [J,] = moles/m? — [C] = moles/m?>

1Dicho sistema puede ser obtenido si existe una fuente y un conducto absorbente con la misma tasa de
emisién/absorcion.

11
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Una de las condiciones que debe cumplirse es la conservacion de materia, en este caso

particular se dice que el nimero de particulas totales en el sistema se mantiene constante;
las particulas no se crean ni se destruyen.
Para establecer esto con formalismo supongamos que se tiene una caja de area transversal
A y longitud ¢ por lo que su volumen es AJ. Después de un intervalo de tiempo 7, con lo
que dicta la ecuacion (1.2.1), el niimero de particulas que entran es J,(x) A7, mientras que el
ntmero de particulas que salen es J,(z + §) A7, dada la conservacién de materia se requiere
que

L[+ 7) — O] = —5 ala ) — Jule)].

Usando la definicién de derivada y haciendo el limite cuando 7 — 0 al mismo tiempo que
0—0

oc 9,
ot Ox’
Introduciendo la ecuacién (1.2.2)
oC 0*C
—=D—. 1.2.
ot 0z? (12.3)

Esta es la sequnda ecuacion de Fick'' y al igual que la primera tiene algunas caracteristicas
que vale la pena mencionar: si la pendiente de descripcion es constante ‘327? la concentracion
es estacionaria, es decir, entran tantas particulas en un lugar de baja concentraciéon como
salen de un espacio de alta concentracién. Ademaés, nos dice como una distribuciéon no uni-
forme se reacomoda por si sola en un intervalo de tiempo.

Para dimensiones més altas, la generalizacién de las ecuaciones (1.2.2) y (1.2.3) son

J=—-DVC, (1.2.4)
%f = DV*C. (1.2.5)
Cuando se tiene simetria esférica (i.e. dependencia angular invariante)
Jr = —D%f, (1.2.6)
%f = D7"12§r (7‘225) . (1.2.7)

Si se combinan las ecuaciones (1.2.4) y (1.2.5) se obtiene la ecuaciéon de continuidad o ecua-
cién de conservacion

ac .
— ==V - J. 1.2.
e =-V-J (1.2.8)

HT,a segunda ecuacién de Fick tiene una gran similitud con la ecuacidn de calor comtnmente estudiada
en las ecuaciones diferenciales parciales.

12
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La ecuacion (1.2.8) nos dice que el cambio de particulas dentro de un volumen es igual a
la divergencia del flujo. En la interpretacion de divergencia como campo vectorial se define
como la cantidad en un punto del espacio que mide el flujo saliente (sumidero) o entrante
(fuente).

Resulta importante introducir el concepto de corriente en el estudio de la difusién'?

I=A-J (1.2.9)

Su relacion con la concentracién es

I =—ADVC. (1.2.10)

Si se tiene la ecuacion de difusién en un sistema determinado. J e I son inmediatas.

1.2.2 Ecuacion de Difusion con Arrastre

La deduccién de la ecuacién de difusion con arrastre es similar a la deducciéon de las ecuacio-
nes (1.2.4) y (1.2.5) de la seccién pasada. Supongamos que se tiene un caminante aleatorio
restringido a moverse en 2 dimensiones en una gradilla de la misma manera y bajo las mis-
mas condiciones en cada direcciéon que se enunciaron anteriormente para el caso de una
dimensiéon. Entre lo que es importante volver a mencionar es que se tiene probabilidad de
1/2 de moverse a la derecha y 1/2 de moverse a la izquierda, la particién se conserva para
los movimientos arriba y abajo. Se dira que la probabilidad de ir al punto j desde j + 1
es a, mientras que la probabilidad de ir del punto j — 1 a j es b, ademés se establece que
a+0b = 1. La construcciéon analitica de la probabilidad de que en el paso n-ésimo la particula
se encuentre en j es

Poi1=aP,(j+1)bP,(j — 1).

Que solo puede suceder si la particula se encontraba en la posiciéon j 4+ 1 o 7 — 1 justamente
un paso en el tiempo anterior al de interés. P, (r) representa la probabilidad de estar en el
punto r al paso n. Es fundamental hacer una transiciéon de variables discretas a wvariables
continuas x y t, asumiendo que el tiempo que le toma moverse de un cuadro a otro es 7 y
que la distancia entre los puntos es 0, es decir

t=nr, ©=7j0.

Con estas relaciones se obtiene entonces una nueva forma de la ecuacion para las probabili-
dades[15]

P(§6, (n 4+ 1)7) = aP((j + 1)8,n1) + bP((j — 1)§,n7).

Fijando en la posicion z y tiempo ¢ se obtiene

P(z,t+7) =aP(x+94,t) + bP(x — 4,t). (1.2.11)

12T,as unidades de I son [I] = s7!

13
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Se sabe que la funcién en serie de Taylor en una funcién infinitamente diferenciable f(x)
entorno al punto a es

n.

o 0 (g
r0) =3 6o

Haciendo la expansién en serie de Taylor considerando que 6 y 7 ambos tienden a cero al
mismo tiempo. Para el lado izquierdo de la ecuacién (1.2.11) se tiene que

OP(x,t) N 72 PP(x,1)

P ~ P
(x,t+ 1) (x,t)+ 1 g SR

Para los dos términos de lado derecho de (1.2.11)

P(x+0,t) = P( t)+5gP( t)+5—2a—2P( t)
TTOL ST Bz 2 a2 )

Pla— 6.8~ Plat) — 62 Pty + 20 platy
rTenE or YT g g2t

Sustituyendo en la misma ecuaciéon y cortando la serie temporal a derivadas de segundo
orden

oP(x,t) B 52 52 B 52 9°
P(x,t)+1 Y aP(a:,t)—{—a(S%P(:c,t)—l—aE@P(ﬂ:,t)—i——l-bP(x,t)—b5a—xP(x, tH_bE@P(x’t)'
Reacomodando y usando que a + b =1,
OP(x,t) 0 6?2 0?
P(x,t)+ T 5 P(z,t)+ (a — b)éa—xP(Jc, t) + E@P(x,t),
OP(x,t) 5 0 6?2 0
5 = (a — b);%f’(m, t)+ Z@P(% t).

En el limite 0 y 7 — 0 e introduciendo las definiciones de dadas del coeficiente de difusién
y velocidad se consigue escribir

2
D = lim 15—,
57—0 2 T
V== lmlebn
Por lo que
OP(x,t) 0? 0
=D—P —v—P . 1.2.12
D) — D P t) —vg Plat) (1212
Ademas si

NP(z,t) = C(x,t),

entonces multiplicando la ecuacién (1.2.12) por N

14
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2
acéf’t) - Daasz(:c,t) - vgcc*(:c,t). (1.2.13)
La ecuacién (1.2.13) es la ecuacién de difusion con arrastre en una dimensién. El arras-
tre, o fuerza de fricciéon debida al movimiento, estd contenida en el segundo término de lado
derecho de la igualdad y puede interpretarse como una consecuencia de tener un movimiento
preferencial en una direccién determinada. Cuando a — b # 0 (hay una probabilidad mayor
de moverse a la derecha, por ejemplo)[15]. Si a = b, el término disipativo en la velocidad
desaparece y recuperamos la segunda ecuacién de Fick (1.2.3).

El desarrollo de la solucién a (1.2.5) a través de la transformada de Fourier para sistemas
con fuentes localizadas instantaneas es

Co 2
Oz, t) = e @ /4Dt 1.2.14
(@) = e (1214)
Misma que se puede generalizar a d dimensiones, a saber[18]
A Co —77/4Dt.

Cuando las fronteras son superficies ortogonales a la fuente, las ecuaciones de difusién per-
miten expandir el resultado en series trigonométricas. Lateralmente, la solucién a la ecuacion
de difusion con arrastre es

Cl(z,t) = Co__ ~—vrt)jant, (1.2.16)
Van Dt

Resolver las ecuaciones de difusion significa conocer las fluctuaciones de densidad de
sustancia en el tiempo y en el espacio, lo que permite caracterizar al sistema e incluso hacer
predicciones de su comportamiento a tiempos posteriores, algo que resulta sumamente ttil
cuando se tienen condiciones a la frontera especiales que simulan los sistemas bioldgicos
microscopicos. Sin embargo, este proceso no resulta siempre sencillo, principalmente por dos
factores, el acoplamiento espacial-temporal y las condiciones a la frontera. Se recomienda
revisar el trabajo sobre difusion titulado “Absorcion Selectiva en Diversas Geometrias”, en
donde se analiza con detalle la solucion a las ecuaciones (1.2.4) y (1.2.5) en distintos sistemas
de simetria especial (tanto libres como con condiciones a la frontera), ademds de brindar un

estudio de los receptores de membrana a través de las ecuaciones en cuestién.'®

1.2.3 Interpretacion Geométrica de la Ecuacién de Difusion

En la Fig. 1.2 se puede ver como evoluciona la concentracion C(z,t) en la ecuacion (1.2.3).
Se traduce a que DV?2C(z,t) es proporcional a la curvatura del perfil de concentracion.
Cuando la curvatura es negativa la concentraciéon debe decrecer a un ritmo proporcional a
la magnitud de la curvatura, de la misma manera, para el caso cuando la curvatura crece.

Bhttps://ixtlan.izt.uam.mx/leo/group-members/
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Figura 1.2: Evolucién en la concentracion C(z,t) segtin la segunda ecuacién de Fick (1.2.3).
El factor 0C'/0t es proporcional a la curvatura del campo de concentracion.

1.2.4 Segunda Ecuaciéon de Fick y la Ecuacion de Calor

La evolucion del campo de temperatura en la transferencia de calor esta descrita por una
ecuacién con la misma estructura que tiene la segunda ecuacién de Fick, ecuacién (1.2.5)™

oh -
o5 ="Vo (1.2.17)

A través de las constantes de proporcionalidad, capacidad calorifica por unidad de volumen
Cp y la difusividad térmica K/Cp = k se reescribe la relacién anterior como

oT
Cp gy ==V - (KVT),
oT K
= =v.(=—vVT).
7=V (&)
%f =V (kVT). (1.2.18)

De la derivacion de esta relacion se puede decir que cualquier resultado de la distribu-
ciéon de concentracion aplica de la misma forma para la evoluciéon de la temperatura. La
diferencia entre la ecuacién (1.2.18) y (1.2.5) es la interpretacion fisica. La ecuacién para la
concentracién C' /0t = V - DVC es una ecuacién para una cantidad extensival®. Por otro
lado, la ecuacién 0T/0t = V - kVT es una ecuacion para una cantidad intensiva. Por esta
razéon muchos de los sistemas en donde hay difusién de particulas se pueden tratar con el
mismo método que se usa para la transferencia de calor [16].

14Se asume que la cantidad de entalpia no se almacena en el cambio de fase y que Cp es constante.
15Una cantidad extensiva depende directamente de la cantidad de materia en el sistema mientras que una
cantidad intensiva es independiente de la cantidad de masa.
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CAPITULO

Ecuaciones de Reaccion-Difusion

2.1 Reacciéon-Difusion

En el capitulo pasado se vio que la difusion es la tendencia de una concentracion a dispersarse
en el espacio. Si se tiene un cimulo de concentraciéon en una region determinada para luego
liberarse, se esperaria que la concentracion se vuelva uniforme. Ahora, supongamos que se
tiene un medio de difusion en el cual habitan dos tipos de sustancias, digamos A y B, las
cuales tienen interaccién mediante una reaccién! y se siguen moviendo individualmente de la
forma en la que lo haria un sistema que solo contiene una sustancia. Se esperaria ver que la
cantidad de A y B en el arreglo se mantenga mezclada, es decir, sin espacios exclusivos para
ninguna de las dos. Sin embargo, existen ciertos modelos de reaccién-difusiéon en donde se
comienza con una mezcla homogénea de ambas sustancias y, debido a pequenas fluctuaciones,
se obtienen patrones estables de concentracién.? Las ecuaciones de reaccién-difusién pueden
ser derivadas desde una aproximacion microscopica, a través de un modelo probabilista en
donde las particulas siguen cierto proceso estocastico. En esta seccion haré la deduccion
macroscopica de dichas ecuaciones.

Sea S una superficie arbitraria que encierra a un volumen V. La ecuacién de conservacion
dice que el ritmo de cambio en el volumen V es igual a la variacién en el flujo de materia a
través de S hacia V' adicional a la sustancia creada en V. Entonces es claro que se tiene que

o [ ctndo=— [ T-as+ [ jav (2:1.1)

en donde j, al igual que antes, es el flujo y f representa la fuente de material; f puede ser
funciéon de de C', 7 o incluso del tiempo ¢t. Asumiendo que la concentraciéon es una funcién
continua (una curva suave y diferenciable) se aplica el teorema de la divergencia, a saber

//Sﬁ-ds:///vv.ﬁdv.

Siendo F' un campo vectorial continuamente diferenciable en el entorno S. Con lo que (2.1.1)
se puede escribir como

/V[acg’t%rv-f—f]:o. (2.1.2)

'En donde A se puede transformar en B y B se puede transformar en A.
2Los sistemas dinamicos simples pueden tener resultados muy complejos.
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Para que la ultima ecuacion se cumpla para cualquier volumen V' entonces el argumento de
la funcién debe anularse, lo que produce una nueva ecuacién de conservacion para C(7,t),

9C (1)
ot

—

+ VT = f(C,71). (2.1.3)

Sustituyendo (1.2.4),

oC (7, t)
ot

El coeficiente de difusién D puede ser funcién del espacio como del tiempo. La genera-
lizacién a la ecuacién (2.1.4), cuando se consideran m especies que interactian entre si, se
tendrd un vector ¢;(7,t), i € N, que representa la densidad o concentracién de sustancia,
cada una difundida con un coeficiente de difusién D; e interactuando de acuerdo al vector
de fuente f, por lo tanto

= f(C,7t) + V - (DVC(F,1)). (2.1.4)

Jdc
5, =V (DVe), (2.1.5)

en donde D es una matriz de coeficientes de difusién; si no hay términos cruzados se reduce
a una matriz diagonal (lo que se utilizard en esta investigacion), y dado que V¢ es un tensor,
entonces V - DVc es un vector [20]. La relacién (2.1.5) es conocida como la ecuacién para
sistemas de reaccién-difusién[13] y fue propuesta como modelo en la base quimica de la
morfogénesis por Alan Turing en 1952[17]. Bajo la condiciéon de matriz diagonal se tiene que

dc
— =f+ DVZc. 2.1.6
5 + DV-c ( )
Si se consideran dos especies quimicas A(7,t) y B(7,t), el sistema generado es
A
a@t = F(A, B) + DAV?A, (2.1.7)
0B
5 = G(A, B) + DgV°B. (2.1.8)

En donde F' y G son la cinética del sistemas asociado a cada una de las sustancias, que
seran siempre no lineales. Es conveniente revisar el apéndice A sobre cinética quimica para
comprender mas a fondo este concepto. En la ausencia de difusion, que se puede lograr
haciendo D; = 0, A y B tienden a un estado estacionario lineal y estable. Los patrones
espaciales inhomogeneos surgen cuando la difusién esta presente, si D4 # Dpg. Supongamos
que se tienen dos reactivos que se difunden en el espacio desde sus coordenadas iniciales, el
reactivo activador se difunde con un coeficiente Dy y el reactivo inhibidor con D; en donde
Dy; >> Dy; la sustancia inhibidora previene la distribucion del activador, de esta manera
la zona disponible para el activador estd restringida a un dominio finito que depende de los
coeficiente de difusién de cada uno de los reactivos y ciertos parametros de reaccion. Si en vez
de tener un solo punto inicial de concentracién de activador se tuvieran locaciones aleatorias
se tendria una distribucién espacial heterogénea en el estado estacionario, con regiones de
activador e inhibidor bien definidas. En cambio, si los dos tipos de moléculas se difunden
al mismo ritmo, Dy = D; no puede evolucionar ningtin tipo de patron. Murray ofrece una
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analogia sobre los reactivos activadores e inhibidores que puede ser 1util para visualizar el
problema fisico [23]. A continuacién se presenta un desarrollo formal de la autocatélisis.

2.2 Autocatalisis; Activacién e Inhibicién

Muchos sistemas bioldgicos tiene una especie de control de retroalimentacién, al definicién de
este término se da cuando un producto de la reaccion tiene un efecto en la siguiente reaccién
de la secuencia de transformacion. Este resultado es, en general, no lineal, y tiene la capacidad
de activar o inhibir las reacciones. De manera rigurosa, la autocatélisis es el proceso en donde
una sustancia quimica estéd involucrada en su propia produccién, por ejemplo, en la siguiente
reaccion

A+ X =22, (2.2.1)

en la cual una molécula de X se combina con una de A para formar dos moléculas de X. Si
A se mantiene a una concentracién constante a (i.e. a = [A],z = [X]), la ley de accién de
masas® aplicada a esta configuracién dicta el ritmo de reaccién, es decir

dx
i kiax — k_12°. (2.2.2)

La ultima ecuacion puede ser resuelta por separacién de variables; el resultado de la concen-
tracion en el estado estacionario no nulo es

kia
k_y

Se recomienda leer el apéndice C, en donde se describe con detalle los pasos intermedios
en la derivacion de ecuaciones seleccionadas de la investigacién, como la ecuacién (2.2.3). La
reaccion catalitica presentada muestra una alta retroalimentacion con el producto que inhibe
el ritmo de reaccion, el estado estacionario es inestable por inspeccién. Si ahora se tiene un
sistema en el cual X se utiliza para la produccién de una nueva especie C, la reaccién en
(2.2.1) se modifica a

z(t) = xs = (2.2.3)

A+ X &22X,  Brx - (2.2.4)

El mecanismo presentado anteriormente muestra una bifurcacion, una propiedad que sera
mostrada en capitulos posteriores. Si, al igual que en modelo anterior A y B se mantienen
como concentraciones constantes, entonces la ecuacion diferencial asociada a la ley de accién
de masas se transforma en

3La ley de accién de masas establece que para una reaccién quimica reversible, a temperatura constante
y con equilibrio termodinamico, existe una relaciéon directa y sin variaciones entre los reactivos y productos.
Dicho de otra forma, la velocidad de reacciéon quimica es proporcional a la masa activa de la sustancia que
reacciona. En una reaccién quimica elemental y homogénea se cumple que[22]

»
ke = I I Ai'egs
i

en donde k. es la constante de equilibrio, a; ¢, la actividad de la especie i.
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d
dit” = fvaz — k_122 — kobx = (kra — kab)z — k_12%. (2.2.5)

Sin embargo, ya no es necesario resolver la ecuacién nuevamente, pues el resultado (2.2.3)
se puede extrapolar, las ecuaciones a resolver solo difieren por una constante que multiplica
a x, la cual podria ser renombrada. Bajo este argumento se asegura que

(l{?ICL - ka)
x(t) = e—tlkia—kab) 4 | .~

(2.2.6)

En donde kya sugiere el ritmo de produccion de x, mientras que ko brinda el ritmo de pérdida.
Si k1a > kob, entonces el estado estacionario es en realidad inestable y la concentracién x(t)
a tiempos largos (i.e. t — 00) tiende a un valor mayor a cero,

(kla — k?Qb)
k1

Contrariamente, si kja < kob, el estado estacionario es estable, el argumento de estabilidad
viene del sentido de la desigualdad, en la que se establece que la razén de pérdida de sustancia
es mayor que la produccion. El comportamiento de la concentraciéon en X se puede ver a
continuacion.

, (2.2.7)

Tg =

Figura 2.1: Estabilidad en los estados estacionarios de xs en funcién de (kja — kyb) para
diferentes valores de la pendiente ﬁ y para t — oo. La diferencia en la velocidad de reaccién
k; cambia el signo de la producciéon de sustancia y po lo tanto la estabilidad en la transicion

x5 # 0.

En los procesos biologicos generalmente no tiene un anélisis bioquimico que indique el tipo
de reactivos que se tienen en el sistema. En cambio, se puede conocer el efecto cuantitativo
de las variaciones en las sustancias. A causa de la representacion de reacciones quimicas
como un sistema de ecuaciones diferenciales se pueden construir modelos que contengan
informacion cualitativa en la formulacién matematica del sistema.

Supongamos que se tiene un sistema de ecuaciones diferenciales con la siguiente estructura

du a
— _ - 2.2.
il i cu = f(u,v), (2.2.8)
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d
Yy —ev = g(u,v), (2.2.9)
dr

con a,b,c,d,e constantes. desde una perspectiva biolégica u activa a v a través de du, en
donde las dos sustancias u,v se degradan en una relacién lineal con sus concentracién.* A
la degradacion de este tipo se le conoce como eliminacién cinética de primer orden [13]. El
término a/(b + v) se asocia a una retroalimentacion negativa en v por la produccion de u.
Un incremento en v inhibe la producciéon de u, lo que implica indirectamente una reduccion
en la sustancia misma. El estado estacionario tiene una solucién positiva (ug, vg) en donde

f (o, v0) = g(uo, o). (2.2.10)

Lo que reduce a las ecuaciones (2.2.8) y (2.2.9) a

—cug =0
b+U0 0 ’

dug — evg = 0,
de donde uy = evy/d. Sustituyendo en la primera de las ecuaciones reducidas se encuentra

que

ad
'U(Q)_'_’U(]b_;:o,

que si se resuelve con la férmula general es

—b /b2  dad
vy = e (2.2.11)

2

de la misma manera se encuentra la solucién para ug. La ecuacién de segundo orden en este
caso es

be ae —bec + \/(066)2 + 4aedc

2 _— — = =
U T oy — g =Y o 2de

Se puede calcular la estabilidad lineal del sistema de ecuaciones acopladas (2.2.8) y (2.2.9)
al determinar los eigenvalores A del jacobiano o la matriz de estabilidad (que a su vez es
conocida como matriz de reaccién). En el apéndice B se da el formalismo de este proceso,
aqui aplico el resultado.® La matriz de estabilidad de dichas ecuaciones se escribe como

(2.2.12)

of _ of
8uag @81

ou ov

(b+v0)? | |
d —e— A

‘—c—)\ __a

u0,v0

Dado que a/(b+ vy) = cug entonces

4La tltima propiedad se hace vidente en los términos —cu, —ev.
5Lo que algunos autores definen como matriz de comunidad en los modelos ecolégicos de interaccién de
poblaciones [13].
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af af
99 dg

ou ov

(b+wvo)
d —e— A

Q
S
Q
S

|—c — A —c<

uo,v0

por lo tanto,

cdu
M4 (cte)d+ |ce+ 1 =o.
b + Vo
Es evidente que al menos la parte real del eigenvalor )\; es menor a cero.® Por lo tanto,
siguiente lo establecido en la seccion B.1, el punto (ug, vg) es una singularidad estable.

2.2.1 Sistema General de Activacion E Inhibicion

En un sistema en general de ecuaciones diferenciables que representan una reacciéon quimica
entre reactivos activadores e inhibidores se tendra un arreglo de ecuaciones en el que la forma
de f(z,y) y g(x,y) se deja solamente indicada, esto es

Cci;: = f(u,v), CZ = g(u,v). (2.2.13)
En donde u es el activador de v si dg/0u > 0 y v es el inhibidor de u si df/0v < 0. En
el esquema general, hay muchas posibilidades del fenémeno de bifurcaciéon para los modelos
biologicos. Ahora es posible construir modelos en donde se exhibe una variante de reaccién
cinética y autocatalisis. Tal como se vio antes, el estudio de la cinética de reacciéon con n con

reacciones resulta en un sistema de n ecuaciones diferenciales, matematicamente

du; .
dl:; :f’i(ulau2a”' 7un)7 22172;"' , 1. (2214)
En donde todos los métodos para analizar la estabilidad del sistema cuando f;(uq, ug, -+, u,) =

0 son aplicables. Aunque generalmente la naturaleza tiene mas complejidad, las ecuaciones
diferenciales brindan una buena propuesta para imitar su comportamiento. En el mode-
lo siguiente se trata un modelo de dinamica de poblaciéon usando ecuaciones diferenciales,
conocido como el modelo de Lotka-Volterra.

2.3 Modelo de Lotka-Volterra

En el sistema de Lotka-Volterra se estudia la dinamica de interaccién de poblaciones, en
donde cada una de las especies involucradas se ve afectada; se consideraran dos especies
unicamente, pero en general existen tres tipos de interaccién de poblacion.

o Si la tasa de crecimiento de poblacién decrece en una especie y crece en la otra, se
tendra una situacién de depredador-presa.

6La solucién exacta a la ecuacién cuadritica en \ es

—(c+e)* \/(c+e)2 4 (ce+ bci“;jo)

1
A= >
2
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o Sila tasa de crecimiento de poblacién en ambas especies decrece entonces se manifiesta
el fenébmeno de competencia.

e Si la tasa de crecimiento de poblacion en cada una de las especies se ve mejorada,
entonces la relacion que mantienen es una interaccion de mutualismo o simbiosis.

Me concentraré en el primer caso, el modelo depredador-presa. En 1920, Lotka publico
un articulo titulado “Analytical note on crtain rhythmic relations in organic systems”, 7 en
donde estudia ciertas reacciones quimicas que muestran oscilaciones transitorias y propone
un sistema biolégico de dos especies que podia oscilar permanentemente para justificar esta
conducta. Unos anos mas tarde, en 1926, Volterra public6 un modelo simple para la depre-
dacion de una especie hacia otra para explicar el comportamiento oscilatorio que se ve en
ciertas especies de peces del Andridtico.® El modelo de Lotka-Volterra tiene fundamente en
dos ecuaciones diferenciales

dN
= N(a—bP), (2.3.1)
dP

En donde N(t) es la poblacion de la presa y P(t) la del depredador al tiempo ¢; a, b, ¢y d son
constantes positivas. Las ecuaciones (2.3.1) y (2.3.2) son las ecuaciones de Lotka-Volterra.
hay algunas consideraciones que hay que tener en cuenta en el modelo: (i) La poblacién de la
presa, en ausencia de un depredador, crece sin fronteras en un comportamiento Maltusiano,”
que en la ecuacion (2.3.1) corresponde al término aN. (ii) El propésito del depredador es
reducir la tasa de crecimiento de la presa por un término proporcional a la poblacién de la
presa y depredador, informacién contenida en el término —bN P. (iii) En el caso de ausencia
de presas, el ritmo de muerte de la especie depredador de la especie depredador es una
funcion exponencial decreciente, por lo tanto es necesaria la inclusién del término —dP en
(2.3.2). (iv) La contribucién de las presas al crecimiento de la poblacién de los depredadores
es proporcional al niimero de presas disponible y al tamano de la poblacién depredadora,
caracterizado en ¢N P. Haciendo una adimensionalizacién en los parametros originales, se

define

d

v(r) = T = at, a=—. (2.3.3)
a

Lo que modifica las ecuaciones principales a'

du dv
_— = 1 —_— - =
dr u( v) dr

7[27] Lotka, A. J. (1920). “Analytical Note on Certain Rhythmic Relations in Organic Systems”. Procee-
dings of the National Academy of Sciences, 6(7), 410-415. doi:10.1073 /pnas.6.7.410

8[28] Volterra, V. (1926). “Fluctuations in the Abundance of a Species considered Mathematically”. Nature,
118(2972), 558-560. doi:10.1038,/118558a0

9Un concepto en donde el ritmo de crecimiento de poblacién supera, en gran medida, a la capacidad de
producir alimentos para su abastecimiento.

107,05 pasos intermedios se encuentran en el apéndice E, seccién E.1.

av(u — 1). (2.3.4)
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Las ecuaciones de Lotka-Volterra también se pueden ser derivadas a partir de una reac-
cién quimica de oscilacion biologica en un modelo autocatalitico. Consideremos la siguiente
reaccion

A+ X Bsox,  X+Y 252y, v EuB (2.3.5)

En donde la sustancia A se mantiene a una concentracién constante ([A] = a, [X] = x).
Aplicando la ley de acciéon de masas, como se hizo anteriormente, se obtiene

dx d;y_

o kiax — koxy, 7 koxy — ksy.
se definen algunas variables adimensionales,
ka ka L at ]Cg
U= - = - —a, T = at, o= -—",
kg ’ kl ! kla
con lo que el sistema de ecuaciones diferenciales se transforma en
du dv
— =u(l— — = —1). 2.3.6
Cu(-v),  L=avu-) (2:3.6)

Que son nuevamente las ecuaciones de Lotka-Volterra. Eliminando el pardmetro asociado al
tiempo 7, en (2.3.4), la resultante queda
dv v(u—1)
— =a——=.
du u(l —v)

La ecuacion (2.3.7) tiene puntos singulares en u = v =0y u = v = 1, ademads, debido a
que es separable, se puede integrar directamente!!

(1_v)dv:a(u_1)du—>(1—1>dvza(1—1>duy

(% u (%

(2.3.7)

v+ ua — In(u*v) = H. (2.3.8)

Aqui H es una constante que cumple con H > H,,;, = 1 + a. H,,;, es el valor minimo
de H en (u,v), que es cuando v = v = 1. La Fig. (2.2) muestra el campo de direcciéon y
las trayectorias que se producen en las ecuaciones de interacciéon de poblaciones. Una curva
cerrada en el plano (u,v), tal como se muestra en la Fig. (2.5), implica soluciones periédicas
en 7 enuy v. Las condiciones iniciales u(0) y v(0) determina por completo el valor de H en las
curvas de fase. El comportamiento que se ve en las curvas de fase traduce en la inestabilidad
de la estructura del modelo; si inicialmente se tiene un sistema biolégico ubicado en una
de las trayectorias, una pequena perturbacion es suficiente para que exista una traslacion
en las soluciones.!? Una perturbacién pequefia puede modificar la amplitud en la solucién
periddica, a la vez que una alteracién grande puede incluso cambiar las predicciones en el
modelo.

E] parametro o dicta la razén de velocidad de reaccién. Si o < 1, la reaccién inicial, en donde existe
catélisis, es mas grande que cuando se produce B. Contrariamente de cuando se tiene a > 1.
12Una traslacién del tipo H; — H;iq
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Figura 2.2: A la izquierda se puede ver el campo de direcciones (u,v), resultante de las
ecuaciones (2.3.4). Las flechas indican la direcciéon del cambio a medida que 7 incrementa.
En la figura de la derecha se exhiben las trayectorias en el espacio fase. Los parametros
utilizados fueron v = 0.1, v, = v, = 1.

El comportamiento de ambas poblaciones es oscilatorio; si el nimero de presas disminuye
también lo hara el nimero de depredadores, por la falta de depredadores incrementara la
poblacién de las presas, lo que a su vez genera mas depredadores. Las tipicas soluciones
oscilatorias para u(7) y v(7) se muestran en la siguiente grafica, asi como sus derivadas.'?

Figura 2.3: Soluciones periddicas para la presa u(7) y el depredador v(7) para el sistema de
Lotka-Volterra (2.3.6) con « =5y u(0) = 1,v(0) =5

BLas soluciones fueron obtenidas de forma numérica; al retener ecuaciones diferenciales acopladas es
la manera méas rapida de conocer la dependencia de la poblaciéon en funcién del tiempo, aunque existen
tratamientos analiticos para el sistema Lotka-Volterra.
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Figura 2.4: Soluciones periddicas para el ritmo de cambio en el tiempo de la presa u/(7) y el
depredador v'(7) para el sistema de Lotka-Volterra (2.3.5) con a =5y u(0) = 1,0(0) =5

Regresando a las ecuaciones (2.3.6), la linealizaciéon alrededor de los puntos singulares
determina el tipo de singularidad y el grado de estabilidad en los estados estacionarios (tal
como se hizo en el apéndice B. Se considera el estado estacionario (u,v) = (0,0), en donde
x vy y son pequenas perturbaciones alrededor de dichos puntos. Al mantener solamente los
términos lineales de (2.3.6) se puede generar la siguiente matriz.

B0 2040

Figura 2.5: Curvas de fase en el sistema Lotka-Volterra. las curvas cerradas indican soluciones
periddicas para las variables u, v que se relacionan con la poblacion de presas y depredado-
res, respectivamente. En este caso, hice una traslaciéon en el punto critico para una mejor
apreciacion de la trayectoria, u. = 5,v. = 1 con a = 0.1.
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Es inmediato que las soluciones sean funciones exponenciales, que pueden ser escritas
como

<w(7)> _ B (2.3.10)

y(7)
B es un vector columna constante y A los eigenvalores asociados al sistema, mismos que se
pueden determinar con el polinomio caracteristico de la matriz A, a saber

1—A 0

0 —a— A
Se tienen eigenvalores reales y al menos uno de ellos es positivo. por lo que se tiene una
singularidad de punto silla, que de acuerdo don los criterios de singularidades en el espacio
fase, es siempre inestable. se podria hacer este mismo andlisis con un sistema de ecuaciones
en donde se modifiquen los puntos singulares. Sin embargo, la caracterizacion y clasificacién
del sistema es andloga al proceso mostrado. Hay un punto importante a resaltar en este
modelo; cuando el ritmo de reproduccion en las presas incrementa, el periodo en la solucién
incrementa también, el mismo efecto se puede lograr se el ritmo de reproducciéon en los
depredadores disminuye [13].

’A—)\I|: =0 — )\1:17 Ay = —au.

2.4 Complejidad E Inestabilidad

Una generalizacion al modelo de Lotka-Volterra

La generalizacion del modelo de Lotka-Volterra se logra considerando que existen k presas
y k depredadores, que cazan o consumen a todas las presas con diferente grado.'* Con estos
nuevos elementos en el modelo, las ecuaciones (2.3.1) y (2.3.2) se modifican a

dN; k
j=1
P, b
o= P, ZCijNJ d; (2.4.2)
j=1
En donde se tiene el contador ¢ = 1,--- , k y a;, b;;, ¢;j, d; son constantes positivas. El estado

estacionario trivial se consigue al hacer las poblaciones idénticamente cero, es decir, N; =
P; = 0 y entonces la matriz de estabilidad se construye como sigue'®

ay 0

0 @ (2.4.3)

14 Una especie de factor de peso que estd contenida en las constantes involucradas en las ecuaciones dife-
renciales
5En donde se hicieron las derivadas parciales solo conservando términos lineales para N; y P;.
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Al calcular los valores propias de la matriz A se encuentran 2k eigenvalores, a saber

Cll—)\
CLQ—)\
CL3—>\

det<A): _d1_>\ )
—dy — A

—di — A

det(A) = (a1 — A\)(az — A) -+~ (ar — N)(—=dy — N)(=ds — X) -+~ (—dj, — \) =0,

es evidente que

)\i =a; >0, )‘/H-i = —di < 0, 1 =1, ,k. (244)

Debido a la estructura de los eigenvalores se tiene un estado estacionario inestable. Existe
una solucién alterna a explorar para los estados independientes del tiempo; uno en el que el
argumento de las ecuaciones (2.4.1) y (2.4.2) se anula simultdneamente para cualquier valor
de 7, de forma matematica se escribe

k k
* * .
Zb’LJPJ = Qy, ZCUN]' :di, 1= 1, ,k. (245)
j=1 j=1

Las ecuaciones anteriores tienen una representacién adicional, la representacién vectorial.
se definen algunos vectores columna; N*, P* a, d, junto con matrices cuadradas'® de k x k,

ByC(C.

BP* = a, CN* =d. (2.4.6)
A través de esta notacion se tiene que las ecuaciones de Lotka-Volterra generalizadas son
dIN* ap*
" _NT./a— BP — =PT.[CN —d|. 2.4.
= a-BP, T -PTON-d (247)
Dados que los valores caracteristicos A;, ¢ = 1, - - , 2k resuelven el problema |[A — /| =0

entonces se asegura que la suma de las raices es nula, X2 \; = tr(A) = 0. Se encuentran
dos casos particulares en la ecuacién anterior, todos los eigenvalores son reales o todos son
puramente imaginarios; Si Re); = 0, entonces el estado estacionario es neutralmente estable.
Por otro lado, si hay un valor caracteristico de \;, tal que su parte real sea diferente de cero
y como surgen en complejos conjugados,'” se asegura que hay al menos un caso en el que
Re); > 0, y asi el sistema se vuelve inestable. La complejidad generalmente resulta en
inestabilidad en vez de estabilidad (J.D. Murray., 2002).

16Que corresponde a las entradas [b; ;] v [¢; ;] presentes en las sumas de las ecuaciones de Lotka-Volterra
generalizadas en (2.4.1) y (2.4.2).

1"Los elementos de la matriz de estabilidad A son reales, por lo tanto, si los eigenvalores son complejos,
se tendrdn complejos conjugados [13].
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CAPITULO

Inestabilidad de Turing

3.1 Morfogénesis

Antes de entrar en el formalismo matematico del mecanismo de Turing y las condiciones
analiticas necesarias para la inestabilidad de Turing y las condiciones analiticas necesarias
para la inestabilidad en un sistema de reaccién-difusion, resulta fundamental describir con
detalle la morfogénesis. La morfogénesis es el proceso en el cual las células que existen en el
desarrollo embrionario se mueven y auto-organizan con el propésito de formar, eventualmen-
te, las estructuras complejas y especializadas que caracterizan a un organismo evolucionado.
Este procedimiento es estimulado por dos factores; los factores quimicos y mecénicos.! El
complejo de los dos fendémenos (i.e. acomplamiento de factores) estimula la morfogénesis.
Evidentemente, el conjunto de moléculas sustancias en la morfogénesis son los morfégenos;
moléculas de senalizacion que producen campos de células circundantes que forman patro-
nes. Los morfégenos, a su vez, forman gradientes de concentraciéon que provienen de una
fuente localizada y determinan la configuracion y trayectoria de las células que responden a
los estimulos de la distribucién de densidad de ligandos.? La idea de morfégeno estd intima-
mente relacionada con el concepto de informacién posicional[12]. Una célula puede leer su
ubicacion en funcion del gradiente de concentraciéon, proveniente de una senal extracelular,
y determinar el futuro de su comportamiento[32]. Quiero recalcar la importancia de la ac-
cion de morfogenos en el entendimiento del desarrollo; una modificacién en el gradiente de
concentracion, debido a pequefias perturbaciones en la emisién de morfégenos, puede tener
implicaciones en la formacion de diferentes tipos de células con una relacién espacial entre
ellas. Sin mencionar, la capacidad de estas moléculas especializadas en afectar varios procesos
de estimulacién celular con consecuencias tan importantes como la relocalizacion y repro-
duccion [33]. La existencia de morfégenos requiere satisfacer ciertos criterios; una molécula
de senalizacion de este tipo debe estar presente en la posicion y momento exacto, provenir de
una fuente identificada y formar un gradiente de concentracién alrededor de una poblacion
de células, mismas que deberan reaccién proporcionalmente a las sefiales de los morfégenos.
Las células, en la vecindad de la fuente, experimentan un incremento en el gradiente de
concentracion también tiene efectos mas elevados, de la misma forma, una disminuciéon de
moléculas de senalizacion se traduce en una baja tasa de reacciones. Dicho de otra forma, la
accion de los morfégenos sobre las células es directa, asi, si una célula esta localizada en un

1E] factor quimico esté relacionado con la interaccién entre sustancias quimicas, mientras que los factores
mecanicos se asocian a los efectos fisicos presentes en el sistema.
2Molécula de sefializacién que transporta informacién de una célula a otra.
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lugar de gradiente de concentracion debe responder acorde a dicha cantidad.

Figura 3.1: De izquierda a derecha, se muestra una célula inmersa en un medio de difusién in-
finito que contiene un gradiente de concentraciéon de moléculas de senalizacion especializadas,
morfogenos. La segunda figura representa la senal comunicada por un morfégeno. Finalmen-
te, la tercera figura sugiere la idea de reaccién intercelular por la interaccion ligando-receptor,
en la que, en este particular, se transcribe el ADN inscrito en el nucleo celular.

Las células contienen quimiorreceptores (i.e. proteinas encargadas de la recoleccién de
informacién) en la membrana celular: una bicapa lipidica encargada de delimitar el medio
exterior e interior de una célula, ademas de regular el transporte de sustancias que entran
o salen de esta. Es a través de los receptores de membrana que los morfégenos entran en
contacto con la célula.® Después de lograr esta conexién, una molécula llamada factor de
transcripcién,* usualmente una proteina, interacttia con el ADN para activar o desactivar la
generacién de un gen particular y posteriormente crear una proteina nueva [36]. Una repre-
sentacion esquematica de la transcripcion de ADN se muestra en la Fig. (3.1)

La proteina subsecuente puede originar, en general, uno de los siguientes procesos: (i)
Influencias la manera en la que las células interactiian entre ellas, en especifico, la adhesion
celular; un mecanismo mediante el cual las células se unen y adjuntan a células vecinas a
través de las moléculas de adhesion celular (CAM) [12]. Las células con el mismo tipo de
CAM formacién conjuntos o grupos bien definidos que componen diferentes tipos de tejidos.
(ii) Cambiar la composicion de la matriz extracelular, una red de proteinas que separa los
distintos tipos de células y crea trayectorias guia para la migracion celular. (iii) Alterar la
forma y tamano de la célula al modificar su naturaleza contractible. Los morfégenos pueden
estimular la expresién de proteinas contractibles como la actina y miosina, que trabajan
en conjunto para producir la accién de acortamiento y contraccion, creando asi fuerzas
mecanicas en las células cercanas para precisar la determinacion y diferenciacién celular
[37]. En la siguiente seccién se habla sobre la vision de Alan Turing en la descripcién de los
patrones en la naturaleza y el razonamiento del modelo matematico de la morfogénesis.

3Para conocer més sobre el proceso de recepcién de ligandos en una membrana celular esférica, asi como
de las caracteristicas y condiciones de la cantidad de moléculas absorbidas por superficies absorbentes, se
recomienda leer el trabajo titulado “Absorcidn Selectiva en Diversas Geometrias”, en el que se analiza la
constante de corriente de difusién a través de parches circulares, elipticos, cuadrados y poligonales adheridos
a una esfera reflejante. https://ixtlan.izt.uam.mx/leo/group-members/

4Proteinas capaces de unirse a secuencias cortas de ADN en los promotores de genes, ademés de poner
inducir o inhibir la cantidad de enzimas ARN. Los factores de transcripcién modulan la tasa de transcripcion
de genes en la célula.
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3.2 La Visiéon de Alan Turing

El origen de las especies, el trabajo mas reconocido de Darwin, fue criticado por la comu-
nidad cientifica, no por su razonamiento en cuanto a la seleccion natural, si no, por la falta
de fundamento del origen de las caracteristicas que hacen a una especie tnica, es decir, los
adjetivos que la describen y clasifican; la idea de un conjunto desordenado de células que
terminan diferenciandose para formar estructuras ordenadas, como los patrones de la piel, es
una de las principales cuestiones a resolver en los sistemas naturales complejos, que llenaria
algunos de los espacios vacios presentes en las teorias que buscan exponer los fenémenos
biolégicos. La explicacion del comportamiento de la naturaleza se pensaba fuera del alcance
de las ciencias exactas, como la fisica y la quimica. Sin embargo, la aplicacion de modelos
analiticos en fendmenos naturales se hace mas comun dia con dia. En 1952 se publico “ The
chemical basis of morphogenesis”, en donde Alan Turing propone que existe una relacién
entre la morfogénsis y orden en un ser vivo y el orden generado en un prepatréon quimico
[17]. Para comprender esta idea es conveniente pensar que en el medio celular de desarro-
llo se puede formar un patrén quimico mediante algiin mecanismo; suponiendo que en las
células existen sustancias que generan respuestas en funcién de la concentracion local, de tal
manera que si esa concentracion sobrepasa cierto valor, la célula expresa un rasgo especial,
el resultado es la traducciéon de un prepatron quimico en la diferenciacion de estructuras
complejas que se observan en la naturaleza. Para obtener este comportamiento se conside-
ra a la difusién y las reacciones quimicas como procesos homogeneinizadores que producen
patrones estacionarios al combinarlos en una configuracion especifica, siendo estos la con-
secuencia directa de la desestabilizaciéon debida a las perturbaciones del estado homogéneo.
Este proceso se puede estudiar al considerar la reaccién autocatalitica de dos sustancias,
digamos A y B. A lleva a cabo una reaccién autocatalitica, es decir, promueve su produccién
al mismo tiempo que cataliza la produccién de B. Sin embargo, B inhibe la produccion de A.
Si B se difunde mas rapidamente® se generardn ondas agudas de diferencias de concentracién
para ambas sustancias. A medida que A incrementa también lo hace B y con las condiciones
impuestas en este experimento mental, se generara un pico centrado de A sobre el pico de B.
La distribucion general inicial de los reactantes es completamente al azar, sus concentracion
tendran fluctuaciones en el dominio de reaccion-difusién, como A se incrementa localmente,
se difunde més sustancia B, que inhibe los picos de A que se forman en la vecindad de su
produccién, en conclusion se tienen picos de A a intervalos regulares.

El modelo de reaccién-difusion predice areas de alta y baja concentracion de las sustancias
del sistema. Esta es la vision de Turing, la combinacion de dos elementos homogéneos para
formar sistemas inestables que forman patrones estacionarios. Una idea simple y contrain-
tuitiva, con resultados impresionantes que son capaces de replicar y predecir® los patrones en
la naturaleza. En las secciones subsecuentes se desarrolla mateméticamente la inestabilidad
de Turing.

55Lo que se traduce a un coeficiente de difusién mayor, D > D 4.

6Una de las cosas méas interesantes de la inestabilidad de Turing son la predicciones de formacién de
patrones estacionarios en funciéon del dominio. Cuando el domino se incrementa los patrones generados
tienden a ser mas complejos. En un dominio pequeno, podremos ver lineas o incluso ninguna regiéon de
concentracion, en cambio, si se incrementa el espacio disponible es posible tener geometrias complicadas.
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3.3 EIl Mecanismo de Turing

Como se menciond en la seccién anterior, Alan Turing desarroll6 un modelo en que establecid
que, bajo ciertas condiciones, dos sustancias quimicas pueden reaccionar y difundirse de tal
forma que producen un estado estacionario heterogéneo para formar patrones espaciales en
la concentraciéon de morfégenos.” Considero nuevamente las ecuaciones de reaccién-difusion
derivadas en la seccién 2.1, en particular la ecuacién (2.1.5), 8

dc

ot
en donde f representa la reaccién de la cinética (i.e. forma en la que interacttian las sustancias
y velocidad de consumo) y D en este caso (debido a la forma vectorial) es una matriz de dia-
gonal de coeficientes de difusion constantes y positivos. La ecuacion (2.1.7) y (2.1.8) presenta
la interaccién de dos especies, A(7,t) y B(7,t), aqui las reescribo por razones précticas

0A

f(c) + DV, (3.3.1)

o F(A, B) + DsV?A, (3.3.2)
B
aat = G(A,B) + DpV*B, (3.3.3)

a través de ellas se pueden desarrollar patrones espaciales inhomognéneos cuando los coefi-
cientes son distintos uno del otro, Dy # Dpg. Este es el mecanismo de Turing, simple pero
con resultados impresionantes; se describe el desarrollo de la inestabilidad a partir de la
conjugacion de dos modelos individuales que son estables cuando estan aislados. La difusiéon
es la responsable de crear inestabilidad en la interacciéon de dos reactivos. A continuacién se
presentaran un modelo prototipo de reaccion-difusion, para después describir las condiciones
de Turing” para la formacién de un sistema con generaciéon de patrones.

3.4 Modelo de Crick

Difusién en Embriogénesis

El modelo de Crick es mas bien una argumentacién a la utilizacion de la difusion en los
sistemas de evolucién embriolégica. Los gradientes de concentracion de morfégenos eran
pensados como algo externo a la embriogénesis, principalmente por dos razones; el fracaso
en el aislamiento de las moléculas involucradas (falta de evidencia experimental) y la consi-
deracién de la difusién como un mecanismo lento (o al menos no lo suficientemente rapido)
en el establecimiento de gradientes, un debate que ha sido tratado por otros autores con

"Como una definicién alternativa; el término morfégeno estéd asociado a las moléculas de sefializacién
secretadas en una regién limitada de un tejido que se difunden lejos de la fuente en donde generan un gradiente
de concentracion. Esta molécula es producida por células embrionarias; se caracteriza por su capacidad de
difundirse y actuar a distancia sobre otras células o tejidos. Las moléculas adquieren informacién posicional
para la organizacién espacial en la formacion de estructuras complejas, como la formacién de 6rganos en el
desarrollo embrionario [29].

8En donde nuevamente se piensa en la interaccién de m especies que interactiian entre si, vector de
concentracién ¢ — ¢; (7, t).

9Las condiciones de Turing seran establecidas posterior al modelo en cuestién, el modelo de Crick.
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la misma conclusién [35]. En 1970, Crick demostré que el proceso de difusién es adecuado
para la aproximaciéon de gradientes en los tejidos celulares, el problema que abre esta po-
sibilidad se enuncia como: ;Cual es la distancia maxima en la cual una concentracién de
gradiente en equilibrio se puede configurar en los tiempos disponibles durante el desarrollo
embrionario?[7] Con el objetivo de responder a esta pregunta supongamos un arreglo simple
unidimensional de células, en el cual uno de los extremos acttia como fuente (i.e. una célula
que produce morfogenos) y mantiene la concentraciéon a un nivel constante C'y . Mientras
que el segundo extremo se comporta como sumidero o un punto de destruccion para los
morfégenos y mantiene la concentracion constante C;, que es menor que la que se mide en
la vecindad de la fuente, Cy > C;. Es necesario hacer el célculo en donde se considera que
la fuente y el sumidero se encienden al mismo tiempo, ¢t = 0. Cada célula en la dimensién
x tiene una longitud [ y la distancia entre las fuentes es L; dado que n es el nimero de
células se tendra que L = nl. Los morfégenos se pueden difundir de una célula a otra de
acuerdo con la direccion de flujo. Después de cierto tiempo se alcanza un estado dindmico
de equilibrio,'?; lo que, utilizando la ecuacién (1.2.3) se escribe como

oC (z,t) D82C(:Jc,t)
o or?

(3.4.1)

Figura 3.2: Representacion esquematica del cambio de concentraciéon de gradiente en el es-
pacio como funcién de la coordenada .

Las condiciones a la frontera de creacion y aniquilacién de morfégenos se traduce ma-
temdticamente a los siguientes valores limite!!

C0,t)=Cy,  C(L,1) =0,

segin los cédlculos de Crick el tiempo que tarda en formarse el gradiente es[7]

L (nl)?
t= AT' (3.4.2)

Un resultado que se puede ver mas directamente, o al menos desde una aproximacion
probabilistica, cuando se encuentra la relacion entre la media cuadratica del desplazamiento y

10F] estado dindmico de equilibrio no es lo mismo que el estado estacionario; el estado estacionario es
independiente del tiempo, lo que harfa que 0C(z,t)/0t — 0, ademdas de modificar la ecuacién a resolver a
02C(z,t)/0t? = 0.

1En donde se hizo Cy = 0.
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el tiempo en la secuencia de pasos en una caminata aleatoria de una dimension, en particular
la ecuacion (1.1.10), misma ecuacion que dirige a la definicién del coeficiente de difusién, en
(1.1.1). En la ecuacién (3.4.2) la constante A se calcula de forma experimental. Dentro del
analisis el tiempo estimado para alcanzar la dindmica de equilibrio es, aproximadamente, 3
horas, que corresponde a distancias de 10~3cm. Este estudio es consistente con lo que se ve
en los procesos difusivos; dichos procesos son muy rapidos en distancias pequenas, como el
tamano de una célula, por ejemplo, pero muy lentos a largas distancias [1].

3.5 Condiciones de Turing

Los sistemas de reaccion-difusion exhiben un comportamiento que es conocido como inesta-
bilidad de Turing; cuando un sistema (reaccién de sustancias quimicas) que tiene un estado
estacionario estable invariante a pequenas perturbaciones en la ausencia de difusion se vuelve
inestable a pequenas perturbaciones espaciales en su presencia, entonces se tiene inestabili-
dad impulsada por difusién.'?

Todos los sistemas de reaccion-difusion se pueden adimensionalizar y escalar para que tomen
la siguiente forma'3[13]

up = 7f(u,v) + Viu, v =yg(u,v) +dV>, (3.5.1)

en donde d es la razén entre los coeficientes de difusion y v puede tomar alguna de las
siguientes interpretaciones

« ~7'/2 es proporcional al tamaifio lineal del dominio espacial en una dimensiéon. Cuando

el sistema es de dos dimensiones, v es proporcional al area.

« v representa la fuerza relativa de los términos de reaccién. Lo que puede ocasionar que
un aumento en v produzca un aumento en la actividad de algunas limitaciones en el
paso de la secuencia de reaccion.

o Finalmente, un incremento en ~ podria ser equivalente al atenuamiento de la razon de

La capacidad de los sistemas, que toman forma segun las ecuaciones (3.5.1), para generar
patrones espaciales depende fuertemente de la cinética de reaccién f y g y de los valores
asignados en 7 y d. Esta seleccion permite una interpretaciéon mas amplia en los parametros
adimensionales, ademds, cuando se consideran los dominios en el espacio parametrizado (un
concepto que se definird mas adelante), sobre la aparicién de patrones espaciales, estos pueden
ser representados convenientemente en el espacio fase (v,d). En esta seccién desarrollo las

12En un sistema ecoldgico este comportamiento puede ser evidente cuando las perturbaciones espaciales
generan un comportamiento oscilatorio en la poblacién de las especies que lo habitan [14].

13Cuando todos los términos de una ecuacién diferencial fisica son dimensionalmente homogéneos (i.e. todos
los términos tienen la misma dimensién) se pueden definir cantidades apropiadas con el propdésito de obtener
una ecuacién adimensional, muchas veces para esta tarea se utiliza el teorema 7 Vaschy-Buckingham. Como
un comentario extra, este teorema afirma que cualquier ley fisica es independiente del sistema de unidades
en el que se exprese [30]. Es importante mencionar que las derivadas parciales de una funcién arbitraria f
respecto a la variable x es representada como 0f/0x = f,
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condiciones necesarias para la inestabilidad impulsada por difusion en el estado estacionario
y la generaciéon de patrones espaciales en un sistema general, ecuacién (3.5.1). Como en
la mayoria de los sistemas de ecuaciones diferenciales, el formalismo matematico exige la
existencia de condiciones a la frontera y condiciones iniciales. Si se definen condiciones a la
frontera con flujo nulo en ella'* y se piensa en condiciones iniciales dadas entonces, adicional
a la ecuacion (3.5.1), se requiere la relacién siguiente

(n-V) Z =0, reodB;  ulr,0),v(r,0), (3.5.2)

en donde 0B es un frontera del dominio B en donde ocurre el fendmeno de reaccién-difusién
y n es el vector normal a la frontera en cuestion. El estado estacionario homogéneo relevante
up, vy de (3.5.1) es la solucion positiva a

f(u,v) =0, g(u,v) =0. (3.5.3)

Se tiene un interés especial en la inestabilidad lineal del estado estacionario que depende
de la coordenada temporal. En ausencia de las variaciones de posicion, es decir, de difusion,
el estado homogéneo es linealmente estable [14]. A continuacion se derivan las condiciones
necesarias para que se cumpla esta caracteristica. En ausencia de los gradientes de concen-
tracién la ecuacién (3.5.1) se modifica a

up =vf(u,v), v =yg(u,v). (3.5.4)
Linealizando alrededor de' (ug, vg), tal como se indica en el apéndice B, se define el siguiente

vector columna

w= "), (3.5.5)

UV — g

Entonces es facil ver que (3.5.4) se puede escribir como

w; = 7Aw, (3.5.6)
siendo'®
A=l ) (3.5.7)
Gu YGu 0.0

Al ver la estructura de la ecuacién (3.5.6) se puede hacer un ansatz sobre su solucién. Se
buscan solucionas de la forma

w o e,

1Al definir esta condicién se restringe el estudio a los patrones espaciales que se auto-organizan. La
condicién de flujo nulo se traduce en cero contribuciones externas.

5Que corresponden a los puntos en donde las funciones se anulan o no existen.

16De aqui en adelante se omitiran los subindices ug, vo. Las derivadas respecto a u, v se pensaran evaluadas
en los puntos criticos a menos que se indique lo contrario.
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en donde A es el eigenvalor calculado a partir de la matriz de estabilidad. La sustitucion de
a tltima relacion en (3.5.6) da como resultado el problema clasico de eigenvalores para un
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas'’[38]

VSu— A Yo
A— M| = =0,
4 | | YGu VG — A

Operando sobre el determinante es

N = (fu+ g0) X+ 7 (fugo — fogu) =0, (3.5.8)

ahora solo queda resolver para A

Ny = Wt 90) £ 02 (ut 90)° = 49 (fugo = fogu)]'2
| 2

1/2

Al = %(fu +g0) £ [(fu + gv)2 — 4(fugo — fvgu)} (3.5.9)

Se tiene un nodo estable cuando A\; < A; < 0, ya que las trayectorias tienden al punto critico
cuando t — oco. Esta condicion se garantiza, Re\ < 0, si los términos correspondientes en la
ecuacion son completamente negativos, es decir

tr(A) = fu+ g, <0, Al = fugo — fogu > 0, (3.5.10)

Cabe mencionar que los puntos criticos cambian en funcion de la cinética de las sustancias
que se tengan en la reaccion.'® Las desigualdades en (3.5.10) imponen constricciones en los
parametros de los valores caracteristicos. Cuando consideramos las variaciones espaciales de
la concentracién de reactivos volvemos a la forma general de (3.5.1), que se ve como

w; = YAwW + DV?w, (3.5.11)

en donde se lineliza alrededor de'® w = 0. La forma de la matriz diagonal ID es, explicitamente

D= (é 2) . (3.5.12)

Para resolver este sistema de ecuaciones es necesario tomar en cuenta las condiciones
a la frontera enunciadas anteriormente para proporcionar w(r,t). La ecuacién (3.5.11) es
una ecuacion separable, entonces se puede decir que w(r,t) = w(r)w(t). Sustituyendo esta
relacion en la ecuacion a resolver

aatw(r)w(t) = yAw(r)w(t) + DV w(r)w(t).
w(r) Swit) = yAw(r)w(t) + WDV w(r),

17También puede interpretarse como el proceso de linealizacién u obtencién de los eigenvalores de la matriz
de estabilidad.

13En este punto ya se consideran sistemas acoplados con reaccién-difusién.

19Mismo proceso utilizado en el apéndice B, para trabajar con puntos criticos arbitrarios.
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dividiendo entre la misma funcién x(r,t), lo cual es posible ya que no se quiere soluciones
triviales (i.e. w(r,t) = 0), se obtiene

w(r)2w(t) ~yAw(r)w(t) w(t)DV2w(r)

wr)w(t)  w(r)w(t) w(r)w(t)
Sw(t) DV2w(r)
o M e

o, usando la notaciéon acordada para las derivadas parciales

t Vw(r
w(t) w(r)
De aqui se desprenden 2 ecuaciones, al igualar a una constante A\, que tomara el lugar de un
eigenvalor, a saber

D. (3.5.13)

t
wilt) 5 (3.5.14)
w(t)
v2
o YV (3.5.15)
w(r)
renombrando constantes, la tltima ecuacién es °
Viw(r) + k*w(r) = 0. (3.5.16)
La solucion a (3.5.14) es inmediata,
w(t) = aze™. (3.5.17)

Si el dominio es unidimensional en el intervalo [0,a], entonces w(r) ird como una funciéon
trigonométrica, cos (’%”‘) , en donde n es un entero. Con el fin de tener una mejor visualizacion
de esta afirmacién, consideremos las diferentes posibilidades para el eigenvalor de la ecuacion

(3.5.15), misma que se puede escribir como

Viw(x) + (YA — N)w(x) = 0. (3.5.18)
En una dimensién, cuando yA — X\ = 0, la ecuacién (3.5.18) es
0?w(x)
DA S/ 3.5.19
8:62 Y ( )
cuya soluciéon es
w(x) = 1 + cor, (3.5.20)
por lo tanto,
W(O):cle — cp =0,

20La definicién de la nueva constante es simplemente por conveniencia.
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w(a) =cy-a=0 — co =0,
y asi, la solucién queda
w(z) =0,

lo que quiere decir que A = 0 no es un valor propio. Por otro lado, para exigir que el eigenvalor
es negativo se tiene que YA — X = —k? < 0, de esta forma

w(x) 2

——— —a"w(x) =0. 3.5.21

= (z) (35.21)

Esta ecuacién diferencial ordinaria admite soluciones de la forma

w(z) = ¢; cosh(kx) + co sinh(kx), (3.5.22)
0, equivalentemente

w(r) = ce7" + cyet”. (3.5.23)

Sabemos que

w(0) = ¢1 cosh(0) 4 cosinh(0) =0 — ¢, = 0,

w(x) = ¢y sinh(kx).
Aplicando la segunda condicion,
w(a) = cysinh(ka) =0 o ka =0, co = 0.
Y se obtenemos una solucién trivial, y A < 0 no es un valor propio.
w(z) =0.
Finalmente, cuando A = k? > 0, la ecuacién a resolver es

ow(x) 5 B
S w(a) =0, (3.5.24)

que es la ecuacion de oscilador armonico, su soluciéon es bien conocida,

w(x) = ¢1 cos(kx) + ¢y sin(kz), (3.5.25)

las condiciones producen, en este caso

w(0)=c¢; =0 — ¢ =0,

w(a) = cysin(ka) = 0,

Aqui hay dos posibilidades, ¢; = 0 o sin(ka) = 0, lo que implica que ka = nm, es decir
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k=—. (3.5.26)

a

Las funciones seno y coseno son la misma funciéon pero con una traslacion en el eje de las
abscisas (e.g. si se usa variable compleja de la forma c;e?**, para la solucién de la ecuacién
diferencial), por lo tanto la funcién propia queda como

w,(x) = C, sin <7ZT:U> : (3.5.27)

El eigenvalor en este caso es k es el nimero de onda, mientras que 1/k = a/nm es
proporcional a la longitud de onda, w = 27/k = 2a/n. En los dominios finitos existe un
conjunto discreto del nimero de onda. Si wy(z) son las eigenfunciones correspondientes el
nimero de onda k, en donde se satisfacen las condiciones a la frontera, la soluciéon general
es de la forma

w(z,t) =Y cpeMwy(z), (3.5.28)

en donde ¢ son constantes que se determinan a través de las expansiones de Fourier en
las condiciones iniciales en términos de wy(x). Lateralmente, A es el eigenvalor que dicta el
crecimiento exponencial. Al sustituir el resultado en la ecuacion (3.5.11), utilizando (3.5.16)

0 0?
5 (cke”wk(a:)) = 'yAcke’\twk(aj) + D@ (cke)‘twk(x)) ,

AeweMwi(z) = yAcgeMwi(z) — Dege M EPwy(2).

Como se requieren soluciones no triviales para la funcién?* wy(x,t), se escribe de una forma
alterna

Al — A + Dk?| =0, (3.5.29)
sustituyendo A y D explicitamente con (3.5.7) y (3.5.12)

A0 _ fu fv 2 o ‘_
‘(0 A) 7(gu gv>um+k (0 d) =0

‘A — Y fu + K2 vfo

-0
—YGu A — g, + k2d ’

KA — fudk2y — gok®y — Foguy? + fagoy? + KA+ E2Ad — fuyA — goy ) + A2 = 0,

N A X K 4 dk = y(fu+ g0)| + dk* = K2y (dfu + ) + 77 (Fugo — fugu) = 0.

. i - .

2L Aunque las soluciones no triviales ya fueron descartadas para el eigenvalor k, es necesario hacer un
anglisis similar para el valor caracteristico A, ya que al poner la solucién (3.5.17) no se dijo més sobre la
forma de .
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Usando, |A| = fugy — fogu, ademés de

h(k?*) = dk* — K*y(df, + g,) + 72 det(A), (3.5.30)

asi,

N XK+ dk? = y(fu + 90)| + h(E?) = 0. (3.5.31)

El estado estacionario (ug,vp) es linealmente estable si las dos soluciones de (3.5.31) son
Re) < 0. El andlisis de las constricciones para el estado estable son efectos espaciales ya fue
considerado anteriormente, lo que corresponde a k? = 0, en ese caso debfan cumplirse las
relaciones (3.5.9) y (3.5.10) simultaneamente. Si se quiere que, cuando existe una dependencia
espacial, que el estado estacionario sea inestable a perturbaciones en las coordenadas, se
necesita que Rel > 0 para un valor de k£ diferente de cero; a través de la féormula general
aplicada en (3.5.21), es posible diferenciar los valores de k de interés

Mo = 5 [FR @) 9 (ug0) £ RO+ =2 (Fa+ ) = 4007)]

Las condiciones establecidas se logran si el coeficiente de A o h(k?) < 0. En (3.5.10) se
vio que trA = (f, + g,) < 0, y es evidente que k*(1 + d) > 0, entonces

[E*(1+d) =7 (fu+90)] >0,

la tnica forma en la que ReA(k?) puede ser positiva es que h(k?) < 0, lo que a su vez se
cumple si j(df, + g»,) > 0! Hay algo que parece una contradiccién en este punto si no se ven
los detalles con detenimiento, ya que se habia dicho que (f, + g»,) < 0 en las condiciones
para el problema independiente de las coordenadas del espacio y por lo tanto de difusion, en
(3.5.10). Las relaciones conjuntas implican que d # 1 y que f, v ¢, tengan signos opuestos.
Como un requerimiento necesario para ajustar las condiciones es

dfu+g, >0,  d#1. (3.5.32)

En el escenario en el que f, > 0y g, < 0, entonces d > 1y se tiene que v es el activador de
w y w el inhibidor de v.?? La desigualdad (3.5.32) es necesaria pero insuficiente para asegurar
que Re) > 0, hay que considerar completamente la forma de h(k?), el minimo de la funcién
h tiene que ser negativo, por lo que se debe resolver el problema tipico de puntos criticos de
calculo diferencial en®® (3.5.30),

0
a3 (K = K(dfu + g,) +77det(A)) = 0,

2dk* — y(df, + g,) = 0,

22Es importante recordar, en el mecanismo de activador-inhibidor, que el inhibidor debe difundirse més
rapidamente que el activador.

23La notacién de derivada significa que se deriva respecto a k2, no que es una segunda derivada en la
variable lineal k.
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e Wato)

3.5.33
2 = et (35.33)
Sustituyendo en h(k?)
d u + v 2 d u + v
B = d (L9 (At ) e 2 (a),
2d 2d
d u v 2
B = 42 |det(a) — (ut 9]} (3.5.34)
4d
Para que este ultimo valor sea negativo se tiene que
d u v 2
Wt 90 Ger(a). (3.5.35)
4d
En la bifurcacién®!, la desigualdad se anula, en vez de eso se tiene det(A) = W y

para parametros fijos en la cinética de reacciéon se define el coeficiente de difusién critico d.,

d3f32dcfugv + 912; = 4dcfugv - 4dcfvgu7

A2 f7 + 2de(2fogu — fugo) + 95 = 0. (3.5.36)

El ntimero de onda critico es entonces,?

o (defutgy) _ [det(A) 2
C 2dc ,y ’Y dc Y

1/2
k2 =y [f“g”_f“g“] . (3.5.37)

c dc

En la Fig. (2.3) se muestra el comportamiento de h(k?) para distintos valores del coeficiente
de difusién relativo d. Cuando h(k?) < 0, el sistema (3.5.31) tiene soluciones positivas en el
mismo rango del nimero de onda k. Por otro lado, el dominio del ntimero de onda inestable,
k? < k? < k2, se obtiene de fijando que d > d. y calculando los ceros de h(k?) =0

h(k?) = dk* — K*y(df, + g,) + 7*det(A) = 0,
usando la féormula general
k2, = % ((dfu + 90) £ {(dfu + g0)* — 4d - det(A)}?]. (3.5.38)

Explicitamente,

B = 2 [(@ha+ g0) = {(dfa + 90)? = 4d- det(A)}V2] < &2, (3.5.39)

24 Aqui, la bifurcacién se obtiene cuando i, = 0.
Z5Para hacer este calculo se usé la ecuacién (3.5.33) y la igualdad en (3.5.35).
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Figura 3.3: Grafica de la funcién h(k?), para algunos valores especiales de la cinética de
reaccion f(u,v), g(u,v) y diferentes tipos de coeficientes de difusién d. Cuando el coeficiente
de difusién relativo d incrementa mas alld del valor critico d., h(k?) se vuelve negativa para
un dominio finito de k% > 0.

k2 < % [(dfu+ g0) + {(df + g.)? — 4d - det(A)}/2] < k2. (3.5.40)

La expresion del eigenvalor A(k?) se conoce como relacion de dispersion. El rango de
inestabilidad en el cual ReA(k?) > 0 tiene un maximo en el nimero de onda k obtenido con
(3.5.33) con d > d.; esto implica que existe un modo de crecimiento rapido en la suma (3.5.28)
para w(z,t). Cuando se considera la solucién mencionada en w, los términos dominantes, a
medida que el tiempo incrementa, son los que cumplen con la condiciéon ReA(k?) > 0, ya que
los otros modos tienden a cero exponencialmente. El rango de inestabilidad k% < k? < k3
dice que la forma de la funcién es

ko
w(z, t) ~> e (). (3.5.41)
k1

Un analisis analitico y grafico de la relacion de dispersion da informacion inmediata e im-
portante sobre las eigenfunciones, es decir, sobre los patrones espaciales que son linealmente
inestables y que crecen exponencialmente con el tiempo. Hay que tener en mente que, en un
dominio finito, el niimero de onda tiene un espectro discreto. Las eigenfunciones linealmente
inestables, las cuales crecen exponencialmente en el tiempo, eventualmente estaran limitadas
por los términos no lineales en las ecuaciones de reaccién-difusion, lo que resultard en una
soluciéon de estado estacionario espacialmente inhomogéneo. Se puede esperar que cuando se
tenga un conjunto cinético confinado, ese mismo conjunto incluira las soluciones cuando la
difusién es considerada [13].

Se han obtenido las condiciones para la generacién de patrones espaciales cuando se con-
sideran dos especies en las ecuaciones de reaccién-difusion en el sistema de las ecuaciones
(3.5.1). Enuncio nuevamente las condiciones encontradas de forma compacta,®

26Cada una de las derivadas parciales estdn evaluadas en el estado estacionario ug, v.
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Figura 3.4: Lineas de valores caracteristicos A\(k?). A medida que d se aleja de su punto
critico hay un rango de valores de k? < k? < k3 para los cuales se tiene una inestabilidad
lineal. La parte sombreada de la grafica representa los valores del nimero de onda k? que
hacen que se genere la inestabilidad.

fut g0 <0, fugo — fogu >0, (3.5.42)

dfy + 90 >0,  (dfu+ g0)* — 4d(fugy — fogu) > 0. (3.5.43)

Segun el analisis realizado, las derivadas f, y g,, al ser evaluadas en el estado estacionario,
deben tener signos contrarios; f, > 0, g, < 0, con la implicacién d > 1. Hay dos posibilidades
distintas para los términos cruzados que involucran a la informacién de reacciéon de sustancia,
ya que la unica restriccion es que f,g, < 0, de modo que f, >0y g, <0,0 f, <0, g, >0,
lo cual indica dos reacciones distintas. En términos de la matriz de estabilidad se tendran

los siguientes dos casos,
fu fv + -
— ) 3.5.44
(gu gv + - ( )

(f“ f”) = (* +) . (3.5.45)
Gu Gu -

En (3.5.44) u acttia como el activador tanto de si mismo como de v, ademds v es el inhibidor
de ambos,?” lo que se conoce como un sistema activador-inhibidor puro. Al mismo tiempo
que en (3.5.45) v es e activador, pero se inhibe a si misma y tiene una capacidad de difusién
mas grande; es decir, u activa la produccion de si mismo y disminuye la produccion de v,

al tiempo que v activa a u y se auto-inhibe; a lo que se le llama sistema de activacion e
inhibicién cruzado.

27En este caso v solo inhibe a u, el activador.
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3.5.1 Espectro Continuo de Eigenvalores; Dominio Infinitos

En la secciéon anterior se vio que los posibles valores para el niimero de onda k correspondian
a aquellos valores permitidos para la longitud de onda en el espectro discreto, los cuales
dependen directamente de las condiciones a la frontera. Sin embargo, muchas veces en el
desarrollo biolégico de un embrion, el periodo en la formaciéon de patrones espaciales es lo
suficientemente grande, comparado con la formacién de un patrén caracteristico, por lo que
las condiciones a la frontera son insuficientes para seleccionar longitudes de onda especificas,
debido a esto el dominio de la formaciéon de patrones puede considerarse, para términos
practicos, como un dominio infinito. El objetivo es el mismo, se busca la linealizacion del
sistema en (3.5.11), cuya solucién ya fue obtenida anteriormente, en la ecuacion (3.5.28),
pero que puede ser escrita como?®

w(r, t) ~ eMTikr (3.5.46)

en donde k es el vector de onda con magnitud |k| = k. Al sustituir esta solucion se tiene que

gt (e)\t—&-k‘r) _ ,yAeAt—&—kr + D;; (e)\t+k~r) :

)\eAH—k-r _ ,}/Ae)\t—‘rkr . k,QDe/\t—i-kr

Buscando soluciones no triviales se llega a la misma relacién que se escribié en (3.5.29),

AL — A — k*D| = 0. (3.5.47)

Lo cual no es sorprendente, pues el argumento de la exponencial tiene una relaciéon matemati-
ca con las funciones trigonométricas y una vez méas describe una relacion de dispersion para
un valor dado de A en términos del niimero de onda k. El rango de eigenvalores para los
cuales ReA(k?) > 0 estd dado por (3.5.38). En este caso siempre existe la generacién de
un patrén espacial si 0 < k? < k2 porque no hay restricciones en cuanto a la naturaleza
de k2. Entonces en la bifurcacién, cuando k? es linealmente inestable, evolucionard con la
longitud de onda critica w. = 27 /k.. Entonces, la longitud de onda con el mayor crecimiento
exponencial darda como resultado un patrén que generalmente emerge en una dimension. El
caso mencionado es un caso particular, su anélisis es mas complicado, depende de las condi-
ciones iniciales y el nimero de modos inestables. Aunque, en general, asi se pueden conocer
las eigenfunciones y valores caracteristicos de un espectro continuo, en donde el dominio de
formacién de patrones resulta lo suficientemente grande como para ser despreciado en una
region particular de organizaciéon de morfégenos en medios de difusién. El tratamiento de
los dominios finitos e infinitos tiene una implicacion importante en los modelos biologicos.
En la seccién siguiente presentaré dos sistemas de reaccion-difusion de dos especies con la
capacidad de generar patrones espaciales.

28El argumento a este razonamiento es que la notacién de Euler es andloga a una combinacién lineal de
funciones trigonométricas, en donde una parte de ella es compleja.
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3.6 Modelo de Gierer-Meinhardt

El modelo de Gierer-Meinhardt fue desarrollado con el propésito de describir un sistema
de reaccion-difusion en donde intervienen dos especies o sustancias que se clasifican como
activador e inhibidor. Si u(z,t) y v(z,t) representa la concentracion de sustancia al tiempo

t en la coordenada x, el sistema de ecuaciones diferenciales se puede escribir como?”
ou 0%u u?
— =D,—— — — pu, 3.6.1
5 g2 T PPotepT = pu (3.6.1)
v Pv
5 = Dv@ +cdpu” — av. (3.6.2)

En donde D, y D, son los coeficientes de difusion del activador e inhibidor, respectivamente.
ppo es la fuente de concentracién para el activador, mientras que p’ es la responsable del ori-
gen del inhibidor; vy « son pardmetros que tienen que ver con el coeficiente de degradacién
del las sustancias, activador e inhibidor. Finalmente, ¢ y ¢ estan relacionados con la pro-
duccién de reactantes. El sistema de las ecuaciones (3.6.1), (3.6.2), puede ser interpretado
de la siguiente manera; dos moléculas de activador son necesarias para activar y solamente
una para inhibir la fuente. Las ecuaciones de Gierer-Meinhardt fueron resueltas de forma
numeérica en donde se tiene un patrén numérico relevante para la formacion en las estructu-
ras biologicas [41]. Se espera que la solucién al equilibrio homogéneo y la solucién periédica
se vuelvan inestables cuando los coeficientes de difusion se eligen adecuadamente, es decir,
que las ecuaciones presentadas generen patrones espaciales y exhiban inestabilidad de Turing.

Si las funciones de concentracion para las dos sustancias solo dependen del tiempo, el sistema
de ecuaciones de reaccién-difusion se transforma en un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias, a saber

ou u?
_ _ 3.6.3
gp = PPotcp = pu, (3.6.3)

9]
a—: = dpu? — aw. (3.6.4)

En este caso, existe un solo punto de equilibrio (u*,v*), en el que las funciones de interaccién
quimica se anulan, matematicamente esto es

u*2
ppo +cp- — pu” =0,
C/p/'LL*2 _ OéU*.

29Ge tratard el sistema en una sola dimensién, aunque nada impide que el modelo de Gierer-Meinhardt
sea estudiado en dimensiones altas. Un problema que serd estudiado mas adelante.
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La solucién es inmediata

* cp *2
_or 3.6.5
vt= (3.6.5)
. <p'ppo+ cpa
w= T (3.6.6)
dp'p

Se presenta la matriz jacobiana o la matriz de estabilidad del sistema linealizado alrededor

de (u*,v*)
2cpu cpu®
A fry fu f’U e v o ’LL - ’1)2
Gu o u* v QC/P/U — u* v*’

)

2cpo _ _c(__px 2
A= (fu fv) _ (ca+c’p’p0 2 o (ca+c/p/p0) ) . (367)

! !
Gu G 2P(CQ-LC £'po) —a

Si se quiere resolver el problema de eigenvalores, es necesario escribir lo que sigue

2cpua . e pa 2
o= (G &) () )

2p(ca+c’p'po) —a 0 A
w

El polinomio caracteristico de la matriz A es

2caA

AN+ N fap+ I — ———— =
ca+ cpop’

Y

N —tr(A) + pa = 0.
Explicitamente,

2cap

tr(A) = —a — p+ ——F
r(4) @ ﬂ+ca+c’p’p0’

ademas, se puede escribir también en términos del determinante de la matriz de estabilidad,
que resulta ser®® det(A) = au > 0

A2 — tr(A) + det(A) = 0. (3.6.8)

Por otro lado, las soluciones para los eigenvalores pueden ser expresados como

A = §(p) £ iw(p), (3.6.9)

en donde

) = ir(A),  wl) = 5y/4-det(A) - E(n) (36.10)

30Un resultado que puede obtenerse de una manera facil pero tardada. La razén por la que se establece
que el determinante es mayor a cero es una consecuencia de las condiciones de Turing, presentadas en la
seccién anterior, la ecuacion (3.5.42).
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Se asume ademas que

!/ !
a> 2P (3.6.11)
C

Los eigenvalores tendran una parte real negativa si

1 2cap
<0— = |—a— —| <0,
< 2 l CTHT C’p’po]
lo que se traduce a
2cop
J— J— L <
TR T e

2ca
pl———m—1) <q,
(coH—c’p’po )

Qeor — /o
" ca — (ca+cp'po) <l
ca+cp'po

asi,

a(dp'po + ca)
N

ca—cp'po
Aqui conviene definir

/A
py = APt ca) (3.6.12)
co—cp'po

En el escenario en donde p = pi, al evaluar en la funcién &(ug) se encuentra que

1

§(po) = 5 [—04 — fot

2ca iy
2 )

ca+cp/po

1 a(dp'po + ac) N 2ca?(d'p'po + ac)
— _O{ J—
2 ca—cp'py  (ca+cppo)(ca—cpp)]’

&(po) = 0. (3.6.13)
Ademas,

w(pg) = ;\/4det(A) — &%(po),

w0:§

ca —cp'po ca—cppy’

wo = (/det(A). (3.6.14)

De modo que la solucion a los eigenvalores en py son

1 on«?(ca Fdp) _ [lcatcip)
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Es necesario hacer un paréntesis para decir algo sobre el teorema de bifurcacion de Hopf, lo
que puede encontrarse en el apéndice C.

De acuerdo con el teorema de bifurcacion de Hopf, la derivada de la parte real del eigen-
valor )\;, evaluada en el parametro po debe ser diferente de cero,® esto es

0 ca

Te)| =g

O p=pio 2 ca+dp'po

)| (cat dpo) + 2 ca— il
O Np=no 2(ca+ ¢p'po) 2(ca+cp'po)’
y usando la ecuacién (3.6.11), se puede decir que

) PN

*l) _ cazdim (3.6.16)
O lu=po  2(ca+cp'po)

Se asegura entonces que se tiene una familia de soluciones periédicas con bifurcacién en
(u*,v*) cuando p pasa a través de . La solucion es estable si g > 0. En resumen, el andlisis
de la concentracién cuando no se tiene difusién es

« Sila ecuacion (3.6.12) se cumple, entonces (u*,v*) es asintéticamente estable.
 La bifurcacién de Hopf se produce en (u*,v*), cuando p = po.

 Las soluciones periddicas de bifurcacion existen para p > pig, y es orbitalmente estable.

Figura 3.5: Trayectorias del espacio fase en el modelo de Gierer-Meinhardt donde se desprecia
la difusion. Los pardmetros usados fueron p = 0.2, po = 0.9, ¢ =15, ¢ =01, a =05,y
P = 0.1, lo que hace que = 0.51. Los puntos de bifurcaciéon son (u*,v*) = (29.64, 17.57).

31Que proviene también de las condiciones de Turing.
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3.6.1 Inestabilidad de la Solucién en Equilibrio

El punto de equilibrio (u*,v*), dado por (3.6.5) y (3.6.6) tiene soluciones espacialmente
homogéneas en el modelo de reaccién-difusién. El sistema de ecuaciones (3.6.1) y (3.6.2)
linealizado alrededor de (u*,v*) es,

ou 0%

K _p, Ty faa £ 6.1
o _p 00 s (3.6.18)
5 = Do + guli + 9.0, 6.

en donde &t = u—u*, y ¥ = v—v*, ademas se tiene la relacién con las entradas de la matriz de
estabilidad. El sistema presentado se puede resolver por separaciéon de variables, un proceso
de que desarroll6 con detalle en la seccion anterior, sobre las condiciones de Turing, a saber

<Z> - (Z;) cos(kx)e, (3.6.19)

siendo k en numero de onda, o; € R. El problema de eigenvalores se escribe como sigue

= 0. (3.6.20)

)\+Duk2 _fu _fv
—Gv )\+ka2 — Gv

Resolviendo para A es

1
A1,2 = 5 (fu - Dqu + gy — ka2) + \/(fu - Dqu + gy — ka2)2 - 4((fu - Dukz)(gv - ka2) - fvgu):| .
(3.6.21)
Si se hacen un par de definiciones, tal que , d@, = f, — Dyk?, d, = g, — Dyk?, se tendra un
versién simplificada de (3.6.21)

1
)\1,2 == 5 |:<Cl~u + dv)2 + \/(du + dv)Z - 4a~ua~v - f'ugu : (3622)

En el caso cuando el nimero de onda k = 0, corresponde a la ausencia de la difusion, lo
que hace que el punto critico de la cinética de reacciéon (u*,v*) sea estable.?? Se necesitan
las condiciones de Turing generar la inestabilidad, es decir tr(A) < 0 y det(A4) > 0. Esto
significa que la inestabilidad impulsada por difusion se logra al exigir que D, # D,. Para
tener la estabilidad se tendran las condiciones

i, + d, <0, (3.6.23)

@y, — foge > 0. (3.6.24)

32Algo que también coincide con la intuicién de tener solamente reacciones quimicas que por si solas son
estables, y que también se da cuando D, = D,,.
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Alguna de las condiciones mencionadas debe de romperse por el teorema de Routh-Hurwicz.>?

Claramente, la primera condicién no se puede anular, pues las condiciones de Turing exigen
que tr(A) < 0. Es por eso que la tnica violacion ocurre en la segunda condicién, lo que
produce la inestabilidad impulsada por difusién. El inverso de la desigualdad (3.6.24) dice
que

H(kQ) = (fu - Dqu)(gv - kaQ) — fogu <0
H(kQ) = fugv - quka - gvDqu + Duka4 - fvgu < 07

H(kQ) - DukaA - (quv + gvDu)k2 + fugv - fvgu < 07

en una notacién mas compacta,

H(K?*) = DuDk* = (fuDy + guDu)k? + det(A) < 0, (3.6.25)

La derivada de la funcién H (k?) nos dara un resultado parecido a lo que se obtuvo utilizando
la ecuacién (3.5.30)

H'(K*) = 2D D,k* — (fuDy + g D), (3.6.26)
el minimo de H(k?) ocurre en k? = k2
2 quv + gvDu
= 6.2
k; 5D.D. (3.6.27)
Por transitividad, la condicién de inestabilidad es
fuDu+ guDu > 2(fuge = gufo) > (DuDy)'?. (3.6.28)

33l criterio de Routh-Hurwicz es una prueba matemética necesaria y suficiente para categorizar la esta-
bilidad de un un sistema de control lineal y temporalmente invariante. Lateralmente, el teorema de Routh-
Hurwicz determina si todas las raices del polinomio caracteristico de un sistema lineal tienen partes reales
negativas, lo que resulta de suma importancia, pues en los sistemas dindmicos, los polinomios caracteristicos
de las ecuaciones diferenciales tienen raices limitadas de lado izquierdo del plano; de esta manera, el teorema
permite determinar si el sistema dindmico lineal es estable sin la necesidad de resolverlo [47]. Consideremos
la siguiente ecuacion caracteristica

IN[—A| =N+ b X"+ by A+b, =0,

que determina los n eigenvalores A\ para una matriz cuadrada A con entradas reales, en donde, como es
usualmente, I denota la matriz identidad. Los eigenvalores A tienen, cada uno de ellos, una parte real
negativa si

A1 >0,A,>0,---,A, >0, en donde,

by 1 0 0 0 0 - 0
bs ba by 1 0 0 - 0

Ak = b5 b4| b3 bQ bl 1 e 0 )
bog—1 bog—2 bog—3 bog—a bok—s bak—e -+ bg
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3.7 Una Version Simplificada del Modelo Gierer-Meinhardt

La version adimensionalizada de las ecuaciones (3.6.1) y (3.6.2)

ou Pu u?

=D — 4 — _ 7.1
5 “8x2+ ” bu, (3.7.1)
ov 0%v

— =D, — 2 _ . 7.2
BT ”8x2+u v (3.7.2)

en este caso u es el activador y v el inhibidor, mientras que b es un parametro asociado a la
degradacion de sustancia, que en principio solo actiia sobre el activador. En el caso libre de
difusion dichas ecuaciones se reducen atin mas

ou u?
% flu,v) = Pl bu, (3.7.3)
g: — g(u,v) = 2 — . (3.7.4)

El proceso es exactamente el mismo utilizado en el sistema completo, de modo que omitiré
los pasos intermedios en la obtencién de las condiciones para este sistema reducido, El punto
de estado estacionario es

11
o) =1(-,—=). 3.7.5
(', v") (b’ b2) (3.7.5)
La matriz de estabilidad resulta ser
f u f v b _b2
A= = . 3.7.6
(gu gv % _1 ( )
Las condiciones de equilibrio estables se escriben a continuacion

tr(A) =b—1<0, (3.7.7)

det(A) =b >0 (3.7.8)

En este caso el pardmetro de cinética de reaccién estd acotado, a saber b € [0, 1]. La intro-
duccién de la inestabilidad viene cuando se introduce la difusion, al considerar las ecuaciones
completas. Definiendo nuevamente las perturbaciones de la forma ¢ =u —u* y v = v — v*,

(=103 o)+ G 2D]C) @z

Las soluciones de las variables con linealizacion tendran la misma estructura que las que
se presentaron tanto en las condiciones de Turing como en el modelo de Gierer-Meinhardt
“completo”,
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(g) = <g;> cos(kx)e. (3.7.10)

El polinomio caracteristico que proviene del problema de valores propios resulta ser

N+ M(1—b) + k*(Dy + Dy)} + h(k*) =0, (3.7.11)

siguiendo la notacién de los casos anteriores®*

h(k?) = k*DyD, + k*(D,, — bD,) + b, (3.7.12)

Es inmediato que al resolver (3.7.12) igual a cero se obtenga que

(bD, — D)) = \/(bD, — D)2 — 4D, D,b
2D, D, '

Aqui hay dos casos posibles en cuanto a la naturaleza de las raices

2 _
k?1,2 =

(3.7.13)
bD, — D, > 2v/D,D,b, para raices positivas y distintas,

bD, — D, = 2v/D,D,b, para raices iguales y positivas.

Al derivar la funcién h(k?) en k? y encontrar el minimo, es posible encontrar el valor del
nimero de onda que produce la bifurcacién, k.,

12 (bD, — D,,)

=" 7.14
c 2D,D, (3.7.14)

asi como el coeficiente de difusién relativo critico del sistema, que en este caso resulta ser

d. = (D’”> = M. (3.7.15)

D, b

3.7.1 Dominios de Turing

El dominio disponible de los fenémenos de reaccion-difusién es de suma importancia, debido
a eso, resulta interesante ver que es lo que sucede con el sistema en cuestiéon cuando se
establecen condiciones a la frontera periddicas, ademéas de las de flujo nulo en las paredes de
confinamiento, matematicamente esto es

a(0,t) = a(L, 1), (3.7.16)

34Una relacién que se puede recuperar a través de (3.6.25) al sustituir los valores especiales de la matriz
de estabilidad de este caso, H(k‘2)‘A = D,D,k* — (bD, — D,)k? + b = h(k?).

35Un resultado que se deriva de la utilizacién de la constante (3.5.26).
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en donde se establecié un rango unidimensional tal que = € [0, L]. Debido a que la estructura
de las soluciones es la misma que la que se encontrd en la seccion 3.5, la cuantizacion del
nimero de onda sera analoga, a saber

2nm

k=—. 3.7.17
. (37.17)

El valor més pequeno para k es 27/L, de modo que el valor mas pequenio para L se dara
cuando k tenga un maximo, usando (3.7.13)

— — 2 _ 2
o (BDy= D)+ \J6Dy — D) —4DuDb 47> s
mat 2D,D, L?
El analisis se mantiene, debajo de este valor no se observaran patrones estacionarios ho-
mogéneos. Una vez més, la inestabilidad depende de los parametros de interacciéon entre
sustancias y el modo en el que se difunden en el espacio, la inestabilidad de Turing, guiara
la formacion de patrones en la naturaleza.

De esta forma en como termina la primera parte de la Inestabilidad de Turing en Sis-
temas Biologicos, después del desarrollo completo de los fundamentos matematicos. En las
siguientes dos partes se tratara la solucién numérica a las ecuaciones de reaccion-difusion
para observar los patrones generados en un espacio de una y dos dimensiones, y el efecto del
confinamiento en la inestabilidad de Turing.
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FORMACION DE PATRONES ESPACIALES



CAPITULO

Inestabilidad en las Coordenadas Espaciales

4.1 El Modelo de Gierer-Meinhardt Unidimensional

Tal como se vio en el capitulo anterior, existe cierta regién del nimero de onda k que genera
inestabilidad en el sistema, y por lo tanto, la formacién de patrones en una configuracion
especifica.! Debajo de los valores especiales mencionados se encuentran los puntos de bi-
furcacion; coordenadas espacio-temporales en las que ocurre la transicion de estabilidad, de
estable a inestable. Incluso hay una regiéon en la que no se tiene inestabilidad de Turing,
en particular cuando el coeficiente de difusion relativo es menor al coeficiente de difusion
relativo critico, esto es d < d.. Al graficar la ecuacién (3.7.12), que escribo nuevamente por
términos practicos,

h(k*) = k*D,D, + k*2(D, — bD,) + b,

es posible encontrar el dominio de bifurcacion a través de los valores adecuados para d o b, y
por lo tanto el espacio de inestabilidad de Turing. Se elije? d = 30 y con el, de forma gréfica,
se puede ver el dominio que nos interesa, el cual estd representado en la figura (4.1). Con el
valor de b = (.35, el ntimero de onda al cuadrado k? estd acotado entre sus dos raices reales y
positivas, con lo que se cumple que® h(k*) < 0. Entonces, para la primera version del modelo
unidimensional de Gierer-Meinhardt se conserva este valor para b, aunque también podria
encontrarse un ntmero 6ptimo para el parametro de degradacion del activador si se definen
primero D, y D, resolviendo con la férmula general en la ecuacién (3.5.36) o, incluyendo la
cinética de reaccion, su reduccién a (3.7.17). El coeficiente de difusién critico es d. = 16.65.

'Esta representacién es mas evidente cuando se estudian las figuras (3.3) y (3.4).

2En las deducciones obtenidas de la versién simplificada del modelo de Gierer-Meinhardt se establecen
un par de cosas importantes que conviene recordar en este punto; (i) Cuando se aplican las condiciones de
estabilidad temporal se encuentran las cotas del pardmetro b, que se resume a b € [0, 1]. (ii) En el andlisis
de la bifurcacion se deriva una expresién reducida para el coeficiente de difusién relativo critico, la ecuacién
(3.7.15),

_3+2V2
=

Las condiciones (i) y (ii) implican que d.1. Por transitividad d también serd mayor a 1 para cualquier
valor elegido de la degradacién de sustancia.

3El dominio de k? claramente es una funcién de b, por lo que al cambiar el dominio de b se encontraran
diferentes cotas del numero de onda y por lo tanto, diferentes nodos, patrones e inestabilidades en las
coordenadas espaciales.

de
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Figura 4.1: Regiones del vector de onda k? en las que se observa la diferencia de la transicién
en el punto de bifurcacién para el modelo unidimensional de Gierer-Meinhardt. En la Fig. de
la izquierda se tienen soluciones a la ecuacion (3.7.12) que no satisfacen las condiciones de
Turing. Por esa razén, la region de h(k?) no existe en este caso. Por otro lado, la gréfica de la
derecha muestra dos raices reales y diferentes que generan el dominio de Turing correcto para
obtener patrones espaciales. Este andlisis generalmente depende de la eleccién de parametros
importantes como d y b.

De esta manera se asegura que d = 30, o lo que es equivalente, D, = 30, D, = 1, hara
que se desestabilice el sistema.* Por otro lado, la longitud critica del dominio se obtiene al
fijar los coeficientes de difusién y la tasa de degradacion del modelo, para implementarla
en (3.7.18). En esta caso se obtiene que la longitud critica, a partir de la cual se obtendran
inestabilidades de Turing es L. = 20.45.

A continuacién se presentan las soluciones numéricas de las ecuaciones de Gierer-Meinhardt
en una dimensién,’

ou Pu u?

— =D,— — v, 4.1.2
ot ox? tuv ( )

en donde u es el activador y v el inhibidor. Primero se verifica la existencia de una longitud
critica L., la cual ya fue calculada en (4.1.1). En la figura (4.2) se observa la evolucion
temporal de la soluciéon con condiciones iniciales y de frontera especificas que coinciden con
un sistema alisado de agentes externos al dominio y al sistema,’ cuando L = 10. Como puede
verse, cuando L. > L = 10, aunque hay pequenas perturbaciones en el comportamiento de la
concertacién, tanto para u(z,t) como para v(z,t), no habra generacién de patrones porque
dichas variaciones no cruzan el estado inicial que se presenta como una linea recta paralela
al eje de las abscisas, es decir, la concentracion inicial de u y de v, respectivamente. Una

4Esto no descarta la posibilidad de tener un coeficiente de difusién d = D,,/D,, mayor. Hay que recordar
que al desarrollar las condiciones de Turing, se establecié que el inhibidor debia difundirse mucho mas
rapidamente que el activador.

5Este y los demés coédigos para resolver las ecuaciones diferenciales y visualizar los resultados se encuentran
en el apéndice F

6Se quiere analizar este problema porque se requiere que la inestabilidad sea causada tnicamente por
difusién.
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conclusion que se puede extender al modelo bidimensional de Gierer-Meinhardt, que sera
presentado en la siguiente seccion; Si el dominio es menor a lo establecido por los dominios
criticos de las condiciones de Turing no se tendran patrones espaciales.

Figura 4.2: Solucién numérica para las concentraciones u(x,t) y v(x,t) en el modelo uni-
dimensional de Gierer-Meinhardt con los pardmetros b = 0.35, d = 30, u(x,0) = 3,
v(z,0) = 1.5, ademas de la condicién a la frontera nula de Neumann. En la Fig. de la
izquierda se presenta la solucién a la concentracion del reactivo u para diferentes tiempos de
interaccion, cada curva estd asociada a un tiempo distinto. De la misma manera se grafica
la solucion para v de lado derecho.

La distribucién de concentracién de u(z,t) se ve como en la Fig. (4.3), una grafica de la
longitud contra el tiempo, donde se asigna un color distinto para la concentracion cuando se
aleja de su valor inicial o punto de equilibrio. La evoluciéon temporal en este caso no presenta
ningtin comportamiento inhomogéneo y la razoén es que el dominio no es el apropiado segin
las condiciones de Turing.

Figura 4.3: Gréafica de densidad de la concentracion u(z,t) para el modelo unidimensional
de Gierer-Meinhardt con los pardmetros b = 0.35, d = 30, u(z,0) = 3, v(z,0) = 1.5, ademads
de la condicién a la frontera nula de Neumann.
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Ahora se considera el caso en el que el dominio sobre pasa al valor critico que dictan las
condiciones del sistema, uno mucho mas grande que deberia de darnos algo mas que solo
regiones separadas de concentracion. En este segundo escenario se mantiene el valor de b,
mientras que L = 100 y d = 50. Se encontrd lo siguiente

Figura 4.4: Solucién numérica para las concentraciones u(z,t) y v(x,t) en el modelo uni-
dimensional de Gierer-Mienhardt con los pardmetros b = 0.35, d = 50, u(z,0) = 3,
v(z,0) = 0.9, ademés de la condicién a la frontera nula de Neumann. En la Fig. de la
izquierda se presenta la solucién a la concentracion del reactivo u para diferentes tiempos de
intereaccion, cada curva esta asociada a un tiempo distinto. De la misma manera se grafica
la solucion para v de lado derecho.

En esta simulacion se puede ver claramente la oscilacion de la concentracion de sustancia
que cruza una vez al valor inicial de el reactivo u, lo cual indica la existencia de la inestabilidad
de Tuing. Cada una de las lineas representa un estado en el tiempo. Para apreciar més este
resultado se da la gréfica de densidad de la misma forma que en la Fig. (4.3)

Figura 4.5: Grafica de densidad de la concentracion u(z,t) para el modelo unidimensional
de Gierer-Meinhardt con los pardmetros b = 0.35, d = 50, u(z,0) = 3, v(z,0) = 0.9, ademds
de la condicién a la frontera nula de Neumann.
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Es ilustrativo ver la comparacion de la grafica de densidades que surge solo al cambiar
los parametros mencionados

Figura 4.6: Comparacién de la densidad de concentracién en la sustancia u(z,t). En la
izquierda los parametros fueron b = 0.35, d = 30, u(x,0) = 3, v(x,0) = 1.5, a la derecha
b = 0.35, d = 50, u(z,0) = 3, v(z,0) = 0.9, ademéas de la condicién a la frontera nula de
Neumann en ambos casos.

Las conclusiones son contundentes; la generacion de patrones espaciales estables en el
tiempo depende de la cinética de reaccion, el coeficiente de difusiéon relativo y el dominio del
sistema, lo cual es consistente con los resultados tedricos anticipados por las condiciones de
Turing derivadas en en el capitulo anterior.

4.2 El Modelo de Gierer-Meinhardt Bidimensional

La expansién dimensional del modelo de Gierer-Meinhardt es bastante directa, las nuevas
ecuaciones diferenciales son

ou Pu  0%u u?
v Pu 5
a = DU <8£C2 + ay2> 4+ u® — v, (422)

Las condiciones de Turing siguen siendo validas para dimensiones mas altas, y por lo tanto la
conservacion de los pardmetros criticos de niimero de onda, coeficiente de difusion y tamano
del dominio son validas. El tinico cambio considerable sera la cuantizaciéon del ntimero de
onda, la cual, debido a que las ecuaciones (4.2.1) y (4.2.2) son separables en las variables
independientes, tendra la siguiente estructura matematica
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2 2y, 2

Ko = (”JFLT)” (4.2.3)
en donde n estd asociado al problema de eigenvalores de x y m al de y. En el caso bidimen-
sional se usaron los pardmetros con los que se gener6 la Fig. (4.5) ya que es la que sugiere
estos patrones. Las graficas siguientes representan la distribucion de la concentraciéon de sus-
tancia para diferentes tiempos en un arreglo cuadrado de L, = L, = 100. Al inicio se tiene
una distribucion de concentraciones homogénea y a medida que se avanza en el tiempo las

regiones de concentracion especifica comienza a tener regiones bien definidas.

Figura 4.7: Representacion esquemaética de la evolucién temporal de la distribucién de con-
centraciéon de la sustancia u(z,y,t). Los patrones espaciales se vuelven estables en el tiempo
luego de encontrar el equilibrio en las coordenadas espaciales.
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A través de la interaccion de sustancias, las soluciones espaciales heterogéneas se mantienen
constantes en el tiempo, en este caso se puede ver la formaciéon de puntos, una clasificaciéon
de inestabilidades de Turing. Posteriormente, la comparaciéon del estado inicial con el estado
espacial estacionario para tiempos grandes y la evolucion temporal de la concentracion en
un espacio tridimensional

Figura 4.8: Representacién esquemética de la densidad de concentracién u(x,y,t) en diferen-
tes coordenadas temporales. A la izquierda se muestra la distribucién de sustancia inicial,
en donde se ve una distribuciéon homogénea en donde predomina una sustancia, ya que las
sustancias no tienen interaccion al tiempo ¢ = 0. De lado derecho, el estado espacial esta-
cionario para tiempos grandes; se ve la formacion de un patréon de Turing especial, en este
caso puntos.

Figura 4.9: Evolucién temporal de la distribucion de concentracion de la sustancia u(zx,y,t)
en un espacio bidimensional. La dimension extra esta asociada al crecimiento temporal de
reactivo, es decir, el eje z indica el acotamiento del crecimiento de la concentracion.
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4.3 El Modelo de Schnakenberg Unidimensional

El modelo de Schnakenberg es uno de los modelos més utilizados para la generacion de pa-
trones espaciales a través de la inestabilidad en las coordenadas espaciales. Schnakenberg
desarroll6 su modelo de reaccién cinética en busca de un concepto que ya ha sido desarro-
llado con cierta profundidad en este trabajo, el comportamiento oscilatorio de dos especies.
Su escritura matematica es considerada una estructura “minimalista”, ya que involucra un
nimero minimo de reacciones y reactantes; la representacién de estos fenémenos es abundan-
te en diferentes dreas bioldgicas, como la ecologia [48]. En su forma adimensional, el modelo
esta descrito por las siguientes ecuaciones diferenciales

(21; =v(a — u+ u*v) + V?u, (4.3.1)
ov 9 9
i v(b—uv) + dV-v. (4.3.2)

Si u es la sustancia activadora, entonces en la ecuacién (4.3.1) el término u?v representa la

produccion de v, y el mismo término pero en la ecuacién (4.3.2) indica el consumo de v en
presencia de u. Al igual que en los modelos anteriores, las constantes a, b, d y v son constantes
y positivas. Las cantidades a y b estan asociadas a los valores de produccion o degradacion,
mientras que v y d se mantienen en la convencién usual, la de constante adimensional y
el coeficiente de difusion relativo, respectivamente. Nuevamente, se utiliza el procedimiento
de Turing para encontrar las regiones especificas de inestabilidad y bifurcacién. Cuando se
desprecian los términos de difusién, es decir, el caso estacionario espacialmente, se obtiene
un nuevo sistema de ecuaciones diferenciales, a saber

ou
ot
ov
o Y
El estado estacionario queda determinado al hacer nula ambas cinéticas de reacciéon, ma-
tematicamente,

= v(a —u + u*v), (4.3.3)

(b — u?v). (4.3.4)

v(a —u+u’v) =0,

~v(b— U2U) =0,

del cual se puede simplificar al quitar la constante . Resolver el sistema es una tarea sencilla,
pues es un sistema cuadrado pequeno. Los puntos criticos son

—— b
(u*,v*) = <(a—|—b), (a+b)2> : (4.3.5)
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Lo que genera la siguiente matriz de estabilidad

A_((Z% W+w2>_ (4.3.6)

—m —(a—i—b)2

Figura 4.10: Descripcion del rango de niimero de onda para el cual se tiene inestabilidad
impulsada por difusion para el caso en el que a = 0.1 y b = 0.9. En esta grafica se pueden
ver los tres casos particulares que se mostraron en el capitulo 3, es decir, los diferentes
valores de d en relacion con d.: d < d., d = d. y d > d., para el color rojo, verde y azul,
respectivamente.

Se puede ver en la ecuacién (4.3.6), que la matriz de estabilidad tiene la estrucutra de un
sistema de activacién-inhibicién cruzada, segtin las ecuaciones (3.5.44) y (3.5.45). A conti-
nuacién corroboro que las condiciones de Turing se cumplan para valores especificos. Para
Jut 90 <0,

; b—ua

— b
(a+0) a+b

<0, Va,b € R,
en la desigualdad f,g, — fogu >0

(a+b)* >0, Va,b € R,
para a relaciéon df, + g, > 0 se obtiene

d(b— a)
a-+b
finalmente, en la tltima condicién se traduce de (df, + ¢,)?* — 4d(fugy — fogu) > 0. a

— (a+b)* >0,

d*(a — b)?
(a+b)*
Las tltimas dos relaciones se cumplen bajo ciertos valores, algunos adecuados son a = 0.1,

b=0.9yd= 10, los cuales seguiré usando en esta seccién. Ademads, con la matriz A es
posible conocer el coeficiente de difusién critico, es decir, en la ecuacién (3.5.35) se vio que

(a+b)* —2d(a + b)(a + 3b) +
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dgfg + 2d0(2fvgu - fugv> + 912; - Oa

asi que en inmediato decir que

[£2 £2 2

d — Jugo 2fovj:;2 fals fufvgv' (4.3.7)
Con las ecuaciones ((3.5.30), (3.5.37)), junto con la matriz de estabilidad, se puede ver
que los diferentes casos del comportamiento de las lineas de h(k?) tal como se muestra en
la Fig. 4.10, un andlisis que dard la informacién necesaria del espacio de Turing en este
modelo de morfogénesis. Un punto que no hay que olvidar es que los vectores de onda estan
cuantizados, es decir, son multiplos de enteros, una consecuencia que se puede leer desde la
ecuacion’ (3.5.26), k = nw/L, o en su forma equivalente

2.2
n-mw
k2 =

n L2 °

Las soluciones numéricas de las ecuaciones de Schnakenberg en una dimensiéon con domi-
nio L = 4, con condiciones iniciales y de frontera especificas se describen en las curvas de la
siguiente figura. De inmediato se deduce que los patrones de Turing estaran presentes, esto
por la oscilacién de ambas concentraciones respecto a la concentracion fijada al tiempo ¢t = 0

(4.3.8)

Figura 4.11: Solucién numérica para las concentraciones u(z,t) y v(z,t) en el modelo uni-
dimensional de Schnakenberg con los parametros a = 0.1, b = 0.90, d = 10, v = 250,
u(z,0) = 1.5, v(z,0) = 0.9, ademds de la condicién a la frontera nula de Neumann. En la
figura de la izquierda se presenta la solucion a la concentracion del reactivo u para diferentes
tiempos de interaccién, cada curva esta asociada a un tiempo distinto. De la misma manera
se grafica la solucién para v de lado derecho.

La distribucién de concentracién u(x,t) se presenta esqueméaticamente en la Fig. (4.12).
Al igual que antes es una grafica de la longitud del dominio contra el tiempo. Se puede ver un
comportamiento inhomogéneo, por lo tanto, el dominio y os parametros son los adecuados
para patrones espaciales.

"Se cambi6 la notacién del rango de la coordenada especial para evitar confusiones con el término a
presente en las ecuaciones de reaccién-difusion.
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Figura 4.12: Gréfica de densidad de la concentracion u(z,t) para el modelo unidimensional
de Schnakenberg con los parametros a = 0.1, b = 0.90, d = 10, v = 250, u(z,0) = 1.5,
v(z,0) = 0.9, ademds de la condicién a la frontera nula de Neumann.

Nuevamente, los resultados tedricos de las condiciones de Turing coinciden con los resul-
tados numéricos de las ecuaciones diferenciales. Aunque, cabe mencionar que encontrar los
parametros mencionados no es una tarea sencilla. Ademas de tener las cotas y restricciones
del dominio y la cinética de reaccién a través de las ecuaciones (3.5.42) y (3.5.43) se tienen
constantes especiales que nos dan el comportamiento deseado.

4.4 El Modelo de Schnakenberg Bidimensional

Los resultados para dimensiones altas se extienden tal como se hicieron en el modelo de
Gierer-Meinhardt. Las ecuaciones son

ou 5 Pu  0%u
at_y(a—u%—uv)+<a$2+ay2>, (441)
v ) 0*v %

El cambio en la cuantizacion del nimero de onda es el mismo que se escribe en la ecuacion
(4.2.3). Las graficas siguientes representan la distribucién de la concentracién de sustancia
para diferentes tiempos en un arreglo cuadrado de L, = L, = 4. Al inicio se tiene una distri-
bucién de concentraciones homogénea y a medida que se avanza en el tiempo las regiones de
concentracion especifica comienza a tener regiones bien definidas; patrones mas complicados
que los del modelo anterior. Cuando las sustancias comienzan a interactuar se ve la forma-
cién de un patrén complicado producto de las inestabilidades de Turing. A continuacion,
se hace la comparacion del estado inicial con el estado espacial estacionario, ademas de la
concentracion en un espacio tridimensional.
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Figura 4.13: Representacién esquematica de la evolucion temporal de la distribucion de
concentracion de la sustancia u(z,y,t). Los patrones espaciales se vuelven estables en el
tiempo luego de encontrar el equilibrio en las coordenadas espaciales.

Figura 4.14: Representacién esquemética de la densidad de concentracién u(z,y,t) en dife-
rentes coordenadas temporales. A la izquierda se muestra la distribucion de sustancia inicial,
en donde se ve una distribucion homogénea en donde predomina una sustancia, ya que las
sustancias no tienen interaccién al tiempo ¢t = 0. De lado derecho, el estado espacial estacio-
nario para tiempos grandes; se ve la formacién de un patrén de Turing especial, lo que se
asemeja a los patrones del pez globo mbu.
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Figura 4.15: Evolucién temporal de la distribucién de concentracién de la sustancia u(zx,y, t)
en un espacio bidimensional. La dimension extra esta asociada al crecimiento temporal de
reactivo, es decir, el eje z indica el acotamiento del crecimiento de la concentracion.

Si los parametros establecidos en el modelo anterior se modifican en el dominio se obtiene
una variante de distribucion espacial. Para generar las siguientes imagenes se expandio el
dominio a L, = L, = 100, los resultados son los siguientes

Figura 4.16: Representacion esquematica de la evolucion temporal de la distribucion de
concentracion de la sustancia u(z, y, t). Aunque son parecidos a los de la Fig. 4.13, se ve una
clara distincién en el lado inferior izquierdo.
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Figura 4.17: Representacién esquemética de la densidad de concentracién u(z,y,t) en dife-
rentes coordenadas temporales. A la izquierda se muestra la distribucién de sustancia inicial,
en donde se ve una distribucién homogénea en donde predomina una sustancia, ya que las
sustancias no tienen interaccién al tiempo t = 0. De lado derecho, el estado espacial estacio-
nario para tiempos grandes; se ve la formacién de un patrén de Turing especial.

En la naturaleza podemos ver algunos ejemplos en donde los patrones de Turing, mode-
lados tal como se presentan en este trabajo, estdn presentes. El chita ( Acinonyz jubatus),
miembro atipico de la familia de los félidos, presenta un patrén de puntos su piel, lo que se
asemeja al modelo de Gierer-Meinhardt y ademés es consistente con la variacién del dominio
y la complejidad de patrones (i.e puntos en el cuerpo y lineas en las extremidades). Por otro
lado, el patréon del pez Tetraodon mbu, especie de peces de la familia Tetraodontidae en el
orden de los Tetraodontiformes, estd mas relacionado con la complejidad que muestran los
patrones producidos por el modelo de Schakenberg. Aunque en este caso pasa algo interesan-
te; a medida que el pez crece (y por lo tanto lo hace el dominio de su piel) el patrén se hace
mas complejo, algo que concuerda completamente con la teoria de inestabilidad de Turing.

Figura 4.18: Se pueden ver dos ejemplares distintos de peces de la familia Tetraodontidae
con patrones de complejidad diferente, los cuales tienen similitud con los que la interaccién
de morfégenos generan en el modelo bidimensional de Schnakenberg.
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Las especies caracteristicas que se mencionan como un perfecto acoplamiento de la inesta-
bilidad de Turing, son en realidad bastante especiales. Adicional a las condiciones de Turing
y la deduccién del espacio de inestabilidad, se requiere la utilizacion de los parametros
adecuados en las ecuaciones diferenciales cuando se resuelven numéricamente. Sin ellos, las
condiciones de Turing son irrelevantes. En otras palabras, la teoria en ciertos escenarios
funciona bastante bien, pero en algunos otros no es tan buena®. El pensamiento de la ines-
tabilidad impulsada por difusion propuesto por Turing fue verdaderamente revolucionario.
Su fundamento, a través de una idea contraintuitiva de dos elementos estables, es simple y
elegante. Sin embargo, atin falta considerar un efecto importante, el efecto del confinamiento
y la alteracion de las condiciones presentadas en el capitulo 3.

8Como lo es cuando se habla del tapir, un mamifero de la familia Tapiridae que tiene puntos y rayas al
nacer, pero mientras crece, dichos patrones se desvanecen hasta lograr colores sélidos.
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CAPITULO

Fl Efecto del Confinamiento

En los capitulos anteriores se estudiaron los elementos matematicos de la morfogénesis y
la formaciéon de patrones espaciales a través de la solucién numérica de las ecuaciones de
reaccion-difusion. El modelo de Turing, mediante la hipdtesis de células especiales llamadas
morfégenos, demuestra que los sistemas de reaccién-difusiéon en un dominio espacial cerrado,
bajo las constricciones apropiadas en los parametros involucrados, evolucionan para formar
patrones espaciales heterogéneos, como lo muestra la Fig. (4.7, 4.13, 4.16). Esta evolucién
es posible debido a las pequenas fluctuaciones en la concentracion de sustancia de las dos
especies de reactantes quimicos en cuestion; la desviacién de los valores iniciales termina en
el comportamiento oscilatorio que se observa en la Fig. (4.4, 4.11). Dicho de otra manera,
los patrones se generan a partir de la configuracién de sustancias y las condiciones en las
fronteras, en el cual, el nimero de onda, que a su vez dicta el tamano del dominio de Tu-
ring minimo requerido, es inducido por la cinética de reaccion. En general, los sistemas de
Turing se pueden dividir en tres categorias: los sistemas con funciones de cinética de reac-
cién simples, sistemas basados en reacciones hipotéticas y los que tienen sus fundamentos
en reacciones reales [48]. En la mayoria del desarrollo teérico de la inestabilidad de Turing,
los sistemas de reaccién-difusion, en cualquiera de sus representaciones, se consideran como
modelos en donde los pardametros de la cinética de reaccion, la corriente de difusion y el
coeficiente de difusién son constantes en el espacio. Sin embargo, en el contexto de la mor-
fogénesis, en donde existe la dindmica celular, la dependencia espacial es necesaria.! De esta
manera, con la modulacion de los parametros con dependencia temporal que los vuelven
inhomogéneos, se pueden obtener efectos interesantes que afectan el dominio de bifurcacién
y la inestabilidad impulsada por difusién [48].

Los factores del espacio y confinamiento pueden modificar las condiciones de Turing deriva-
das en el capitulo 3. Uno de esos factores es la geometria en donde se difunden las particulas,?
la cual se volvera fundamental en las siguientes secciones. Se sabe que la geometria es im-
portante en la difusion de particulas brownianas, como lo es en el estudio de la difusion
confinada en canales especiales, en los que la informacién geométrica esta contenida en el
coeficiente de difusiéon D, una analisis que culmina en la aproximacién de Fick-Jacobs y en
sus varias modificaciones, como la modificaciéon de Zwanzig, con la introduccion del coefi-
ciente de difusién efectivo que depende de la coordenada longitudinal del canal D(z); una

1Las células responden a la distribucién de patrones al diferenciarse solamente en ciertos sitios en donde
la concentracién de sustancia excede un valor especifico [49].

2El dominio de los nodos inestables se puede modificar al tratarse se superficies curvas, delgadas o eldsticas,
que se asemejan a una membrana celular [11].
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conclusion es evidente, la difusién en confinamiento depende de la geometria del espacio.
Se sugiere la combinacién de la inestabilidad de Turing utilizando el coeficiente de difusion
efectivo y el método de proyeccion en geometrias encerradas finitas para la modificacion de
las condiciones de inestabilidad como consecuencia de la geometria del canal.

Los espacios homogéneos sin duda son un punto importante para regulacién en la gene-
racion de los patrones de Turing. Sin mencionar las variaciones espaciales en los dominios de
reaccion-difusién. Los parametros que cambian espacialmente pueden guiarnos a la forma-
cion de patrones fuera del régimen clasico ademas de resaltar la naturaleza de las fronteras
en la diferenciacién de zonas especificas de sustancia. Estos sistemas podrian utilizarse para
modelar la dindmica del calcio en los procesos de la fisiologia celular [50], en la propagacion
del potencial de acciéon y en las senales eléctricas de las neuronas, en la explicacion de las
propiedades regenerativas de la Hidra® y en ecologia y epidemiologia para estudiar la orga-
nizacion y abundancia de especies y explicar la diseminacién de algunas enfermedades. Una
posible generalizacion de las condiciones de Turing como funciéon de la geometria comienza
con la descripcion de la difusiéon en confinamiento.

5.1 Difusion en Confinamiento

Las ecuaciones de difusion, como fueron derivadas en el capitulo 2, no contienen informacién
sobre la geometria del espacio en donde se lleva a cabo el proceso de autocatdlisis. La
primera modificacion a las ecuaciones de reaccion-difusién proviene del estudio de Fick en
la implementacion de la seccién transversal del canal en cuestion w [51], a saber

oC 9*C 1 dwoC

Si la secciéon w es constante, el segundo término de lado derecho se anula, dejando solamente

oc D 0?C

ot~ P ox?
que es lo que se escribe en (1.2.3) y lo que corresponderia a una geometria cilindrica o a un
prisma. La solucién a la ecuacién (5.1.1) se tratan en los casos en los que la corriente de
difusién se ha convertido en estacionaria, en donde se produce el equilibrio dindmico (i.e.
cuando la corriente de difusién no altera la concentracién en los espacios que atraviesa).
Al igual que en ciertos casos anteriores, el estado estacionario satisface que* dC/dt = 0.

(5.1.2)

3Un género de hidrozoos hidroides de la familia Hydridae propios de las aguas dulces, los cuales miden
apenas unos milimetros. Su cuerpo es una columna hueca con paredes de solo dos células de espesor. La
Hidra puede reproducirse sexualmente, pero la mayoria de las veces se clona a si misma. Ademads se regenera
constantemente, reemplazando todas sus células cada 20 dias gracias a la alta cantidad de células madre,
que pueden desarrollarse en todos los diferentes tipos de células especializadas que necesita para construir
o reconstruir cualquier parte de su cuerpo. La migracién celular y su diferenciaciéon en distintos puntos del
espacio estad presente.

4Un estado que siempre se puede producir cuando dos puntos del espacio la concentraciéon se mantiene
constante.
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Utilizando el caso de la estructura cilindrica la condiciéon de estado estacionario se traduce

en5

i
dz?

Al integrar esta ecuacion es facil ver que la solucion analitica es

=0, (5.1.3)

C =ax+0,

con las constantes por determinar con las condiciones apropiadas. Sin embargo, cuando el
espacio no resulta tan conveniente como un cilindro, la implementacién de los términos que
involucran a w(x) es necesaria, lo que daria lugar al tratamiento de la siguiente ecuacién

0?C 1 dwoC
_ 1.4
0z2 * w dt Oz’ (5-1.4)

La tarea consistiria en resolver analiticamente, o numéricamente en su defecto (5.1.4). Pero
como se vio en el caso de la inestabilidad impulsada por difusién de dos especies, resolver
ecuaciones diferenciales con geometrias y condiciones a la frontera especiales no siempre es
sencillo. Es por esa razon que se utilizan métodos alternos para facilitar el trabajo con las
ecuaciones diferenciales que tienen que cumplir ciertas caracteristicas en las paredes, uno
de ellos es la reduccién dimensional® que consiste en la deduccién en las variables en las
ecuaciones de manera que, después de ciertas modificaciones, lleguen a ser unidimensionales.
Los sistemas que sufren esta transformacion se conocen como cuasi-unidimensionales. En este
procedimiento, la ecuaciéon de Smoluchowski es un antecedente a las ecuaciones de dictan el
comportamiento de las particulas brownianas, que eventualmente seran nuestros morfégenos,
que se difunden en confinamiento.

5.2 Ecuacion de Smoluchowski

Para deducir la ecuacién de Smoluchowski es necesario conocer la ecuacion de conservacion de
flujo, un caso especial de la ecuacion de Fokker-Planck. Esta tltima relacion se puede obtener
de la ecuacién de difusion con arrastre derivada en el capitulo 1, la ecuacion (1.2.13). Dicha
ecuacion se puede escribir en términos de la probabilidad, recordando que Np(x,t) = C(z, ),
la ecuacién de Fokker-Planck es

Op(x,t) _ &p(x,t)  Op(x,1)

ot 0x? ox

Calculando la derivada en la coordenada x de la primer ecuacién de Fick en una dimensién
(1.2.4) es

(5.2.1)

or Oz

oJ(z,1) D (_Dac(gz,t)) |

5Las derivadas pasaron de ser parciales a totales debido a la independencia temporal.
5Lo que algunos autores llaman el método de proyeccién
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oJ(x,t) _D82C(x,t)
or ox?

sustituyendo la segunda ecuacion de Fick (1.2.5),

9J(z,t) D 10C(x,t)
or D Ot ’
Operando y reacomodando términos se obtiene la ecuacion de conservacion,
J(z,t) N 0C (z,t)
Oox ot

Un resultado que coincide con lo que se escribi6 en (1.2.8) para dimensiones arbitrarias. O
en términos de la probabilidad, al igual que la ecuacion de Fokker-Planck

— 0, (5.2.2)

J(xz,t)  Op(x,t)
ox + ot

Al igual que las ecuaciones de Fick, la ecuacion de Smoluchowski se derivara en una

dimensién para después extrapolar los resultados a dimensiones mas altas con los operadores

diferenciales. Utilizando nuevamente la difusién con arrastre pero a través de una analisis

dimensional: La concentracion se define como niimero de particulas entre unidad de volumen,

el cual, se puede escribir como el area transversal multiplicado por la altura del elemento

diferencial, es decir C(z,t) = N/Adx. Mientras que la velocidad tiene unidades de distancia

sobre tiempo v(x,t) = dx/dt. Al multiplicar estas dos cantidades se tiene de forma explicita
que

— 0. (5.2.3)

N oz N
Clz, (e, t) = —— = —
(.00, 8) = 2525 = st
que son exactamente las unidades del flujo, Nimero de particulas por unidad de area por

unidad de tiempo. Por transitividad se escribe

Cz, t)v(x,t) = J(x,t). (5.2.4)

Se define la movilidad p como una relacion entre la velocidad de arrastre v(z, t) y la fuerza
F(z), que se asumen derivable de un potencial (i.e. se habla de sistemas conservativos),
matematicamente esto es

v(z,t)
F(z)

Si quiere resolverse para la velocidad simplemente hace falta despejar. Al utilizar la relacion
entre fuerza y potencial se puede escribir como

= (5.2.5)

dU (x)

= — 2.
vz, t) = —p— (5.2.6)
Sustituyendo en (5.2.4) es
To(a,t) = —ud[;f)C’(a:,t). (5.2.7)
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Hay que recordar que el flujo obtenido en (5.2.7) es solamente el que estd asociado al
arrastre, falta considerar el flujo generado por la difusién libre, que estd completamente
determinado por (1.2.4). De esta manera el flujo total es

J(x,t) = Jo(x,t) + Jy(x,t), (5.2.8)

J(x,t) = —D (acg:; ) gd(;if”)ou,t)> . (5.2.9)

Para tiempos largos se tendra concentracion y flujos en equilibrio (i.e. J.; = 0). A través de
esta consideracion se dice que la probabilidad, y por lo tanto la concentraciéon, de encontrar
a una particula en la posicion x tiene una relacion estrecha con el factor de Boltzmann, es
decir [55]"

Ceq(7) e PUE)

aqui, al igual que en el desarrollo del capitulo 1, § = 1/ks con T siendo la temperatura y kg
la constante de Boltzmann. Al utilizar esta solucién para la concentracion en el equilibrio de
(5.2.9) se escribe

De AU (@) wdU(z) o—BU(

T) _
or * D dx 0
dU(x) , _gu(wy , HAU(®) _su@)
T T T g ¢
reacomodando es
dU(z) , _su(x dU(z) _gu(x
C;j)ﬁe 5U(>::é;(2;)e SUG), (5.2.10)

por o que solo hay una posibilidad para movilidad, a saber

u=6D. (5.2.11)

Una igualdad que es llamada la relaciéon de Einstein-Smoluchowski. En el apéndice E se
ofrece una derivacién alterna de esta relacién matematica. Sustituyendo en (5.2.9) se tiene
que

oC (z,t)
ox

dU (x)

J(z,t) =—D T

+ C(z, )|,

multiplicando por un uno de la forma e®V®)e=BU() ge obtiene

"Una relaciéon que se puede ver en la funcién de particién molecular que depende de la temperatura y
también del volumen, este Gltimo a partir de €;, que en el caso de la derivacién de Smoluchowski toma el
lugar del potencial U(x),

(T, V) = Z e—ci/kBT,

La cual representa una funcién rapida decreciente en el nivel de energia ¢;.
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ox dx

se aplica la regla de la cadena dos veces, primero en el segundo término dentro del paréntesis
cuadrado,

J(x,t) = —De U@ | P + C(x,t)eBU(m) ,

0
C(x,t)eﬁU(x) = C(x,t)%ew(x),

para escribir

J(x,t) = —De AU [eﬁU(w)W + C(x, t)aijeﬁU(x)] ’

en donde se puede ver la estrucutra de la derivada de un producto

0
— _DpBU) AU ()
J(z,t) = —De 5 {e C’(:z:,t)} : (5.2.12)
Lo que sigue es tomar la derivada del flujo respecto de la coordenada espacial del movimiento
0 0 0
il — Y] _ peBU@) L [BU(x)
8:10J(x’t) = 8x{ De pe [e C’(x,t)} }

Incorporando la ecuaciéon de conservacion, (5.2.2), finalmente se tiene la ecuacién de Smolu-
chowski en una dimensién

oC (z,1) B g
or  Ox

Cuando el coeficiente de difusién se considera como una constante se opera como sigue

0C (z,t) o _ oC (z,t) oU (z)
) p 9 [ s | sU ; BU(z) }
ot 835{6 [e PG N S

{D(x)e_ﬁU(“”)aax [0z, )] } (5.2.13)

oC (x,1) ) {80(95, )

- D=
ox

b 2 8U(x)} _ D{a O<x’t)+C(:C,t)ﬁa U(x)_i_ﬂa(](x,t) aU(I)}’

+C(=,1)8 or or 0x? ox ox

finalemente®

oC (z,t) 0*C(z,t) 0 oU (z)
=p{=—— " 4 = . 2.14
o { e } (5.2.14)
Un resultado que se presenta también como
oC (z,t) o ( _ 0
Y _ p 9 s 9 sue } 2.1
Iy 8x{e (1) (5.2.15)

8Una modificacién evidente a las ecuaciones de Fick que se derivaron en el primer capitulo.
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Extrapolar los resultados una vez obtenida la naturaleza del caso unidimensional es un
proceso directo, en dos dimensiones espaciales la ecuacion de Smoluchowski es

Wyt _ D {p (et L [e0en e,y )+ %{Dyw)e*m%ﬁ [Ny

ot " oz T Y
(5.2.16)
o en las versiones alternativas, con el coeficiente de difusién constante
9C (x, y; t) &*C(a,y;t) 9 [ aU(l‘,y)] &C(x,y;t) 9 { aU(l‘,y)]
- DCU T 9.2 o ) 7t 9. D T . 9 - ) 7t - 5 9
ot (Tt PO =5 | WD = g |80y 09— ]
(5.2.17)

0C(z,yi1) _ Dxa{eBU(x,y)aeﬁU(w,y)C(Ly;t)} D a{eﬁU(w)a

BU (z,y) )
ot Oz O Y ay 0¢ Gy t)}'

(5.2.18)
Naturalmente, D, y D, son los coeficientes de difusiéon en las direcciones correspondientes
para x e y, longitudinal y transversal respectivamente.

5.3 Ecuacion de Fick-Jacobs-Zwanzig

5.3.1 Una Comparacién en la Expansion a Primer Orden

Supongamos un canal bidimensional que tiene un area transversal A(z) en donde hay una
concentracion uniforme C(z,y;t) de particulas. Dada la dependencia del area, la concentra-
cién se puede escribir como’

c(x,t)
A(z)

Por otro lado, la corriente del sistema se calcula como

C(z,y;t) = (5.3.1)

I(x,t) = A(x)J(x,t),

al introducir la primera ley de Fick en (1.2.4) para el flujo unidimensional

I(z,t) = A(x) (—Dic(x,t)) , (5.3.2)

lo que estd designado como la corriente de entrada al area transversal de interés. Para
encontrar la corriente de salida se hace una expansiéon en serie de Taylor a primer orden, a
saber

Lz + Az, t) = —D{A(m)ac(g’ D, g [A(x)ac(aa;’ﬂ] Az + - }

9Una aproximacién que que supone que el proceso de relajacién en la direccién transversal es tan rapido
en comparacién con la difusién longitudinal que el perfil de y en de la densidad bidimensional p(z,y;t)
dependa solamente de A(z), P(z,t) y sus derivadas en z [59].
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Haciendo la diferencia de la corriente de entrada con la corriente de salida se tiene que

L(z,t) = Lz + A, £) = Ax) l-Dan;j ﬂ + D{A@)&SZ b, 861: lA(:c)an; ﬂ Ax},

por lo que queda solamente un término

Lz, ) — Iz + A, 1) = ;; [A(x) &gfc’ t)] Az, (5.3.3)

Simultaneamente, al usar la definicién de la corriente, es decir, con el flujo, se hace la
serie de Taylor

I(z,t) — Is(x+ At) = Ac(z) Je(z, t) — Ag(2) Js(x, t) = A(z)J (x,t) — A(z + Az)J(x + Az, t),

considerando que Az es pequeno, entonces, nuevamente a primer orden

I(z,t) — I(x+ Ax,t) = A(z)J (2, t) — [A(z) + AzA'(z) +- - | x [J(x+t) + Az (x,t) +- -+ ].

Haciendo el producto

I(x, t)—I,(z4+Ax,t) = A(z)J (x,t)—A(z)J (z,t)—Az. A (z)J (x, 1) — Az A(x) I (z, 1)+ Az’ A (2) I (z)+- - - |

(5.3.4)
eliminando los términos que son de segundo orden, y sustituyendo la primera ley de Fick, se
reduce a

0J(x,t)
ox

I(z,t) — I(z + Ax,t) = —AzA(x)

— _AzA(z) [— acgz : t)] ,

a0 (x,t)

I(x,t) — I(z + Ax,t) = A(x) 5

Ax. (5.3.5)
Haciendo la combinacién de (5.3.3) y (5.3.4) se tiene que

oC(x,t) . 0
5 Ax = D% [A(m)

finalmente, la ecuacién de Fick-Jacobs!”
Jc(z,t) 0 0 c(z,t)
=D— |A(x)— . 5.3.6
ot 8:1:'[ () 5% A (5:3.6)

En el caso en el que A(x) resulta ser una constante, entonces la ecuacién de Fick-Jacobs
se reduce a la segunda ecuacién de Fick (1.2.5)

80 (z, 1)

A(z) p

] Ax,

de(z,t) 5 ) lAm 8c(az,t)]’

ot or | A(z) Oz
oc(z,t)  _0%c(w,t)
g =D CICI (5.3.7)

0Que en la siguiente seccién se convertird en la ecuacién de Fick-Jacobs-Zwanzig.
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5.3.2 El Método de Zwanzig

La deduccion de la ecuacion de Fick-Jacobs en la seccion anterior es simplemente una com-
paraciéon en la expansién de la corriente alrededor de un incremento en la coordenada trans-
versal, es un procedimiento plausible, pero no es exacto [53]. En esta seccién se hace una
derivacion mas rigurosa. La concentracion sobre el limite de la coordenada y se puede escribir
como'?

G(z,t) = /C’(x,y;t)dy. (5.3.8)

Al integrar la concentracién C(x,y;t) sobre una direccién especifica, aqui y, facilita su
manipulacién matematica en la ecuacion diferencial. Se utilizara un potencial bidimensional
pero independiente del tiempo U(z,y), para mantener el cardcter conservativo de la fuerza,
en la ecuacion de Smoluchowski presentada en (5.2.18) con D; siendo una constante

aC (z, 3 1) o _ B o _ )
Yt BUy) 9 BUy) . } D { BUGy) 9 U(y) . }
Ey . {e 0;56 C(x,y;t)y + Yoy e 8y€ C(x,y;t)

Integrando la ultima relaciéon en y se tiene que

oC (x,y;t) 9 [ Uy 9 o[ _ 0
Y g~ [ b, zy) 9 8U(,y) : / D BU(y) 98U y) .
/ 5 dy / B {e 5t Clz,y; t)}dy—|— yay{e (“)ye C’(a:,y,t)}dy,
(5.3.9)

Es necesario introducir la regla de Leibniz para integrales, una ramificacién del teorema
fundamental del calculo

d( " f(x,t)dx) _ / MOS0 K () — fla(t)t) - d(H)  (5.3.10)
dt \ Ja(z) a@) Ot

La integracién de (3.5.9) estard definida en el dominio (—w(x),w(z)), que representa las
fronteras superior e inferior del sistema que se esta estudiando, mientras no sea definida, el
canal podria tener cualquier geometria. El lado izquierdo de la ecuaciéon de Smoluchowski
con estas condiciones se desarrolla como sigue

w(@) 9C (x, y;t o (v
/ Kyit) g, / )C(w,y;t)dy—{c‘(:v,y;t)}’

B A T @+H{C@yn)| o (cw),

-—w
y=w(z) dy y=—w(x) dy

Los dos ultimos términos de lado derecho se hacen cero por la derivaciéon respecto a otra
coordenada espacial. Ademas

/w(x) oC (z,y; 1) iy = 0G(z,t)

B =— (5.3.11)

11Ge ha elegido una notacién distinta para la concentracién en la coordenada z para evitar confusiones,
ademds con la consistencia con lo utilizado por Zwanzig [53].
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Contintio con los términos de lado derecho de la ecuacién de Smoluchowski. El primero de
(5.3.9). El orden de integracién y derivacién se puede intercambiar por la independencia en
las coordenadas = e y, o que da lugar a

DI— —BU(z,y) ~ ﬁU(x’y)C -t }d — D:pi/ { —BU(z,y) ﬁU(:p,y)C - }d
(5.3.12)

Para el altimo término se escribe el teorema fundamental del calculo

/w(x) D a{e_ﬁU(x’y)ae’BU(I’y)C(iU?y;t)}dy _ 0 /w(x) {e—ﬁU(%y)a

D,— PV o x,y;t }dy,
—w(z) Oy o Y0y Jw(w) dy ( )

La integracién es en la variable y, por lo tanto, al finalizar los célculos, tendriamos una
funciéon completamente independiente de y. Posterior a esto, la derivada también esta en esa
coordenada, por lo que se concluye de inmediato que

OH(x,t)
— 7 5.3.13
ay Y ( )
en donde
w@ [ sy 9 su
H(z,t) :/ (){e g (x’y)a—yeﬁ (w’y)C’(a:,y;t)}. (5.3.14)

Al sustituir (5.3.11), (5.3.12) y (5.3.13) en (5.3.9) se obtiene

0G(x,t) o [w@ ( 0
Y _p 9 / { UG 2 BUGCN O (et } . 31
Y A e 5 C(z,y;t) pdy (5.3.15)

Se puede definir la energia libre A(z) cuando la concentracién en la direccién y estd en
equilibrio como sigue'?

o PA@) _ / e BUEY) gy (5.3.16)

Este punto es crucial; se propone que C(z,t;t) oc G(x,t) a través de una funcién en'® y. Lo
cual se puede hacer mediante una probabilidad condicional, que funcionard como la funcién
para que se cumpla la igualdad

efﬁU(xry) ef/BU(xvy)
Que por definicién, esta normalizada en la direccién y. Entonces
C(z,y;t) = Gz, )p(ylz). (5.3.18)

12Las constantes de relacién entre de la propuesta fueron omitidas.
13Algo que se interpreta como la completa independencia entre las direcciones en el espacio, una idea
similar a la separacién de variables en las ecuaciones diferenciales.
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Implementando esté convencion en (5.3.15) se llega a

8G(x t) 0 w(z) B o
2 =D, — BU(zy) = BU(z,y) } . a1
ot oz /_wm {e 92° Gz, t)p(ylz) pdy (5.3.19)

simplificando los factores con la forma explicita de (5.3.17)

e—PU(zy)

Y BU@y) _ A (5.3.20)

BU(y) . =
p(ylx)e e

Mientras que si se toma la derivada de (5.3.16)

ge—ﬂA(u’v) — 8/e—ﬁU(:tay)agy — ¢ BU@y) (5.3.21)
dy Y

Sustituyendo las dos tltimas ecuaciones en (5.3.19)

0G(x,t) 0 [v@ (0 _gau 0 ﬂA(I)}

Finalmente, usando una vez més el teorema fundamental del calculo se llega a la ecuacion
de Fick-Jacobs con coeficiente de difusién constante

0G(z,t) o O gaw 0 5A(az)}
5 = Dmax{e axG(ar;,t)e . (5.3.22)

Esta es la generalizaciéon de la ecuacion de Fick-Jacobs en un potencial bidimensional; la
extension del resultado a tres dimensiones se logra al cambiar la integracion en y do una doble
integracién en y y z. En este caso no hay necesidad de condiciones a la frontera, pues estas
caracteristicas estan inscritas en los efectos del potencial. Cuando se trata de un potencial de
caja rectangular (i.e. potencial cero dentro de la caja e infinito en sus limitantes) la difusién
estd confinada a un tubo de drea w(z). Entonces e=#4(®) = w(z); la ecuacion de Fick-Jacobs
se obtiene naturalmente. Sin embargo, al comparar (5.3.22) y (5.3.6)

c(x,t) 0

B 0 c(x,t)
ot _Dax[ “"%A(@]’

0G(x,t) 0 —BA(z) 9 BA(w)}
at Dxax{e i |

Se puede ver que son iguales si

e PA@) — (x). (5.3.23)

El confinamiento se estudia con un potencial entrépico, depende de la ubicacién. A par-
tir de (5.3.23) se puede obtener directamente la ecuacién de Fick-Jacobs generalizada, la
ecuacion de Fick-Jacobs-Zwanzig, cuando se considera la relacion entre la funcién del an-
cho del canal y la energia libre A(x), ademds de un coeficiente de difusién en funcién de la
coordenada z [53, 58].

G- glng ) e
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5.4 Coeficiente de Difusion Efectivo

Cuando se considera que el coeficiente de difusion D depende de la coordenada longitudinal
x hay que regresar un paso antes de escribir la ecuacién (5.3.22), es decir

o Ox
En esta ultima expresién a la funcién D(x) se le conoce en la literatura como el coeficiente de
difusién efectivo. A pesar de que la correccién a la ecuaciéon (5.3.22) en la transformacién a
(5.4.1) es directa, encontrar la funcién analitica de D(z) no resulta tan sencillo. Nuevamente,
las condiciones a la frontera son las responsables de la dificultad del problema. Para tener
una expresion matemadtica que caracterice a D(x) es necesario considerar la ecuacién de
Smoluchowski en dos dimensiones, en cualquiera de sus representaciones escritas en la seccion
5.2. En este caso, la que resulta conveniente es (5.2.16). Integro sobre la variable y tal como
se hizo para el método de Zwanzig en la deduccién de la ecuacion de Fick-Jacobs, a saber

0G(z,t) 0 {D(x)e_ﬁA(x)aaG(% t)eﬁA(ﬂﬁ)}‘ (5.4.1)
x

/8C(x,y;t) dy = /Dw%{e_ﬁU(x,y)ieBU(x,y)C(m’y;t>}dy+/ Dya%{e—BU(x,y)ﬁeBU(x,mC(x’y;t)}dy,

ot Ox dy
(5.3.9)
El resultado ya fue derivado anteriormente, obteniendo la ecuacion (5.3.19)
0G(z,t) 0 _ 0
Y _p 9 / { BUGy) 9 8Uy) } 31
Y 2] 6 9’ Gz, t)p(ylz) pdy, (5.3.19)
y utilizando (5.3.18)
0G(z,t) 0 0
L) _p, 0 f fsuten § o,y "
5 P AG Er (z,y:t) pdy (5.4.2)
En este caso, la desviacién para la concentracién C(x,y;t) se toma como
0C(z,y;t) = C(x,y;t) — G(z, t)p(yl2). (5.4.3)
Resolviendo para C(z,y;t) se tiene
Clz,y;t) = 6C(z,y;t) + G(x, t)p(y|v), (5.4.4)

Sustituyendo en (5.4.2) se tiene

0G(z,1) — 2 —6U(fc7y)g BU(z,y) . }
2 =D [ Ve E Ve 5w, yit) + Gla, Oplyla) fdy,

8G(l’,t) . 0 —B8U(z,y) 9 BU(z,y) : }

iy ;; / {e_gy(x,y)ieﬂﬂ'w)(;(x,t)p(ylx)}dy’
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El segundo término de lado derecho ya se conoce por la relacién entre (5.3.19) y (5.3.22), lo
que deja a la integraciéon como

M _ Dxa/{e—BU(x,y)aaeﬁU(x,y)(;C(g;,y;t)}dy—i—

ot or x
+ D, 2L 2 g erao]. (5:45)

Sustituyendo la probabilidad condicional expuesta en (5.3.17) en términos de exponenciales
(i.e. p(y|z) = 4@ e=BUEY)) hace que el primer término se pueda escribir como

0 0 0 0 1
- —BU(z,y) —_,BU(z,y) . - - —BA(z) Z_ BA(z) .
Dmax/{e 5 6C(m,y,t)}dy Dzax/p(ykv)e o p(y|x)e 0C (z, y; t)dy.
(5.4.6)
Reemplazando (5.4.6) en (5.4.5) se tiene que
oG(z,t) ﬂ/ gA@ 9 1 gaw . Oy paw 9 BA(x)
e D, 5 p(ylx)e 5 p(y|x)e dC(x,y;t)dy+D, o {e 81‘G($’t)6 } (5.4.7)

Sacando el primer término de la suma y trabajando con el se tiene que

o i @1 ) 0 ar 9 1
Dx%/p(ylx)e A s €GO (@, i t)dy = Dy )/p(ylaf)*

AAD)SC (2, y; t)d
€ m? ) )
9z p(ylx) oz p(y|x) (@, y:t)dy

al operar con la regla de la cadena en la ecuacion anterior, uno de los factores se convierte
en

a [p<y|x> — eﬂ“”ac(x,y;t)} ~ plyle)

o 1 1 0
— ePA@) 5o z,y;t) + —CONYe T, y;t)— x),
B2 (yl7) (2, ;1) D) (@,3t) 5 p(yla)

que puede representarse como

0 1

0 1
A SC (2, y;t) = — [ x
(z,y;t) Pyl )p(y

1
BA(x) . B
o x)e (5C(x,y,t)} Ee)

0
P 5O (2, y; t) — x).
Wle) (z,y5t) 5 p(yle)

(5.4.8)

Q
8
B

Por lo que integrar en y es equivalente a

PADSC (2, y; t)a%p

0 1 0
[ plole) g e A5 sty = 5 [ ot (v]z)dy.

AAD SO (x,y; t)d —/
€ ZT,Y;
x p(ylz) (v 8)dy

1 1
p(ylz) p(ylz)

El término maés sencillo de reducir es el primero de lado derecho, el cual se transforma como
sigue

0 1 0 0
9 BA®) Ny — BA®@) g — 9 paw Ay
e /p(y|x)p(y|w)e 0C (x,y;t)dy e /e C(x,y; t)dy 5t /5C(x,y,t)dy 0,

al considerar un incremente pequenio en (5.4.3) la suma de todas las contribuciones en y hace
que ese término se anule, dejando una expresién méas simple para (5.4.8), en otros términos
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o 1 1 B
/314( ) _ BA(z) .
/ (ylaf)axp( ) 6C(z,y; t)dy /p(y\w) 0C(z,y;t)5_plylz)dy,  (5.4.9)
0C(z,y;t)dy = —*e_ﬁA(w)/ieﬁA@mC’ x,y;t)=—p(y|x)dy.
B /p y|x) &vp( 7] (z,y;t)dy 5 ) (z,y )axp(m )dy

(5.4.10)

La ultima ecuacion se logra al sustituir (5.4.10) en la integral de (5.4.8) y aplicar el operador
0e=BA[®) |92 en ambos lados. De lado izquierdo el factor e 4@ puede ir dentro de la integral
por la independencia espacial. Al sustituir en (5.4.7) se tiene que

0G(x,t) D, 0
ot
0G(x,t) 0 [0C(z,y;t) O
o D 81‘/ p(ylx)

BA(z) 0 0
e [ £ i) plyle)dy+ Dag {e”
5o [ 00 D g plule)dy D e

BA) 88 G, t)eﬁA(w)}7

X

0 0
) BA@) BA(x)
axp(y\w)dy +D, {e axG(:L’, t)e } (5.4.11)

ox

Retomaré la ecuacién (5.4.11) mas adelante. Ahora se busca la forma matemdtica de
dC(x,y;t): De su definicién en (5.4.3) se ve que al derivar en el tiempo se obtiene

90C (z,y;)

ot

90C (x,y;t)

ot

Sustituyendo la ecuacién de Smoluchowski (5.2.18) y

Dy

96C (z,y;t) 3{
ot n ox

ox

B B B B
_ p 9 —pA@) 9 1 paw) D, |e—pa@ < pa@ | |
p(ylaf){ "5 /p(ylx)e B p(ylz) 0C (x, y; t)dy + . axG(xyt)e
4.

06 O Ui oy gt )}+ D, 3{

0 0

= 2 Ofay:t) ~ 2 Gl Dplyl),

0 —C(z,y;t) — p( |x)QG(:1: t) (5.4.12)

ot Y; Py ot ) A
(5.4.7) en (5.4.12) escribo'

—BU(z,y) geﬁU(%y)C@? v t)}—l—

Yo dy

(5

13)
Incluyendo nuevamente C(z,y;t) en términos del incremento en la concentracion, G(z,t) y

p(y|x)
06C (z,y;t) _ Dma{
ot ox T

U 0 0
—BU(zy) BU(zy) § - } D { -
e e C(z,y;t) ¢ +D, " e

BU(%y)geﬁU(fc,y)(gc(x v t)}—l—
ay ) Y

1Ta razén por la que se utiliza la ecuacién (5.4.12) en vez de la recién derivada (5.4.11) serd méas evidente

en el transcurso de los calculos.
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0 0 0 0
9 [ 80 9 sUy) " } D { ~BU(zy) 9
81‘{6 8ZE€ (y|l‘) (l‘, ) + yay € ay

+D, PV p(y|2) Gz, t)}+

0 o 1 0 0
_ —pA@) 9 PA@) —pA() sa@) |\ (5414
p(y|x){Da: 5 /p(y|a:)e . p(y|:17) 8C(z,t)dy + D, 5 [ azG(zzs,t)e } } (5 )

Lo mas conveniente es tratar término a término el expresion anterior; Si se utiliza el
operador de Smoluchowski para la relacion anterior

0 0 0 0
D=D,— —BU(z,y) ~ BU(w,y)} D { —BU(zy) = BU(x,y)} 5.4.15
(99(:{6 8" * Yoy ‘ Gye ’ ( )

el primer término de la derivada de la variacién de concentracion en el tiempo, 06C(x, y; ) /Ot,
se escribe simplemente como DIC(z, y;t). Ademas al incluir el hecho de que

p(y|x)eBU(’”’y) — eﬁz“(ﬂﬁ)j

en el tercer y cuarto término que considera a p(y|x)G(z,t) se modifica a

D, a{e_ﬁU(x,y)aeﬁU(x,y)p(m[E) ( )} +D 8{ /BU(x,y)g

BU (z,y)
i = Vs 5 p(yla)Gla, )}

0 0 0 0
_ pa@ 9 paw) @ 9 _paw)
Dx@x {p(y]:c)e 92 G(x,t)} + D, Vay { (y|z)e 3ye G(a:,t)}.

En el segundo término se puede ver que el tltimo factor escrito no depende de la variable y
y esta siendo derivado en la misma, de modo que de inmediato se anula

0 0 8 0
9 —BA@) Y _pA() 9 _

Asi que por transitividad

Dxa{e—ﬂU(z,y) 0 ,BU z,y) (y|x) (.T,t)}—f‘Dyaa{@_ﬂU(x’y)a
Y

BU (z,y)
p 52 ¢ p(y|z)G(x, t)}

0 0
- D BA(z) Z_ BA(x)
D, x{p(y|x)e xe G(:L',t)}. (5.4.16)

Se puede utilizar la regla de la cadena para reescribir el término recién encontrar y el
ultimo de la ecuacién (5.4.14). Es decir, de (5.4.16) se puede desarrollar

0

D, 2L plyla)e 240 L M0G(a,0)L = Dp(yla) {40 L 106,04

ox
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0 0
+ Dme_'BA(z)%eﬂA(z)G(x, t)a—xp(ym). (5.4.17)
Todas estas consideraciones implican, al usar (5.4.16), (5.4.17) que

O ( _stron O s ) BN R
D,y e D plyl) Gl 1) + Dy {0 e ply )G 1)+

5} 0
—BA(z) BA(z)
D$p(y|x)ax le axG(x,t)e ]

0 0
_ —BA(x) BA
D:5s {’)(y|x)e 2

O T _sui @ i
G} = Daplyle) - |40 2 G et

= Dxe_ﬁA(x)(,ieﬁA(””)G(x,t)aip(yu). (5.4.18)

De modo que (5.4.14) se simplifica a

26C (z,y;t) . @) 9 paw) 0
— = D6C(x,y;t) + Dye 52¢ G(z,t) 8xp(y|x)+
0 0 1
D ~BA() Y1 BA)g Ad 41
mp(ylx)axe /p(y|w)axp<y,x)e C(z,t)dy (5.4.19)

Se puede tratar el argumento de la integral presente en la relacién anterior, una vez mas,
con la regla de la cadena, a saber

0 1
5={ptylo) e

Asi que la integral en cuestion resulta

o 1 1 0
PA@ SO (2, y;t) b = T)— BAD) SOz, 1) + ——ePAD§C (2, 1) — x).
(e.:1)} = plke) gy o () + o () axp(if; 4)20)

BA()

p(ylx)

[ i) g~y = [ S {otole)— e 450 it b

B)
6C (z, t)%p(ylm)dy,
6

BA)

[ #t010) s N3 )y = 5 [ plole) s e A5 s = [ s aC ) plale)idy
(5.4.21)

Nuevamente, lo mejor es operar término a término. El primero siendo

0 1 0
BA(z) . _ BA(x) .
aI/p(yIJC)p(W)e 0C (z, y;t)dy ax/e 0C (z, y; t)dy,
al usar (5.4.3), se tiene que

0

—/eﬁA(I) [C(x,y;t) — G(z,t)p(y|z)],

0
9 [ pA@ N
/e 0C (z,y; t)dy e

ox
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0
Il BA(x) BA(z _ BA(x
&%/e 6C (z,y;t) 83:/ C(z,y;t)dy / Gz, t)p(ylz)dy,
/ BA( x)50<x yit)dy = aa eBA(:L")/eC(;c,y7 t)dy — —e G(z,t) /p ylx)dy
X

Al utilizar las relaciones (5.3.8) y p(y|z)efV@¥) = ¢#4(®) se obtiene

BA@)

0
pEEmil

0 0
BA(z) : - BA(z) _ BA(z)
x/e 0C (z,y;t)dy P G(z,1) 5t G(a:,t)/

0 0
BA(z) . - BA(z)
pe /e 0C(x,y; t)dy 5m¢

1
_ BA(x)
G(z,t) — G(z,t)e /e/BU(x’y) dy} ,

y al recordar la definicion de la energfa libre A(z) en (5.3.16) logra establecer que

0 0 0
BA(w) _ Y BA(z) _ BA(z) ,—BA(x)| — ~ BA(x) _
8x/ 0C(z,y; t)dy = 9’ [G(x,t) G(z,t)e e } 5’ [G(z,t) — G(x,1)].
Para finalmente poder asegurar que
;/eﬂA(w)éCw,y;t)dy = 0. (5.4.22)
x

Sustituyendo (5.4.22) en (5.4.21) y esta en (5.4.19) la ecuacién que toma lugar es

95C (x,y;t) . pA@) 9 paw) 9
5 = DSC(x,y;t) + Dye 3¢ Gla )5 plyle)+

0 ePA@) 0
—BA(z)
+Dmp(y|x)axe /p(y|x>50( )8 p(y|z)dy

o lo que es equivalente

DL DsC(a, ;1) + Do L2060, 1) T gyl
o [6C(xz,t) 0
+sz(y|x)%/ p(;x))&cp(ylx)dy' (5.4.23)

Lo que sigue es una aproximacién a primer orden en dp(y|z)/0x utilizando (5.4.11) y (5.4.23).
Esta tdltima ecuacién, en la aproximacion, se reduce a

96C(x, y3 1)

5 = DiC(x,y;t) + Dxe_’BA(x)ge’BA(x)G(x, t)(ip(ym), (5.4.24)

ox
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Dejaré en pausa este proceso, ya que se requiere la introduccién de la transformada de
Laplace de forma especifica pero breve: En general, la transformada de Laplace f(s) o £ de
una funcién F(t) estd definida por'®

f(s) = L{F(1)} = lim /0 et R () dt = / TSR (Lt (5.4.25)

a— 00 0

Probablemente la aplicacion principal de la transformada de Laplace es convertir ecuaciones
diferenciales a formas alternas mas simples que se pueden resolver facilmente; Las ecuaciones
diferenciales acopladas con coeficientes constantes se transforman a ecuaciones algebraicas
simultdaneas. Al transformar la primera derivada de F'(t) se tiene

C{F'(t)} = /0 - e_“d};it)dt,

al integrar por partes se consigue

o0

LEF'(D) = e F(t)| +5 /0 T et R,

0

L{F' (1)} = sC{F(t)} — F(0). (5.4.26)

Los resultados anteriores se pueden extrapolar para demostrar que

L{F®(t)} = s>L{F(t)} — sF(+0) — F'(+0), (5.4.27)

LIFM(t)} = s"L{F(t)} — s" " F(+0) — - - — Fr=DE0, (5.4.28)

Por otro lado, una ecuacion alterna que resultara conveniente es el teorema de convolucion
(Faltungs), una de las propiedades mas importantes de la transformada de Laplace. Se toman
dos transformadas

fils) =L{F(t)},  faols) = L{F2(D)},
al multiplicarlas juntas'®

a a—x
fis)fals) = lim, [* e Fi()d [77 e By (y)dy.
a—r o0 0 0
Al usar el jacobiano para transformar el elemento de area y sustituir en a formulacién integral
la ecuacién anterior se convierte en

fs)fols) = Jim, [ [ Rt — 2)Fo(e)dzdt,
0 0

a—r0o0

15Esta expresién también se conoce como transformada de Laplace de un solo lado: la integral con los
limites —oo, oo es llamada la transformada de Laplace de de dos lados [38]. Par cualquiera de las dos
representaciones de la transformada de Laplace se cumple la linealidad,

L{aF(t) + bG(t)} = al{F(t)} + bL{G(t)}.

16E] cambio de variable en las integrales presentadas es simplemente para evitar confusiones.
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Fox By = fi(s)fals) = £{ /Ot Fi(t— Z)FQ(zmz}. (5.4.29)

Si se hace la transformada inversa se consigue

LA L6} = [ "Fu(t — 2)Fy(2)de. (5.4.30)

Como un comentario final a este paréntesis matematico; la transformada de Laplace
remplaza la diferenciacién con multiplicacion, es en este punto en el que se hace evidente el
uso de la transformada de Laplace.

De esta manera, regresando al tratamiento de (5.4.24), utilizando (5.4.26) en la relacion
mencionada se obtiene que

E{@éC(x,y;t)

0 9,
_ . —pA@) 9 _pA()
Y } L{DéC(z,y;t)} + E{Dxe 52¢ G(z,t) E)xp(y|x)},

distribuyendo la operacién linealmente se tiene!”
0 0
SL{GC (v, yi 1)} —3C (2, y; 0) = DLISC(w, y £)}+ Dye A (wpw)) 2P LG a, 1)),

ox
(5.4.31)
Supongamos que al inicio la concentracion en la coordenada y esta en equilibrio, de modo
que 6C(z,y;0) = 0, lo que contrae la tltima ecuacién escrita

SL{OC (x,y;t)} = DL{SC(x,y; 1)} + Dye PA@ <aamp(y|x)> aaxeﬁA(“)ﬁ{G(x,t)}. (5.4.32)

Agrupando términos,

(s — D) L{3C(z,y;t)} = Dye PA@ gp(y|x) 2(BB‘L‘(”C)E{G(L t)},
Ox Ox
D 0 0

Do paw [ 9 O BA®@)
L{C 1)} = e ( aIp<y|ac>) PO LG, 1)) (5.4.33)
Empleando la ecuacion (5.4.30) para la transformada inversa y la transformada especial de

1

- = e 4.34
c {S — a} e, (5.4.34)

se tiene que

S —

st = Dt [ 5] [ (Lotlo)) e cictany|

1"La derivada de la densidad de probabilidad p(y|r) se ha reacomodado para una mejor apreciacién de la
aplicacién de la transformada de Laplace sobre la funcién G(z,t)
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0 9,
D —BA( BA(z) Y,
0C(x,y;t) = D, / <a$p(y|x)> 5m¢ G(x,t —t")dt'. (5.4.35)

Sustituyendo (5.4.35) en (5.4.11) queda como

aG(CL’, t) a 1 a t D 7ﬁA( ) a a IBA( ) / ,
=-D,— x - e T .
ot l’ax/ p(y|r) < plyle )>{ w/o ¢ e o PWle) | 5o G (= )dt'  dy+

0. 20 D gy e} (5.4.36)

Al considerar que G(z,t) varia muy lentamente en x entonces el operador de Smoluchowski
solo conserva las derivadas en y, las correspondientes en x pierden su aportacion, de tal
manera que se define un operador alterno a D,

P Dya{ ﬁU(w)aeb’U(w)} (5.4.37)
dy dy

o en términos de la densidad p(y|x),

~ 0 0 1
D= oy {p(y|x)834p(y|a:)} : (5.4.38)

A manera de simplificacién, en el contexto de una expresiéon accesible y a través de una
aproximacién Markoviana'® se define

tD

- D, // [8” y"”] C  _dtdy. (5.4.39)

pylz)
Para poder implementar (5.4.39) en (5.4.36) hay que modificarla un poco, se ve directamente
que se puede escribir como

aG( ) tD —hAk) aﬁ(?ﬂx) ,BA( ) AP
5 D // ) e ax G(z,t —t")dt'dy+
0 0
—BA(z) BA(z)
+D, 8x{e axG(:z:,t)e },

que se da al introducir un par de términos en la integral en el tiempo. Ahora, sustituyendo
k()

0Gt) _ _p 90 {eﬁAm,ﬁ(x) 0 pA@) (a1 )} +n, 2 {eﬁmx)ag(m)em(x)} L

ot T ox 8x Tox ox

18Que queda determinada por

/Cb 2t —t)dt' ~ / Cy(t)
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De esta manera

0G(z,t) 0 0
U p 9] BA@ _ ()L ePADG (1 ¢ 5.4.40
St = D e - e 6 (5.4.40
El coeficiente de difusiéon D(x) puede obtenerse mediante una comparacion con la ecuacion
(5.4.40). Lo que da lugar a'?

2
1+ k(z)

El término entre corchetes es en realidad una serie infinita; esta afirmacién se hace mas
evidente al hacer la aproximacion Markoviana, dicha expresion se corta hasta segundo orden
Op(y|z)/0x y OG(z,t)/Ox. Se tiene el coeficiente de difusion efectivo en (5.4.4). Sin embargo,
aun hay algo por determinar, la funcién (z), por lo que se reescribe el operador reducido
de Smoluchowski D como®

D(z) = D[1 — #(z)] (5.4.41)

Dp(ylx) f = pylz)Lf, (5.4.42)

asi

axyz/[@gﬁwléw[@gﬂ@]pgiﬂﬁﬂy (5.4.43)

Una definicién adicional, la integral temporal a través de

0 tD 0
d(y|x :/ l yx]dt. 5.4.44
i) = [ s | aetule) (5440
Esta nueva definicién tiene que cumplir que?
0
L(ylr) = — 5 I(p(y])) (5.4.45)

Un hecho que se obtiene de aplicar la regla de la cadena de la ecuacion (5.4.44), como se
vera a continuacion

1 0

o(y|7) %p(ylfr),

LO(ylr) = -

que al utilizar (5.4.42)

9E] extremo izquierdo de (5.4.41) se logra a través de la convergencia cuando |k(x)| < 1.

20En el que f puede ser una funcién que depende también de las coordenadas espaciales (z,y).

2LQue es en realidad lo mismo que en su formulacién anterior; se escribe simplemente para indicar el
cambio en el operador reducido de Smoluchowski.

22 Al usar

L{F' ()} = /OOO e—st%it)dt
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£o(yle) = s Dlplyle) ey (5.4.46)

Por transitividad y al utilizar (5.4.38) es

_gtp(y|x) = D[p(y|z)®(y|z)] = aay {p(ylﬂﬂ)8

- gotole) = 5 {otoie) -2ty (5.4.47)

Una expresién que serd usada posteriormente. Por otro lado, la funcién x(z), con las defini-
ciones realizadas, se puede decir que

k(z) = / (W) O (y|x)dy. (5.4.48)

Si le elige el potencial de manera correcta, se encontrara una reduccion importante en la
funcion k(z), lo que a su vez, hard posible escribir de forma mas compacta el coeficiente de
difusién efectivo presente en la ecuacion (5.4.41). Se propone entonces que sea de la siguiente
forma?3

Uz,y) =V (w(yx)) —V(2), (5.4.49)

Adicional a esto, se pide que

= / V@) gz, (5.4.50)

La ultima definicion hace que existan cambios en la funcién de densidad en el punto de
equilibrio, o sea, la ecuacién (5.3.16) y (5.3.17) evolucionan a*!

- w(a)

Se puede hacer ahora la derivada de la probabilidad p(y|z) en la variable y, a saber
) 9 [e BV () 1 e BV()
Sootole) = o || - ,
Oy Oy | §w(x) | Cw(z)  dy

23Hay que mencionar que el factor 1/w(x) acttia como un factor de escala para la variable y. Por esa razén
es que una funcién que comienza siendo dependiente de = e y se transforma en una funcién de la variable
perpendicular z, es decir

p(y|z) (5.4.51)

w(x)
24En donde claramente se ha encontrado que

e PAl) — Ew(x)
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que utilizando la regla de la cadena y (5.4.49) se expande a

9 ) = — L (Cgvime @ 92— L ayreavey O (Y
0" = gy VO O) 5 = i (VR 5, (w(x))’
asi que
9 i) = (gyre-ve) O (Y
oplole) = o (Ve ) 2 (),
e = ) (5.4.52

Realizando un proceso similar pero ahora en la derivada respecto a x se tiene
%) d [e V& 1 o ([ 1 1 0
il - 2 — 2 e BV() 2L (o BV(2)
(9xp(y|x) Ox [gw(x) ] 13 [e oz (w(a:)) * w(x) Oz (e )] ’

o —BV(2),,,! )
%p(ylx) 1 [_e w' () " 1 <—5V/(Z)6_6V(z)a;>1 '

3 w?(x) w(x)
Seleccionando los factores iguales,
0 e V& [w! () ,, 0z
%p(y\:v) T cw(x) lw(az) TV (z)aa;’] ’

y nuevamente la regla de la cadena en la derivada de z

ip(ylx) ) —ZZ(V;)) [w/(x) ) <wy>] _ PO [w’(a?) V() (w’(x)ﬂ

w(z) dx \w(x) w(z) [w() w?(z)
- ()] < - ().

El segundo término de lado derecho de la ecuacién anterior es la ecuaciéon (5.4.42) cuando
esta se multiplica por y, de tal manera que la derivada es

(ip(yu) = —?ful((j)) [p(ylw) + yaayp(ylw)] : (5.4.53)

o en una representacién diferencial
Sertola) == ) L fyotylo). (5.4.54)

Al sustituir (5.4.47) en (5.4.54)
S oluko) = 5 ool - alole) . (5.4.55)
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e integrar en y

[ oA wotston}as = [ 2 otwia) 50010 ay
w’((:c))y _

Posteriormente, si se reemplaza (5.4.54) en (5.4.48)

cto) = [ (-4 o otolel) @iy = =22 [ 905100 ot

0
—d . 4.
9 (ylx) + C (5.4.56)

(x) Oy w(z)
Una expresion que facilmente puede ser integrada por partes,
w'(z) { o 0P (y|x) }
k(z) = — y®(ylx)ply|x —/y ylr)——dy ¢,
(x) = =2 welia)otn)| — [ vyl =]

que introduciendo® (5.4.56)
() = “’j { [ wotole) ()
w(x) { /ab (i@%’f) } (5.4.57)

y con (5.4.51), ademds de recordar que z = y/w(z), por lo que?® dy = dzw(z)

o) = (@) [ (JV)()) w(o)dz},

Es asi que una forma analitica para x(x) se expresa a continuacion

22e V(@ dy
k(x) = (w'(x))2ff€_ﬂv(z)dz. (5.4.58)

Finalmente, el coeficiente de difusién efectivo es

D
D= . (5.4.59)

z2e=BV(2)dz
1+ (o)) e

La introduccion del coeficiente de difusion efectivo resulta una manera de obtener una
descripciéon mas préxima a la naturaleza y por lo tanto a los problemas reales. En el apéndi-
ce E se tratan dos casos particulares de en el calculo del coeficiente de difusion efectivo; el
potencial de oscilador armonico y el potencial cuadrado. Sobre la difusion en canales bajo un
potencial gravitatorio se tienen las referencias: [56] I.J. Pompa-Garcia. “Difusion en canales
bajo un potencial gravitatorio: Reduccion efectiva a una dimension”. Tesis de Maestria. Ciu-
dad de México, México. Universidad Auténoma Metropolitana, Unidad Iztapalapa. Marzo
2021. [57] M. Jacobs, “Diffusion Processes” (Springer, New York, 1967)

b
25Las constantes C' y y<I>(y|a:)p(y\x)‘ seran despreciadas por términos practico
a

26Se han omitido los limites especificos a y b para tener un resultado més general.
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5.5 La Proyeccién de la Difusién Bidimensional

Teoria de los sistemas cuasi-unidimensionales

5.5.1 La Proyeccion de Kalinay-Percus

Muchos de los procesos en la naturaleza estudiados recientemente son mas son mas con-
sistentes si se describen desde una perspectiva cuasi-unidimensional [59]. Comunmente, el
movimiento de las moléculas en un medio acotado estd altamente confinado excepto en la
direccion que se define como longitudinal y debido a esto se necesita de un algoritmo que
integre los grados de libertad transversales. Este fenomeno se desarrolla en el mecanismo
més simple de transporte; la difusiéon de particulas brownianas?” en un canal estrecho bidi-
mensional de seccién transversal w(x). En el apartado anterior se vio que la aproximacion
de Fick-Jacobs consiste en la eliminacién de los grados de libertad estocasticos en la sec-
cién transversal, una consideracion que se da debido a la suposiciéon del rapido equilibrio en
la direccion mencionada [56, 58, 59]. En el desarrollo de la teoria la ecuaciéon bésica de la
descripcion en el modelo simple, en donde el diametro del canal es variable, resulté ser la
ecuacién de Fick-Jacobs (5.3.6). La modificacién de Zwanzig, (5.3.24), surge de la introduc-
cién de una barrera de entropia (i.e. potencial efectivo) que contiene el coeficiente de difusion
longitudinal efectivo, (5.4.59), como una funcién de z.

El método de proyeccion de Kalinay-Percus proyecta de forma rigurosa el problema de la
difusién en canales planos bidimensionales a un problema de una sola dimensién espacial. Es
decir, permite escribir la ecuacion de difusiéon como un conjunto de dos partes separadas, la
espacial y la temporal. La parte espacial, depende solamente de los términos con derivadas
en la coordenada z. Este proceso se logra definiendo una densidad lineal efectiva,?® como en
la ecuacién (5.3.8) y haciendo un desarrollo perturbativo con el pardmetro A = D, /D,, el
cual expresa la anisitropia del espacio respecto a los coeficientes de difusion longitudinal D,

y transversal D,. Comenzando con la ecuacién de difusion en dos dimensiones.

0C(x,y;t) _ ) 9°C(z,y;t)

PC(x,y;t)
ot oz TP

(5.5.1)

se suponen las siguientes condiciones a la frontera para el canal de la Fig. (5.1): (i) Se supone
que la pared inferior es plana y que coincide con el eje x. (ii) La coordenada y tiene el dominio
0 <y < w(zx). (ili) La densidad proyectada unidimensional se define como en (5.3.8), a saber

G(z,t) = /Ow(m) C(z,y;t)dy. (5.3.8)

El proceso es analogo a lo que se present6 cuando se hizo la deduccion de la ecuacion de
Fick-Jacobs-Zwanzig y el calculo del coeficiente de difusion efectivo. Comienzo integrando
la ecuacién (5.5.1) en la direccion en la cual el coeficiente de difusién es més grande (i.e. la

27Particula puntuales libres que no interactian entre si, sujetas a un campo externo nulo.

28Lo que se traduce a un estado estacionario en la direccién transversal de la densidad o concentracién.
Determinado unicamente por la forma de las paredes y el flujo total. La aproximacion se entiende mejor en
el caso de un ritmo de difusién transversal infinito, D, — co. El perfil de la variable y no contribuye.
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direccion transversal y) en todo el ancho del canal utilizando la regla de Leibniz y el teorema
fundamental del calculo, como sigue

2 2

w(z) O w(w) 0 w(x) 0
— ,;td:/ D,— ,yst)d / D,— Ly t)dy. 0.2
/0 C(x,y;t)dy A asz@y )dy + ; yayQC(xy )dy (5.5.2)

ot

Figura 5.1: Representacion esquemética de un canal bidimensional simétrico utilizado en el
método de proyeccion de Kalinay-Percus. La pared inferior coincide con el eje x, mientras que
la pared superior es una funcién de la coordenada longitudinal 0 < y < w(z). Las particulas
brownianas se pintan de color rojo.

Para integrar correctamente el primero término de lado derecho de (5.5.2) se utiliza dos
veces la ecuacién (5.3.10), que escribo nuevamente por términos practicos

a
dt

Dicho esto, se tiene que

b(x) B b(x) (9f(l‘,t) . W — fla L
/a(m) d (‘””’t)dl"> - /a(x) o dw+ f(b(),6) - V(1) = fa(t),8) - a'(t). (5:3.10)

y=w() } ’

D —_— | = N = D _ - . _ / 7 .

_ D, {a [ 0 [ et vy~ ! 2) Ol we; t>] — w/(2) 2 Cla, 1)

oz | dx Ox
(5.5.3)
El segundo término de (5.5.2) resulta mas directo, pues
" gy = 0,2 eyl 5.5.4
/0 yain (xaya ) Y= yﬁiy (:Evyv ) y=0 ( s )
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Implementando (5.5.3), (5.5.4) y (5.3.8) en la integral de la ecuacién de difusién bidimen-
sional se tiene

o 82 0 / ’ 0 .
o y=w(z)
+ D,—C(z,y;t) : (5.5.5)
3 y=0

Es en esta ultima ecuacion en donde se deben de cumplir las condiciones a la frontera. El
flujo sobre las paredes longitudinales del canal es paralelo a ellas. Recordando la primera ley
de Fick escrita en (1.2.4) el flujo del sistema esta dado por

0 0
J(z,y;t) = =D, a:L_C(yc y;t)é, 8 —C(z,y;t)é,, (5.5.6)

en donde ¢é; es el vector unitario en la direcciéon 7. En este punto es importante recordar la
naturaleza del canal que se estd estudiando; un canal en donde la pared inferior es plana
y coincide con el eje x en la direccién é,, mientras que la pared superior cambia segin la
funcion w(z) por lo que el vector unitario que es paralelo a las paredes estd dado por

R e, +w'(x)é

By = b tu(@)e, (5.5.7)

1+ (w'(z))?

La propiedad de flujo paralelo a las fronteras matematicamente se escribe como la anulaciéon
del producto cruz, a saber

1 0
éin XJQS’,U;t ez:()a
! ( ) chaxc('x Y; ) yayc(x Y; )

1 w'(z)

5. xJ - 1Hmm T (w@)? 6, = 0.
Esup (z,y;t) = _Dmaxo(«r yit) —D, C’(ac v ) €

Cuando se hace el producto cruz de forma explicita surgen las siguientes dos ecuaciones, que

funcionardn como las constricciones del problema?’
D, 2y =0 (5.5.8)
a0 x,y; = U e
yay Y y=0
D gC(x y;t) =D w’(x)QC(as y;t) (5.5.9)
y@y 7 y=w(x) ’ Ox e y=w() -

Al introducir las condiciones en (5.5.5) se ve de inmediato que

aatG(:U t) =D, {;;G(:c,t) — é?x [w'(x)C(x, w(:c);t)]} . (5.5.10)

2Las condiciones a la frontera estdn evaluadas en el punto transversal de interés, y = 0y y = w(z),
respectivamente.
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Tomando nuevamente la idea de una difusién y estabilizacion inmediata en la direccion y
con D, — oo se introduce en este escenario la ecuacién (5.3.1), a saber

L Glz,0)
C(z,y;t) = (@) (5.3.1)
Reemplazando en (5.5.10) y haciendo D, = Dy
0G(z,t) 0? J |, Gzt

Finalmente si se utiliza la regla de la cadena se encuentra la ecuacién de Fick-Jacobs en

(5.3.6),

gG(x,t) = DO2 [w(m)

(5.5.12)

0 G(z,t)
ot ox '

Oz w(x)

La ecuacién de Fick-Jacobs tiene una interpretacion ligeramente distinta que cuando se
tratd e secciones anteriores. En el método de Kalinay-Percus es la aproximacién a orden
cero en el parametro A = D, /D, de la proyeccién de la ecuacién de difusién a lo largo de
la direccion longitudinal de un canal. Al construir la expansién completa de lado derecho de
la dltima ecuacién se derivan las correcciones a la ecuacion de Fick-Jacobs, a través de una
serie perturbativa en la densidad de probabilidad p(zx,y;t),

C(z,y;t) = i)\jCj(a:,y;t). (5.5.13)

=0

Este formalismo permite encontrar un esquema de recurrencia mediante la cual se puede
obtener la proyeccién de la ecuacion de difusién con un grado de exactitud 6ptimo. Cj(x, y;t)
tendrd la forma de un operador que acttia sobre G(x, y). El objetivo es calcular los operadores
de Fick-Jacobs en forma diferencial y conseguir una ecuacion de difusion 1 + 1 dimensional.
Este desarrollo esta fuera del alcance de la investigacion y sus propdsitos. El lector que esté
interesado en las matematicas detras de la derivacion de los operadores de Fick-Jacobs puede
consultar [59, 60, 61].

La proyeccion de Dagdug-Pineda es una generalizacion de los resultados encontrados
por Kalinay-Percus, en el cual se trata un canal simétrico. La generalizaciéon se produce
al considerar un canal asimétrico con una constriccion diferente en el caso de las fronteras
transversales que ahora tomaran la forma de yo(z) > y > yi(2).

5.5.2 La Proyeccién de Dagdug-Pineda

En este método de proyeccion se considera que las dos fronteras, tanto la inferior como la
superior, dependen de la coordenada longitudinal x. Es decir, se tiene un nuevo sentido de
constriccion, al considerar un canal asimétrico con la caracteristica ya(x) >y > yi ().

30Con el cambio de variable c(z,t) — G(z,t) y A(x) — w(x)
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X

Figura 5.2: Representacion esquematica de un canal bidimensional asimétrico en el método
de proyeccién de Dagdug-Pineda; la generalizacion del modelo de Kalinay-Percus. La pared
inferior es una funcién y;(z), mientras que la pared superior estd parametrizada por yo(z),
por lo tanto el espesor del canal es w(x) = yo(x) —y;1(z). Las particulas brownianas se pintan
de color rojo.

El objetivo de este proceso es extender la proyeccién de la ecuacion de difusion en dos
dimensiones, la ecuacion (5.5.1) en la dimensién longitudinal como una expansion del pardme-
tro A = D,/D,, en donde la ecuacién (5.3.8) se transforma en

2(2)
G(z,t) = /y C(z,y;t)dy. (5.5.14)

vi(z)
Usando la ecuacién (5.5.14) e integrando (5.5.1) sobre y en los limites se tiene que

v2(z) OC' it y2(2) 0*C it 0*C it

/ 2 (z,y; )dy _ / W p 0w yit) (z,y;) .
yl(a:) 8t Y 81'2 ayz

Integrando tal como se hizo en el caso de el método de Zwanzig, el coeficiente de difusién

efectivo, y el apartado anterior (i.e. siguiendo la regla de Leibniz y el teorema fundamental
del célculo) se encuentra que al evaluar en los limites (5.5.15) resulta

+ D, (5.5.15)

1(2)

0C(x,y;t)

C D) 2 I le)s ) (o) 0 )

0G(x,t) _ {82G(x,t) 0.,

oC (x,y; )

/ 0C (x,y;t
—y(z) 5 9C(z,y;1)

dy

|+,

y=y2(x)
. (5.5.16)

y=y1(x) y=y1(x)

Al igual que en el tratamiento del método de proyeccion de Kalinay-Percus, el vector de la
densidad de corriente, el flujo, debe ser paralelo a las paredes. Al operar como en el producto
cruz de la seccion anterior, se encuentra que las ecuaciones que dictan las condiciones a la
frontera son
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0G(x,t)
ot

?G(x,t) 0 .,
o2 - %[y2

=D, (@)C (2, y2(2); 1) = yi (2)Cw, 1 (2); 0] - (5.5.17)

Al suponer difusién transversal infinitamente réapida (i.e. D, — 00), de la ecuacién (5.5.14)
nos dice que

G(z,t)

Clz,y;t) = ————F, 5.5.18
YD = )~ ) 1%
y si se introduce D, = Dy se obtiene, nuevamente, la ecuacién de Fick Jacobs [58]
0 0 0 G(z,t)
— t) = Do—— —— 5.1
atG(m’ ) * 0 [w(x)ax w(x) ]’ (5:5.19)

en donde w(z) es el espesor variable que se define como w(z) = yo(z) — y1(z). De la misma
manera, se pueden construir las correcciones a la ecuacion de Fick-Jacobs utilizando (5.5.13)
y encontrando los operadores correspondientes. Imponiendo la anisontropia del mapeo de
Kalinay-Percus en la ecuacion de difusiéon resulta [59]

0G(z,t) 0
o Ox

G(z,t)

w(z)[l — )\Z(x, ax)];x (@)

: (5.5.20)

en donde Z (x,0,) es un operador. Ahora, considerando que el flujo es constante en la coor-
denada longitudinal e integrando la (5.5.20) se Dagdug-Pineda consiguen

B A 0 G(x)
J=—w(x)[l — AZ(z,0,)] 9 w(n) (5.5.21)
Al combinar las ecuaciones anteriores se llega a
1 = w(z)[1 — A\Z(z,8,)][w(z)D(z)] . (5.5.22)

La tltima relacién fija al valor de D(z) solamente dentro de la recurrencia que viene del
mapeo de Kalinay-Percus. La primera correcciéon al coeficiente de difusion efectivo es

T L4 yo(a)? + ' (2)?

D(z) (5.5.23)

La segunda correccion se lee como

1 [w(x) ?

DWFJ%P—%@V—3<2 ) e+ 2o (442)

1 (@) _]
+5< 2 ) (5.5.24)

Al sumar las contribuciones en las primeras derivadas, w'(x) y y;(z), por lo que el coefi-
ciente de difusion efectivo que corrige la ecuacion de Fick-Jacobs se reporta como
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D(m):Doi : ) : (5.5.25)

n=0

2 (we-2)

La ultima ecuacion se puede escribir de forma compacta como

arctan {yg(:c) + #} B arctan [%(@ _ w’éz)} }

(5.5.26)

w' () w' ()

La ecuacién (5.5.26) es la expresién general para el coeficiente de difusién efectivo a lo largo
de la coordenada longitudinal de un canal bidimensional asimétrico. Es una generalizacion
a los resultados de Kalinay-Percus de la cual se pueden recuperar los resultados previos de
Bradley, Berezhkovskii y Szabo.

En el actual capitulo presenté todos los elementos necesarios para el estudio de la difusion
bidimensional en confinamiento; desde la ecuacién de Smoluchowski, la ecuacién de Fick-
Jacobs, su extension a la que es llamada la ecuacion de Fick-Jacobs-Zwanzig, la deduccion
del coeficiente de difusion efectivo, junto con dos casos especiales, y finalmente los métodos de
proyecciéon cuasi-unidimensional; el método de Kalinay-Percus y la generalizacion de Dagdug-
Pineda. Es momento de la conjugaciéon del confinamiento en los sistemas de reaccién-difusion
y el analisis de las condiciones de Turing bajo estas consideraciones. En el capitulo 6 aplicaré
el método de reduccién dimensional en la ecuacion acoplada de difusién con una cinética de
reaccion arbitraria.
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CAPITULO

Condiciones de Turing en Sistemas Confinados

En el capitulo 3 se derivaron analiticamente las condiciones de Turing, que se encuentran
condensadas en las ecuaciones (3.5.42) y (3.5.43). En este sistema participaban dos especies
de reactivos (u,v), los cuales se difundian libremente en el espacio.! Los morfégenos tenian
asociada una cinética de reaccién que los etiquetaba en el papel de activador o inhibidor
segun el caso, al mismo tiempo que determinaba el ritmo de degradacién de cada uno de
ellos. En particular, para este propdsito, se tenian las ecuaciones (3.3.1) o (3.5.1) con la
cinética de reaccion f(u,v) y g(u,v). Una vez especificada la estructura matemaética de estas
dos funciones, a través de la matriz de estabilidad (B.0.5), se puede catalogar al sistema como
uno de activacion-inhibicién pura o un sistema de activacién-inhibicién cruzada [13] con lo
establecido en (3.5.44) y (3.5.45). Las condiciones de Turing son las relaciones matemaéticas
necesarias para la inestabilidad impulsada por difusiéon, brindan informacion sobre el rango
especifico en el cual el nimero de onda k, coeficiente de difusion relativo d, y parametros
importantes presentes en f y g, generan patrones espaciales muy parecidos a los que se obser-
van en la naturaleza, una acotacion que se conoce como la generacién del espacio de Turing
[14]. Es un método que nos dice cuando y bajo qué condiciones los morfégenos tendran una
particion caracteristica en el dominio de reaccién-difusion. Dos sistemas estables que al com-
binarse rompen la simetria y promueven la bifurcaciéon en forma de pequenas perturbaciones
en las coordenadas espaciales. Posteriormente, al resolver las ecuaciones de reaccion-difusion
numéricamente se encuentran las distribuciones de densidad con espacios bien definidos en
donde las regiones en las cuales predomina el activador o inhibidor se hacen evidentes, como
las que se muestran en el capitulo 4.

Aunque este analisis parece responder a la distribucién de reactivos en un espacio bidi-
mensional hay casos especiales en los que las condiciones de Turing no son suficientes para
explicar los fendmenos naturales, algunos de ellos se enunciaron al final del capitulo 4; se
necesita una extension de la teorfa que considere los efectos de la geometria.? Una generali-
zacion se puede desarrollar al implementar el efecto de la geometria de los canales, en otras

Los morfégenos se encontraban un medio libre, sin interaccién de naturaleza fisica (e.g. fuerza derivada
de un potencial) solo con las reacciones quimicas de por medio. Estaban situadas en un dominio en donde
el flujo de particulas en las fronteras era nulo; es decir, que el nimero N de moléculas se era constante en el
tiempo.

2Es necesario recordar que una conclusién importante se hizo el el capitulo 3 en cuanto al tamafio del
dominio. Se vio que a medida que el espacio de Turing incrementa los patrones se vuelven mas complicados.
La consideracién de los efectos de confinamiento a través de los canales puede extender las implicaciones de
la geometria en las condiciones de Turing.
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palabras, el confinamiento. Las condiciones de Turing pueden ser modificadas cuando los
morfégenos se difunden en superficies curvas, que pueden ser delgadas o eldsticas [62], 1o que
se asemeja mucho a las membranas biolégicas. Hay una influencia critica de la geometria
en los patrones de inestabilidad. Por esa razon se estudiara un sistema de reaccién-difusion
en un canal con el operador proyectado de Fick-Jacobs y Fick-Jacobs-Zwanzig para difusién
confinada, con el objetivo de encontrar que las condiciones de Turing pueden ser modificadas
segun la geometria del canal.

6.1 Reduccion Dimensional: Ecuaciones de Reaccion-
Difusion

Consideremos un fenémeno que ocurre en un canal bidimensional que puede ser descrito con
la siguiente ecuacién de reaccion-difusion

oc oc 9
9%¢ _p D FO). 11
ot = Pegg T Dvgp +1(C) (6.1.1)

En donde, al igual que en el capitulo anterior C' = C(x,y;t), que es la concentraciéon o la
densidad de probabilidad no normalizada de las particulas. Ademdas F(C) es la cinética de
reaccion que dirige la produccion o el consumo de cada uno de los morfégenos presentes en
el canal. Por otro lado, para obtener la dinamica en la direccién longitudinal del sistema es
necesario proyectar la ecuacién (6.1.1) al integral en la coordenada transversal.® Siguiente
el método de Kalinay-Percus o el de Dagdug-Pineda, es necesario redefinir la concentracion
marginal presente en (5.5.14), a saber

y2(z)
G(z,t) :/ C(z,y;t)dy. (6.1.2)
y1(z)
La convencién de las fronteras se mantiene; y;(z) es la frontera superior e inferior del canal,
en donde nuevamente se imponen condiciones de impermeabilidad (i.e. flujo nulo en las
paredes), lo cual se relaciona con los coeficientes de difusién longitudinal y transversal. Al
igual que en los dos métodos de proyeccion del capitulo 5, en la primera aproximacion se
considera que la concentracion no depende de la direccion transversal pues la difusion en esa
coordenada es sumamente rapida, instantanea. Por esa razon se utiliza la relacién (5.5.18)

G(z,t) = Oz, y;t)[y2(x) — 1 ()] = C(z, y; t)w(z), (6.1.3)

Conservando la definicion de w(z) = [yo(z) — y1(x)]. También existird una proyeccién en la
cinética de reaccién, la produccién quimica marginal F' queda determinada por la integral de
F(C) en la coordenada transversal. Aqui hay un punto importante; la estructura mateméatica
de F(C) indica que la dependencia de las coordenadas (z,y) se da a través de concentracion
de (u,v). Por lo que en la aproximacién (6.1.3) F' no depende de la coordenada transversal,
asi que

3Un proceso que ya se ha realizado varias veces en el desarrollo de la teoria de la difusién en confinamiento.
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F = w(@)F (G(x’t)> . (6.1.4)

w(z)

De esta manera, al utilizar (5.5.19), la proyeccion de la ecuacién de difusion resulta

0G(x,1) 0 0 (G(z,t) ~
———— = Dy — F 1.
ot * 0 [w(x)ax ( w(x) T (6.1.5)
en donde la constante difusiva longitudinal se hizo D, = D,. La ecuacién (6.1.5) es la

ecuacién de Fick-Jacobs (5.3.24) de la que ya se ha hablado. Seguidamente se define el
operador de Fick-Jacobs-Zwanzig como

. 0 0 []

w(z)

en donde D(z) es el coeficiente de difusién efectivo dependiente de la posicién. Existen
diversas maneras y criterios para elegir D(x) de forma mdas conveniente en funcién de las
variaciones del espesor del canal.* En este caso, resulta conveniente escribir el coeficiente de
difusion efectivo como

D(z) = DyD(x), (6.1.7)

para el que Dy es el coeficiente de difusién libre que esté escrito en la ecuacion (6.1.5), el cual
sera distinto para cada especie de reactivo. De esta manera D(x) se convierte en una funcién
adimensional que depende de las variaciones en el espesor del canal. Mediante un proceso
analogo al que se utilizo en el capitulo 3 para tratar las ecuaciones de reaccién-difusion, para
el andlisis de la inestabilidad resulta practico trabajar con el sistema adimensional, asi que
es necesario introducir la escala de longitud caracteristica (i.e. periodo del canal), mientras
que el tiempo caracteristico se determina mediante la difusién, con la ecuacion (1.1.11). Asi,

X DO 2, A
- — T, — —>t, —L — L .
I 12 D[) FJZ FJZ

Lo que implica en la derivaciéon que

o 10 0 Do
Or  Lox’ ot L2 ot
Al sustituir estas relaciones en la ecuacion (6.1.5) se tendra la ecuacién adimensionalizada,

que afectara a todos los términos por igual, excepto a la cinética de reacciéon F', un término
que se vera escalado por el factor

L2

= 6.1.8
B (6.18)

8
L*F /Doy — ~F. Se tiene que 7 es la fuerza de la reaccién (i.e. fuerza relativa del término
de reaccién) [11, 13, 14]. Ahora se puede estudiar que sucede con la estabilidad temporal e
inestabilidad espacial en confinamiento.

4La variacién del drea de la seccién transversal en el caso tridimensional.

104



Inestabilidad de Turing en Sistemas Biologicos JP

Figura 6.1: Representacion esquematica de un canal bidimensional asimétrico en el mecanis-
mo de Turing. El espesor del canal estd determinado por la funcion w(z) = yo(z) — y1(z) v
el periodo en las fronteras se representa con L. Aunque hay dos sustancias quimicas, ambos
morfégenos se pintan en rojo.

6.2 Inestabilidad para Sistemas de Difusiéon Efectiva
Unidimensional

Consideremos a dos sustancias quimicas que interactiian entre si, dadas por el vector de
sustancia W (z,y;t) = (u(x,y;t),v(x,y;t)) con coeficientes de difusion D, y D, respectiva-
mente. Los morfégenos estaran confinados en un canal que tiene una coordenada longitudinal
mucho mas grande que la transversal; lo que da lugar a la utilizacion del operador unidi-
mensional de Fick-Jacobs-Zwanzig para la descripcién de la difusién. El acoplamiento reac-
cion-difusion dicta que la evolucion del sistema estarda gobernada por la siguiente ecuacion
adimensional®

A% .

El operador Lg;z actia sobre ambas concentraciones. Debido a esto, la ecuacion (6.1.4) se

transforma en
P =) (1 (5) # () (622)

funciones que generalmente son no lineales. La matriz D es la extrapolacién de (3.5.12) con
el coeficiente de difusién relativo d = D,/ D,

D= <(1] 2) | (6.2.3)

®Que es en realidad la ecuacién (6.1.5) después de la adimensionalizacién y la caracterizaciéon del tiempo
respecto a D,, (la coordenada de referencia longitudinal).
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Lo que sigue es un punto sustancial: Resulta ttil reescribir el operador diferencial de
(6.1.6) como un operador con la estructura de Fokker-Planck para utilizar el método de
solucion de transformaciéon a una ecuacion de Schrodinger en el caso de coeficiente de difu-
sién constante y una aproximacién en las soluciones de Zwanzig [53|, Kalinay-Percus [59],
Reguera-Rubi [74] y Dagdug-Pineda [58] en el caso de la ecuacién de Fokker-Planck sin re-
ducciones. Se recomienda leer el apéndice D sobre la ecuacién de Fokker-Planck, sus formas
especiales v en donde se utiliza. Para el proceso de transformaciéon comienzo por escribir
el operador de Fick-Jacobs-Zwanzig de forma explicita cuando se aplica sobre una de las
sustancias, en este caso u°

A 0 0 (u(zx,t)
L =—|D — 2.4
pizatet) = 5 Doty (0] (624
Las derivadas se aplican directamente

= o (58] o ()2

<ot (3 & () ) s 1) 2

Ademas a<u(m,t)> — uz t)a< 1 >+ 1 Ou(z,t)
ox \ w(x) ) 7 0r \w(x) w(z) Or
0 (u(z,t)\ _  ulzt)ow(z) 1 Ou(x,t)
M(w(m))_ w(z)? Oz +w(:n) or

Sustituyo (6.2.5) en la expansién de (6.2.4) como sigue

0 [ u(z,t) dw(z) 1 Ou(x,t)
8x[ w(zr)? Ox +w(x) Ox

f/FJZu(x, t) = D(x) {w(x)

+w(x) o —u

w(x)2 Oz w(x) Oz (:v,t)}.
Queda derivar sobre el primer término dentro de las llaves

dD(x) {_u(m,t) ow(x) 1 9

Leszula,t) = D<x>{w<x> [a (w(x)Q -

Por otro lado se tiene que

9 (u(:c,t) 8w(:1:)> _ u(z) Pw Gw(:c)l 1 ou(z,t)  2u(w,t) dw(z)

or \w(z)? oz w(z)? O br |w@? or  w(x)? oz ], (6.2.7a)

6La transformacién en la concentracién de la sustancia v es inmediata, ya que el operador asociado a ella
solo difiere de una constante, el coeficiente de difusién relativo d.
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w(zr) 022 w(x)? Ox oz
Reemplazando las derivadas por (6.2.7a), (6.2.7b)

851 (w(lx) 8uéxx, t)) _ 1 Pufzt) 1 Ou(z,t) Qw(w). (6.2.7h)

x)?2 Oz w(z)?  Ox

Lpjgu(z,t) = D(x){w(x) [ _ Z}(z;)l;) 8811;(233) B 812(;) (w(l ou(x,t)  2u(z,t) 0w(:v)>

1 0*u(x,t) 1 Ou(x,t) Gw(az)] n [_u(x,t) ow(x) N 1 8u(3:,t)1 Gw(x)}

w(z) 0z w(z)? Oz Ox w(z)? Oz w(z) Oz Ox
u(z,t) Ow(x) 1 Ou(z,t)| 0D(z)
(@) [_ w(x)? Ox * w(x) Ox ] Ox
_u(z,t)D(x) Pw(x)  D(x)dw(x) du(x,t)  2D(x)u(x,t) [Ow(x) 2 0*u(z,t)
T w(x) 9r2  w(x) Ox oz * w(z)? ( Ox ) +D(z) dz?

D(z) du(z,t) Ow(z) u(z,t)D(x) <6w(aﬁ)>2+D(aﬁ) u(z,t) Ow(z) u(z,t) dw(x) dD(x) +8u(x, t) 0D(x)
w(x) Oz Ox w(x)? Ox w(z) dr  Ox w(z) Ox  Ox Oz or
Aunado a esto, se puede utilizar una representaciéon alterna para uno de los factores, a saber
1 Ow(r) OJnw(xr)
w(x) 0xr Or

de esta manera Lpjzu(z,t) se puede escribir como

u(z)D(z) 0*w(z)
w(x) O0x?

IA/szu(.CE,ﬂ = — —D(iC)

ou(z,t) Olnw(x) Olnw(z) ?
e pe —|—2D(x)u(x,t)< pe ) +

D(x)a gg, t) i((g 8ué9;, t) 812):(;:) (e, H)D () (8121;}?)) N D(I)ﬁug;, t) 8lnau;(x)

0D(z) Olnw(x) N ou(z,t) 0D (x)
Oz oz oz or

Una ecuacion que puede ser simplificada facilmente,

—u(x,t)

LpjzU(z,t) = _U(xl,ut()g(x) 8;;(5) 3 (x>8uéxx, t) 81n5tgfc(a:) - D(@)u(s, ) (611151;@))
+ D)2 ZE; D e, t)az;;@ alngi(x) . auéa;, t) az;;x)‘ 628
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Dejaré por un momento la ecuacién (6.2.8) para hacer la introduccién de una nueva
funcién que sera el andlogo al coeficiente de arrastre en la ecuacion de Fokker-Planck,
0D(x) Jlnw(x)
B(zr) = ——F + D(z)——=.
(@) = — (@)=
De tal modo que su derivada en la coordenada longitudinal queda

(6.2.9)

OB(z)  9*D(x)
or  Ox?

_ 9°D(x) +D(x){ 1 Pwlx) 1 ((910(1:))2} | Onw(z) 9D(z)

Plnw(z)  Onw(z) N Olnw(z) 0D(x)

+ D(z) 0x? + ox ox or '

0x? (z) 922  w(x)?\ Oz oz oz

Si se multiplica la ecuacion por u(z,t) y se reacomoda se encuentra que

(1) 81:(1811;(:18) 81;;:1:)

0*’D(z) D(x)u(z,t) *w(z) D(z)u(z,t) <8w(x)>2_u(x’t)83(x)

= ule.1) or w(r) 02 w(x)? oz or ’

A través de esta tltima relacién, la ecuacién (6.2.8) se modifica en el quinto término’

2
Frsgu(s,t) = _u(xl,vt()xl;(x) 6251;(2@ B D(x)auéxx, t) Glnau;(x) + D@l 1) (81n;i(m)> N
0%u(x,t 92D(z) D(z)u(z,t) ?*w(z) D(@)u(z,t) [w(x))> 0B(z) Ou(x,t) 0D(x
D)5 Pt T P x() - (13(35) ) ( 5 )) —ule ) 7 P AT,

Ou(x,t) Olnw(x)

0?u(x,t) 0?D(x) OB(x) +0u(:v, t) 0D(x)
Ox ox

szJZU(xat):_D($> o2 u(z, 1) Ox2 —u(z,t) ox oz oxr '

+D(x)

Usando la regla de la cadena y la relacién (6.2.12) cuando se multiplica por® du(x,t)/0x

(e, 2B@) , Dulz) OD()

ox ox oxr '’

"Se sabe que

w(lx)Q (ag@)z _ (8111811;(96))2.

_D(x)aué:;:; t) alnau;(m) _ _8u§1;7 t)B(x) n

8Es decir,
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Finalmente, usando nuevamente la regla de la cadena inversa es’

A 0? 0

Lpjzu(z,t) = pye [D(z)u(z,t)] — Ep [B(x)u(z,t)]. (6.2.10)
El operador de Fick-Jacobs-Zwanzig se transform6 a un operador tipo Fokker-Planck, el
resultado de tener cinética de reaccion en dos especies sujetas al confinamiento se ve en las

siguientes dos ecuaciones,

8ug? 2 aax2 [D()ulz, 1)} = 51 [B(z)u(z,t)] + yw(z) f <Z Z}) : (6.2.11)
av(a? Y ;xg [d - D(x)v(z, )] — ai [d- B(x)v(x,t)] + yw(z)g (Z Z}) : (6.2.12)

El arrastre que representa B(x) no es un agente externo, es inducido por las variaciones
espaciales asociadas a los coeficientes de difusion. Lo que sigue es demandar la estabilidad
temporal al mismo tiempo que la inestabilidad espacial. Las condiciones a la frontera pre-
sentadas en el capitulo 3 se mantienen, es decir, no hay flujo en las fronteras del canal,'®
o existe un flujo neto dentro de el, sin cambios. Aunado a esto, cuando el coeficiente de
difusiéon y de arrastre son constantes se tendra un sistema de reaccién-difusion-adveccion
[11], el cual presenta condiciones adicionales a las que se escribieron en'! (3.5.42) y (3.5.43).
A continuacion, siguiendo el mismo desarrollo que en la seccién 3.5, se estudia (6.2.11) y
(6.2.12) en ausencia de difusiéon para encontrar los puntos criticos de bifurcacién y construir
la matriz de estabilidad A.

El estado estacionario Wy = (ug, vg) se supone como una solucioén al sistema de ecuaciones
en ausencia de difusiéon. Al linealizar alrededor de pequenas perturbaciones Wi en el estado
homogéneo, se obtendra lo equivalente a la ecuacién (3.5.5) (misma que proviene de (B.0.5)),
ya que en los dos casos se trata el problema libre de difusién.'? La parte de los reactivos se
puede escribir como

TF(W) = 7AW, =~ (;Z 5) ‘W (Zi) (6.2.13)

Las condiciones de estabilidad para las perturbaciones temporales estan garantizadas por

trA=f,+g, <0, det A = f,9, — fogu < O. (6.2.14)

Un resultado que coincide con (3.5.10), una ecuaciéon que acota la relacién de dispersién A(k)
para la estabilidad temporal. Al introducir las coordenadas espaciales se tiene que

9Hay que notar la similitud del nuevo operador con la ecuacién (D.1.6).

19 Aun cuando en principio en canal es muy grande en la coordenada longitudinal se pueden exigir condi-
ciones de Newmann.

'No hay que olvidar que este es el propésito de toda la tercera parte del manuscrito.

12 Aunque el tipo de difusién es distinto; en el capitulo 3 se traté difusién libre, a diferencia del confinamiento
que se imprime a través de los operadores de Fick-Jacobs-Zwanzig y Fokker-Planck, la estabilidad temporal
resulta idéntica.
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oW A

Para obtener los eigenvalores del operador Lpj; es conveniente construir el operador
hermético'® como sigue

fj = €¢(m)/2ﬁpjze_¢(m)/2. (6216)

La razén de esta nueva definiciéon es simple: Se requiere que el operador de Fokker-Planck, que
en principio no es hermitiano, tenga eigenfunciones en comiin con el operador de Fick-Jacobs-
Zwanzig. El proceso de la transformacién del operador de Fokker-Planck a un operador
hermitiano se desarrolla en la seccién D.3.

6.3 Modificaciones en el Espacio de Turing a través del
Operador de Fick-Jacobs

Una vez que se tiene ese el operador de Fokker-Planck hermitiano como en (6.2.16), su
transicion a la ecuacion de Schrodinger es directa, inicamente en el caso cuando el coeficiente
de difusién se considera constante (ver seccién D.5). En este caso, el tipo de difusién en
confinamiento serd la que se conoce como Fick-Jacobs [51, 57, 58, 60, 73]'* por lo que el
original operador de Fick-Jacobs-Zwanzig se reduce al de Fick-Jacobs a través de (5.3.6) o
més directamente desde (6.1.6) para tomar la forma

N 0 0 L]

w(z)
con lo que la ecuacién de reaccion-difusion se escribe como

oW

o = DLp;W + 7AW, (6.3.2)
Queda entonces por tratar el operador trasladado al problema de mecanica cudntica
N 0?
L= D@ — V(z), (6.3.3)

13Los operadores hermitianos o herméticos estdn definidos en el espacio de Hilbert [64] y representan a
cantidades observables, en el sentido que tienen interpretacion fisica. Dichos operadores cumplen la siguiente
propiedad [65]

<f‘@g> = <Qf‘g> (para cualquier f,g). (*)
Maés atn, el hermitiano conjugado u operador adjunto de un operador Q es el operador QT tal que

<f‘@g> = <QTf’g> (para cualquier f,g). (%)

Resulta importante decir que un operador hermitiano es igual a su conjugado, Q) = QT.
11Se ha despreciado momentédneamente la contribucién de Zwanzig con D(z).
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con el potencial V(z) que proviene de (D.5.7)'°

=gy (220 o) 1801

En otras palabras, para tener las condiciones de estabilidad espacial se tiene que resolver el
siguiente problema de eigenvalores'¢

— LU = k0, (6.3.5)

misma que puede ser resuelta con las técnicas desarrolladas en la mecénica cuantica para el
potencial V(x). Méas aun, los eigenvalores de Lry se obtienen mediante k y ¥ salvo el factor
que sirvio como intermediario de hermiticidad en este tltimo. Las soluciones al problema
(6.3.5) tienen la misma estructura de la solucién a la ecuaciéon de Schrodinger cuando el
potencial es independiente del tiempo, a saber!'”

W = cieMe 2, (6.3.6)
J

en donde e~®/2¥ son las eigenfunciones. Las constantes ¢; son los coeficientes de Fourier,
calculados al aplicar las condiciones de frontera. Nuevamente se puede apreciar el acopla-
miento temporal y espacial a través de la separacion se variables. Ahora, cuando se sustituye
la ecuacién (6.3.6) en la original (6.3.2) o en la estrucutra equivalente de Fokker-Planck
(6.2.11), (6.2.12) con D(z) constante, se tendré el mismo problema que aparecié en la ecua-
ci6én (3.5.29), una ecuacion algebraica a partir del determinante. En particular, al aplicar el
operador de Fick-Jacobs sobre la funcion W en cualquiera de sus términos j

A 0 0 cje)‘te*q’/zlllj

Xt ,—®/2
Lp/W =D— 9 { (z) [ 1 0 (Cje)‘te_‘b/Q\Ifj) _Gee Y, 0 (@1},

o w(x) wlz?®  oe
0 c;e’ 0 1 g e Me” /Q\I] Ou()
Lr/W = Do " { ) [w(x) Ox ( L, ) w(z)? Oz ]},

ademés e~®/2 = \/w, por lo que

fesw -0 2 L) [225 2 (o) - 5 T

15Simplemente un ligero cambio en la notacién DM — B(z), D) — D(x).
16Esto cuando se hace una adimensionalizacién ahora en el coeficiente de difusién con el cambio de variable

dx’ iy
VD)

17Que es, nuevamente, la ecuacién (3.5.28) con el factor extra de la exponencial e~ ®/2,

(s * %)
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Aligual que en los calculos anteriores es conveniente trabajar con las derivadas por separado,
es decir

0 / 5’\If] \I’j 8w(x)
8:5( w(w)\Ifj) =V or 2w(z)V/?2 ox

que al sustituir toma la forma de

iow—nl {w(m) [cjext (\/_axpj 7 8w(q:)> - cjext@\yj (911)(3:)] }

oz w(x) e 2w(x)/? Ox w(x) oz

o, Low W ouw W, oul
LFJW_D% {w(x)[ w(x) 0 Jr2w($)3/2 o w(z)¥? Ox ]}7

ﬁFJ:CjeM%a {w(x)[ 1 09, v E)w(x)]}’

x W dr  2w(x)3¥? Oz

que al introducir la derivada se transforma en

[ L L Ofw@) [ ¥ ) 1ouw@) o (¥,
FJ WV = Cj€ wir Ox2 or Oz 2w(z)Y?  Ox? 2 Or Ox \w(x)/?
P 0%V 1 Ow(x) P, U;  Pw(x)  1ow(z) L 0y 1 dw(x) g,
= cje tﬂ){\/w(x) (%2] + 2\/@ oz 87;0 - Qw(xj)l/Q o2 2 oz [w(m)l/Q 8; — 2w(z)32 Oz ‘111]}
O 1 ou@ow, v dwe) 1 e@dr, ¥, (w@))?
oA Y _ _
- tm{ﬁagjﬂ + 2y/w(z) Ox 8; 211)(963)1/2 D2 2w(x)/?  Ox 3$] 4w(90])3/2 ( Ox ) ’

0?0 7 0*w(x) N | ow(x) ?
ox?  2w(x)/? Jx? dw ()32 \ Oz

LpsW = ¢;eMD { w(x)

w(x 2 2’[1}1‘
vy U (%57) — (@)

D2 4w ()3/? ’

LpgyW = ¢;eMD{ \Jw(x)

al dividir entre la funciéon'® W se tiene que'®

18La razén por la que resulta conveniente dividir entre la misma funcién W es que se busca el problema
de eigenvalores de la misma forma que en la seccién 3.5,

1 OW D . D .

¥ Con
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Sw(w) |2 Bzw(w
. c;eMD 4 \Jw(x) 2w, | W(T5E) 2w,
LFJW J Ox? 4w(:c)3/2
- )
oAt .
W cieryJw(x)V,;

R ow(x) 2 0?w(x
LrsW D [( z )) — 2u(@) 5 )} n D 0°¥(x)
W dw(x)? U(z) Ox?

En la seccion D.3 se establecieron las condiciones a la frontera de las funciones W, para la
transformacién de operador de Fokker-Planck a un operador hermitiano. Esta convencién
debe mantenerse en todo el desarrollo de la teoria para garantizar la hermiticidad y el
comportamiento de la concentracién de reactivo (i.e.periodicidad espacial por construccion).
Asi se asegura que W(x) es una funcién periédica, de la misma forma que resulté ser periédica
la ecuacion (3.5.27) y (3.5.28). En las funciones espaciales se tendra un valor caracteristico
k, que mas tarde se convertird en el vector de onda, de modo que

PV (x) 2
e —k*VU(x)
N ow(z) )2 02w(x
W 4w (x)? ’ o

Es evidente que OW /0t = AW, asi que en conjunto, el problema de eigenvalores de la
ecuacion (6.3.2) es

AL — vA + DE?| = 0, (6.3.8)
en donde )
ow(x) . 2w(x)82w(x)
- -5 ey R (639)
En términos del determinante se tiene lo siguiente
—A + fu + %2 ’va
‘ _VWU A — v i2d =0 (6.3.10)

la relacién de dispersién serd una extrapolacién de la ecuacién (3.5.31) con un vector de
onda tk que requiere informacién del canal

N X [B? + dR? = y(fu + g0)] + h(k?) =0, (6.3.11)
con
h(k?) = dk* — k*y(df, + gu) + v2det(A). (6.3.12)

La solucién de (6.3.11) es inmediata

Mo = g [+ d) £+ 90) B0+ D) =+ g — (). (63.13)
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Las condiciones de Turing se ven modificadas a través del espacio de Turing. El ntimero
de onda k, ahora en el problema de la ecuacion de Schrodinger, coincidira con el espectro
discreto de la cuantizaciéon de la energia cuando el sistema unidimensional para una particula
estd sometido a un potencial V' (z), dado por (6.3.4) (aun con una aproximacién pendiente
para la difusiéon Fick-Jacobs), el cual se determina hasta que se defina cual es la forma del
canal, el espesor w(z). Posteriormente se presenta la reduccién del potencial V (z) y el analisis
de las condiciones de Turing en confinamiento tipo Fick-Jacobs, en donde se obtendra una
condicién que acota las posibilidades del estudio de las ecuaciones de reaccién-difusion a
través de este método.

6.3.1 Inestabilidad Impulsada por Difusién en Confinamiento Fick-
Jacobs

Probablemente el punto mas importante sobre este analisis en la modificacién de las con-
diciones de Turing es la manera en la que se trata el problema y las condiciones que se
producen alrededor de las aproximaciones. Es evidente que la geometria del canal es esencial
para empezar a vislumbrar que cambios hay en el espacio de Turing; se puede pensar que
es posible utilizar cualquier geometria de confinamiento. Sin embargo, los tinicos canales
permitidos son periddicos,

w(z) =w(x+ L), (6.3.14)

que es en realidad algo que se imprime desde la solucién a estados estacionarios en el problema
de Fokker-Planck. En el apéndice D se ve que para que el operador de Fokker-Planck pueda,
primero, convertirse en un operador hermitiano y después transformarse a la ecuacion de
Schrodinger es necesario que al menos se cumplan condiciones periddicas® en el ansatz de
la eigenfuncién W, lo que, ademds, es consistente con la obtencién de (6.3.11). El periodo
se representa con L, la misma notacion de la Fig. 6.1. Por eso la limitacion en el tipo de
canales que pueden estudiarse en la reduccion dimensional en la inestabilidad impulsada
por difusién a través del confinamiento Fick-Jacobs. Asimismo, hay ciertas restricciones en
el potencial V' (z) en (6.3.4); se mencioné que la transformacién a la dindmica de mecéanica
cuantica requeria de un coeficiente de difusion constante, de modo que

1 , 10B(z)
= ) B g

V(x)
que el utilizar (6.2.9) con la misma reduccién y el cambio (* * ), se puede escribir

1 (Olnw(z) > 10%w(z)
V(x)—4< Ox ) 2 Oz

Cada uno de los canales brindan diferentes soluciones a los eigenvalores (6.3.11), en la
siguiente seccién se opera con el canal con espesor w(z) = Ay cos?(ax).

20Que bien podria ser otro tipo de condicién, pero las que son periédicas, en este modelo, ofrecen una
ventaja sobre las que no.
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6.3.2 Canal Bidimensional Periodico

Consideremos que el espesor del canal w(x) esta dado por la funcién

w(z) = Ay cos®(ax). (6.3.15)

Las derivadas presentes en el potencial quedaran como

Omw(z) 1 Ow(r) 1 0 5 _ 2Agcos(aw) sin(ax)
or  w(x) 0r  Agcos?(azx)dx (AO o8 (ax)) B Ap cos?(ax) @
Olnw(x)
E— 3.1
e tan(ax)a, (6.3.16a)
O*Inw(x) ) )
—_— = . .3.16b
52 2sec”(ax)a (6.3.16b)
Por lo que V(z) resulta®!
V(z) = ! [—2 tan(aaz)aﬁ} [—2SGC2<OASC)062}

4 2 ’

V(r) = —a’. (6.3.17)

Figura 6.2: Representacion esquematica de un canal bidimensional asimétrico con espesor
periédico con la funcién w(z) = Aj cos? (%), A la izquierda para diferentes valores de m

con L = 2. De lado derecho el periodo del canal varia entre 1.6 y 7, con m = 2.

Al implementar la forma del potencial en la ecuacion de Schrodinger se obtiene el pro-
blema de potencial constante,
. 2,
— LV =|——a°| V. 6.3.18
e (6:315)
El proceso de solucién a la ecuacion (6.3.18) puede consultarse en E. Los eigenvalores resultan
faciles de calcular, a saber

2Utilizando 1 + tan?(az) = sec?(ax).
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22
nem 9

ot (6.3.19)

las eigenfunciones del problema particular seran

e P, = ,/Q—AOL ) (6.3.20)
" L cos(ax) o

Al no considerar eigenvalores negativos, por la interpretacién en la energia que tiene el
problema cuéntico, entonces, de la ecuacién (6.3.19), se desprende una acotacién para «, es
decir v < w/L. Misma que se puede reescribir a través de un ntmero en los enteros, m, de
manera que

K2 =

w(z) = Ag cos? (W‘D : (6.3.21)
m
2 1

K2 = % (n2 - m2> . (6.3.22)

La relacién de dispersién A(k?), el niimero de onda &2 se obtienen directamente con (6.3.9),
(6.3.11) y (6.3.12), cuando se sustituye de forma explicita la forma del cana w(z), a saber*

ow(z)\ 2 2w (x
2 - _( 65:)> — 2u() 5
B dw(x)?

+ k2,

s (—2Apa cos(az) sin(ax))® — 24, cos?(ax) [24p02 (sin?(ax) — cos*(ax))] 5
K2 = — + k=
4 A2 cos*(ax)

2 4A20? cos?(ax) sin?(ax) — 44 cos?(ax) sin?(ax)a? + 4Aq cos?(ax) r
B 4 A, cos?(ax) ’

k2 =k? — o, (6.3.23)

Al sustituir el eigenvalor que proviene de la mecénica cuantica se tiene que

%2 = <n12_j;-2 — 062> — 062,

~ 22
2= ”LZ — 202, (6.3.24)

22 Ahora la funcién h(k?) dependera de n, el contador en la cuantizaciéon de la energfa. Por otro lado las
primeras dos derivadas de la funcién w(z) son

Ap cos?(ax)
Oz

02 Ag cos?(ar)

922 = 2400 [sin®(az) — cos®(az)] .
x

= —2A4 cos(az) sin(ax)a,
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Recordando la cuantizacion caracteristica de la reaccién-difusion en un sistema libre, se
escribia??

= —. (3.5.26)

El nuevo vector de onda puede escribirse en cualquiera de las siguientes dos representaciones

k2 = k2 — 202, (6.3.25a)
2
sy T 9 2
2 U 2 2 2

en donde en este caso

4 2 2
rw?) = T (w2 = 25) = T (0 = 2 ) 2+ 00) +02uge — fog) (6327

A continuacion se presenta una comparacion en las graficas que determinan el espacio de
Turing, para las dos aproximaciones, la difusién libre y la difusién confinada. Las ecuaciones
que dictan el dominio de k% y A\(k?) en la inestabilidad de Turing libre estdn escritas en
(3.5.30), (3.5.31), (3.5.40), mientras que los efectos del confinamiento se pueden leer en
(6.3.25b), (6.3.26) y (6.3.27). Posterior a la aplicacién de las condiciones de Turing a la
ecuacion tradicional (3.5.11) y a la ecuacién general de la modificacion Fick-Jacobs (6.3.2)
para una reaccion en la que v =1, f, = 1, g, = —0.5, f, = —0.6, g, = 2 se encuentra el
espacio de Turing que se ilustra en la Fig. 6.3 y Fig. 6.4.

Figura 6.3: Graficas de la funcién h(k?) en difusion libre para algunos valores especiales
de la cinética de reaccion, puntos criticos, matriz de estabilidad y diferentes coeficientes de
difusiéon d. Cuando el coeficiente de difusién es mayor a d,. el dominio contiene raices positivas
en el eje longitudinal.

2La ecuacién (3.5.26) nos daba informacién sobre el niimero de nodos en el sistema, ademas de ser el
nimero de onda caracteristico del espacio de Turing.

117


Admin
Resaltado
de la inestabilidad en un sistema de reacción-difusión libre.


JP Capitulo 6. Condiciones de Turing en Sistemas Confinados

Figura 6.4: Gréficas de la funcién h(k?) en difusién confinada con w(z) = Agcos?(az) y
m = 1, que corresponde al mayor distanciamiento en el espacio de Turing entre la difusién
libre y las modificaciones Fick.Jacobs. En la figura tienen distintas lineas que se relacionan
con valores especiales de la cinética de reacciéon, puntos criticos, matriz de estabilidad y
diferentes coeficientes de difusién d. Es evidente el desplazamiento del dominio con raices
reales a hacia la derecha en comparaciéon con la Fig. 6.3.

La interpretacién del nimero m en (6.3.26) y (6.3.27) es la de un pardmetro de separacién que
indica el distanciamiento en el espacio de Turing cuando se estudia con difusién libre y cuan-
do los efectos del confinamiento estan presentes. Mientras mas grande sea m la contribucién
del canal se hace menos efectiva y se puede recuperar el dominio tradicional que se estudio
en el capitulo 3. Con el fin de apreciar la transicion de espacio de Turing en confinamiento a
aquel més simple que se utiliza comtinmente en régimen computacional para las ecuaciones
diferenciales, en la Fig. 6.5 se dibujan las lineas frontera de la funciéon h(l::z) para distintos
valores de m, en donde se puede ver la recuperacién de resultados anteriores. La generacién
del espacio de Turing tradicional como un caso especial del confinamiento propuesto en este
modelo, que he decidido llamar “las modificaciones del confinamiento Fick-Jacobs”.

De la misma manera se puede operar con la longitud de onda A(k?) en (6.3.26) y (3.5.31),
en donde se encuentra el mismo fenémeno de relocalizaciéon del dominio de Turing, los re-
sultados se encuentran en Fig. 6.6 y Fig. 6.7. Una transicion de los parametros con los que
se pueden generar patrones inestables en el espacio pero estables en el tiempo en un canal
periddico, el cual que resulta muy practico ya que, como se vera en las siguientes secciones,
es una geometria que es muy similar a lo que se puede observar en la naturaleza.

En la siguiente seccion se estudiara lo que sucede en el confinamiento de Fick-Jacobs-
Zwanzig, una serie de restricciones que hace mas general las modificaciones a las condiciones
y el espacio de Turing y que ademés abre la discusion acerca de que tipo de canales pueden
ser los mas 6ptimos para el problema de eigenvalores.

118



Inestabilidad de Turing en Sistemas Biologicos JP

Figura 6.5: Transicién del espacio de Turing h(k?) en confinamiento (lineas azules) al caso
tradicional de difusién libre (linea roja). Comenzando de derecha a izquierda la primera curva
azul limitante se dibuja para m = 1, posteriormente se hace el conteo hasta m = 20, en donde
practicamente se sitia sobre el caso ya conocido de reaccion-difusion libre. El dominio del
vector de onda k2 es un caso especial de una generalizacién del nimero de onda &2 obtenido
mediante confinamiento Fick-Jacobs.

Figura 6.6: Lineas de los valores caracteristicos A(k?). A medida que d se aleja de su punto
critico hay un rango de eigenvalores k? < k* < k2 para los que se tiene bifurcacion de Turing-
Hopf. La parte sombreada representa el dominio de k? que produce inestabilidad impulsada
por difusién. A la izquierda se presentan las curvas de A(k?) en difusion libre, al tiempo que
en el grafico de la derecha se observa la transicién de las lineas de acotamiento asociadas con
la difusién confinada para /\(INCZ). Un efecto de espejo del cual se representa su dinamica en

la Fig. 6.7.
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Figura 6.7: Transicién del espacio de Turing A(?) en confinamiento (lineas azules) al caso
tradicional de difusion libre (linea roja). Comenzando de derecha a izquierda la primera curva
azul limitante se dibuja para m = 1, posteriormente se hace el conteo hasta m = 20, en donde
practicamente se sitia sobre el caso ya conocido de reaccién-difusion libre. El dominio del
cigenvalor A(k?) es un caso especial de una generalizacién del nimero caracteristico A(k?)
obtenido mediante confinamiento Fick-Jacobs.

La geometria del canal propuesto w(x) = Agcos?(ax) puede verse en distintas especies
con patrones en la piel de una regién que tiene la forma de la Fig. 6.2 como en el pez angel
emperador con el nombre cientifico Pomacanthus imperator es una especie de actinopterigio
perciforme pomacantido que vive en los arrecifes coralinos del Indopacifico. Lateralmente, el
pez escorpiéon de la familia Scorpaenidae, un pez venenoso originario de arrecifes de coral
del océano Indico y zona occidental del océano Pacifico.

Figura 6.8: El pez dngel emperador (Pomacanthus imperator), a la izquierda, tiene cuerpo
grueso y comprimido lateralmente. Destaca por la distribucién de colores y su transicion
de joven a adulto. La evolucién de sus patrones generalmente esta activa durante todo el
proceso de desarrollo. De lado derecho se puede observar al pez escorpion, una especie de la
familia Scorpaenidae, un pez venenoso que posee una piel rayada y con crestas.
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Figura 6.9: Tlustracion de Coccinélidos comtinmente conocida como catarina o mariquita es
un insecto del orden coledpteros de la superfamilia Cucujoidea. Tienen el cuerpo redondeado y
con frecuencia coloraciones aposematicas brillantes, la coloracion presentan alta variabilidad
intraespecifica, controlada por cambios en un solo gen. Asimismo, se presenta un ejemplar
de arana pavo real Maratus volans. Es una especie de invertebrado aracnido perteneciente al
género Maratus de la familia de los Salticidae que habita en Australia. El macho y la hembra
miden tan solo 5 mm de longitud del cuerpo.

En la siguiente seccién se hard la generalizacion a la difusion confinada de Fick-Jacobs-
Zwanzig al considerar nuevamente al coeficiente de difusién como una funciéon que depende de
la coordenada longitudinal D(x), la aproximacién de Zwanzig y la reduccién de las ecuaciones
(6.2.15) (6.3.4) y (D.5.6), las cuales escribo de forma pura nuevamente

6.4 Modificaciones en el Espacio de Turing a través del
Operador de Fick-Jacobs-Zwanzig
Este apartado esta dedicado al analisis de la reduccién de las ecuaciones (6.2.15) (6.3.4) y

(D.5.6) cuando se traban bajo la aproximacion del confinamiento Fick-Jacobs-Zwanzig, las
ecuaciones mencionadas son

oW

ST DLW 4+ yAW, (6.2.15)

Vo= iy (%o 4175017 e
0 0

5-D(x) - = V(). (D.5.6)

Cuando se trata el método de proyeccion dimensional para reducir un problema de dos o
mas dimensiones, uno de los parametros mas importantes resulta ser el coeficiente de difusion
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D(z) que depende de la posicién, que desde la perspectiva de Zwanzig tiene la siguiente forma
58, 73, 74]**

Dy

= 6.4.1
1+ Sw'(z)? (6.4.1)

DZw([E)

Al hacer la expansién alrededor de |w(z)| < 1 se encuentra que el coeficiente de difusion
efectivo se puede escribir como[58]

D(z) ~ [1 - 112 (81‘;;”3))2} Dy. (6.4.2)

Esta aproximacién permite, al mismo tiempo, reducir considerablemente las ecuaciones de
reaccién-difusion, el potencial para la extrapolacién del problema de eigenvalores y (D.5.6),
mientras conserva la informacién de las variaciones de velocidad de movimiento impresas en
D(x). De esta manera, el potencial de arrastre B(z) definido en (6.2.9) es ahora

Dy 1 (ow(x)\?| dw(z) Do dw(z) 0*w(x)
- = 2 4.
Bz) w(x) ! 12 ( oz ) oz 6 Jx Oz’ (6.4:3)
y el potencial V(z) se transforma a
4 2 2 2
Dy {(""g;@) + 24w (2) T340 — 6 (250) " [2 4+ w(a) A }
V(z) = (6.4.4)

48w (x)?

Las variaciones espaciales en el operador, que servira como intermediario para los eigenvalores
y las eigenfunciones, se determinan a través de la aplicacién a una funcién arbitraria f(z)
junto con D(x),

0 0 _ 0D(x)0f(x) 0 f(x)
%D(x)%f(x)— or oz (x) CICHE

entonces

1 [Ow(x) 2] o2 Doy Ow(z) O*w(z) O
[1—12< ) ] Tty - DO T Oy

Se define este nuevo operador como

Lop= [1 1 <3w(x)>2] 88;2 _ Do dulw) Pw(x) 0y, (6.4.5)

12 ox 6 Ox 0x? Ox

24Durante el desarrollo de esta serie de aproximaciones es conveniente recordar la equivalencia en la
notacion de derivada parcial,
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Las ecuaciones (6.4.3), (6.4.4) y (6.4.5) serviran para determinar los eigenvalores y las
eigenfunciones en el problema espectral (6.2.1), a través del cual, una vez que se elige el
canal de confinamiento, se puede obtener el nuevo espacio de Turing y una serie de patrones
espaciales que sirvan para explicar los formados en la naturaleza por los morfégenos y células
especializadas; su distribucion, reacciéon quimica y dinamica. Esta es la ultima aportacion a la
tesis de la licenciatura en fisica: Un método para la modificacién y generalizacion del espacio
de Turing, y por lo tanto de sus patrones espaciales. Primero, utilizando la mecanica cuantica
como intermediario cuando se trata del modelo de Fick-Jacobs y a través del operador Lypsi
se tiene confinamiento del tipo Fick-Jacobs-Zwanzig. Sin duda, atin queda mucho por hacer,
pero esto representa un paso mas hacia la comprension y caracterizacion de los morfégenos.
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APENDICE
Cinética Quimica

El proceso quimico de la transformacién de reactivos en productos produce el estudio de la
cinética quimica. La velocidad de reaccion depende directamente de las concentraciones de
reactivos, su composicion y temperatura. Su solucion se utiliza para predecir la concentra-
cion de las especies a cualquier tiempo, sin mencionar la informacién que se obtiene sobre las
etapas elementales a las que se somete la reaccion mencionada. Para comenzar a describir
los puntos importantes de la cinética quimica resulta fundamental introducir el concepto de
reaccion quimica.

Una reaccion quimica es el proceso en el que dos especies o sustancias se transforman cam-
biando su estructura molecular, y por lo tanto sus enlaces, para generar un producto. A su
vez, existen dos enfoques distintos para la definicién de reaccién; el enfoque macroscopico
sugiere la generacién de una o mas sustancias a partir de otras, mientras que la aproximacion
microscépica da lugar a la redistribucion de dtomos e iones para formar nuevas estructuras.
Naturalmente, si las moléculas de una sustancia A se descomponen y formas moléculas més
pequenas, la rapidez con la que se descompone este elemento es proporcional a la cantidad
de sustancia que no ha sufrido tal efecto, de manera que si x(¢) es la cantidad de la sustancia
A que se tiene al tiempo ¢, entonces se asegura que

dx _
dt

En la siguiente seccién hablaré sobre la velocidad de reaccion y sus distintas categorias.

—kx. (A.0.1)

A.1 Velocidad de Reaccion

Sea una reaccién de la forma

A+2B —3C+D,

en donde en cierto momento la concentracién molar de la componente J es [J]'. La velocidad
de consumo instantdnea en una de las sustancias a reaccionar es —d|R]/dt, R puede tomar
el lugar de A o B, reactivos. La velocidad de formaciéon de uno de los productos C' o D es,
al igual que la velocidad de consumo, positiva y se representa como d[P]/dt. A través de la
estequiometria de la reaccién se deduce que existen diferentes velocidades asociadas a esta

IConcentracién de la especie J por unidad de volumen.
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reaccién [21]. Para evitar este problema se define la velocidad de reaccién, una modificacion
que incluye el niimero estequiométrico de la sustancia J, vy, es decir?

_1dJl

= . Al1
v vy dt ( )

Es comun observar que experimentalmente la velocidad de reaccién depende de la concen-
tracién reactivos elevada a una potencia, si la potencia en cuestién es uno, la velocidad de
reaccion asociada a este sistema es

v = k[A][B]. (A.1.2)

La constante k es denominada la constante de velocidad de reaccién, la cual es independiente
de la concentracién pero dependiente de la temperatura. La forma general de (A.1.2) es la
siguiente

v =k[A]*[B]--- . (A.1.3)

La potencia a la que esta elevada la concentraciéon molar de una especie es el orden de esa
misma especie. Una ecuacién de velocidad como la que se muestra en (A.1.2) es de primer
orden en A y primer orden en [B]. Mientras que el orden global de la reaccién es la suma de
los érdenes individuales, de modo que en (A.1.3) es a + 3.3

A.2 Cinética de Primer Orden

Debido a que las ecuaciones de velocidad son ecuaciones diferenciales su integracion dara la
solucién a la concentracion en funcion del tiempo. La ecuacion de primer orden que produce
la desaparicién del reactivo A es

d[A]
dt

Una ecuacion diferencial que puede ser resuelta por separacion de variables facilmente,

= —k[A]. (A.2.1)

da] _ _
A =

Integrando en el tiempo se obtiene que
[A] = [A]oe_kt. (A.2.2)

Esta es la versién integrada de una ecuacion de velocidad. En una reacciéon de primer
orden la concentracion de reactivo disminuye exponencialmente con el tiempo a una velocidad
que esta caracterizada por k.

2El ndmero estequiométrico es negativo para los reactivos y positivo para los productos.
3El orden de una reaccién puede ser un ntmero fraccionario e incluso puede ser cero, haciendo que la
velocidad sea independiente de la concentracién de reactivo.
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A.2.1 Tiempo de Vida Media

El tiempo de vida media es el tiempo necesario para que la concentraciéon de reactivo se
reduzca a la mitad de su valor inicial, su célculo resulta sencillo a partir de (A.2.2), a saber

kty = —In (2[[/2]00) .

In2
ti2 = 7 (A.2.3)
El tiempo de vida media de una reaccién de primer orden es independiente de la concentracién
inicial.

Asi,

A.3 Cinética de Segundo Orden

Obtener la soluciéon a una reaccién de segundo orden es muy sencillo, la ecuacion a resolver
es

) (A31)
Integrando se tiene que
1 1
— — —— = kt.
(Al [Alo
Despejando [A] se escribe
(A

Esta expresion se aproxima a cero mas lentamente que (A.2.2). Si se quiere calcular la vida
media de la especie A en esta configuracion el proceso es el mismo que en la seccién anterior,

(Ao [Alo
2 1+ ktyo[Alo’

1+ ktl/g[A]o =2,

1
L1 = m-

Contrario a la cinética de primer orden, aqui el tiempo de vida media depende inversamente
de la concentracion. Se puede deducir que las especies que desaparecen bajo la norma de
una cinética de segundo orden pueden mantenerse durante largos periodos de tiempo. Un
segundo tipo de cinética de segundo orden es cuando se tiene una cinética de primer orden
en dos reactivos, A y B, lo que mateméaticamente se escribe como

(A.3.3)
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d[A]

dt
esta ecuacion no se puede integrar analiticamente hasta que se establezca una relacion entre
las sustancias correspondientes. Si la reaccién es A + B — P y las concentraciones iniciales
son [A]o v [B]o, entonces

— —k[A][B], (A.3.4)

diA] _
— = k(Ao — 2)([Blo — 2),

ya que cuando la concentracién de A se reduce ([A]p— ), la concentraciéon de B es ([B]o—x).
De aqui de d[A]/dt = —dx/dt, por lo que
dr
dt
integrando por fracciones parciales sera

k([Alo — #)([Blo — ),

dx 1 1 1
it = | k([Alo — 2)([Blo —2) _ [Blo — [Alo / [[A]o —z  [Blo- ] e

" B, - (A, [1“ ([Agf]—o ) o ([B%B]—ﬂ |

Simplificando y usando el hecho de que [A] = [A]p —x y [B] = [Blo — « se llega a

[B]/ [B]o>

In | —=—-| = ([Blo — [A4]o)kt. (A.3.5)
( [A]/[Alo

Si se quisiera saber el momento exacto en el que queda la mitad de cada una de las sustancias,

el calculo es inmediato

In2

t12 = m (A.3.6)

Figura A.1: En la figura a) se muestra la desaparicién exponencial de un reactivo en una
reaccion de primer orden. Mientras mas grande es k, y por lo tanto, la velocidad de reaccién
mas rapida es la desaparicion. En azul k = 1, en verde k = 5. Al tiempo que en la represen-
tacién b) se presenta la comparacién en el decaimiento de cinéticas de orden distinto.
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Matriz de estabilidad y Linealizacion

El apéndice esta dedicado al desarrollo de la matriz de estabilidad. La formulaciéon matemati-
ca de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden es

dx dy

- = - = , B.0.1

o =Sy, =gy (B.0.1)
La solucion al sistema de donde se obtienen las curvas de fase, (i.e. trayectorias de fase) es
de la forma

dx x,
de _ J@.y) (B.0.2)
dy  g(z,y)
Para un punto dado (xg,y) existe una curva tnica excepto cuando se tienen puntos singu-
lares, digamos (zs,ys), definidos de tal manera que

f(x&ys) = g(xs,ys) = 0.

Si se hace © — © — x5, y — y — Ys, entonces las coordenadas (0,0) es un punto singular del
cambio de variable. Asi, se puede pensar en un punto singular en el origen, es decir

flx,y) = g(x,y) =0, en donde =0,y =0. (B.0.3)

Si las funciones f y g son continuas alrededor de (0,0) es posible hacer una expansiéon en
serie de Taylor. Al retener solo los términos de primer orden se obtiene

dr  ax+ by

— = B.0.4
dy cr+dy’ ( )

con a, b, c,d cantidades constantes. Aqui se define la matriz de estabilidad! A
A= (2 W) ol I (B.0.5)
c d 9z Gy
La equivalencia lineal de la ecuacién (B.0.5) en el sistema da como resultado

dx dy
ot A . B.0.
il + by, il +dy (B.0.6)

!Las derivadas parciales de una funcién f respecto a la variable  es representada como df/dz = f,.
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Si A1 v A2 son los eigenvalores de A, entonces el problema de valores propios queda descrito
seguidamente

a— A b
c d— A\

‘ = 0. (B.0.7)

La solucién para A; y A9, después de operar algebraicamente, es

M = ;(a+di\/(a+d)2—d-det(A)). (B.0.8)

Al utilizar el método de eigenvlores para resolver (B.0.6) se tendra?

(i) = ClVle)\lt + CQV2€/\2t, (BO9)

en donde ¢; y cp son constantes arbitrarias, mientras que v; es el vector propio asociado
al valor caracteristico \;. Si los eigenvalores resultan ser iguales, entonces la solucion es
proporcional a

(c1 + cot)eM.

Cuando se hace el calculo explicito y en general V; toma la forma[25]

| A —
Vi=(1+p?)‘”2<p.>, pi = ba. (B.0.10)

Este proceso puede ser aplicado para la deduccion de la estabilidad de un sistema en
donde existen reacciones quimicas o modelos de interaccion de poblaciones, como el modelo
de Lotka—Volterra [13].

B.1 Criterios de Singularidades en el Espacio Fase

Los criterios para la estabilidad se dan en funciéon de los eigenvalores \;, siguiendo la con-
vencién de J.D.Murray. (1989):

B.1.1 )1, \s. Reales y Distintos

A1 Y A2 con signos iguales

Para este primer caso se piensa que Ay < A; < 0, con ¢; = 0 en la solucién (B.0.9), asi

x
= cyvieM,
Y

esta solucién tiende al punto singular (0,0) a medida que ¢ — oo. Debido a que Ay < A1 <0
mientras ¢ — oo, la solucién es proporcional a

2Se sabe que la solucién para un sistema cuadrado de ecuaciones diferenciales ordinarias n x n tiene por
solucién una combinacion lineal de exponenciales, que son funcién del pardmetro del tiempo ¢t y el eigenvalor
A; asociado a la matriz de estabilidad [24].
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T
(y) ~ clvle)‘lt, t — o0.

En la vecindad del origen todas las soluciones tienden a cero. Este tipo de comportamiento
se define como una singularidad de nodo tipo I.

e Si A\ < Ay < 0 se tiene un nodo estable, ya que las trayectorias tienden a (0,0) con
t — oo.

e Si Ay > A2 > 0 se tiene un nodo inestable, en donde (z,y) — (0,0) con t — —o0.

A1 ¥ Ay con signos diferentes

Supongamos que A\; < 0 < )y de tal de forma que vieM! — 0 mientras v; v t — o0.

Entretanto, veeM — 0 a medida que vy y t — —o00. Esto es una singularidad de punto silla,
la cual es siempre inestable.

B.1.2 )y, A\2. Complejos

La estructura general de los eigenvalores en este conjunto de niimero se escribe como Ay, Ay =
a £ if. Las soluciones en (B.0.9) se acercan al punto critico (0,0) de forma oscilatoria, es
decir e, En este escenario hay dos casos importantes

o Para a # 0, corresponde un punto singular de espiral, que es estable en a@ < 0 e
inestable en a > 0.

o Para o > 0, las curvas del espacio fase son elipses y es llamada singularidad central®[25].

B.1.3 )1 = A2 = \. Reales e Iguales

Las soluciones a sistemas de ecuaciones diferenciales que tienen eigenvalores reales usual-
mente contienen términos proporcionales a* te*, ademds de tener solamente un eigenvector
v para las soluciones en que tienden al punto critico (0,0). Esta solucién se denomina la
singularidad de nodo tipo II. Si dicha solucién no contiene el término que va como te* se
consigue una singularidad de estrella, la cual puede ser estable o inestable segtin el signo de
A. Quiero apuntar que la singularidad depende directamente de los valores de las constantes
a,b,cy d en la matriz de estabilidad A, ya que a partir de ella se desprenden los valores de
A;. Si se calcula la matriz jacobiana de un sistema, es posible describir su estabilidad.

3En este caso definir la estabilidad o inestabilidad del sistema es un més proceso mas complicado. Las
pequenas perturbaciones entre las curvas fase no permiten el retorno a la curva “estable”. En las singularida-
des centrales se deben tomar en cuenta las aproximaciones de orden més alto (recordando que para la matriz
de estabilidad, las funciones f(z,y,) vy g(z,y) fueron aproximadas en series de Taylor) para caracterizar la
estabilidad.

4Debido a la necesidad de hacer soluciones linealmente independientes que cumplan con el principio de
superposicién.

131



JP Apéndice B. Matriz de estabilidad y Linealizacién

B.2 Linealizacion

Consideremos una funcién con una entrada multidimensional

[, @9, @), (B.2.1)
La funcién f(x;) es lineal si en su forma explicita es una combinacion lineal de las variables
coordenadas. La linealizacion permite estudiar la estabilidad local de un punto de equilibrio
de un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales. Lo que se busca es una funcién mas
sencilla que tenga el mismo valor que la entrada de interés, asi como los mismos valores en
las derivadas parciales. En general una linealizacién se ve como®

L(x) = f(xo) + Vf(x0) - (x — %), (B.2.2)
se consigue, entonces, una linealizacion local de f cerca de xq.
Si se tiene una funciéon unidimensional f(z) su linealizacién se entiende como una aproxi-
macion de la funciéon en un punto dado, xg, a partir de la pendiente y el valor de la funcién.
Como las funciones derivables son localmente lineales, la mejor pendiente para sustituir en
la ecuacion, es la pendiente de la linea tangente, es decir aproximando alrededor de xy se
tiene que

y(x) = f(x0) + f'(z0) (2 — 20), (B.2.3)
por lo que, y(x) es un aproximacion lineal de f(z). De la misma manera, una linealizacion

a una funcién que depende de dos variables en el punto critico (zg,y0), f(x,y), utiliza la
informacion del plano que es tangente a ella en dichos puntos

g(x,y) = f(zo,y0) + fa(o,v0)(x — x0) + fy(z0,v0)(y — Yo). (B.2.4)

A diferencia del caso anterior, el punto critico sobre las aproximaciones puede no ser
unico. Supongamos una ecuacién diferencial de primer orden & = g(z), la linealizacién de &
alrededor de un puto critico z( es

2(x) = g(x0) + gz(x0)(x — x0), (B.2.5)

debido a que x( es un punto critico de &, entonces, g(xy) = 0y la ecuacién (B.2.5) se modifica
a

T~ g(zo)(x — xp). (B.2.6)

La solucién es inmediata, con un comportamiento exponencial

z(t) = 20 + ce9=(®0), (B.2.7)

Aqui hay dos clasificaciones en cuanto a la inestabilidad del sistema; si g, (zo) < 0, a tiempos
largos, la solucion se aproxima al punto critico y es asintoticamente estable, mientras que si
g=(o) > 0 entonces la solucién se aleja de xg y es inestable.

SEl producto punto con el gradiente que aparece en (B.2.2) garantiza que las funciones f y L tendran a
misma variacién direccional en el punto especificado. En otras palabras, toda la informacién de sus derivadas
parciales es idéntica.
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Bifurcacion de Turing-Hopt

Como ya se vio a lo largo de la investigacién, sobre las ecuaciones de reaccion-difusion, la
aparicion de patrones periédicos homogéneos es consecuencia de la inestabilidad, misma que
se produce por la introduccion de la difusion en un sistema estable de reacciones quimicas,
lo cual resulta en soluciones periddicas no triviales. Muchas veces, dichas soluciones se jus-
tifican con la bifurcacién de Hopf!, inestabilidades que se denominan de Turing-Hopf.

La bifurcacion de Hopf se presenta en sistemas de ecuaciones en donde los fenémenos os-
cilatorios estan presentes, en particular ocurre cuando un punto en espiral cambia de ser
estable a inestable, o viceversa y aparece una solucién periédica.? ;Cudles son las formas
en las que cambia su estabilidad?, la respuesta esta en los eigenvalores. En este apéndice se
definira la bifurcacion de Hopf y dos casos especiales, la bifurcacion supercritica y subcritica.

C.1 El teorema Bifurcaciéon de Hopf
Consideremos un sistema auténomo de ecuaciones diferenciales dado por

T = F(Z,p), (C.1.1)

que depende del pardmetro u. Se supone que la ecuaciéon (C.1.1) tiene una familia analitica
de puntos de equilibrio z = z(u), es decir F(z(u), u) = 0. Se puede establecer, sin pérdida
de generalidad, que x = 0. Lo que tiene como consecuencia que F(0, ) = 0. Supongamos
que para cierto valor de u, digamos p = 0, la matriz de estabilidad, F, (0, 1), tiene solamente
eigenvalores imaginarios +if8 y que ningtn otro eigenvalor de F;(0,0) es un multiplo de ig.
Si y(u) +iB(u) es la continuacion del eigenvalor de if3, entonces 7/(0) # 0.

Bajo las condiciones dadas, existe una funcién continua p = u(e) y T' = T'(g), que depen-
den del pardmetro ¢, con p(0) = 0, T(0) = 27371, de tal forma que hay soluciones periddicas
no constantes z(t, ) en (C.1.1) con periodo T'(¢) que colapsa al origen cuando® € — 0 [43].

!También conocidas como bifurcacién de Poincaré-Hopf-Andronov.

2Aunque hay una peculiaridad que vale la pena mencionar; la transicién de un punto critico estable a
inestable no garantiza la existencia de una solucién periédica, aunque casi siempre sea de esta forma [44].
Como en la ecuacién del péndulo amortiguado, & + ut + sinx = 0, que no tiene soluciones periédicas para
un valor no nulo en el pardmetro u, p # 0 [45].

3Se puede encontrar una demostracién al teorema de bifurcacién de Hopf en J.E. Marsden, M. McCracken.
(1976). The Hopf Bifurcation and Its Applications. New York, USA: Springer-Verlag.
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La informacién con la que el punto de equilibrio pueda cambiar de estabilidad queda com-
pletamente determinada por los valores propios de la matriz de Jacobi, desarrollada en el
apéndice B, cuando esta evaluada en el punto de equilibrio. Debido a que en general se con-
sidera un sistema de dos dimensiones, los eigenvalores A; 5 se obtienen con la férmula general
de segundo grado [38], y se tendran las mismas posibilidades enunciadas en el apéndice ante-
rior. Por los intereses en la aplicacion al sistema de Gierer-Meinhardt, sera mejor considerar
valores propios complejos. Se tiene que para un i, Re(A(u)) v Re(A2(u)) son menores a
cero.? Al variar el pardmetro u el punto de equilibrio oscila entre estable e inestable cuando
cruzan por el eje imaginario. Hay que decir que las condiciones para que la bifurcacién de
Hopf ocurra no tienen relaciéon con la estabilidad (algunas veces), es decir, una no implica la
otra.

Esta es la formulacion del teorema de bifurcacién de Hopf, que ya contiene bastante
informacion sobre el sistema de estudio. Sin embargo, para comprender completamente este
fenémeno de cambio de estabilidad, es necesario decir un poco mas sobre las matematicas
detras de la bifurcacion.

C.2 Bifurcacién de Hopf en Ecuaciones Escalares de
Segundo Orden

Supongamos ecuaciones con la estructura

Z+ h(z,x,pn) =0, (C.2.1)

en donde h es una funcién suave y analitica. La solucién de equilibrio de la ecuacién (C.2.1)
es,

x=X(p) — h(0,X,u) =0, (C.2.2)

de modo que x = X es una solucién para cualquier valor de p. No se pierde informacion si

X(u=0), ¥p (C.2.3)
ya que siempre se puede hacer un cambio de variable para obtener x, = X(u) + x,41. La
linelizacion de la ecuacién alrededor del punto de equilibrio es

¥ —2at + fxr =0, (C.2.4)

en donde” a = a(p) = —3h3(0,0, 1),y B = B(1) = he(0,0, ). El punto critico serd un punto
espiral si B > o?. Por otro lado, los eigenvalores de la solucién linealizada son

A=atiw, @=4/8-a (C.2.5)

debido a esto, las soluciones para = son de la forma®

4Informacién impresa en la ecuacién (3.6.11).
5Simplemente una convencién que hace més eficientes los calculos.
6Un resultado que se puede extrapolar de lo que se desarrollé en la seccién 3.5
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x = ae® cos(w(t — ty)), a, ty € R. (C.2.6)

C.2.1 Condiciones para la Bifurcacién de Hopf

Si se toma que p = 0 es un punto critico espiral que cambia su estabilidad de estable a
inestable, entonces

a < 0para p <0y a>0para >0, con 8> 0 para 1 pequena.

Y, en consecuencia’

a(0)=0,  B0)>0, a(0)>0. (C.2.7)

C.3 Bifurcacién Supercritica

Se establece un sistema fisico que decae al equilibrio en oscilaciones amortiguadas de forma
exponencial, es decir, las pequenas perturbaciones decaen después de oscilar durante un
periodo de tiempo, el decaimiento depende de un parametro de control que, al igual que las
secciones anteriores, serd denotado por pu. Si el decaimiento se vuelve cada vez mas lento,
finalmente cambia a un crecimiento en un valor critico p. y el estado de equilibrio perdera
estabilidad. Cuando esto sucede, se dice que el sistema tiene una bifurcacién supercritica
de Hopf. De forma grafica, la bifurcacién supercritica se traduce en el cambio de un espiral
estable a un espiral inestable® [46].

Por ejemplo, en el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales acopladas,

&= (p— (2" + "))z — (w+ b2 + 7))y, (C.3.1)

v =(p— (*+yH))y + (w+ b(z* + y*))x. (C.3.2)

En el que p controla la estabilidad de un punto fijo al origen, w, proporciona la frecuencia
de las oscilaciones infinitesimales, y finalmente b determina la dependencia de la frecuencia
en la amplitud de las oscilaciones largas; el sentido de la rotacion depende tinicamente del
signo de w. Este sistema de ecuaciones tiene un punto de equilibrio en el origen. Al hacer las
derivadas necesarias para la matriz de estabilidad y evaluar en el punto critico (x,y) — (0,0)
se tiene que

A= (“ _w> . (C.3.3)

"Una vez més la respuesta escrita en la ecuacién (3.6.16).
8La bifurcacién de Hopf puede ocurrir en espacios de cualquier dimensién n > 2, pero me ocuparé del
caso de dos dimensiones, que cumple con los intereses biologicos.
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Figura C.1: Se presenta el campo de direcciones en un sistema con bifurcacién supercritica.
La grafica de las trayectorias en el espacio fase, cuando u =1 a la izquierda, y, p = —1 a la
derecha. Los parametros utilizados fueron b = 2, w = 3.

El problema de los eigenvalores dice que

A — TN\ = (“ —A M‘_“&) =(n—-N?+uw’=0, (C.3.4)

Para p = 0, el origen es un espiral estable estacionario, el decaimiento es rdpido solamente
algebraicamente. Cuando p > 0, existe una espiral inestable en el origen y un ciclo limite
circular en r = \/u1. En la Fig. C.1 se presentan las gréficas del espacio fase de este sistema
cuando u = 1y pu = —1. Los eigenvalores cruzan el eje imaginario de izquierda a derecha
cuando los valores de i incrementan de negativos a positivos.

C.3.1 Reglas de Hopf al Caso Supercritico

El caso idealizado propuesto (que coincide con los intereses del modelo de Gierer-Meinhardt)
muestra dos reglas que se generalizan para cualquier bifurcacion supercritica de Hopf:

o El tamano del limite de ciclo crece continuamente desde cero y lo hace siendo propor-
cional a /u — p., en donde p esté en la vecindad de p..

o La frecuencia del limite de ciclo esta dada, aproximadamente, por w = ImA, evaluada
en fic.

Se pueden estudiar otras propiedades de este tipo de bifurcaciéon en [44] John Guc-
kenheimer & Philip Holmes (1983). “Applied Mathematical Sciences: Nonlinear Oscillations,
Dynamical Systems, and Bifurcations of Vector Fields”. New York, USA: Springer-Verlag.
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C.4 Bifurcacion Subcritica

En este escenario sucede algo interesante; antes de que se produzca la bifurcacion, existe
un ciclo inestable. Posteriormente, las trayectorias convergen a un atractor distante, que
generalmente es otro punto de equilibrio o un ciclo limite”. Se considera lo siguiente

= pr+r® =1 (C.4.1)

0 =w+ br’. (C.4.2)

La principal diferencia con el caso de bifurcacién supercritica, es que ahora el término 73
esté desestabilizando al sistema,'® lo que provoca que las trayectorias se alejen del origen. Los
diagramas de fase del sistema se muestran en la Fig. C.2 para los dos casos de pu. Cuando
1 < 0 hay dos atractores, un ciclo limite y un punto estable fijo en el origen; entre esas
lineas hay un ciclo limite inestable. A medida que g incrementa el ciclo limite inestable se
contrae al punto fijo. La bifurcacion subcritica se manifiesta en ¢ = 0, en donde el ciclo
inestable tiene amplitud cero y cae en el origen. Para p > 0, una amplitud grande del ciclo
limite se convierte repentinamente en un atractor. Este tipo de bifurcacién se puede ver en

la dindmica de las células nerviosas, en las vibraciones de las alas de un avién o en el flujo
de fluidos [44,46].

Figura C.2: Se presenta el campo de direcciones en un sistema con bifurcaciéon subcritica.
La gréfica de las trayectorias en el espacio fase, cuando u =1 a la izquierda, y, p = —1 a la
derecha. Los parametros utilizados fueron b = 2, w = 3.

9Que en dimensiones altas puede ser un atractor cadtico [46].

10Cuando las ecuaciones (C.3.1) y (C.3.2) se estudian en coordenadas polares su forma mateméatica se
modifica a 7 = pr — r3, 6 =w+ br2.

Este es el medio de comparacién en el caso subcritico del fenémeno de Hopf.
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D.1 Ecuacién de Fokker-Planck Unidimensional

En el contexto del movimiento Browniano, la soluciéon completa de un sistema macroscopi-
co consiste en resolver todas las ecuaciones microscopicas del sistema, pero debido a que
esta tarea seria interminable, se usa una descripcién estocastica en donde se describe el
sistema a través de variables macroscépicas que tienen variaciones [55, 63]. La ecuacion de
Fokker-Planck es una ecuacién de movimiento para la funcion de distribucién W (v, t), una
variable macroscépica fluctuante, de un sistema con movimiento browniano unidimensional.!
La ecuacion general de Fokker-Planck para una variable x estda dada por

oW _[_9 pow , P pe

el 8xD + 8:1:2D ()| W. (D.1.1)
En la ecuacién anterior D (x) > 0 es llamado el coeficiente de difusién y DM (x) es el
coeficiente de arrastre. Ambos coeficientes pueden depender también del tiempo. La ecuacién
(D.1.1) se transforma en una ecuacién especial de Fokker-Planck si el coeficiente de arrastre es
lineal y el coeficiente de difusién es constante. Se cataloga como una ecuacion de movimiento
para la funcién de distribuciéon® W (z, t) y una ecuacién de difusién con una derivada adicional
de primer orden respecto a z, algunas veces llamada la ecuaciéon de Kolmogorov.
Una generalizacion de (D.1.1) a N variables xy,--- ,zy tiene la siguiente forma

aw— SCEHED

1 i,7=1
En este escenario, el vector de arrastre DZQ) y el tensor de difusion DZ(J2 ) generalmente de-

penden de las N variables x4, - - -y = x. La extrapolacién a la ecuacion (D.1.2) sugiere una
ecuacién para la funcién de distribuciéon W({x},t) de N variables macroscépicas {x}. El
conjunto de ecuaciones (D.1.1), (D.1.2) no son las tinicas para la ecuacién de movimiento
para funciones de distribucién. ® Sin embargo, es la mas simple para variables macroscépi-
cas continuas, que ademds, no estd restringida a sistemas cerca del equilibrio térmico (e.g.
estudio estadistico del léser.)

ax T D<2><{ Dl W (D.1.2)

1Una representacién especial de la ecuacién de Fokker-Planck [63].
2Matematicamente es una ecuacién diferencial parcial lineal de segundo orden de tipo parabdlico [38, 63].
3Existe también la ecuacién de Boltzmann y la ecuacién maestra [55, 63, 68, 69].
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Como una nota de color, si la expansion de Kramers-Moyal,

8W Z’ t i < )n (”)(x,t)W(x,t) — EKMW, (D13)

en la cual el operador de Kramers-Moyal L kM se define como

Lgn@ =Y (—5) D™ (z, 1), (D.1.4)
n=1 Z

se corta después del segundo término se recupera la ecuacion de Fokker-Planck (D.1.1), que
se puede escribir como

Wz, t) = LppW(z,t), (D.1.5)
Fpp = | =2 po (xt)+i2p Nz, t)| O (D.1.6)
pP = | =5 52 : 1.
que a su vez se escriben en términos de la corriente de probabilidad S(z,t)
OW  0S 0
e — 1 A 510
a0 + e =0, S(z,t) [D (z,t) 8xD (x,t)] W(x,t). (D.1.7)

D.2 Sobre las Soluciones a la Ecuacion de Fokker-Planck

Al resolver la ecuacién de Fokker-Planck se obtiene la funcién de distribucion, a partir de la
cual, el promedio de cualquier variable macroscopica se puede calcular mediante integracion.
Existen diferentes métodos para dar soluciéon a dichas ecuaciones que tienen distintas apli-
caciones. Las soluciones analiticas a la ecuaciéon de Fokker-Planck se pueden obtener para
los siguientes casos [63]

« El vector de arrastre lineal y tensor de difusién constante: En este caso se obtiene una
distribucién Gaussiana para el estado estacionario y no estacionario.

« El balance detallado de condicion. Si el vector de arrastre y la matriz de difusion
obedecen condiciones de potencial, solucién en el estado estacionario por medio de
cuadrantes.

e Para a ecuacién de Fokker-Planck con una variable también se obtiene una solucién
estacionaria por cuadrantes aun cuando el balance detallado no es valido.

En general, es dificil obtener una solucion de la ecuacion de Fokker-Planck, especial-
mente cuando la separacion de variables no es posible o si el nimero de variables es muy
grande. Algunos de estos métodos son: (i) El método de simulacién, (ii) La transformacion
de la ecuacién de Fokker-Planck en la ecuacién de Schrodinger.* (iii) Métodos de integracién
numérica. (iv) Soluciones analiticas para modelos de potenciales de una variable.

4En particular el método que se usara para la derivacién de las condiciones de Turing en confinamiento.
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D.3 Transformaciéon de Operador de Fokker-Planck

El operador de Fokker-Planck,

. 0 0?
_ -9 po 9 re 1
Lepl [ —DW(, 1)+ 55D (:c,t)] &, (D.1.6)
se puede escribir como [70, 71]
. 0 0
— |2 p® —®(z) 7 0(z)
Lppl] LMD (x)e 5’ 1 O, (D.3.1)

en donde la funcién ®(z) es un potencial que se introduce al normalizar la solucién del estado
estacionario de la ecuacién de Fokker-Planck y tiene la siguiente estructura [63]

®(x) = D@ (z) - / = (1)(i/§da:’. (D.3.2)

D@ (a/
El operador (D.3.1) no es hermitiano, asi que hay que transformarlo a uno que si lo sea. Si
las funciones® W, y W, satisfacen condiciones periédicas

W(z,t) = W(x + L, 1), S(x,t) = S(z+ L,t),

ademas de que S = 0 para Tiin——oco, Tmaz — +00 v algunas condiciones adicionales que
pueden ser anadidas posterior a la reestructuracion del operador en casos especiales, como
paredes reflejantes (S = 0) o absorbentes (¢?W = 0). Entonces se tiene que

Tmax a 8

Tmax

W2 L pWodr = Wled’a—D@)e_@a—e@ngm (D.3.3)
Tmin Tmin x €T
Al integrar por partes y establecer que
o @) .-0 9 o Tmaz o Fmas
WLQ@ D'¥e %6 W271 . = —Wl,ge 5271 = O,
se encuentra
Tmax 3 Tmax a & (2) _® 8 &
Wie® L p Woda — —/ SWiet | D | SePW, | do (D.3.4)

Dadas las condiciones a la frontera, el operador adjunto de e®Lpp esta dado por

(e®Lpp)t = L1 pe® = e®Lpp, (D.3.5)

de modo que

L=e%22] ppe®? = e¢/2ﬁppe_q>/2, (D.3.6)

es un operador hermitiano junto con e®Lpp.

SFunciones que proviene de un ansatz de separacién de variables para W (z,t) de la forma

W(z,t) = p(z)e ™,

en la que ¢(z) y A son las eigenfunciones y eigenvalores para el operador de Fokker-Planck.
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D.4 Ortogonalidad de Eigenfunciones

Los eigenvalores del operador de Fokker-Planck pueden ser discretos o continuos (o una
combinacién de ambas). Cuando se trata de eigenvalores continuos se debe proceder como
se hace en mecdnica cudntica [64-66] en donde la delta de kronecker ¢, es remplazada por
la delta de Dirac d. Los eigenvalores seran denotados por n en concordancia con el capitulo
3. Si ¢, () son las eigenfunciones del operador de Fokker-Planck Lyp y A, sus eigenvalores
tal que

Wz, t) = p(x)e™,  Lppon(x) = —An(x), (D.4.1)

entonces las funciones

W, (2) = 2, (), (D.42)

son eigenfunciones de L con los mismos eigenvalores [38,63,70]

LU, = -\, 0,,. (D.4.3)

Debido a que L es un operador hermitiano, los eigenvalores son reales, ademéas de que
dos eigenfunciones ¥, y W, con diferentes eigenvalores Ao # Ay deben ser ortogonales. Asi
que si se quiere normalizar la eigenfunciéon debe seguir que

/ T mda = / T R Sd = S (D.4.4)

min Tmin

D.4.1 Posibles Eigenvalores

Al establecer que W1 = Wy = ¢, (), las integrales de la seccién D.3, la ecuacién (D.3.3)
junto con (D.3.1) se puede escribir que

/ o ¢ne¢zFP¢ndx - / - qj"f’qlndx = —An, (D~4-5)

min Tmin

ahora, implementando el resultado de (D.3.4) se tiene que

min Tmin

2
/ " Gne® Lppdndr = —/ o (a\llne@ﬂ) D®e % dy. (D.4.6)

En la solucién de estado estacionario

Tmazx a 2
- <8\Pneq’/2> DPe®dz. <0 con Uy(x) = VNe ?@/2  \;=0. (D.4.7)
Tmin xr

Todos los demés eigenvalores A, (n = 1) deben ser mayores que cero. Para que (D.4.7)
pueda existir en condiciones a la frontera naturales, el potencial ®(z) debe ser positivo e

incrementar con |z| al menos de forma asintética.
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D.4.2 Relacion de Completez

Las eigenfunciones de un operador hermitiano usualmente forman un conjunto completo en
el espacio de Hilbert [64]. Es decir, un espacio vectorial que posee producto interno, el cual
genera una norma bien definida®

u,v € H, (u,vlu,vy = a € C. (D.4.8)

para que el producto interno sea

() HxH—C. (D.4.9)

Con esto, la completitud del espacio se traduce a
>z, €H, (D.4.10)
n=1
que tiene que ser absolutamente convergente
S |zal? < o, (D.4.11)
n=1

en otras palabras, es una propiedad de cuadrado integrable [65]. Tal que si se tiene que
|a) € H entonces

) =) Calza), (D.4.12)

siento C, las proyecciones de |a) en |a). Al operar con kets normalizados se tendra

4y = 1 S |a) af = 1. (D.4.13)

(ala)’

Asimismo, un estad particular se puede expresar en cualquier base que genere el sistema de
interés. Por esa razon, algunas veces es util escribir en términos del proyector

A =1a) (a], (D.4.14)

con
A=Y Cobou |a) = Cu |d') . (D.4.15)
La relacién de completez para las eigenfunciones ¥,, o ¢, puede ser expresada como

oz —2') = V_n(z)V, () = e?@FP@EN" ¢ ()¢, (z), (D.4.16)

5z — ') = e 3" ¢, ()¢, (2)). (D.4.17)

6Una especie de medicién entre estados, estados que se volveran cuinticos en la siguiente seccién.
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D.5 Transformacion a la Ecuacién de Schrodinger

Con las ecuaciones (D.3.1) y (D.3.6) el operador de Fokker-Planck transformado se puede
escribir como

. 0 0
L= eq’/z%v D@ e=®/2y D(Q)(zcb/Qa—gEe@/2 = —da, (D.5.1)
en donde se utilizan nuevas definiciones de operadores
0
a=V D(2)6_¢/Q%e¢/2, (D.5.2)
i— o2 Y D(2)e~®/? D.5.3
G=—e"" o (2)e*/=. (D.5.3)

Mismos que se pueden describir al aplicarlos sobre una funcién arbitraria f(z) y derivar
explicitamente” 9e®/2/0z y 0(V D@e~®/2)/0z en x. Comienzo con el operador a

e®2f(x) 0

o) = VBT |82 )+ S0 D o),

_ 0 f(z)e®2 [0
— (2)p—®/2 ) J2/2 7 LRSS Bl »1¢) B o105
af(r) =vVD®Pe {e axf(x)—l— 5@ aa:D D :
Finalmente factorizando la funcién f(z) y simplificando queda el siguiente operador

0 1 oD®
VD@ — DWW, D.54
“ ox * 24/ D2 ( ox ) (D54)

El proceso es similar para a

af(z) = —e‘b/Qaay/D(Z)e‘b/Qf(x) = /2 [ D(Q)aax (efq)ﬂf(x)) + ecb/zf(a:);x D(Q)]

Xz

= _%/2 {\/D(2) [@‘I’/Qf’(x) — eé/zméfx@(l‘)] + eéﬂf(x)@ax D(2)} ,

— e[y [0 2 ) - L (L0 gy - D]+ eowrpin) D),

or 2 D® dx D(®) or
7
b B2 _ e®/2 9 B e®/2 9 (2)_f1, D _ e®/2 9 @) DM
¢ T 2 W= g (P DO T op®ar DO

6 @/2 6¢/2 (9
il - ~Z p@ _ p@®| .
oz 2D®) | Oz
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y usando la regla de la cadena para el primer y tltima término se encuentra que

N
af(z) = oz o/ D@ \ Ox

Una vez mas quitando la funcién f(z) el operador se ve como

(VD@ f(z)) + = < 9 p _ D<1>> flz).

0 NG 1 0

f=——VD2 4+ —_ (=—p@_pW), D.5.5

“ ox * 24/ D2 <8x ( )

Para condiciones a la frontera naturales a y @ son adjuntos, @ = af. Al insertar las

ecuaciones (D.5.4) y (D.5.5) en (D.5.1) se obtiene el operador para la ecuacién de Sturm-
Liouville [38, 63]

- 0 0
A= —D® — —V(z)t O D.5.6
{200) —vio}e (D56)
El potencial V' (z) de la ecuacién anterior estd dado por los términos de la aplicacién de los
operadores a y a. Un argumento que se puede ver a partir de las ultimas relaciones asociadas

a ellos. de forma explicita es

1 (0D® * 10DM 192D
V(z)= —= [ —=— —DW = — = : D.5.7
(%) 4D?) ( Ox * 2 Ox 2 Ox? ( )
Los eigenvalores del operador L estés ordenados en orden decreciente,
Oé)\0<)\1<)\2<"' (D58)

La transicién de (D.5.6) a la ecuacion de Schrodinger es inmediata si el coeficiente de
difusion es constante

o 02

144



APENDICE

Calculos Matematicos

E.1 Ecuacién (2.2.3)

Se quiere resolver la ecuacion

dx

— = kiar — k_12%, E.1.1
la cual es una ecuacion diferencial separable, una representacion alterna de ella es
dx dx
—— =dt, = dt.
kiax — k_q2? 72 (m _ /L1)
kia

El cambio de variable correspondiente serd w = . Lo que permite escribir una relacion

con la diferencial en =

x

2
dw = —@dﬂc — dx = _de
2 kl

de este modo se puede reescribir la ecuacion original como la siguiente

x2dw L dw
22ka (m _ _1) kra(w — ky)

integrando en el dominio correspondiente, en donde los valores iniciales son cero,

— dat’,
/klaw— /

1 k‘la

Resolviendo para z es

1 —tkia _
ln<kla—k ) — e Lo AR

— dt,

T T kia
En el limite cuando t — oo, e 1% — 0, por lo tanto, si =, es la concentraciéon cuando se
alcanza el estado estacionario, se consigue la ecuacién (2.2.3)
1 k’ kla
—=— o=

. E.1.2
T kla k,1 ( )
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E.2 Ecuacién (2.3.4)

Se hara la derivacién de las ecuaciones de Lotka-Volterra después de la adimensionalizacion.
Las ecuaciones iniciales son

dN dP
El cambio de variable es
N P
u(r) = ¢ d(t>, v(T) = b a(t)’ T = at, a= Z. (E.2.2)

Al aplicar la regla de la cadena al derivar respecto a 7 en u(7),v(7) se tiene que

du_chdt_ch dv dedt_de

dr — ddt dr  ad dt’ dt  adtdr  adt’

o de forma equivalente

dN  addu dP  a*dv

= — = E.2.3
dt ¢ dr’ dt b dr ( )
Al sustituir (E.2.1) se consiguen las ecuaciones de Lotka-Volterra
d d
dﬁ = u(1 — ), di’ = awlu — 1). (E.2.4)
T T

E.3 La Relacion de Einstein-Smoluchowski

Una derivacion alterna

Consideremos una particula de masa m en una posicién x que esta sujeta a la aplicacién de
una fuerza F, actuando en la direccién positiva del eje en cuestion. Segin la segunda ley
de Newton, la fuerza hace que la particula se acelere uniformemente hacia la derecha con la
aceleracién a = F,,/m. De acuerdo con las condiciones que se presentaron en el desarrollo de
la caminara aleatoria en una dimension; la particula se mueve hacia la izquierda o a la derecha
cada 7 segundos con una velocidad +wv, o —v,. Entonces la distancia que habra recorrido es
§ = dv,7+a7?/2. Como los pasos hacia la izquierda y a la derecha son igualmente probables,
el desplazamiento promedio en el tiempo 7 se calcula a continuaciéon
1 2 2 L,

Tq = §(vx7+a7 /2 — v, T+ar?) = F07 (E.3.1)
Se puede calcular de la misma forma la velocidad promedio si se hace la derivada en el
desplazamiento 9,

2 \dzx dx
_1F,
C2m

1 1
Vg = = (d(vlﬂ' +a7?/2) + i(—1)9[;7' + a7’2/2)> =g = gar,

Vd (E32)
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Se relaciona a la velocidad de arrastre con la fuerza a través de un parametro f, que es el
coeficiente de arrastre de friccion,

Vg = . E.3.3
7 (E.3.3)
Con lo que se encuentra en la ecuacion (E.3.2), f toma un valor particular
2
F= (E.3.4)
-
Multiplicando el numerador y denominador por (4/7)
= 27m(5/7')2 B 2m7'(i2
T (672 8% T2
Recordando que D = 6%/27, v, = 0/7
F= (8.3
=7 3.
Debido a la relaciéon (1.1.1),' (v?) = kgT/m, se escribe
kgT
= E.3.6
F="E (E.36)
Y al resolver para D se consigue la relacion de Einstein-Smoluchowski
kgT
D = BT (E.3.7)

Una ecuacién que coincide con la derivacion de (5.2.11) si = f, es decir, f se categoriza
como la movilidad. Este resultado es general, no depende de ninguna suposicion adicional
mas que la estructura de la particula y los detalles del movimiento (e.g. potencial especifico).
Vale la pena decir algo més acerca de esta derivacion; Las particulas reales no dan pasos en
sincronia en un intervalo dijo, no se mueven en una sola direcciéon ni comienzan cada paso
con una velocidad fija. Los intervalos, direcciones, velocidades y longitudes varian continua-
mente a medida que las que las particulas intercambian energia con las moléculas del fluido
en el que estdn sumergidas (i.e. medio de difusiéon). En un tratamiento mas riguroso del
fenomeno se deben considerar las distribuciones de dichas cantidades y el tiempo promedio
de colisiéon. La dependencia de fluctuacién para D y f es la misma que en el modelo simple
unidimensional. El punto importante es que la particula es acelerada cuando se le aplica
la fuerza externa dictada por el potencial, posteriormente, la informacién de la aceleracion
pasa a segundo plano cuando intercambia energia con las moléculas del fluido para después
acelerarse de nuevo. Como conclusion, la particula fluye en el medio con una velocidad pro-
porcional a la fuerza externa aplicada. Esta misma ecuacién se puede obtener a través de
una caminata aleatoria sesgada con el ritmo de pasos, velocidad y distancia constantes.
Ademés de una probabilidad de moverse a la derecha de p = 1/2 + F,.0/4kgT y una proba-
bilidad ¢ = 1/2 — F,§/4kgT [1].

'Hay que recordar que se estd tratando con la velocidad promedio. En la relacién (E.3.6) se omitié el
caracter forma para indicar promedio.
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Si las particulas en una distribucién con arrastre en la direcciéon = con velocidad v4, enton-
ces el flujo en el punto = debe incrementar en una cantidad v,C(x). Por lo que la primera
ecuacion de Fick se modifica a
oC
Jy=—D—+v,C. (E.3.8)
ox

La derivacion de la segunda ecuacion de Fick se da en un proceso analogo, lo que dicta

ot~ T o2 Mox

Una expansion mas general se consigue al utilizar (E.3.3) y (E.3.9). El flujo toma la forma

2
oc _ C o (£.39)

F.
Jo—D—+—+C. E.3.10
* ox f ( )
Las fuerzas de interés, F,, son conservativas; el trabajo realizado para mover una particula
de la posicion 1 a la posicion 2 es independiente de la trayectoria tomada por la particula,
solo depende de los puntos extremos. Esta fuerza puede ser expresada en términos de la
energia potencial F, = —0U(z)/0x, de modo que

oC  Cou(x)
Jy=—D——— . E.3.11
oxr f Ox ( )
En el equilibrio, J, = 0, lo que implica que
ac 1
— = ———dU. E.3.12
C i ( )
Integrando la ecuaciéon se obtiene
Cx) _ —ww-voyns
= x E.3.13

lo que implica que D = kgT'/f, la ecuacién (E.3.7).

148



Inestabilidad de Turing en Sistemas Biologicos JP

E.4 Coeficiente de Difusion Efectivo

Potencial de Oscilador Armoénico

El potencial de oscilador arménico tiene la forma?

22

o) =5,

Se calculan las integrales escritas en (5.4.59) por separado, utilizando la regla de Feynman
para integracion de funciones especiales, a saber

o0 2 ar [m
_1\n 2n ,—Aze _ o
(—1) /_oom e —d)\n,/)\. (E.4.2)

0< 2z < o0 (E.4.1)

De manera que

(=1) /O; PePads = —;(2)\/?

Por lo tanto, dividiendo entre el factor de simetria

o0 22 1 /2
/0 22652dz:21/£;;. (E.4.3)

De manera similar para la otra integral en cuestion,

oo 22 1 27
Prdz = =y —. E44
/0 e 2=3 5 ( )

Se ve terminantemente que segin (5.4.58), teniendo 1/5 = kgT

k(z) = (w'(x))*kpT.
Lo que a su vez produce en (5.4.41)

D
1+ (w'(x))2kpT"
2El paradigma para un oscilador arménico cldsico es una masa m adjunta a un resorte con constante de

restitucién k. El movimiento estd gobernado por la ley de Hooke. Lateralmente, el potencial de energia es,
en el caso unidimensional

D(x) (E.4.5)

1
V(z) = §k$2'

Practicamente, cualquier potencial es aproximadamente parabdlico, en la vecindad del minimo local. For-
malmente, si se expande V(z) en una serie de Taylor alrededor del minimo es

V() = V(zo) + V' (o) (& — z0) + %V”(:co)(x a2

Restado V (zg), reconociendo que V’'(zg) = 0 y al despreciar los términos de orden superior se describe un
oscilador arménico simple. Es por esta razén que el potencial de oscilador arménico es tan importante.
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E.5 Coeficiente de Difusion Efectivo

Potencial Cuadrado

Para el caso de un potencial cuadrado de lado unitario (i.e. una pozo con paredes infinitas)
matematicamente estan sujetas a

V(z) =0, —-1<2<1. (E.5.1)

Las integrales en este caso resultan

1 ! 1,0 2
2,-60) g :/ 20, — 2.3 _“
/_12 e e= [ Fde=32 =3
1 2
/ 2P0y = 2, (E.5.2)
-1 3
1
/ e Pz = 2. (E.5.3)
-1
Asi,
Lo 2
() = S (w'(@)), (E.5.4)

D(x) (E.5.5)

T L' ()

Es interesante resaltar un punto adicional en cuanto al resultado del cociente de las inte-
grales en (E.5.4). Este factor estd directamente relacionado con la dimensién del problema.
En los calculos derivados para un potencial de paredes infinitas en tres dimensiones es el
factor que multiplica a (w'(z))? en (5.4.58) es 1/2, mientras que, tal como se vio aqui para el
caso bidimensional, se obtiene 1/3. Debido a estos resultados se establece que el coeficiente
de difusion efectivo para un canal de 4 dimensiones, en el cual sus condiciones de frontera
estan caracterizadas por un potencial cuadrado es

-1

D(z) = [1+ (w'())?] " D. (E.5.6)

E.6 Mecanica Cuantica: Particula en un Potencial de
Pozo Cuadrado

La derivacion de la relacién (6.3.19) se puede obtener a través del estudio de una particula
que esta sometida a un potencial cuadrado. Supongamos que se tiene

0 0<z<L
V(:v)z{ ’ =r= (E.6.1)
00, vV x,

en la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo, es decir en

150



Inestabilidad de Turing en Sistemas Biologicos JP

U(z,t) =D e, ¥y (x)ent/m, (E.6.2)
n=1

Una particula en este potencial es completamente libre, excepto en los dos extremos (z = 0,
x = L), en donde una fuerza infinita le impide cruzar el limite. Este problema clésico de
mecanica cuantica, a pesar de sus simplicidad, o precisamente por ella, resulta importante en
multiples areas del conocimiento cientifico, como en la Biofisica. Afuera del pozo se tendra
que ¥(z) =0, por lo cual (E.6.2) se reduce a

h d*U
- =Fv E.6.
2m dz? ’ (E.6.3)
o3
R 2mE
— = kv k= . E.6.4

La ecuacién (E.6.4) tiene la estructura del oscilador arménico simple, que tiene por solucién
general
U(x) = Asinkz + B cos kz. (E.6.5)

Las constantes A y B se determinan por las condiciones de contorno, dicha continuidad
establece que

U(x) = Asin(kz), (E.6.6)

misma que al evaluar en la frontera L desprende una nueva condiciéon para k (lo que en el
problema de Turing es el ntiimero de onda).

k, = T (E.6.7)
Los eigenvalores cuanticos para la energia seran
n’m2h?

Para encontrar la constante A se usa la condicién de normalizacion

/L A?sin?(kx)dz = A2£ =1 A= 2
0 27 L
Con lo que la eigenfunciéon normalizada resulta

U(r) = ﬁ sin (”2%) . (E.6.9)

Finalmente, para obtener (6.3.7) y (6.3.8) hace falta una extrapolacién minima con

e~®? = \Jw(x) y un traslado de k? en proporcién con el potencial constante obtenido
en (6.3.17) para (6.3.18)

3En este paso, para definir a k se asume que la energia es mayor o igual a cero E > 0.
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2.2

2 _
k=g =, (E.6.10)

sin ( Zrx
02y, = ,/M’(L). (E.6.11)
L cos(ax)
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APENDICE

Codigos para la Generacion de Patrones
Espaciales

Este apéndice estd dedicado a la presentacién de los codigos utilizados para generar los
patrones espaciales que se pueden ver en las figuras del capitulo 4. Los codigos fueron hechos
en Mathematica.

F.1 El Modelo de Gierer-Meinhardt Unidimensional

F.1.1 Solucién a las Ecuaciones Diferenciales

Se resuelven las ecuaciones diferenciales para el modelo unidimensional de Gierer-Meinhardt,

ou Pu u? ov 0%

— =Dy— + — — bu, —=D,— Z .

ot 0x? + v " ot 0x? tuv
Para la primera configuracién, para la cual no hay inestabilidad impulsada por difusién
debido a al tamano del dominio, se escribe

(xCondiciones iniciales y de frontera+)

L:=10 (*Tamano adimensional del dominiox*)

f[t-]:= 0 (*Flujo en las fronteras, que podria ser una funcion del tiempox)
tf:= 400  (*Tiempo total de solucion+)

cu:=3 (+*Concentracion inicial de ux)

cv:i=1.5  (*Concentracion inicial de v+)

(*Ecuaciones diferenciales a resolverx)
pde:={DJuft,x],t] == u[t,x]"2/v[t,x]—b u[t,x]+du D[uft,x],{x,2}], (*Primera ecuacion diferencialx)
Dlv[t,x],t] == u[t,x]"2—v[t,x]+dv D[v[t,x],{x,2}]} (*Segunda ecuacion diferencialx)

(xCondiciones a la frontera de Newmann, sin flujo en las fronterasx)
be:= {u[0,x] == cu, uft,0] == cu, v[t,0] == cv, v[0,x] == cv, (xCondiciones en las funciones*)

uOD[t,0] == f[t], v(®V[t,0] == f[t], u®D[t,L] == f[t], v(®D[t,L] = f[t]} (*Condiciones en las derivadasx)

(xSolucion a la ecuacion diferencial *)
(*En donde du es el coeficiente de difusion D, y dv el coeficiente de difusion D, *)
s = NDSolve[{pde, bc} /.b — 0.35 /. du — 1 /. dv — 30, {u, v}, {t, 0, tf}, {x, 0, L}]

153



JP Apéndice F. Coédigos para la Generacion de Patrones Espaciales

La solucién a las ecuaciones diferenciales con los parametros que si producen patrones
espaciales es

(+*Condiciones iniciales y de fronterax)

L:= 100 (*Tamano adimensional del dominiox)

f[t.]:= 0  (*Flujo en las fronteras, que podria ser una funcion del tiempox)
tf:= 1000  (*Tiempo total de solucionx)

cu:= 3 (xConcentracion inicial de ux)

cv:=0.9 (xConcentracion inicial de v*)

(*Ecuaciones diferenciales a resolver x)
pde:={D[uft,x],t] == u[t,x]"2/v[t,x]—b u[t,x]+du D[u[t,x],{x,2}], (*Primera ecuacion diferencial*)
D[v[t,x],t] == u[t,x]"2—v[t,x]+dv D[v[t,x],{x,2}|} (*Segunda ecuacion diferencial+)

(xCondiciones a la frontera de Newmann, sin flujo en las fronteras+)
be:= {u[0,x] == cu, uft,0] == cu, v[t,0] == cv, v[0,x] == cv, (*Condiciones en las funcionesx)
u@D[t,0] == f[t], v@D[t,0] == f[t], u@D[t,L] == f[t], v(OV[t,L] = f[t]} (*Condiciones en las derivadas*)

(xSolucion a la ecuacion diferencial *)
(*En donde du es el coeficiente de difusion D, y dv el coeficiente de difusion D, x)
s = NDSolve[{pde, bc} /. b — 0.35 /. du — 1 /. dv — 50, {u, v}, {t, 0, tf}, {x, 0, L}]

F.1.2 Solucién Numérica y Distribucion de Densidad

Adicional a las instrucciones necesarias para resolver las ecuaciones diferenciales se brindan
los algoritmos de visualizacién de la distribucion de densidad. Primero la grafica de la solucién
numérica, que puede representar a la Fig. (4.2) o la Fig. (4.4).

(*Grafica de la concentracion de sustancia w(x,t)+*)

Plot[Table[Evaluate[u[t,x]/.s],{t,0, tf /100}],{x,0,L}, PlotRange— All, Frame—True,
FrameLabel—{Style[“x”, Bold], Style[“Concentracion u(z,t)”, Bold]},

PlotStyle— Directive[Darker[Blue], Thickness[0.004]],FrameStyle — Directive[Black, Thickness[0.003]]]

(*Grafica de la concentracion de sustancia v(z,t)+)

Plot[Table[Evaluate|v[t,x]/.s],{t,0, t{ /100}],{x,0,L}, PlotRange— All, Frame—True,
FrameLabel—{Style[“x”, Bold], Style[“Concentracion u(z,t)”, Bold]},

PlotStyle—Directive[Darker[Blue], Thickness[0.004]],FrameStyle — Directive[Black, Thickness[0.003]]]

La grafica de densidad de concentracion de sustancia en la Fig. (4.3) o la Fig. (4.5) se
visualiza a través de

(*Grafica de densidad para las especies u(x,t) y v(x,t)*)
DensityPlot[Evaluate[{u[t,x],v[t,x]}/.s], {t,0, tf}, {x,0,L}, PlotRange — All,
ColorFunction — “BlueGreenYellow”, FrameStyle — Directive[Thickness[0.004], Bold],
PlotLabel — Style[“Concentracion de u(x,t)”, Bold],

FrameLabel — {Style[“Posicion”, Bold], Style[“Tiempo”, Bold]}]
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F.2 El Modelo de Gierer-Meinhardt Bidimensional

F.2.1 Solucion a las Ecuaciones Diferenciales

Como se vio en el capitulo 4, las ecuaciones de Gierer-Meinhardt en el caso bidimensional
se modifican a

@_D @4_@ _|_u72_b @_D @4_@ + 2 _
ot U \ox?  Oy? v b ot " \ox?  Oy? o

El cédigo para resolver las ecuaciones acopladas es

(*Condiciones iniciales y de fronterax)

L:= 100 (*Tamano adimensional del dominio+)

f[t_]:==0 (#Flujo en las fronteras, que podria ser una funcion del tiempox)
tf:= 1000  (*Tiempo total de solucionx)

cw:=3 (xConcentracion inicial de ux)

cv:i=0.9 (xConcentracion inicial de vx)

(*Ecuaciones diferenciales a resolverx)
(*Primera ecuacion diferencialx*)

pde:={D[uft,x,y],t] == u[t,x,y]"2/v[t,x,y]—b u[t,x,y]+du D[u[t,x,y],{x,2}] + du D[u[t,x,y],{y,2}],
(*Segunda ecuacion diferencialx)
Dlv[t,x,y],t] == uftxy]"2—v[tx,yl+ dv D[v[t,x,y],{x,2}]+ dv D[v[t,x,y],{y,2}]}

(xCondiciones a la frontera de Newmann, sin flujo en las fronteras)
(xCondiciones en las funciones)

be:= {u[0,x,y] == cu, uft,0,y] == cu, ult,x,0] == cu, v[0,x,y] == cv, v[t,0,y] == cv, v[t,x,0] == cv,
(*Condiciones en las derivadas*)
u®LO[t,0,y] == flt], vOLO[t,0,y] == f[t], u® V[t Ly] == f[t], v*PO[t,Ly] == ft],

w0V [t x,0] == f[t], v(@OV[t,x,0] == f[t], u®OD[t,x,L] == f[t], v(@OV[t,x L] == f[t]}

(xSolucion a la ecuacion diferencial *)
(*En donde du es el coeficiente de difusion D, y dv el coeficiente de difusion D, *)
s = NDSolve[{pde, bc} /. b — 0.35 /. du — 1 /. dv — 50, {u, v}, {t, 0, tf}, {y,0,L}, {x, 0, L}]

F.2.2 Distribucion de Densidad de Concentracion

Para la distribucién de densidad de concentracién en la Fig. (4.7) se utilizé el siguiente codigo

(*Grafica de densidad para las especies u(x,t) y v(x,t)*)

(#t; es el tiempo para cada cuadro de densidad, debe ingresarse manualmentex)
DensityPlot[Evaluate[{u[ti,x,y],v[tl,x,y]}/.s], {x,0,L}, {y,0,L}, PlotRange — All,
ColorFunction — “BlueGreenYellow”, FrameStyle — Directive[Thickness[0.004], Bold],
PlotLabel — Style[“Concentracion de u(x,y,t=ti)”, Bold],

FrameLabel — {Style[“Posicion x”, Bold], Style[“Posicion y”, Bold]}]
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F.3 El Modelo de Schnakenberg Unidimensional

Se resuelven las ecuaciones diferenciales para el modelo unidimensional de Schnakenberg,

(837;: = v(a —u + u*v) + V3u, — = (b — u®v) + dV?0.

La primera configuracion que da soluciones periddicas se calcula a través de

(+*Condiciones iniciales y de fronterax)

L:=4 (*Tamano adimensional del dominiox)

f[t.]:= 0  (*Flujo en las fronteras, que podria ser una funcion del tiempox)
tf:= 10 (*Tiempo total de solucionx)

cu:i= 1.5 (xConcentracion inicial de ux)

cv:=0.9 (xConcentracion inicial de v*)

(*Ecuaciones diferenciales a resolver x)
pde:= {DJu[t,x],t] == v (a—u[t,x|+ult,x]"2 * v[t,x])+D[u[t,x],{x,2}], (*Primera ecuacion diferencialx)
Dlv[t,x],t] == v (b—ut,x]"2 * v[t,x]) + d D[v[t,x],{x,2}]} (*Segunda ecuacion diferencialx)

(xCondiciones a la frontera de Newmann, sin flujo en las fronteras+)
be:= {u[0,x] == cu, uft,0] == cu, v[t,0] == cv, v[0,x] == cv, (*Condiciones en las funciones*)
u@V[t,0] == f[t], v(©D[t,0] == f[t], u@D[t,L] == f[t], v(OV[t,L] == f[t]} (*Condiciones en las derivadas*)

(#Solucion a la ecuacion diferencial *)
s:= NDSolve[{pde, bc}/.a — 0.1, /b — 0.9 /. v — 250 /. d — 10, {u,v}, {t,0,tf}, {x,0,L}]

F.3.1 Solucién Numérica y Distribucion de Densidad

La visualizacién de las soluciones periddicas como en Fig. (4.11) es

(#Grafica de la concentracion de sustancia u(x,t)+*)

Plot[Table[Evaluate[u[t,x]/.s],{t,0, t{ /100}],{x,0,L}, PlotRange— All, Frame—True,
FrameLabel—{Style[“x”, Bold], Style[“Concentracion u(z,t)”, Bold]},

PlotStyle— Directive[Darker[Blue|, Thickness[0.004]],FrameStyle — Directive[Black, Thickness[0.003]]]

(*Grafica de la concentracion de sustancia v(z,t)*)

Plot[Table[Evaluatel|v[t,x]/.s],{t,0, tf /100}],{x,0,L}, PlotRange— All, Frame—True,
FrameLabel—{Style[“x”, Bold], Style[“Concentracion u(z,t)”, Bold]},

PlotStyle— Directive[Darker[Blue|, Thickness[0.004]],FrameStyle — Directive[Black, Thickness[0.003]]]

Mientras que a densidad de concentracién en Fig. (4.12) se escribe como

(*Grafica de densidad para las especies u(z,t) y v(z,t)*)
DensityPlot|[Evaluate[{u[t,x],v[t,x]}/.s], {t,0, tf}, {x,0,L}, PlotRange — All,
ColorFunction — “BlueGreenYellow”, FrameStyle — Directive[Thickness[0.004], Bold],
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PlotLabel — Style[“Concentracion de u(x,t)”, Bold],
FrameLabel — {Style[“Posicion”, Bold], Style[“Tiempo”, Bold]}]

F.4 El Modelo de Schnakenberg Bidimensional

F.4.1 Soluciéon a las Ecuaciones Diferenciales

Las ecuaciones de Schnakenberg en el caso bidimensional se modifican a

Ou ( )+ 82u+82u v (b—120) + d 82v+821)
— =7v(a—u+uv — + — — = —u“v —+—.
ot | a2 " ar) ot 9z2 ' 0y?

El codigo para resolver las ecuaciones acopladas es

(xCondiciones iniciales y de frontera+)

L:i=4 (*Tamano adimensional del dominio+)

f[t-]:=0 (xFlujo en las fronteras, que podria ser una funcion del tiempox)

tf:=5 (*Tiempo total de solucion*)

cu:= 0.9 (xConcentracion inicial de ux)

cv:= 0.1 (*xConcentracion inicial de vx)

(*Ecuaciones diferenciales a resolver x)

(*Primera ecuacion diferencialx)

pde:={Duft,x,y],t] == v (a—u[t,x,y] + ult,x,y]"2 * v[t,x,y]) + D[ult,x,y],{x,2}] + D[uft,x,y],{y.2}],

(xSegunda ecuacion diferencialx*)

D[v[t,x,y],t] ==~ (b — uft,x,y]"2 * v[t,x,y]) + d Dv[tx,y],{x,2}] + d D[v[t,x,y],{y,2}]}

(¥Condiciones a la frontera de Newmann, sin flujo en las fronterasx)
(xCondiciones en las funcionesx)

be:= {u[0,x,y] == cu, u[t,0,y] == cu, uft,x,0] == cu, v[0,x,y] == cv, v[t,0,y] == cv, v[t,x,0] == cv,
(*Condiciones en las derivadas+)

u(07170) [tvoa}I] == [t]’ v(0.1,0 [t707y} == [t]v u(07170) [tvL7Y] == [t]v v(0.1,0) [t’Lvy} == f[t]7

u®0D [t x,0] == f[t], v(®0V[t,x,0] == f[t], u(®OV[t,x,L] == f[t], v(>0V[t,x,L] == f[t]}

(xSolucion a la ecuacion diferencial *)
(*En donde el coeficiente de difusion relativo esta representado por d+)
s = NDSolve[{pde, bc} /.a — 0.1 /. b — 0.9 /. v — 250/. d — 10, {u, v}, {t, 0, tf}, {y,0,L}, {x, 0, L}]
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F.4.2 Distribucion de Densidad de Concentracion

La distribucién de densidad en la Fig. (4.13) o la Fig. (4.16) tiene el siguiente codigo asociado

(*Grafica de densidad para las especies u(x,t) y v(x,t)*)

(#t; es el tiempo para cada cuadro de densidad, debe ingresarse manualmentex)
DensityPlot[Evaluate[{u[ti,x,y],v[tl,x,y]}/.s], {x,0,L}, {y,0,L}, PlotRange — All,
ColorFunction — “BlueGreenYellow”, FrameStyle — Directive[Thickness[0.004], Bold],
PlotLabel — Style[“Concentracion de u(x,y,t=ti)”, Bold],

FrameLabel — {Style[“Posicion x”, Bold], Style[“Posicion y”, Bold]}]
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