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Resumen

La constante amenaza de infecciones, desde malestares leves hasta consecuencias letales,
ha situado la comprension de la dindmica viral como una prioridad critica. En este con-
texto, los modelos mateméticos basados en ecuaciones diferenciales ordinarias se erigen
como herramientas esenciales para analizar y anticipar el curso de las infecciones a ni-
vel celular. Este proyecto examina modelos existentes de dinamica viral intra-hospedera,
proponiendo la fusion de dos modelos independientes. Con un enfoque mas integral, se
busca una comprension precisa de las complejidades de las interacciones virus-huésped
a nivel celular. Cabe destacar que este analisis se fundamenta en muestras de pacientes
reales, realzando la aplicabilidad y relevancia clinica de los resultados. La exploracién de
estos modelos y su convergencia busca formar un enfoque mas completo y preciso.

Palabras clave: Virus, modelos epidemioldgicos, ecuaciones diferenciales ordinarias,
dindmica intra-hospedera.



Introduccion

La vida, en su esencia mas fragil y resiliente, enfrenta uno de sus desafios mas omnipresen-
tes: la amenaza constante de infecciones que oscilan entre simples malestares y potenciales
peligros letales. Esta realidad intrinseca ha colocado en el centro de nuestras prioridades
la comprension exhaustiva de la dinamica viral, una interaccion constante entre virus y
hospederos que define la salud y la enfermedad. La urgencia de este conocimiento ha lle-
vado a explorar herramientas poderosas, y entre ellas, los modelos matematicos emergen
como una efectiva solucién.

En este contexto, las ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas se emplean como ins-
trumentos flexibles y precisos que permiten no solo entender, sino también prever el curso
de las infecciones virales. Desde el andlisis de simples interacciones virus-huésped hasta
la consideracion de la intrincada red de células participantes en la respuesta inmune, los
modelos matematicos nos ofrecen la capacidad de capturar la realidad en un lenguaje
cuantitativo y manipulable.

Este proyecto examina los modelos existentes para entender la dinamica viral dentro del
hospedero. En lugar de simplemente revisar estos modelos, se propuso la combinacion de
dos modelos independientes que han demostrado eficacia en desentranar las complejidades
de la dindmica viral. La convergencia de estos modelos ofrece un enfoque més completo
y preciso para comprender la interaccién entre los virus y sus hospederos.



Perspectiva bioldgica

Virus

Se le llama virus a una particula de tamano pequeno
(entre 20nm y 300nm) compuesta de moléculas de
acido nucleico (ADN o ARN) [II]. En lo que res-
pecta a la configuracion del material genético, este
puede presentarse como cadena simple (monocatena-
rio) o como cadena doble (bicatenario). Independien-
temente de que la variedad de virus sea amplia, el ob-
jetivo que todos comparten es el de la replicacién en
huéspedes para poder controlar las funciones basicas
bioldgicas de reproduccion de esta tultima y comen-
zar un proceso infeccioso. La terminologia adecuada,
conduce a llamar a la particula como virus una vez
se entra en contacto con la célula; de otro modo la
particula se denomina virén [4].

Estructuralmente, el 4cido nucleico estéd protegido por
un envoltorio llamado capside proteica. En conjun-
to con el acido nucleico, se denomina nucleocapside
y su funcién es la de optimizar el acceso a la célu-
la huésped. La geometria de esta envoltura puede ser
icosaédrica o helicoidal.

Algunos casos presentan una capa ain mas externa
que la capside proteica y esta formada por una mem-
brana lipoproteica; es aqui donde pueden aparecer es-
tructuras del tipo espicular formadas de material gli-
coproteico. Esta estructura aparece siempre y cuando
ya esté en contacto con una célula sana.

Para denominar a cada tipo de virus, su clasificacién
considera orden, familia, subfamilia, género y especie.
En lo que respecta al ciclo replicativo, todos los vi-
rus dependen de la célula huésped; pues es justo de
su proceso de biosintesis de donde los virus se repli-
can generando nuevas células que portan el material
genético infeccioso. El ciclo se divide en tres etapas:
iniciacién (inyeccién de material genético); replicacién
(traduccién); ensamblaje y liberacién [12].

Figura 1: (1986). Virus del
Papiloma (VPH) Micrografia
electronica de un virus del pa-
piloma humano (VPH) tenido
negativamente, que se encuen-
tra en wverrugas humanas. Las
verrugas en las manos y los
pies nunca se ha sabido que
evolucionen hacia el cdncer.
Sin embargo, después de mu-
chos anos, las verrugas cervi-
cales pueden wvolverse cancero-
sas. Laboratory of Tumor Vi-
rus Biology



Sistema inmunolégico

La respuesta inmune se refiere a todos los procesos que se llevan a cabo para proteger a
un cuerpo ante una infecciéon. Si bien esa es la intencién, la manera en que lo hace resulta
ser poco intuitiva ya que recurre a procesos como inflamacién, aumento de temperatura
e incluso neumonia. Consta de dos partes principalmente: el sistema inmune innato y
el sistema inmune adaptativo. A su vez, el adaptativo se divide en dos: el sistema
serolégico (mediado por anticuerpos producidos por células B) y el sistema mediado
por células T.

La respuesta inmune innata se caracteriza por ser rapida; se basa en el reconocimiento
de estructuras moleculares genéricas. Si bien no son aptas de focalizar un patégeno en
particular, permiten una buena identificacién espacial de la infeccién en cuestion.

La respuesta inmune seroldgica se lleva a cabo por anticuerpos (inmunoglobulinas: gli-
coproteinas presentes en la circulacién sanguinea). Estos se caracterizan por unirse a
estructuras moleculares especificas del antigeno reconocido.

Mientras que el sistema inmune y el sistema serolégico de anticuerpos constan de recono-
cer moléculas que se encuentran en las superficies de los microorganismos invasores, en
el sistema adaptativo las células T reaccionan ante péptidos que vengan acompanados
de moléculas MHC.

Las células T son un tipo de linfocito que se genera en la médula 6sea para después
madurar en el timo. Un proceso de maduracién de este tipo de células se refiere a ponerlas
a prueba para conocer su efectividad ante la defensa viral. Si no se pueden unir a moléculas
MHC y/o se unen a antigenos incorrectos, son eliminadas. Durante una infeccién en estado
activo, los niveles de células T se elevan; no obstante, cuando la infeccion es controlada
y eliminada, los niveles ya no necesitan estar tan altos y pasan a una etapa programada
de muerte celular conocida como apoptosis [7].

A manera de resumen, el sistema inmune lo forman una gran cantidad de células que tie-
nen la funcion de reconocer y posteriormente eliminar agentes que sefialen una amenaza.
En particular, la inmunidad innata estd conformada de células como macroéfagos o células
dendriticas. Ademds de ellas, también estan presentes subpoblaciones de linfocitos tipo
T y tipo B [14].

Los modelos que se presentan mas adelante tienen una contribucién por parte del sistema
inmune, asi que es conveniente la descripcién detallada de los elementos que resaltan.

Los linfocitos se categorizan dependiendo de su estructura y funcionalidad. Se dividen
en: linfocitos B, linfocitos T y linfocitos de inmunidad innata. Los primeros, estando en
su etapa madura, tienen el objetivo de reconocer antigenos especificos y desarrollar una
respuesta inmune. El tltimo tipo de linfocito, si bien no tiene habilidad de reconocimiento,
consta de receptores de alta afinidad que distinguen citocinas especificas [14].

Otro tipo de células involucradas en la infeccién son los neumocitos. Se le llama neu-
mocitos a las células alveolares escamosas; este tipo celular cubre aparentemente toda la
superficie alveolar. Un alvéolo se refiere a un pequeno saco de aire que se encuentra en
el sistema respiratorio, particularmente los pulmones, de mamiferos [3]. De acuerdo a un
estudio realizado por Haagmans et al. (2004), la importancia de los neumocitos radica en
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que la replicacién del virus, especificamente SARS coronavirus, toma lugar cominmente
en el tracto respiratorio inferior (LRT, Low Respiratory Tract, por sus siglas en inglés),
que justo conlleva a un dano alveolar (DAD, Dano Alveolar Difuso). Por tanto, un primer
contacto del virus con el cuerpo es a través de células como los neumocitos [6].

Coronavirus

El coronavirus es un virus con genoma ARN, lo que
implica que sintetizan el ARN mensajero con una
ARN polimerasa viral. El significado de su nombre
parte de la consideracion de su familia: Coronaviridae.
Dentro de esta misma familia se encuentra el virus del
Figura 2: (2008). Micrografia sindrome respiratorio agudo grave o severo (SARS-

i i

electronica del wvirus SARS- CoV) y el sindrome respiratorio del Medio Oriente
CoV-2, obtenida mediante mi- (MERS-CoV). Inicialmente, la variante fue conocida
croscopia electronica de trans- como nuevo coronavirus 2019 (2019-nCoV); pos-
mision (TEM). La imagen  teriormente bajo decisién del Comité Internacional de

muestra detalles microscopicos Taxonomia de Virus, se le denominé SARS-CoV-2.
de la estructura viral. Dr. Go-

pal Murti/Visuals Unlimited,

Inc.

Haciendo uso de técnicas como la microscopia electronica, se ha observado que la estruc-
tura del virus es redondeada con espiculas, similar a una corona solar. La composicion
proteica estructural del virus consta de cuatro proteinas: de espicula (S), de envoltura
(E), de membrana (M) y nucleoproteina (N). En cuanto a las funciones, la proteina S es
la méas antigénica y le da forma de corona. La proteina N se encarga de la proteccion del
genoma y contribuye en la sintesis del ARN viral. La proteina M proporciona estructura
y estabilidad al virén. Finalmente la proteina E funciona como canal iénico [13].

A grandes rasgos, durante el ciclo replicativo lo que ocurre es que el virén de SARS-CoV-
2 se une a la célula huésped bajo la interacciéon de la proteina S con la proteina ECA2
(enzima convertidora de angiotensina 2). Es importante resaltar que es comun encontrar
ala ECA2 en el tejido respiratorio (desde la cavidad nasal hasta los alvéolos pulmonares).
Considerando también a la proteina TMPRSS2 (serina proteasa transmembranal 2), el
virus ingresara mediante endocitosis.

Una vez que las membranas se fusionaron, se libera la nucleocépside en el citoplasma,
permitiendo la sintesis del genoma viral en los ribosomas. Posteriormente en el reticulo
endoplasmaético y en el aparato de Golgi, se inicia un proceso de ensamblaje (interaccién
genoma-nucleocépside). Finalmente gracias a la exocitosis los nuevos virones abandonan
a la membrana celular, dando pauta a iniciar nuevamente el ciclo.

La justificacién sobre el origen del virus se ha inclinado hacia un cardcter zoondtico,
especificamente con el murciélago. Esto porque la distancia filogenética entre el genoma
del SARS-CoV-2 y el genoma del Bat-CoV RaTG13 es muy cercana (= 96 %) [12][13].



Modelado matematico

Antecedentes

La mortalidad humana tiene y ha tenido una gran variedad de factores contribuyentes
a lo largo de la historia. Uno de ellos y de los que mas han resonado en los ultimos
anos, son las pandemias. En sentido general, una pandemia se puede describir como una
enfermedad epidémica que alcanza a una gran parte de la poblaciéon. Ahora, la palabra
epidemia hace referencia a una propagacién de una enfermedad pero limitada espacio-
temporalmente. Estos sucesos funcionan bien como campo de trabajo y aplicabilidad de
modelos matematicos, pues estos ultimos cuentan con herramientas que proporcionan
una aproximacion funcional de la dinamica real de la propagacién a lo largo del tiempo
y del espacio.

El comienzo de la invasién de microorganismos data desde antes de la extincion de los
neandertales hasta hoy en dia; situacion interesante ya que demuestra la capacidad evolu-
tiva conforme nuestro mismo desarrollo. Ejemplos de pandemias por las que el ser humano
ha tenido que atravesar son: la peste negra (alrededor de 542 d.C.); la viruela (hace 10,000
anos); la gripe espanola (alrededor de 1918); la gripe asidtica (alrededor de 1957); SIDA
(alrededor de 1981); entre otras. La cantidad de muertes que estas pandemias han dejado
oscilan en un intervalo de 5,000 personas a 3,000,000 de personas [4].

La consideracion de emplear modelos matematicos para el entendimiento de su dinamica,
data a principios del siglo XVIII, con Daniel Bernoulli. La motivacion fue la eficacia de
la inoculacién determinando si ella permitiria ampliar la esperanza de vida a través de el
calculo infinitesimal. Posteriormente surge otro modelo, con Ronald Ross. La enfermedad
que incito al desarrollo de este modelo fue la malaria. Aparte de determinar que el parasito
de malaria habitaba en el sistema digestivo de un mosquito llamado Anopheles, también
encontré que la solucién no era exterminar por completo a la especie de mosquitos.
Finalmente con William Kermack y Anderson Mckendrick, se establecieron las bases
para lo que hoy se conocen como modelos compartimentales tipo SIR.

Ya que es de los primeros contactos con el modelado matematico, se hace especial hincapié
en el modelo de Bernoulli. El modelo de Bernoulli buscaba demostrar la eficacia de la
inoculacién a largo plazo; para ello, Bernoulli consideré que la probabilidad de contraer
la viruela y de morir por la infeccion, era independiente de la edad. Ademas, propuso que
quienes sobreviven a la viruela, desarrollan inmunidad. Asi, se puede definir a p como
la probabilidad de que un infectado muera por viruela; lo contrario, la supervivencia, se
denota como I-p; q se refiere a la probabilidad de contraer la infeccién. Asi, la poblacién
total estara dada por

P(t) = S(t) + R(?) (1)

donde S(t) es la cantidad de personas susceptibles a infectarse y R(t) los recuperados.
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Definiendo a la mortalidad por otros motivos como m(t), se tiene que

ds
2~ ¢S —m(t 2
o= a5 —m(1)S (2)
dR
W g1 p)s - mio) )
dpP
— = —qpS —m(t)P 4
o = —apS —m(t) (4)
Tras eliminar el término m(t) con el fin de encontrar la relaciéon entre S(t) y P(t), y
definiendo f(t) como la derivada de %, se tiene
df 2
2 5
o = —af +paf (5)
Resolviendo se encontrara la fraccion de susceptibles
S 1
- - 6
P (1—pet +p ®)

Para calcular la esperanza de vida, se debe plantear un escenario donde no hay muertes
por inoculacién sino muertes por otros motivos; esto lleva a la determinacién de P*(t),
como la poblacién que muere por diferentes motivos fuera de la viruela. Asi, la esperanza
de vida es

E(t) = %O /0 " Pt (7)

B (t) = %O /0 " Pt (8)

Lo anterior permitié a Bernoulli demostrar que la esperanza de vida si se veria aumenta-
da tras la implementacion de la inoculacion. Ello senté las bases para la fiabilidad de los
modelos matematicos para entender el comportamiento de la propagacién de infecciones.

El modelo de Ross se describe con dos ecuaciones diferenciales. Se consideran varios
pardmetros: N es el nimero total de personas; I(t) es el nimero de infectados; n es
el nimero de mosquitos; i(t) es el nimero de mosquitos portadores de malaria; b es la
frecuencia con la que los mosquitos infectan; p es la probabilidad de transmisién humano
a mosquito; p’ es la probabilidad de transmisiéon de mosquito a humano; a es la tasa de
humanos recuperados y m es la mortalidad de mosquitos. Asi

% = bp%% —al (9)
Se tomo el estado estacionario para resolver ya que es un periodo de tiempo donde algunos
parametros se mantienen constantes. Con lo anterior, se pudo determinar un punto umbral
para determinar cuando las soluciones tienen significado fisico y cuando no. Asi se tiene

que
., amN
n'=-5— (10)
b*pp
La caracteristica més sorprendente de esta 1ltima ecuacién es que con ella, se demuestra
que no es necesario llegar a la extincién de la especie para la erradicacion de la malaria.
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La dinamica de la transmisién también se ve descrita por el niimero basico de repro-
duccién. Esta ecuacion surge a partir de la consideracion de introducir a una persona
infectada en una poblacion sana. Se tiene entonces

b2 pp'n

R, = 11
amN ( )

Si R, > 1, significa que al menos un infectado transmitira la infeccién a otra persona
hasta la etapa de recuperacién.

La consideracion de la evolucion del crecimiento de poblaciones es fundamental para el
entendimiento de un brote epidémico. Sea una poblacién donde todos los individuos viven
en libertad y no hay ni restricciones ni competencia, se define x(t) como la densidad de
poblacion; si ademas se conocen las tasas de nacimiento, muerte y migracion, entonces la
tasa de cambio de la densidad de poblacion es calculable.

Considerando h como un intervalo corto de tiempo, el nimero de nacimientos es apro-
ximadamente khx, donde k es la tasa de natalidad. Esto funciona para poblaciones que
se reproducen por division. Es fundamental que el intervalo de tiempo sea corto para
asegurar la proporcionalidad. Asi

2t +h) —x(t) = (k — wa()h (12)

donde p es el indice de mortalidad. Es bajo este modelo que Malthus pudo predecir que si
la poblacién creciera ilimitadamente, los recursos no serian suficientes. Para solucionarlo,
se modifica la ecuacién considerando una cantidad llamada capacidad de carga de
la poblacion K. Entonces la evolucién restringida esta dada por la siguiente ecuacion

logistica
dx(t) x(t)

0y (1-20) -

Se puede concluir que la ventaja de aplicar una ecuacién logistica para el estudio evo-
lutivo de una epidemia proporcionan parametros importantes: el dia de mayor ntimero
de infectados, la duracién de la epidemia y el total de infectados. No obstante, en lo
anterior todo funcioné ya que habia simetria, situacién no tangible en la realidad. Para
ajustar la ecuacion considerando factores tangibles, se propone la ecuacién de Gompertz.
En general, se tratan de curvas sigmoidales que describen que una vez pasado el maximo
de infectados diarios, la curva tendera a caer mas lentamente. Asi

dx(t)

L] (%) (14)

Al rededor de segmentar a la poblacién en: susceptibles, infectados y recuperados, es
posible proponer un modelo para la propagacién de enfermedades infecciosas, tal y como
lo proponen Kermack y McKendrick. Ademas, son modelos que también consideran a la
inoculacién y al confinamiento como parametros. S(t) se refiere al nimero de individuos
susceptibles; es decir, individuos sanos que pueden contagiarse. I(t) se refiere al niimero de
infectados. R(t) se refiere al nimero de recuperados; en este ultimo es importante resaltar
que estos individuos ya no transmiten la enfermedad (ya sea por la misma recuperacién
o defuncién). Lo anterior se conoce como modelos compartimentales tipo SIR y tiene
variantes. La primera es un modelo de dos estados, entre susceptibles e infectados: modelo




SI. La condicion es que el periodo de tiempo de la enfermedad es corto, sin considerar
nacimientos ni muertes. Por otra parte, esta el modelo SIS. El modelo SIS propone que
los infectados se recuperan pero no son inmunes. Se definen cantidades como la tasa de
contagio § y la tasa de recuperacién 9.

Dentro de la gama de ecuaciones que describen el comportamiento de la propagacion,
las siguientes juegan un papel crucial: el nimero efectivo de reproduccién (punto
umbral)

Re = 6—850 (15)
y el niimero basico de reproduccién
6]
%) e ]_
R, =" (16)

el cual determina si el crecimiento sera de forma lineal o exponencial.
Asi, se llega a las siguientes condiciones

R, > 1 (17)
significa que los infectados pasaran a formar parte de la poblacion.

R, <1 (18)
significa que los infectados desapareceran eventualmente.

Para este proyecto, el siguiente modelo sienta las bases del desarrollo asi que se describe
con mayor detalle a continuacién. El modelo SIR se caracteriza por tener una parte de
la poblacién recuperada e inmune (susceptibles independientes de recuperados). v es la
fraccion de infectados recuperados. Asi

ds )
% = —BZS (19)
di i )
i Bis — i (20)
dr )

El cambio de las cantidades de S — s y demas se hace con fines practicos de una mejor
manipulacién de las cantidades propuestas.

Considerado que se esta trabajando sobre una poblacion de infectados que no tienen
contacto con més poblacién S(t) (Sis = 0), se tiene que

di

2 — i 22

o= (22)
De ello se desprende _

1) _ e (23

()

cantidad que indica la probabilidad de seguir infectado en un tiempo ¢. Entonces la

probabilidad de recuperarse es
Fit)y=1—¢" (24)
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la densidad de probabilidad (derivada) es

ft) = e (25)

y con ello se define el tiempo promedio de recuperacion de un infectado

- /OO L)t = (26)

0o v

La identidad fundamental exprese la relacién entre s e 7 y estd dada por

. Y . Y
i=—s+—-Ins+i,+s,— —=1Ins, 27
3 3 (27)

como observacion, no hay dependencia espacial.

La consideracién de factores como el uso de mascarillas o el distanciamiento interpersonal
solamente influye en la adiciéon de parametros y términos. Sea el caso donde hay una
campana de vacunacion, si bien se utiliza el modelo SIR pero con una ligera modificacion
(modelo SIR-v). Siendo v la fraccién de vacunados y considerando un 100 % de efectividad
de la vacuna, entonces

ds ,
i —Bi(l —v)s (28)
di , ‘
i Bi(l —v)s — i (29)
% i (30)

lo anterior funciona para el caso de la vacunacion, pero ello indica que también es posible
la aplicacion para cuando se considera la respuesta inmune.

Los modelos también son aplicables, bajo modificaciones, para situaciones donde la infec-
cién permanece por mucho tiempo, mas de una década (modelo SIR endémico). Si bien
se trata nuevamente de un modelo tipo SIR, con la condicién de considerar la tasa de na-
talidad y mortalidad. A ambas se les considerara como iguales, por lo que se representan
con f.

Gracias a la representacion grafica considerando este tipo de modelos, es facil caer en
cuenta de las ventajas inmediatas de llevar a cabo un plan de confinamiento y/o distan-
ciamiento social; pues las curvas, principalmente las de infectados y expuestos, presentan
un aplanamiento lo que significa que el nimero de infectados disminuye (a pesar de que
hay un desplazamiento que prolonga la duracién de la transmisién). Esto demuestra la im-
portancia y utilidad que pueden brindar para salvaguardar la integridad de una poblacion
durante la exposicién a una infeccién [4].

Es importante resaltar que el caracter de las ecuaciones expuestas en el presente proyecto
es logistico. Una ecuacién logistica si bien se trata de ecuaciones diferenciales ordinarias
que describen el crecimiento y decrecimiento de poblaciones a lo largo del tiempo, se
caracterizan por sus entornos limitados. Que un entorno esté bien limitado es necesario
ya que es lo mas parecido a la realidad, principalmente porque los recursos suelen ser
temporales [4].
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Criterio de Informacién de Akaike (AIC)

La propuesta de modelos que buscan describir el comportamiento de determinado fenéme-
nos necesita de un criterio y/o condicién de seleccion. Esto con el motivo de clasificar la
eficacia de cada uno de ellos. En particular uno de estos criterios es el llamado Criterio
de Informacién de Akaike, el cual se define como una herramienta para verificar qué
tan éptimo es un modelo particular dentro de un conjunto finito de modelos.

En primera instancia, lo ideal seria que el criterio permitiera encontrar el modelo que,
durante el proceso, no perdiera informacién. No obstante en la realidad eso es imposible,
asi que el objetivo es el de obtener un modelo que pierda la menor cantidad de informa-

cién. Asi, se resume que el AIC resultara en la eleccién del modelo mas 6ptimo a través
de

AIC = —2In L(0) + 2K (31)

de donde In L(6) se refiere al logaritmo que se relaciona con los pardmetros libres de un
modelo estadistico, y K es el nimero de parametros libres del modelo.

Se habla de una distancia entre el modelo y el mecanismo generador de datos. Al ser
dependientes de datos experimentales, es de caracter relativo, ademas de que la genera-
cion de datos suele ser dificil de caracterizar. De la misma ecuacion anterior cada término
describe temas diferentes. El primer término es practicamente la calidad de ajuste a los
datos experimentales por parte del modelo. El segundo término se conoce como penali-
zacion y es proporcional al nivel de complejidad del modelo.

Una vez determinados los valores de AIC, el menor de ellos significa que el modelo o se
ajusta bien a los datos o simplemente no es tan complejo.

Se definen también la diferencia AIC y el peso de Akaike. La primera estd dada por

AMC = AIC; — AIC (32)

Esta ecuacion permite la jerarquizacion de modelos segtin distancias con el mejor modelo;
cuando AMY = 0, entonces se trata del mejor modelo. AIC,,;, es el menor valor AIC
dentro del conjunto de modelos a probar.

La siguiente cantidad estd dada por

_1AAIC
2Ai

AIC _ e
T SO ematte (33)

y se refiere a los pesos de Akaike. Ellos permiten la cuantificacion de la calidad de los
modelos; es decir, es la probabilidad de que un determinado modelo 7 sea el mejor modelo
dentro de todo el conjunto [2][9].
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Modelo matematico para la dinamica
viral dentro del cuerpo humano

Alrededor de todo el estudio que se ha llevado a cabo para la comprension de la dinamica
viral del SARS-CoV-2, se han propuesto modelos con diferentes implicaciones que invo-
lucren la mayor cantidad de parametros posibles y asi poder representar a la realidad de
una manera mas cercana. Los factores dependen de temas como la respuesta inmune en
general y la infeccién de diferentes tipos de células blanco.

Mientras que los modelos matematicos epidemioldgicos cumplen con la funcién de estimar
la manera en que la infeccion se dispersard ademaés de evaluar el impacto de la misma con
fines de mejoras en las medidas de seguridad, los modelos del tipo intra-hospedero también
tienen un grado alto de relevancia. Esto porque este tipo de modelos son de gran utilidad
en el entendimiento de temas como son la interaccién con el sistema inmune, el impacto
del efecto farmacologico y la misma dindamica durante el ciclo de replicacion. La razén
de que este tipo de modelo proporcione una visibilidad mas clara sobre la dinamica viral
recae particularmente en el conocimiento de interacciones dominantes entre los diversos
grupos celulares; mismo que sera benéfico en la determinacion de medidas de seguridad
1.

Uno de los desarrollos que generalmente no se lleva a cabo es el de la caracterizacion de
un modelo. La caracterizacion de un modelo se define como el proceso a través del cual, se
describen los comportamientos, propiedades y caracteristicas de un modelo matemaético.
Lo anterior implica la definicién de variables, parametros, ecuaciones; la identificacion de
suposiciones; el andalisis de propiedades matematicas (linealidad, convergencia, etc.); la
validacién; las limitaciones y la interpretacion de resultados. En ese sentido, esta investi-
gacion también proporciona una parte del andlisis para determinar la caracterizacién del
modelo limitado por células blanco [1].

Modelo limitado por células blanco

En particular, existe un modelo que se basa en la interacciéon que hay con las células
huésped; a estas células se les denomina células blanco. Es un modelo que se ha aplicado
y ha funcionado para otras enfermedades como son SIDA, Hepatitis, Ebola e Influenza.
Se le conoce como modelo limitado por las células blanco e involucra las siguientes
caracteristicas:

= Se basa en la interaccion virus-célula huésped.

» La tasa de infeccién estd limitada por la disponibilidad y/o nimero de
células huésped.

» La dependencia es directamente proporcional a la velocidad de infeccién: pocas
células infectadas significa una tasa de infeccién baja.
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= Las ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas que involucra describen el cambio
en la poblacién de células huésped y cambio en la poblacion del virus.

= Es un modelo cuyo ajuste es mejor comparado con modelos de crecimiento expo-
nencial y decaimiento logaritmico.

Asi, se tiene que

au
% =pUV =61 (35)
% =pl —cV (36)

donde U es el nimero de células blanco; I es el nimero de células infectadas; V' es el
numero de virones; J es la tasa de infeccion entre virones y células blanco; p es la tasa
de liberacion por parte de las células infectadas; c es la tasa de eliminacion viral y d es
la tasa de limpieza de células infectadas.

Este tipo de modelos se dice que es no negativo, ya que

U(t) >0 (37)
1(0) >0 (38)
V(t)>0 (39)
Asi
x(t) ={U),I(t),V(t)} - X:={x € R%O} (40)

De este sistema cabe resaltar que V() presenta una discontinuidad. Durante el periodo
previo a la infeccién (¢ < 0); ie., un estado estable sano, las cantidades estardn deter-
minadas por U(t) = U,, I(t) = 0y V(¢) = 0. En cuanto ¢t = 0, una pequena poblacién
viral entrara al sistema del organismo huésped y entonces da paso a una discontinuidad
de primera especie, tal que

ltm V(t) =0 (41)
t—0—
fm V(¢) =V, >0 (42)
t—0t+

Lo anterior conduce a establecer que, sea el sistema restringido de tal forma que U(¢,) > 0,
I(t,) > 0y V(t,) > 0, entonces el virus se dispersara en el organismo huésped a un tiempo
t > t, tal que existe tx > t, donde V(t) > 0; ie. habré dispersién siempre y cuando V (t)
tenga al menos un méaximo local.
El caso contrario, cuando no hay dispersion, significa que V' (¢) decrecera con t > t,; esto
es

tliglo V(t)=0 (43)
El niimero bésico de reproduccion se determina a partir de la consideracién de la condicion
inicial tal que

dl

=l =sUOV©) - 51(0) >0 (44)
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De donde

Al considerar la desigualdad

BU(0)V(0) — 61(0) >0

BU0)V(0)
—M(O) —1>0
BU0)V(0)

5100y

Entonces considerando ambos desarrollos, el niimero basico de reproduccién es

_ BU(O)p
Y

R, > 1 (46)

La determinacién de la estabilidad de un modelo es necesaria ya que a partir de ella, se
puede dilucidar informacion sobre el comportamiento a largo plazo, por ejemplo. En el
caso de un modelo epidemiolégico, ayuda en la prediccién,en la evaluacién de tratamientos
y en el perfilamiento la comprensién de la respuesta inmune.

Para encontrar el punto de equilibro se deben equiparar las ecuaciones diferenciales tal
que
au dI  dV
— =—=—=0 47
dt dt dt (47)

Lo anterior es valido si el tnico punto a considerar es
zs:= (U, 0,0),Ug € [0,00) (48)

Entonces
z, = {(U,,V)eR*: U €[0,00),] =0,V = 0} (49)

A continuacién se hard una linealizacién con una matriz jacobiana para analizar la esta-
bilidad del punto de equilibrio. Sea un estado general tal que

dU
= ULV (50)
dVv
o =h(U.LY) (52)
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la matriz jacobiana esta dada por

%% v o0 -
T=13 & | =V 0 MU (53)
oaal Lo » -
Bajo la condicion de z;
0 0 —pU;
Ag= |0 =0 BU; (54)
0 p —c
Entonces
0 0 —pU; 1 00 —-A 0 —BU;
As—= X =10 =0 BU; | =A|0 1 0| =10 —6—-X pUs (55)
0 p —c 0 01 0 P —c— A

La determinacién de los eigenvalores es importante ya que son los que permiten conocer el
conjunto solucion estable. Recordando que estos se encuentran a partir del determinante

[—5 — )\ BU,
det(As — X) = (=) =0 (56)
P —c— A
Esto es
—A[(=0 = M) (=c—A) = pBU,] =0 (57)

—Xoc— N0 — Ne—= N+ \ppU, =0
Abe — A — Ae — A2 +pBU,) =0
AM=X = Xc+0) + (pBUs —¢d)] =0

De lo anterior, es facil ver que A; = 0. Mientras que las otras dos soluciones estaran dadas
por

(c+6) £ +/(c+6)>+ 4(pBUs — cd)
2

Para la simplificacién, conviene recordar que exite un valor critico (U,) el cual estd dado
por

(58)

Ao3 = —

co
U..=—
e (59)

entonces

(c+5)j:\/(c+5)2+405 (5—‘2—1)

5 (60)

Moy = —
Si U, = U, se tendra que

(c+6) £ (c+6)
2

Aog = — (61)
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De lo dltimo se deduce lo siguiente: A\ =0y A3 = —(c+6) < 0 con ¢, > 0. Entonces se
define el conjunto solucién

rL={U1,V)eR*: U €[0,U,),I =0V =0} (62)
como estable y el conjunto solucion

2. ={(U,1,V)eR®*: U € [U,,00),] =0,V =0} (63)
como inestable [1].

Para la confirmacién de la ejecucion del modelo se recurrié a un trabajo realizado por
Wang et al. (2020) de donde se tomaron los parametros de ajuste. En este trabajo se
consideraron muestras pertenecientes a un conjunto de pacientes de Alemania, Corea del
Sur y China. A la vez, se tomaron los datos experimentales del trabajo de Hernédndez
y Velasco (2020) [§] los cuales pertenecen a un conjunto de pacientes alemanes que no
fueron sometidos a ningun tipo de tratamiento. En general, la medicién del ARN viral se
llevé a cabo de manera rutinaria diaria desde el inicio de la manifestacion sintomaética.
Las condiciones iniciales se tomaron como U(0) = 6 x 10, I(0) = 0, V(0) = 1074,
§ = 2day~*.

Es importante mencionar que los datos experimentales se tomaron del LRT ya que la
calidad y cantidad de informacién de esa regién acerca de la carga viral, es alta [10]. En
particular, los motivos fueron:

= Las zonas infectadas principalmente afectadas corresponden a pulmones y bron-
quios, mismos que forman parte de la red de 6rganos los cuales constituyen al LRT.
Asi, es conveniente tomar muestras de ellos ya que la carga viral es alta ademas de
que los cambios en la respuesta inmune son significativos.

= En tema de sintomas, un estudio de 152 casos demostrd que la tos, siendo parte del
conjunto de sintomas del LRT, ocurre en aproximadamente el 50 % de los casos.

» Los sintomas del LRT tienen consecuencias y/o resultados cuyo nivel clinico es
grave; un ejemplo es la combinacién de tos con dificultad para respirar (neumonia).

Las siguientes gréaficas representan las curvas tedricas encontradas durante el proyecto.
Se realizaron un total de ocho gréficas las cuales se localizan en el apéndice del presente
trabajo donde también se ubica la tabla de valores con los pardmetros utilizados. Se
destacan tres de ellas por presentar un valor AIC bajo. La toma de datos parte con t = 0
que representa el inicio sintomatico.

3 2
S 100 ‘ = 4 s

W |

0.01 v(t) 0.01 v(t) 1
0001 « Datos Exp.

* Datos Exp. * Datos Exp. |

0 5 10 15 20 [ 2 4 6 8 10 12 0 5 10 15 20
Tiempo Tiempo Tiempo

Paciente 3. AIC=-12.76 Paciente 14. AIC=-0.40 Paciente 2. AIC=0.06
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Modelo con respuesta inmune

Un modelo que explique el comportamiento epidemiologico puede ser mas cercano a la
realidad de acuerdo a la cantidad de términos que lo compongan. En este sentido y a
manera de modificacién, se propone la consideracién de la respuesta inmune.

Este modelo propone que el virus induce la proliferacion de células T. Es importante
resaltar que la respuesta inmune por parte de las células T no es inmediata, ello ya que
depende de qué tanto tiempo les tome familiarizarse con el virus.

En términos de ecuacion, se tiene que

av V

dr vm

= T ) 6T

di St +r (Vm n k‘?) 5T (65)

de donde K es la capacidad de carga méaxima; p es la tasa de replicacién; cpV'T es la tasa
de aniquilacion de células infectadas por parte del sistema inmune; T es el ntimero de
células T; st es el parametro de homeostasis de las células T; dr es la vida media de las
células T y r es la tasa de proliferacién. Teniendo en cuenta que la proliferacion de células
T sigue el comportamiento de una funcién sigmoidal logaritmica, k7 es una constante de
saturacion media y m es la anchura de la funcién sigmoidal.

El estudio realizado por Hernandez y Velasco (2020) y Wélfel et al. (2020) desaroll6 la
metodologia necesaria con pacientes alemanes [17], [§]. Las condiciones iniciales conside-
raron V(0) = 0,31%2< 7(0) = 10% y 7 = 0,1 considerando que la vida media de las
células T dura aproximadamente 4 dias.

Las graficas siguientes ilustran las curvas tedricas derivadas durante el proyecto. Se ge-
neraron en total nueve graficas, las cuales se encuentran detalladas en el apéndice de este
documento, junto con la tabla que contiene los valores correspondientes a los parametros
empleados. Es relevante mencionar que tres de estas graficas resaltan debido a la exhi-
bicién de un bajo valor de Criterio de Informacién de Akaike (AIC). La toma de datos
parte con t = —3 que representa el inicio sintomatico.

108

I & 100 ] & 100
v(t) vit) - v(t)
e Datos Exp. « Datos Exp. | * Datos Exp.

10 15 0 s 0 15 20 0 5 10 15 20
Tiempo Tiempo Tiempo

Paciente I. AIC=-42.49 Paciente A. AIC=-1.33 Paciente F. AIC=7.07
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Modelo con respuesta inmune especifica

La versatilidad inherente a la descripcion de modelos matematicos mediante una amplia
gama de parametros y términos ofrece la flexibilidad necesaria para manipular diversas
combinaciones. Puede considerarse que el modelo restringido por células blancas consti-
tuye la piedra angular de todos los demas. De hecho, la demostracién de sus puntos de
equilibrio mediante la linealizacién mediante una matriz jacobiana se llevé a cabo con el
propdsito de resaltar su importancia fundamental en el desarrollo de otros modelos.

Posterior a ese modelo base, se presenté un modelo resultado de la proliferacion de células
T gracias a la presencia viral. De esta manera este tercer modelo lo que busca es encontrar
qué tan distinta es la curva tedrica si se combinan los dos previos. Asi, la propuesta de
este proyecto es la combinacién de los trabajos de Wang et al. (2020) [15], Hernandez y
Velasco (2020) [8] y Wolfel et al.(2020) [17].

La intencién de combinar modelos dinamicos en este proyecto se enfoca en la biisqueda de
una representacion mas completa y precisa del sistema biolégico en estudio. Cada modelo
individual aborda aspectos especificos de la dindmica viral y la respuesta inmune, lo que,
al combinarse, proporciona una visiéon mas holistica de la interaccion entre el virus y el
sistema inmunologico.

Al validar cada modelo por separado con datos experimentales, se aseguré de que ambos
modelos estén completos asi como que proporcionen informacion tinica. La combinacién
se convierte asi en un enfoque que aprovecha las fortalezas individuales de cada modelo,
respaldando la solidez del enfoque general.

Por otra parte, esta la incorporacion de multiples factores biolégicos complejos. La in-
terrelacion entre la dinamica viral y la respuesta inmune puede ser intrincada, asi que la
combinacion de modelos facilita la captura precisa de estas interacciones.

Finalmente, la justificacién descansa en la coherencia con datos experimentales y en la
mejora de la capacidad predictiva del sistema. Si los modelos individuales son consistentes
con los datos reales y la combinacion mejora la capacidad de prever el comportamiento del
sistema, entonces el enfoque conjunto se respalda tedrica y empiricamente, fortaleciendo
la validez de la investigacion.

El modelo combinado entonces se puede explicar bajo tres puntos

» En la biodiversidad celular, existen muchos tipos de particulas celulares y/o tejidos
que pueden ser infectados.

= Es un modelo que considera células blanco principales y secundarias, analogo a
considerar una primera y segunda ola de infeccion.

= La idea surge a partir de un estudio donde se detecté material viral del tipo SARS-
CoV-2 dentro de linfocitos [16].

Asi, el conjunto de ecuaciones diferenciales estard dado por

dN

— = —BV(HN() (66)
dL
= = A= V(L) (67)
L= BVOING) + L)~ [500) + L)1) (68)
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= pI(t) ~ V(1) (69)

de donde N es la concentracién de neumocitos y L es la concentracién de linfocitos
(en un organismo saludable, su cantidad es constante), siendo la primera y segunda ola
respectivamente; A es la tasa de restitucion celular para linfocitos y se mantiene constante
porque la regeneracién celular es lenta; [ es la tasa de infeccion para ambos casos; ¢ es
la tasa de eliminacién viral para ambos casos; p es la tasa de liberacion de virus; I es
la cantidad de células infectadas, por lo que involucra a amboas olas; wLI se refiere a la
eliminacion de células infectadas gracias al sistema inmune; i es el dia donde se asume
que inicia la respuesta inmune adaptativa y finalmente 0; y () se refiere a la tasa de
muerte de células infectadas. El iltimo término presenta un comportamiento especifico.
Se tiene que
07 st t<p
i(t) = (70)
Sre?tH st > p

En el contexto de tasas de eliminacién celular, generalmente se usan modelos tipo Michaelis-
Menten. Estos modelos involucran una funcion de saturacion la cual se define como una
funcién que modela cémo la tasa de eliminacién (o muerte) de células cambia cuando se
satura o alcanza un maximo a medida que la densidad celular aumenta [5]. Este tipo de
funciones reflejan la idea de que, a medida que la poblacién celular crece, la tasa de elimi-
naciéon puede llegar a un punto donde ya no aumenta a pesar de un aumento adicional en
la densidad celular. No obstante, emplear este tipo de funciones resultaria en la adicién
de pardmetros, asi que es mas conveniente expresar tal bajo una funcién exponencial [15].

La determinacién del niimero basico de reproduccion conlleva el mismo tratamiento que
con el modelo limitado por células blanco. Asi

dl

il = BV OIN(0) + L(0)] = [0r + wL(0)]1(0) > 0 (71)

CZ—‘; _, = PI0) =eV(0) =0 (72)
=
i R, = PINO) + LO] -

(07 + wL(0)]c

Las graficas presentadas a continuacion representan el resultado triunfante del modelo
compuesto que ha sido el foco central de esta investigacién. Estas curvas tedricas, inscritas
en un total de diez representaciones visuales meticulosamente detalladas en el apéndice
de este documento, se destacan como logros notables que encapsulan la esencia de este
trabajo de investigacion. La informacién que se rescata de estas curvas se refleja no solo
la funcionalidad del modelo, sino también su capacidad para capturar la complejidad de
las interacciones entre el virus y el sistema inmunolégico.

Lo que distingue atin més estas representaciones es la presencia de tres curvas que sobre-
salen significativamente. Se traducen en valores extraordinariamente bajos del Criterio de
Informacién de Akaike (AIC), subrayando la robustez y precisién del modelo. Esas cifras
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son un AIC de -10.92 para el paciente 3, -4.04 para el paciente 1, y -1.70 para el paciente
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Conclusion

En cierre, esta investigacion representa un paso significativo en la comprensién de la
dindmica viral intra-hospedera, particularmente enfocada en el SARS-CoV-2. Desde las
primeras etapas, el objetivo era el de poder comprender cada detalle que rodea la infeccion
viral, permitiendo asi posteriormente la propuesta de mejoras es modelos previamente
establecidos.

La replicacion de modelos tedricos existentes ha sido un componente clave de este trabajo,
y los resultados obtenidos han sido coherentes con los hallazgos previos en la literatura.
Este éxito subraya la robustez de estos modelos en la descripcion de la interaccion entre
el virus y su hospedero.

La fusion de dos modelos independientes ha representado un logro destacado. La capaci-
dad de este enfoque combinado para capturar la complejidad de la dindmica viral brinda
una herramienta mas precisa y comprensiva. La validacion de los resultados frente a la
bibliografia existente refuerza la confianza en la utilidad y aplicabilidad de nuestro enfo-
que.

A pesar de estos logros, es importante reconocer que este proyecto marca el comienzo
de una investigacién mas profunda. Las oportunidades futuras incluyen la consideracion
de factores adicionales que podrian influir en la dindamica viral, la validacién experimen-
tal de nuestros resultados tedricos y la adaptacion del modelo a situaciones especificas.
Este trabajo sienta las bases para una investigacién continua y promete descubrimientos
adicionales a medida que la ciencia evoluciona.
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Apéndice

Modelo

limitado por células blanco
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Paciente g P c V(0) AIC
1 98 x 107" | 9,7x10* | 6,7x 107! | 107* | 7.890298
2 1,8x107% | 6,25 x 10 | 6,5 x 10~ | 10~* | 0.06341452
3 5x 1074 19 0.3 1074 | -12.76443
4 6,5 x 107* | 2,2 x 10° 1 107* | 7.098075
7 1,9 x 107° | 4,3 x 10? 0.6 107* | 9.350209
8 9,1 x 107 | 5,8 x 10° 0.6 1074 | 10.45424
10 9,7x 107" | 9,4 x 10 0.5 1074 | 15.19438
14 47 x107° | 1,2 x 10 2 10~% | -0.409692

Cuadro 1: Valores que representan el mejor ajuste; la toma se hizo sobre la carga viral
LRT por sus siglas en inglés) sobre pacientes de nacionalidad alemana. Las unidades se
dan como sigue: [8] = ml/virus/day, [p] = day™?, [c] = day™" y [V] = £XA [15], [§].
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Modelo con respuesta inmune
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Tiempo

Paciente I

Paciente r cr P kr AIC
0.794 | 1,58 x 107% | 6.31 | 7,94 x 107 | -1.33
0.126 | 7,94 x 1076 | 12.58 | 1,99 x 106 | 11.43
0.020 | 1,68 x 1075 | 19.95 | 1,58 x 103 | 14.28
0.251 | 1,68 x 1079 | 6.31 | 3,16 x 10* | 7.16
0.316 | 1,00 x 10-¢ | 5.01 | 5,01 x 10° | 16.04
0.398 | 1,26 x 107% | 6.31 | 1,00 x 107 | 7.07
0.158 | 1,99 x 1076 | 6.31 | 7,94 x 10* | 24.59
0.050 | 2,52 x 1075 | 31.62 | 2,52 x 103 | 10.23
0.794 | 1,58 x 107® | 8.57 | 1,00 x 103 | -42.49

D OQTEOEHOQT =

Cuadro 2: Valores estimados de acuerdo a los datos de Wélfel et al. (2020). Los parametros
m, 0r, y K corresponden al mejor ajuste [17], [§].
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Modelo con respuesta inmune especifica
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Paciente 14




Paciente 64 p c w o | V()| u AIC
1 4,79 x 1078 | 377 x10° | 78 [2,09x107* | 1072 | 1073 | 15 | -4.042036
2 59x 1078 | 1,3x10° [39.5|1,59x107*| 0.1 | 107* | 8 |-1.708228
3 3,6 x 1076 | 1,23 x 103 | 4.4 1073 0.1 | 107 | 9 |-10.92767
4 73x 1077 | 5,7x10% | 44 | 1,1x1072 | 0.5 | 107* | 6 | 5.980355
7 1x107° 1,1 x10° | 215 | 45x107* | 0.11 | 1073 | 9 17.5142
8 902%x10°% | 1,2x10° | 109 | 41x 1075 | 0.1 | 107* | 6 | 6.927418
10 15 x 1077 9 x 10? 0.8 1079 0.93 | 107 | 2.5 | 17.56648
14 A% 107 | 65x10% | 20 | 14%x1072 | 1.8 | 1075 | 6 | 0.105858

Cuadro 3: Valores que representan el mejor ajuste; la toma se hizo sobre la carga viral
LRT (Low Respiratory Tract por sus siglas en inglés) sobre pacientes de nacionalidad
alemana. Las unidades se dan como sigue: [8] = ml/virus/day, [p] = day™!, [c] = day™!,
W] = ml/cell/day, [0] = day~'y [V] = E¥A. Recordando que &; y A son cantidades fijas
[15].
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