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Resumen

La constante amenaza de infecciones, desde malestares leves hasta consecuencias letales,
ha situado la comprensión de la dinámica viral como una prioridad cŕıtica. En este con-
texto, los modelos matemáticos basados en ecuaciones diferenciales ordinarias se erigen
como herramientas esenciales para analizar y anticipar el curso de las infecciones a ni-
vel celular. Este proyecto examina modelos existentes de dinámica viral intra-hospedera,
proponiendo la fusión de dos modelos independientes. Con un enfoque más integral, se
busca una comprensión precisa de las complejidades de las interacciones virus-huésped
a nivel celular. Cabe destacar que este análisis se fundamenta en muestras de pacientes
reales, realzando la aplicabilidad y relevancia cĺınica de los resultados. La exploración de
estos modelos y su convergencia busca formar un enfoque más completo y preciso.

Palabras clave: Virus, modelos epidemiológicos, ecuaciones diferenciales ordinarias,
dinámica intra-hospedera.
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Introducción

La vida, en su esencia más frágil y resiliente, enfrenta uno de sus desaf́ıos más omnipresen-
tes: la amenaza constante de infecciones que oscilan entre simples malestares y potenciales
peligros letales. Esta realidad intŕınseca ha colocado en el centro de nuestras prioridades
la comprensión exhaustiva de la dinámica viral, una interacción constante entre virus y
hospederos que define la salud y la enfermedad. La urgencia de este conocimiento ha lle-
vado a explorar herramientas poderosas, y entre ellas, los modelos matemáticos emergen
como una efectiva solución.

En este contexto, las ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas se emplean como ins-
trumentos flexibles y precisos que permiten no solo entender, sino también prever el curso
de las infecciones virales. Desde el análisis de simples interacciones virus-huésped hasta
la consideración de la intrincada red de células participantes en la respuesta inmune, los
modelos matemáticos nos ofrecen la capacidad de capturar la realidad en un lenguaje
cuantitativo y manipulable.

Este proyecto examina los modelos existentes para entender la dinámica viral dentro del
hospedero. En lugar de simplemente revisar estos modelos, se propuso la combinación de
dos modelos independientes que han demostrado eficacia en desentrañar las complejidades
de la dinámica viral. La convergencia de estos modelos ofrece un enfoque más completo
y preciso para comprender la interacción entre los virus y sus hospederos.
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Perspectiva biológica

Virus

Se le llama virus a una part́ıcula de tamaño pequeño
(entre 20nm y 300nm) compuesta de moléculas de
ácido nucleico (ADN o ARN) [11]. En lo que res-
pecta a la configuración del material genético, este
puede presentarse como cadena simple (monocatena-
rio) o como cadena doble (bicatenario). Independien-
temente de que la variedad de virus sea amplia, el ob-
jetivo que todos comparten es el de la replicación en
huéspedes para poder controlar las funciones básicas
biológicas de reproducción de esta última y comen-
zar un proceso infeccioso. La terminoloǵıa adecuada,
conduce a llamar a la part́ıcula como virus una vez
se entra en contacto con la célula; de otro modo la
part́ıcula se denomina virón [4].
Estructuralmente, el ácido nucleico está protegido por
un envoltorio llamado cápside proteica. En conjun-
to con el ácido nucleico, se denomina nucleocápside
y su función es la de optimizar el acceso a la célu-
la huésped. La geometŕıa de esta envoltura puede ser
icosaédrica o helicoidal.
Algunos casos presentan una capa aún más externa
que la cápside proteica y está formada por una mem-
brana lipoproteica; es aqúı donde pueden aparecer es-
tructuras del tipo espicular formadas de material gli-
coproteico. Esta estructura aparece siempre y cuando
ya esté en contacto con una célula sana.
Para denominar a cada tipo de virus, su clasificación
considera orden, familia, subfamilia, género y especie.
En lo que respecta al ciclo replicativo, todos los vi-
rus dependen de la célula huésped; pues es justo de
su proceso de biośıntesis de donde los virus se repli-
can generando nuevas células que portan el material
genético infeccioso. El ciclo se divide en tres etapas:
iniciación (inyección de material genético); replicación
(traducción); ensamblaje y liberación [12].

Figura 1: (1986). Virus del
Papiloma (VPH) Micrograf́ıa
electrónica de un virus del pa-
piloma humano (VPH) teñido
negativamente, que se encuen-
tra en verrugas humanas. Las
verrugas en las manos y los
pies nunca se ha sabido que
evolucionen hacia el cáncer.
Sin embargo, después de mu-
chos años, las verrugas cervi-
cales pueden volverse cancero-
sas. Laboratory of Tumor Vi-
rus Biology
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Sistema inmunológico
La respuesta inmune se refiere a todos los procesos que se llevan a cabo para proteger a
un cuerpo ante una infección. Si bien esa es la intención, la manera en que lo hace resulta
ser poco intuitiva ya que recurre a procesos como inflamación, aumento de temperatura
e incluso neumońıa. Consta de dos partes principalmente: el sistema inmune innato y
el sistema inmune adaptativo. A su vez, el adaptativo se divide en dos: el sistema
serológico (mediado por anticuerpos producidos por células B) y el sistema mediado
por células T.

La respuesta inmune innata se caracteriza por ser rápida; se basa en el reconocimiento
de estructuras moleculares genéricas. Si bien no son aptas de focalizar un patógeno en
particular, permiten una buena identificación espacial de la infección en cuestión.

La respuesta inmune serológica se lleva a cabo por anticuerpos (inmunoglobulinas: gli-
coprotéınas presentes en la circulación sangúınea). Estos se caracterizan por unirse a
estructuras moleculares espećıficas del ant́ıgeno reconocido.

Mientras que el sistema inmune y el sistema serológico de anticuerpos constan de recono-
cer moléculas que se encuentran en las superficies de los microorganismos invasores, en
el sistema adaptativo las células T reaccionan ante péptidos que vengan acompañados
de moléculas MHC.

Las células T son un tipo de linfocito que se genera en la médula ósea para después
madurar en el timo. Un proceso de maduración de este tipo de células se refiere a ponerlas
a prueba para conocer su efectividad ante la defensa viral. Si no se pueden unir a moléculas
MHC y/o se unen a ant́ıgenos incorrectos, son eliminadas. Durante una infección en estado
activo, los niveles de células T se elevan; no obstante, cuando la infección es controlada
y eliminada, los niveles ya no necesitan estar tan altos y pasan a una etapa programada
de muerte celular conocida como apoptosis [7].

A manera de resumen, el sistema inmune lo forman una gran cantidad de células que tie-
nen la función de reconocer y posteriormente eliminar agentes que señalen una amenaza.
En particular, la inmunidad innata está conformada de células como macrófagos o células
dendŕıticas. Además de ellas, también están presentes subpoblaciones de linfocitos tipo
T y tipo B [14].

Los modelos que se presentan más adelante tienen una contribución por parte del sistema
inmune, aśı que es conveniente la descripción detallada de los elementos que resaltan.

Los linfocitos se categorizan dependiendo de su estructura y funcionalidad. Se dividen
en: linfocitos B, linfocitos T y linfocitos de inmunidad innata. Los primeros, estando en
su etapa madura, tienen el objetivo de reconocer ant́ıgenos espećıficos y desarrollar una
respuesta inmune. El último tipo de linfocito, si bien no tiene habilidad de reconocimiento,
consta de receptores de alta afinidad que distinguen citocinas espećıficas [14].

Otro tipo de células involucradas en la infección son los neumocitos. Se le llama neu-
mocitos a las células alveolares escamosas; este tipo celular cubre aparentemente toda la
superficie alveolar. Un alvéolo se refiere a un pequeño saco de aire que se encuentra en
el sistema respiratorio, particularmente los pulmones, de mamı́feros [3]. De acuerdo a un
estudio realizado por Haagmans et al. (2004), la importancia de los neumocitos radica en
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que la replicación del virus, espećıficamente SARS coronavirus, toma lugar comúnmente
en el tracto respiratorio inferior (LRT, Low Respiratory Tract, por sus siglas en inglés),
que justo conlleva a un daño alveolar (DAD, Daño Alveolar Difuso). Por tanto, un primer
contacto del virus con el cuerpo es a través de células como los neumocitos [6].

Coronavirus

Figura 2: (2008). Micrograf́ıa
electrónica del virus SARS-
CoV-2, obtenida mediante mi-
croscoṕıa electrónica de trans-
misión (TEM). La imagen
muestra detalles microscópicos
de la estructura viral. Dr. Go-
pal Murti/Visuals Unlimited,
Inc.

El coronavirus es un virus con genoma ARN, lo que
implica que sintetizan el ARN mensajero con una
ARN polimerasa viral. El significado de su nombre
parte de la consideración de su familia: Coronaviridae.
Dentro de esta misma familia se encuentra el virus del
śındrome respiratorio agudo grave o severo (SARS-
CoV) y el śındrome respiratorio del Medio Oriente
(MERS-CoV). Inicialmente, la variante fue conocida
como nuevo coronavirus 2019 (2019-nCoV); pos-
teriormente bajo decisión del Comité Internacional de
Taxonomı́a de Virus, se le denominó SARS-CoV-2.

Haciendo uso de técnicas como la microscoṕıa electrónica, se ha observado que la estruc-
tura del virus es redondeada con esṕıculas, similar a una corona solar. La composición
proteica estructural del virus consta de cuatro protéınas: de esṕıcula (S), de envoltura
(E), de membrana (M) y nucleoprotéına (N). En cuanto a las funciones, la protéına S es
la más antigénica y le da forma de corona. La protéına N se encarga de la protección del
genoma y contribuye en la śıntesis del ARN viral. La protéına M proporciona estructura
y estabilidad al virón. Finalmente la protéına E funciona como canal iónico [13].

A grandes rasgos, durante el ciclo replicativo lo que ocurre es que el virón de SARS-CoV-
2 se une a la célula huésped bajo la interacción de la protéına S con la protéına ECA2
(enzima convertidora de angiotensina 2). Es importante resaltar que es común encontrar
a la ECA2 en el tejido respiratorio (desde la cavidad nasal hasta los alvéolos pulmonares).
Considerando también a la protéına TMPRSS2 (serina proteasa transmembranal 2), el
virus ingresará mediante endocitosis.
Una vez que las membranas se fusionaron, se libera la nucleocápside en el citoplasma,
permitiendo la śıntesis del genoma viral en los ribosomas. Posteriormente en el ret́ıculo
endoplasmático y en el aparato de Golgi, se inicia un proceso de ensamblaje (interacción
genoma-nucleocápside). Finalmente gracias a la exocitosis los nuevos virones abandonan
a la membrana celular, dando pauta a iniciar nuevamente el ciclo.

La justificación sobre el origen del virus se ha inclinado hacia un carácter zoonótico,
espećıficamente con el murciélago. Esto porque la distancia filogenética entre el genoma
del SARS-CoV-2 y el genoma del Bat-CoV RaTG13 es muy cercana (≈ 96%) [12][13].
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Modelado matemático

Antecedentes
La mortalidad humana tiene y ha tenido una gran variedad de factores contribuyentes
a lo largo de la historia. Uno de ellos y de los que más han resonado en los últimos
años, son las pandemias. En sentido general, una pandemia se puede describir como una
enfermedad epidémica que alcanza a una gran parte de la población. Ahora, la palabra
epidemia hace referencia a una propagación de una enfermedad pero limitada espacio-
temporalmente. Estos sucesos funcionan bien como campo de trabajo y aplicabilidad de
modelos matemáticos, pues estos últimos cuentan con herramientas que proporcionan
una aproximación funcional de la dinámica real de la propagación a lo largo del tiempo
y del espacio.
El comienzo de la invasión de microorganismos data desde antes de la extinción de los
neandertales hasta hoy en d́ıa; situación interesante ya que demuestra la capacidad evolu-
tiva conforme nuestro mismo desarrollo. Ejemplos de pandemias por las que el ser humano
ha tenido que atravesar son: la peste negra (alrededor de 542 d.C.); la viruela (hace 10,000
años); la gripe española (alrededor de 1918); la gripe asiática (alrededor de 1957); SIDA
(alrededor de 1981); entre otras. La cantidad de muertes que estas pandemias han dejado
oscilan en un intervalo de 5,000 personas a 3,000,000 de personas [4].

La consideración de emplear modelos matemáticos para el entendimiento de su dinámica,
data a principios del siglo XVIII, con Daniel Bernoulli. La motivación fue la eficacia de
la inoculación determinando si ella permitiŕıa ampliar la esperanza de vida a través de el
cálculo infinitesimal. Posteriormente surge otro modelo, con Ronald Ross. La enfermedad
que incitó al desarrollo de este modelo fue la malaria. Aparte de determinar que el parásito
de malaria habitaba en el sistema digestivo de un mosquito llamado Anopheles, también
encontró que la solución no era exterminar por completo a la especie de mosquitos.
Finalmente con William Kermack y Anderson Mckendrick, se establecieron las bases
para lo que hoy se conocen como modelos compartimentales tipo SIR.

Ya que es de los primeros contactos con el modelado matemático, se hace especial hincapié
en el modelo de Bernoulli. El modelo de Bernoulli buscaba demostrar la eficacia de la
inoculación a largo plazo; para ello, Bernoulli consideró que la probabilidad de contraer
la viruela y de morir por la infección, era independiente de la edad. Además, propuso que
quienes sobreviven a la viruela, desarrollan inmunidad. Aśı, se puede definir a p como
la probabilidad de que un infectado muera por viruela; lo contrario, la supervivencia, se
denota como 1-p; q se refiere a la probabilidad de contraer la infección. Aśı, la población
total estará dada por

P (t) = S(t) +R(t) (1)

donde S(t) es la cantidad de personas susceptibles a infectarse y R(t) los recuperados.
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Definiendo a la mortalidad por otros motivos como m(t), se tiene que

dS

dt
= −qS −m(t)S (2)

dR

dt
= q(1− p)S −m(t)R (3)

∴

dP

dt
= −qpS −m(t)P (4)

Tras eliminar el término m(t) con el fin de encontrar la relación entre S(t) y P (t), y

definiendo f(t) como la derivada de S(t)
P (t)

, se tiene

df

dt
= −qf + pqf 2 (5)

Resolviendo se encontrará la fracción de susceptibles

S

P
=

1

(1− p)eqt + p
(6)

Para calcular la esperanza de vida, se debe plantear un escenario donde no hay muertes
por inoculación sino muertes por otros motivos; esto lleva a la determinación de P ∗(t),
como la población que muere por diferentes motivos fuera de la viruela. Aśı, la esperanza
de vida es

E(t) =
1

P0

∫ ∞

0

P (t)dt (7)

E∗(t) =
1

P0

∫ ∞

0

P ∗(t)dt (8)

Lo anterior permitió a Bernoulli demostrar que la esperanza de vida śı se veŕıa aumenta-
da tras la implementación de la inoculación. Ello sentó las bases para la fiabilidad de los
modelos matemáticos para entender el comportamiento de la propagación de infecciones.

El modelo de Ross se describe con dos ecuaciones diferenciales. Se consideran varios
parámetros: N es el número total de personas; I(t) es el número de infectados; n es
el número de mosquitos; i(t) es el número de mosquitos portadores de malaria; b es la
frecuencia con la que los mosquitos infectan; p es la probabilidad de transmisión humano
a mosquito; p′ es la probabilidad de transmisión de mosquito a humano; a es la tasa de
humanos recuperados y m es la mortalidad de mosquitos. Aśı

dI

dt
= bp′i

N − I

N
− aI (9)

Se tomó el estado estacionario para resolver ya que es un periodo de tiempo donde algunos
parámetros se mantienen constantes. Con lo anterior, se pudo determinar un punto umbral
para determinar cuando las soluciones tienen significado f́ısico y cuando no. Aśı se tiene
que

n∗ =
amN

b2pp′
(10)

La caracteŕıstica más sorprendente de esta última ecuación es que con ella, se demuestra
que no es necesario llegar a la extinción de la especie para la erradicación de la malaria.
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La dinámica de la transmisión también se ve descrita por el número básico de repro-
ducción. Esta ecuación surge a partir de la consideración de introducir a una persona
infectada en una población sana. Se tiene entonces

Ro =
b2pp′n

amN
(11)

Si Ro > 1, significa que al menos un infectado transmitirá la infección a otra persona
hasta la etapa de recuperación.

La consideración de la evolución del crecimiento de poblaciones es fundamental para el
entendimiento de un brote epidémico. Sea una población donde todos los individuos viven
en libertad y no hay ni restricciones ni competencia, se define x(t) como la densidad de
población; si además se conocen las tasas de nacimiento, muerte y migración, entonces la
tasa de cambio de la densidad de población es calculable.
Considerando h como un intervalo corto de tiempo, el número de nacimientos es apro-
ximadamente khx, donde k es la tasa de natalidad. Esto funciona para poblaciones que
se reproducen por división. Es fundamental que el intervalo de tiempo sea corto para
asegurar la proporcionalidad. Aśı

x(t+ h)− x(t) ≈ (k − µ)x(t)h (12)

donde µ es el ı́ndice de mortalidad. Es bajo este modelo que Malthus pudo predecir que si
la población creciera ilimitadamente, los recursos no seŕıan suficientes. Para solucionarlo,
se modifica la ecuación considerando una cantidad llamada capacidad de carga de
la población K. Entonces la evolución restringida está dada por la siguiente ecuación
loǵıstica

dx(t)

dt
= rx(t)

(
1− x(t)

K

)
(13)

Se puede concluir que la ventaja de aplicar una ecuación loǵıstica para el estudio evo-
lutivo de una epidemia proporcionan parámetros importantes: el d́ıa de mayor número
de infectados, la duración de la epidemia y el total de infectados. No obstante, en lo
anterior todo funcionó ya que hab́ıa simetŕıa, situación no tangible en la realidad. Para
ajustar la ecuación considerando factores tangibles, se propone la ecuación de Gompertz.
En general, se tratan de curvas sigmoidales que describen que una vez pasado el máximo
de infectados diarios, la curva tenderá a caer más lentamente. Aśı

dx(t)

dt
= rx(t) ln

(
K

x(t)

)
(14)

Al rededor de segmentar a la población en: susceptibles, infectados y recuperados, es
posible proponer un modelo para la propagación de enfermedades infecciosas, tal y como
lo proponen Kermack y McKendrick. Además, son modelos que también consideran a la
inoculación y al confinamiento como parámetros. S(t) se refiere al número de individuos
susceptibles; es decir, individuos sanos que pueden contagiarse. I(t) se refiere al número de
infectados. R(t) se refiere al número de recuperados; en este último es importante resaltar
que estos individuos ya no transmiten la enfermedad (ya sea por la misma recuperación
o defunción). Lo anterior se conoce como modelos compartimentales tipo SIR y tiene
variantes. La primera es un modelo de dos estados, entre susceptibles e infectados: modelo
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SI. La condición es que el periodo de tiempo de la enfermedad es corto, sin considerar
nacimientos ni muertes. Por otra parte, está el modelo SIS. El modelo SIS propone que
los infectados se recuperan pero no son inmunes. Se definen cantidades como la tasa de
contagio β y la tasa de recuperación δ.

Dentro de la gama de ecuaciones que describen el comportamiento de la propagación,
las siguientes juegan un papel crucial: el número efectivo de reproducción (punto
umbral)

Rc = β
so
δ

(15)

y el número básico de reproducción

Ro =
β

δ
(16)

el cual determina si el crecimiento será de forma lineal o exponencial.
Aśı, se llega a las siguientes condiciones

Ro > 1 (17)

significa que los infectados pasarán a formar parte de la población.

Ro < 1 (18)

significa que los infectados desaparecerán eventualmente.

Para este proyecto, el siguiente modelo sienta las bases del desarrollo aśı que se describe
con mayor detalle a continuación. El modelo SIR se caracteriza por tener una parte de
la población recuperada e inmune (susceptibles independientes de recuperados). γ es la
fracción de infectados recuperados. Aśı

ds

dt
= −βis (19)

di

dt
= βis− γi (20)

dr

dt
= γi (21)

El cambio de las cantidades de S → s y demás se hace con fines prácticos de una mejor
manipulación de las cantidades propuestas.
Considerado que se está trabajando sobre una población de infectados que no tienen
contacto con más población S(t) (βis = 0), se tiene que

di

dt
= −γi (22)

De ello se desprende
i(t)

io
= e−γt (23)

cantidad que indica la probabilidad de seguir infectado en un tiempo t. Entonces la
probabilidad de recuperarse es

F (t) = 1− e−γt (24)
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la densidad de probabilidad (derivada) es

f(t) = γe−γt (25)

y con ello se define el tiempo promedio de recuperación de un infectado

τ =

∫ ∞

−∞
tf(t)dt =

1

γ
(26)

La identidad fundamental exprese la relación entre s e i y está dada por

i = −s+
γ

β
ln s+ io + so −

γ

β
ln so (27)

como observación, no hay dependencia espacial.

La consideración de factores como el uso de mascarillas o el distanciamiento interpersonal
solamente influye en la adición de parámetros y términos. Sea el caso donde hay una
campaña de vacunación, si bien se utiliza el modelo SIR pero con una ligera modificación
(modelo SIR-v). Siendo v la fracción de vacunados y considerando un 100% de efectividad
de la vacuna, entonces

ds

dt
= −βi(1− v)s (28)

di

dt
= βi(1− v)s− γi (29)

dr

dt
= γi (30)

lo anterior funciona para el caso de la vacunación, pero ello indica que también es posible
la aplicación para cuando se considera la respuesta inmune.

Los modelos también son aplicables, bajo modificaciones, para situaciones donde la infec-
ción permanece por mucho tiempo, más de una década (modelo SIR endémico). Si bien
se trata nuevamente de un modelo tipo SIR, con la condición de considerar la tasa de na-
talidad y mortalidad. A ambas se les considerará como iguales, por lo que se representan
con µ.

Gracias a la representación gráfica considerando este tipo de modelos, es fácil caer en
cuenta de las ventajas inmediatas de llevar a cabo un plan de confinamiento y/o distan-
ciamiento social; pues las curvas, principalmente las de infectados y expuestos, presentan
un aplanamiento lo que significa que el número de infectados disminuye (a pesar de que
hay un desplazamiento que prolonga la duración de la transmisión). Esto demuestra la im-
portancia y utilidad que pueden brindar para salvaguardar la integridad de una población
durante la exposición a una infección [4].

Es importante resaltar que el carácter de las ecuaciones expuestas en el presente proyecto
es loǵıstico. Una ecuación loǵıstica si bien se trata de ecuaciones diferenciales ordinarias
que describen el crecimiento y decrecimiento de poblaciones a lo largo del tiempo, se
caracterizan por sus entornos limitados. Que un entorno esté bien limitado es necesario
ya que es lo más parecido a la realidad, principalmente porque los recursos suelen ser
temporales [4].
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Criterio de Información de Akaike (AIC)
La propuesta de modelos que buscan describir el comportamiento de determinado fenóme-
nos necesita de un criterio y/o condición de selección. Esto con el motivo de clasificar la
eficacia de cada uno de ellos. En particular uno de estos criterios es el llamado Criterio
de Información de Akaike, el cual se define como una herramienta para verificar qué
tan óptimo es un modelo particular dentro de un conjunto finito de modelos.
En primera instancia, lo ideal seŕıa que el criterio permitiera encontrar el modelo que,
durante el proceso, no perdiera información. No obstante en la realidad eso es imposible,
aśı que el objetivo es el de obtener un modelo que pierda la menor cantidad de informa-
ción. Aśı, se resume que el AIC resultará en la elección del modelo más óptimo a través
de

AIC = −2 lnL ˆ(θ) + 2K (31)

de donde lnL ˆ(θ) se refiere al logaritmo que se relaciona con los parámetros libres de un
modelo estad́ıstico, y K es el número de parámetros libres del modelo.
Se habla de una distancia entre el modelo y el mecanismo generador de datos. Al ser
dependientes de datos experimentales, es de carácter relativo, además de que la genera-
ción de datos suele ser dif́ıcil de caracterizar. De la misma ecuación anterior cada término
describe temas diferentes. El primer término es prácticamente la calidad de ajuste a los
datos experimentales por parte del modelo. El segundo término se conoce como penali-
zación y es proporcional al nivel de complejidad del modelo.
Una vez determinados los valores de AIC, el menor de ellos significa que el modelo o se
ajusta bien a los datos o simplemente no es tan complejo.
Se definen también la diferencia AIC y el peso de Akaike. La primera está dada por

∆AIC
i = AICi − AICmin (32)

Esta ecuación permite la jerarquización de modelos según distancias con el mejor modelo;
cuando ∆AIC

i = 0, entonces se trata del mejor modelo. AICmin es el menor valor AIC
dentro del conjunto de modelos a probar.
La siguiente cantidad está dada por

ωAIC
i =

e−
1
2
∆AIC

i∑R
r=1 e

− 1
2
∆AIC

r

(33)

y se refiere a los pesos de Akaike. Ellos permiten la cuantificación de la calidad de los
modelos; es decir, es la probabilidad de que un determinado modelo i sea el mejor modelo
dentro de todo el conjunto [2][9].
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Modelo matemático para la dinámica
viral dentro del cuerpo humano

Alrededor de todo el estudio que se ha llevado a cabo para la comprensión de la dinámica
viral del SARS-CoV-2, se han propuesto modelos con diferentes implicaciones que invo-
lucren la mayor cantidad de parámetros posibles y aśı poder representar a la realidad de
una manera más cercana. Los factores dependen de temas como la respuesta inmune en
general y la infección de diferentes tipos de células blanco.

Mientras que los modelos matemáticos epidemiológicos cumplen con la función de estimar
la manera en que la infección se dispersará además de evaluar el impacto de la misma con
fines de mejoras en las medidas de seguridad, los modelos del tipo intra-hospedero también
tienen un grado alto de relevancia. Esto porque este tipo de modelos son de gran utilidad
en el entendimiento de temas como son la interacción con el sistema inmune, el impacto
del efecto farmacológico y la misma dinámica durante el ciclo de replicación. La razón
de que este tipo de modelo proporcione una visibilidad más clara sobre la dinámica viral
recae particularmente en el conocimiento de interacciones dominantes entre los diversos
grupos celulares; mismo que será benéfico en la determinación de medidas de seguridad
[1].

Uno de los desarrollos que generalmente no se lleva a cabo es el de la caracterización de
un modelo. La caracterización de un modelo se define como el proceso a través del cual, se
describen los comportamientos, propiedades y caracteŕısticas de un modelo matemático.
Lo anterior implica la definición de variables, parámetros, ecuaciones; la identificación de
suposiciones; el análisis de propiedades matemáticas (linealidad, convergencia, etc.); la
validación; las limitaciones y la interpretación de resultados. En ese sentido, esta investi-
gación también proporciona una parte del análisis para determinar la caracterización del
modelo limitado por células blanco [1].

Modelo limitado por células blanco
En particular, existe un modelo que se basa en la interacción que hay con las células
huésped; a estas células se les denomina células blanco. Es un modelo que se ha aplicado
y ha funcionado para otras enfermedades como son SIDA, Hepatitis, Ébola e Influenza.
Se le conoce como modelo limitado por las células blanco e involucra las siguientes
caracteŕısticas:

Se basa en la interacción virus-célula huésped.

La tasa de infección está limitada por la disponibilidad y/o número de
células huésped.

La dependencia es directamente proporcional a la velocidad de infección: pocas
células infectadas significa una tasa de infección baja.
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Las ecuaciones diferenciales ordinarias acopladas que involucra describen el cambio
en la población de células huésped y cambio en la población del virus.

Es un modelo cuyo ajuste es mejor comparado con modelos de crecimiento expo-
nencial y decaimiento logaŕıtmico.

Aśı, se tiene que
dU

dt
= −βUV (34)

dI

dt
= βUV − δI (35)

dV

dt
= pI − cV (36)

donde U es el número de células blanco; I es el número de células infectadas; V es el
número de virones; β es la tasa de infección entre virones y células blanco; p es la tasa
de liberación por parte de las células infectadas; c es la tasa de eliminación viral y δ es
la tasa de limpieza de células infectadas.

Este tipo de modelos se dice que es no negativo, ya que

U(t) ≥ 0 (37)

I(0) ≥ 0 (38)

V (t) ≥ 0 (39)

Aśı

x(t) = {U(t), I(t), V (t)} → X := {x ∈ R3
≥0} (40)

De este sistema cabe resaltar que V (t) presenta una discontinuidad. Durante el periodo
previo a la infección (t < 0); ie., un estado estable sano, las cantidades estarán deter-
minadas por U(t) = Uo, I(t) = 0 y V (t) = 0. En cuanto t = 0, una pequeña población
viral entrará al sistema del organismo huésped y entonces da paso a una discontinuidad
de primera especie, tal que

ĺım
t→0−

V (t) = 0 (41)

ĺım
t→0+

V (t) = Vo > 0 (42)

Lo anterior conduce a establecer que, sea el sistema restringido de tal forma que U(to) > 0,
I(to) ≥ 0 y V (to) > 0, entonces el virus se dispersará en el organismo huésped a un tiempo
t > to tal que existe t∗ > to donde V̇ (t) > 0; ie. habrá dispersión siempre y cuando V (t)
tenga al menos un máximo local.
El caso contrario, cuando no hay dispersión, significa que V (t) decrecerá con t > to; esto
es

ĺım
t→∞

V (t) = 0 (43)

El número básico de reproducción se determina a partir de la consideración de la condición
inicial tal que

dI

dt

∣∣∣
t=0

= βU(0)V (0)− δI(0) > 0 (44)
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dV

dt

∣∣∣
t=0

= pI(0)− cV (0) = 0 (45)

De donde

pI(0)− cV (0) = 0

pI(0) = cV (0)

p

c
=

V (0)

I(0)

Al considerar la desigualdad

βU(0)V (0)− δI(0) > 0

βU(0)V (0)

δI(0)
− 1 > 0

βU(0)V (0)

δI(0)
> 1

Entonces considerando ambos desarrollos, el número básico de reproducción es

Ro =
βU(0)p

δc
> 1 (46)

La determinación de la estabilidad de un modelo es necesaria ya que a partir de ella, se
puede dilucidar información sobre el comportamiento a largo plazo, por ejemplo. En el
caso de un modelo epidemiológico, ayuda en la predicción,en la evaluación de tratamientos
y en el perfilamiento la comprensión de la respuesta inmune.

Para encontrar el punto de equilibro se deben equiparar las ecuaciones diferenciales tal
que

dU

dt
=

dI

dt
=

dV

dt
= 0 (47)

Lo anterior es válido si el único punto a considerar es

xs := (Us, 0, 0), Us ∈ [0,∞) (48)

Entonces

xs := {(U, I, V ) ∈ R3 : U ∈ [0,∞), I = 0, V = 0} (49)

A continuación se hará una linealización con una matriz jacobiana para analizar la esta-
bilidad del punto de equilibrio. Sea un estado general tal que

dU

dt
= f(U, I, V ) (50)

dI

dt
= g(U, I, V ) (51)

dV

dt
= h(U, I, V ) (52)
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la matriz jacobiana está dada por

J =


∂f
∂U

∂f
∂I

∂f
∂V

∂g
∂U

∂g
∂I

∂g
∂V

∂h
∂U

∂h
∂I

∂h
∂V

 =

−βV 0 −βU

βV −δ βU

0 p −c

 (53)

Bajo la condición de xs

As =

0 0 −βUs

0 −δ βUs

0 p −c

 (54)

Entonces

As − λI =

0 0 −βUs

0 −δ βUs

0 p −c

− λ

1 0 0

0 1 0

0 0 1

 =

−λ 0 −βUs

0 −δ − λ βUs

0 p −c− λ

 (55)

La determinación de los eigenvalores es importante ya que son los que permiten conocer el
conjunto solución estable. Recordando que estos se encuentran a partir del determinante

det(As − λI) = (−λ)

[
−δ − λ βUs

p −c− λ

]
= 0 (56)

Esto es

−λ[(−δ − λ)(−c− λ)− pβUs] = 0 (57)

−λδc− λ2δ − λ2c− λ3 + λpβUs = 0

λ[δc− λδ − λc− λ2 + pβUs] = 0

λ[−λ2 − λ(c+ δ) + (pβUs − cδ)] = 0

De lo anterior, es fácil ver que λ1 = 0. Mientras que las otras dos soluciones estarán dadas
por

λ2,3 = −
(c+ δ)±

√
(c+ δ)2 + 4(pβUs − cδ)

2
(58)

Para la simplificación, conviene recordar que exite un valor cŕıtico (Uc) el cual está dado
por

Uc :=
cδ

pβ
(59)

entonces

λ2,3 = −
(c+ δ)±

√
(c+ δ)2 + 4cδ

(
Us

Uc
− 1

)
2

(60)

Si Uc = Us se tendrá que

λ2,3 = −(c+ δ)± (c+ δ)

2
(61)
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De lo último se deduce lo siguiente: λ2 = 0 y λ3 = −(c+ δ) < 0 con c, δ > 0. Entonces se
define el conjunto solución

x1
s := {(U, I, V ) ∈ R3 : U ∈ [0, Uc), I = 0, V = 0} (62)

como estable y el conjunto solución

x2
s := {(U, I, V ) ∈ R3 : U ∈ [Uc,∞), I = 0, V = 0} (63)

como inestable [1].

Para la confirmación de la ejecución del modelo se recurrió a un trabajo realizado por
Wang et al. (2020) de donde se tomaron los parámetros de ajuste. En este trabajo se
consideraron muestras pertenecientes a un conjunto de pacientes de Alemania, Corea del
Sur y China. A la vez, se tomaron los datos experimentales del trabajo de Hernández
y Velasco (2020) [8] los cuales pertenecen a un conjunto de pacientes alemanes que no
fueron sometidos a ningún tipo de tratamiento. En general, la medición del ARN viral se
llevó a cabo de manera rutinaria diaria desde el inicio de la manifestación sintomática.
Las condiciones iniciales se tomaron como U(0) = 6 × 104, I(0) = 0, V (0) = 10−4,
δ = 2day−1.

Es importante mencionar que los datos experimentales se tomaron del LRT ya que la
calidad y cantidad de información de esa región acerca de la carga viral, es alta [10]. En
particular, los motivos fueron:

Las zonas infectadas principalmente afectadas corresponden a pulmones y bron-
quios, mismos que forman parte de la red de órganos los cuales constituyen al LRT.
Aśı, es conveniente tomar muestras de ellos ya que la carga viral es alta además de
que los cambios en la respuesta inmune son significativos.

En tema de śıntomas, un estudio de 152 casos demostró que la tos, siendo parte del
conjunto de śıntomas del LRT, ocurre en aproximadamente el 50% de los casos.

Los śıntomas del LRT tienen consecuencias y/o resultados cuyo nivel cĺınico es
grave; un ejemplo es la combinación de tos con dificultad para respirar (neumońıa).

Las siguientes gráficas representan las curvas teóricas encontradas durante el proyecto.
Se realizaron un total de ocho gráficas las cuales se localizan en el apéndice del presente
trabajo donde también se ubica la tabla de valores con los parámetros utilizados. Se
destacan tres de ellas por presentar un valor AIC bajo. La toma de datos parte con t = 0
que representa el inicio sintomático.

Paciente 3. AIC=-12.76 Paciente 14. AIC=-0.40 Paciente 2. AIC=0.06
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Modelo con respuesta inmune
Un modelo que explique el comportamiento epidemiológico puede ser más cercano a la
realidad de acuerdo a la cantidad de términos que lo compongan. En este sentido y a
manera de modificación, se propone la consideración de la respuesta inmune.

Este modelo propone que el virus induce la proliferación de células T. Es importante
resaltar que la respuesta inmune por parte de las células T no es inmediata, ello ya que
depende de qué tanto tiempo les tome familiarizarse con el virus.
En términos de ecuación, se tiene que

dV

dt
= pV

(
1− V

K

)
− cTV T − cV (64)

dT

dt
= sT + rT

(
V m

V m + km
T

)
− δTT (65)

de donde K es la capacidad de carga máxima; p es la tasa de replicación; cTV T es la tasa
de aniquilación de células infectadas por parte del sistema inmune; T es el número de
células T; sT es el parámetro de homeostasis de las células T; δT es la vida media de las
células T y r es la tasa de proliferación. Teniendo en cuenta que la proliferación de células
T sigue el comportamiento de una función sigmoidal logaŕıtmica, kT es una constante de
saturación media y m es la anchura de la función sigmoidal.

El estudio realizado por Hernandez y Velasco (2020) y Wölfel et al. (2020) desarolló la
metodoloǵıa necesaria con pacientes alemanes [17], [8]. Las condiciones iniciales conside-
raron V (0) = 0,31 copies

ml
, T (0) = 106 y δT = 0,1 considerando que la vida media de las

células T dura aproximadamente 4 d́ıas.

Las gráficas siguientes ilustran las curvas teóricas derivadas durante el proyecto. Se ge-
neraron en total nueve gráficas, las cuales se encuentran detalladas en el apéndice de este
documento, junto con la tabla que contiene los valores correspondientes a los parámetros
empleados. Es relevante mencionar que tres de estas gráficas resaltan debido a la exhi-
bición de un bajo valor de Criterio de Información de Akaike (AIC). La toma de datos
parte con t = −3 que representa el inicio sintomático.

Paciente I. AIC=-42.49 Paciente A. AIC=-1.33 Paciente F. AIC=7.07
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Modelo con respuesta inmune espećıfica
La versatilidad inherente a la descripción de modelos matemáticos mediante una amplia
gama de parámetros y términos ofrece la flexibilidad necesaria para manipular diversas
combinaciones. Puede considerarse que el modelo restringido por células blancas consti-
tuye la piedra angular de todos los demás. De hecho, la demostración de sus puntos de
equilibrio mediante la linealización mediante una matriz jacobiana se llevó a cabo con el
propósito de resaltar su importancia fundamental en el desarrollo de otros modelos.

Posterior a ese modelo base, se presentó un modelo resultado de la proliferación de células
T gracias a la presencia viral. De esta manera este tercer modelo lo que busca es encontrar
qué tan distinta es la curva teórica si se combinan los dos previos. Aśı, la propuesta de
este proyecto es la combinación de los trabajos de Wang et al. (2020) [15], Hernandez y
Velasco (2020) [8] y Wölfel et al.(2020) [17].

La intención de combinar modelos dinámicos en este proyecto se enfoca en la búsqueda de
una representación más completa y precisa del sistema biológico en estudio. Cada modelo
individual aborda aspectos espećıficos de la dinámica viral y la respuesta inmune, lo que,
al combinarse, proporciona una visión más hoĺıstica de la interacción entre el virus y el
sistema inmunológico.
Al validar cada modelo por separado con datos experimentales, se aseguró de que ambos
modelos estén completos aśı como que proporcionen información única. La combinación
se convierte aśı en un enfoque que aprovecha las fortalezas individuales de cada modelo,
respaldando la solidez del enfoque general.
Por otra parte, está la incorporación de múltiples factores biológicos complejos. La in-
terrelación entre la dinámica viral y la respuesta inmune puede ser intrincada, aśı que la
combinación de modelos facilita la captura precisa de estas interacciones.
Finalmente, la justificación descansa en la coherencia con datos experimentales y en la
mejora de la capacidad predictiva del sistema. Si los modelos individuales son consistentes
con los datos reales y la combinación mejora la capacidad de prever el comportamiento del
sistema, entonces el enfoque conjunto se respalda teórica y emṕıricamente, fortaleciendo
la validez de la investigación.

El modelo combinado entonces se puede explicar bajo tres puntos

En la biodiversidad celular, existen muchos tipos de part́ıculas celulares y/o tejidos
que pueden ser infectados.

Es un modelo que considera células blanco principales y secundarias, análogo a
considerar una primera y segunda ola de infección.

La idea surge a partir de un estudio donde se detectó material viral del tipo SARS-
CoV-2 dentro de linfocitos [16].

Aśı, el conjunto de ecuaciones diferenciales estará dado por

dN

dt
= −βV (t)N(t) (66)

dL

dt
= λ− βV (t)L(t) (67)

dI

dt
= βV (t)[N(t) + L(t)]− [δ(t) + ωL(t)]I(t) (68)
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dV

dt
= pI(t)− cV (t) (69)

de donde N es la concentración de neumocitos y L es la concentración de linfocitos
(en un organismo saludable, su cantidad es constante), siendo la primera y segunda ola
respectivamente; λ es la tasa de restitución celular para linfocitos y se mantiene constante
porque la regeneración celular es lenta; β es la tasa de infección para ambos casos; c es
la tasa de eliminación viral para ambos casos; p es la tasa de liberación de virus; I es
la cantidad de células infectadas, por lo que involucra a amboas olas; ωLI se refiere a la
eliminación de células infectadas gracias al sistema inmune; µ es el d́ıa donde se asume
que inicia la respuesta inmune adaptativa y finalmente δI y δ(t) se refiere a la tasa de
muerte de células infectadas. El último término presenta un comportamiento espećıfico.
Se tiene que

δ(t) =


δI si t ≤ µ

δIe
σ[t−µ] si t > µ

(70)

En el contexto de tasas de eliminación celular, generalmente se usan modelos tipo Michaelis-
Menten. Estos modelos involucran una función de saturación la cual se define como una
función que modela cómo la tasa de eliminación (o muerte) de células cambia cuando se
satura o alcanza un máximo a medida que la densidad celular aumenta [5]. Este tipo de
funciones reflejan la idea de que, a medida que la población celular crece, la tasa de elimi-
nación puede llegar a un punto donde ya no aumenta a pesar de un aumento adicional en
la densidad celular. No obstante, emplear este tipo de funciones resultaŕıa en la adición
de parámetros, aśı que es más conveniente expresar tal bajo una función exponencial [15].

La determinación del número básico de reproducción conlleva el mismo tratamiento que
con el modelo limitado por células blanco. Aśı

dI

dt

∣∣∣
t=0

= βV (0)[N(0) + L(0)]− [δI + ωL(0)]I(0) > 0 (71)

dV

dt

∣∣∣
t=0

= pI(0)− cV (0) = 0 (72)

Entonces
βV (0)[N(0) + L(0)]

[δI + ωL(0)]I(0)
=

βp[N(0) + L(0)]

[δI + ωL(0)]c
(73)

y

Ro∗ =
βp[N(0) + L(0)]

[δI + ωL(0)]c
> 1 (74)

Las gráficas presentadas a continuación representan el resultado triunfante del modelo
compuesto que ha sido el foco central de esta investigación. Estas curvas teóricas, inscritas
en un total de diez representaciones visuales meticulosamente detalladas en el apéndice
de este documento, se destacan como logros notables que encapsulan la esencia de este
trabajo de investigación. La información que se rescata de estas curvas se refleja no solo
la funcionalidad del modelo, sino también su capacidad para capturar la complejidad de
las interacciones entre el virus y el sistema inmunológico.

Lo que distingue aún más estas representaciones es la presencia de tres curvas que sobre-
salen significativamente. Se traducen en valores extraordinariamente bajos del Criterio de
Información de Akaike (AIC), subrayando la robustez y precisión del modelo. Esas cifras
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son un AIC de -10.92 para el paciente 3, -4.04 para el paciente 1, y -1.70 para el paciente
2.

Paciente 3. AIC=-10.92 Paciente 1. AIC=-4.04 Paciente 2. AIC=-1.70

.
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Conclusión

En cierre, esta investigación representa un paso significativo en la comprensión de la
dinámica viral intra-hospedera, particularmente enfocada en el SARS-CoV-2. Desde las
primeras etapas, el objetivo era el de poder comprender cada detalle que rodea la infección
viral, permitiendo aśı posteriormente la propuesta de mejoras es modelos previamente
establecidos.
La replicación de modelos teóricos existentes ha sido un componente clave de este trabajo,
y los resultados obtenidos han sido coherentes con los hallazgos previos en la literatura.
Este éxito subraya la robustez de estos modelos en la descripción de la interacción entre
el virus y su hospedero.

La fusión de dos modelos independientes ha representado un logro destacado. La capaci-
dad de este enfoque combinado para capturar la complejidad de la dinámica viral brinda
una herramienta más precisa y comprensiva. La validación de los resultados frente a la
bibliograf́ıa existente refuerza la confianza en la utilidad y aplicabilidad de nuestro enfo-
que.
A pesar de estos logros, es importante reconocer que este proyecto marca el comienzo
de una investigación más profunda. Las oportunidades futuras incluyen la consideración
de factores adicionales que podŕıan influir en la dinámica viral, la validación experimen-
tal de nuestros resultados teóricos y la adaptación del modelo a situaciones espećıficas.
Este trabajo sienta las bases para una investigación continua y promete descubrimientos
adicionales a medida que la ciencia evoluciona.
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Apéndice

Modelo limitado por células blanco

Paciente 1 Paciente 2

Paciente 3 Paciente 4

Paciente 7 Paciente 8
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Paciente 10 Paciente 14

Paciente β p c V (0) AIC
1 9,8× 10−7 9,7× 102 6,7× 10−1 10−4 7.890298
2 1,8× 10−6 6,25× 102 6,5× 10−1 10−4 0.06341452
3 5× 10−4 19 0.3 10−4 -12.76443
4 6,5× 10−4 2,2× 103 1 10−4 7.098075
7 1,9× 10−6 4,3× 102 0.6 10−4 9.350209
8 9,1× 10−5 5,8× 103 0.6 10−4 10.45424
10 9,7× 10−7 9,4× 102 0.5 10−4 15.19438
14 4,7× 10−5 1,2× 102 2 10−4 -0.409692

Cuadro 1: Valores que representan el mejor ajuste; la toma se hizo sobre la carga viral
LRT por sus siglas en inglés) sobre pacientes de nacionalidad alemana. Las unidades se
dan como sigue: [β] = ml/virus/day, [p] = day−1, [c] = day−1 y [V ] = RNA

ml
[15], [8].
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Modelo con respuesta inmune

Paciente A Paciente B

Paciente C Paciente D

Paciente E Paciente F

Paciente G Paciente H
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Paciente I

Paciente r cT p kT AIC
A 0.794 1,58× 10−6 6.31 7,94× 107 -1.33
B 0.126 7,94× 10−6 12.58 1,99× 106 11.43
C 0.020 1,58× 10−5 19.95 1,58× 103 14.28
D 0.251 1,58× 10−6 6.31 3,16× 104 7.16
E 0.316 1,00× 10−6 5.01 5,01× 105 16.04
F 0.398 1,26× 10−6 6.31 1,00× 107 7.07
G 0.158 1,99× 10−6 6.31 7,94× 104 24.59
H 0.050 2,52× 10−5 31.62 2,52× 103 10.23
I 0.794 1,58× 10−8 8.57 1,00× 103 -42.49

Cuadro 2: Valores estimados de acuerdo a los datos de Wölfel et al. (2020). Los parámetros
m, δT , y K corresponden al mejor ajuste [17], [8].
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Modelo con respuesta inmune espećıfica

Paciente 1 Paciente 2

Paciente 3 Paciente 4

Paciente 7 Paciente 8

Paciente 10 Paciente 14
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Paciente β p c ω σ V (0) µ AIC
1 4,79× 10−8 3,7× 105 78 2,09× 10−4 10−3 10−3 15 -4.042036
2 5,9× 10−8 1,3× 105 39.5 1,59× 10−4 0.1 10−4 8 -1.708228
3 3,6× 10−6 1,23× 103 4.4 10−3 0.1 10−3 9 -10.92767
4 7,3× 10−7 5,7× 103 4.4 1,1× 10−3 0.5 10−4 6 5.980355
7 1× 10−6 1,1× 105 215 4,5× 10−4 0.11 10−3 9 17.5142
8 9,2× 10−8 1,2× 105 109 4,1× 10−5 0.1 10−4 6 6.927418
10 15× 10−7 9× 102 0.8 10−9 0.93 10−4 2.5 17.56648
14 4× 10−5 6,5× 103 20 1,4× 10−2 1.8 10−5 6 0.105858

Cuadro 3: Valores que representan el mejor ajuste; la toma se hizo sobre la carga viral
LRT (Low Respiratory Tract por sus siglas en inglés) sobre pacientes de nacionalidad
alemana. Las unidades se dan como sigue: [β] = ml/virus/day, [p] = day−1, [c] = day−1,
[ω] = ml/cell/day, [σ] = day−1y [V ] = RNA

ml
. Recordando que δI y λ son cantidades fijas

[15].
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